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“Gjéja qé té bén mé shumé pérshtypje éshté fakti: sa mé shumé gé
matematika zhvillohet duke arritur majat e té menduarit abstrakt, kthehet
meé pas né toké me njé instrument gjithmoné e mé té réndésishém pér
analizén e té dhénave konkrete”.

Alfred N.Whitehead (1861 — 1947), “La scienza e il mondo moderno”,
Boringhieri, Torino 1979.
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ABSTRAKT

Zhvillimi i modeleve stokastike, béhet i mundur me identifikimin e disa
shpérndarjeve probabilitare gé u korespondojné njé séré proceseve (é
gjenerojné té dhéna dhe mé pas studimit té vetive té kétyre
shpérndarjeve.Ndodh gé shpérndarja e njé statistike nuk njihet ose kur njihet
mund té kété véshtirési né pérdorimin praktik.Né kéto raste pérpigemi té
gjejmé njé pérafrim té shpérndarjes sé panjohur.Njé metodé gé pérdoret
gjerésisht konsiston né pérafrimin e shpérndarjes sé panjohur me
shpérndarjen limite gé pérftohet kur numri i elementeve té zgjedhjes rritet
pambarim.

Shpérndarja asimptotike éshté shpérndarja probabilitare gé pérftohet si limit
drejt té cilit tenton shpérndarja e njé vargu ndryshoresh rasti.

Jepet vargu i pafundém i ndryshoreve té rastit X;, X,,..., X,,..., secili me
funksion shpérndarje pérkatésisht F,, F,,..., F,,...Themi se vargu X, ka
shpérndarje asimptotike nése vargu F;, F,,..., Fy,...ka pér limit njé funksion
shpérndarje F né té gjitha pikat ku F éshté i vazhdueshém.Shpérndarja limite
ose Ligji F mund té jeté i degjeneruar ose jo.Né rastin e paré, me njé masé
probabilitare té caktuar, limiti éshté njé numér x,.Né kété rast, thuhet se X,
tenton sipas probabilitetit te x,.Né rastin e dyté, ligji F mund té jeté i
vazhduar ose diskret.Né kété rast thuhet se vargu X, konvergjon né
shpérndarje te ndryshorja e rastit X me ligj F.

Kuptimi i1 shpérndarjes asimptotike éshté vecanérisht i réndésishém né
statistiké sepse njohja e shpérndarjes limite té njé vlerésuesi lejon njohjen e
vetive statistikore pér zgjedhje té médha dhe késhtu lejon pérafrimin e vetive
pér zgjedhjet e fundme.Vlerésuesit mé té pérdorur né statistiké jané, né
shumicén e rasteve,me shpérndarje asimptotikisht normale, pra shpérndarja
probabilitare e tyre pérafrohet shumé miré me njé shpérndarje normale kur
numri i elementeve té zgjedhjes éshté mjaft i madh.Mé saktésisht, themi se
njé vlerésues 0, 1 njé parametri 6 ka shpérndarje asimptotike normale nése

shpérndarja e vargut té ndryshoreve té rastit S?e_‘; pérafrohet shumé miré me

shpérndarjen normale kur numri i elementeve té zgjedhjes rritet pa
mbarim.Meqé statistikat jané ndryshore rasti, flasim pér limit sipas masés
probabilitare.

Né kété punim éshté trajtuar shpérndarja asimptotike e disa statistikave
té cilat ndeshen shpesh né situata praktike si ajo e devijimit standard té
zgjedhjes s apo e koeficientit té variacionit té zgjedhjes c. Ky trajtim
éshté béré me ndihmén e funksioneve prodhuese t¢ momenteve dhe
funksioneve karakteristike.Gjithashtu jané trajtuar edhe disa zbatime
té shpérndarjes asimptotike té koeficientit té variacionit té zgjedhjes sé
marré nga bashkésia normale.
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KAPITULLI I

Hyrja

Studiuesit pérdorin statistikén pér té pérpunuar té dhénat gé pérftohen nga
njé eksperiment ose studim i caktuar. Ky proces njihet si analizé e té
dhénave ose statistiké pérshkruese. Por ka edhe raste kur studiuesit e
pérdorin statistikén né njé ményré tjetér.Né statistiké rezultati i vrojtimit
éshté fillimi i1 studimit.Statistika ndérton metoda gé lejojné té nxirren
pérfundime nga vrojtimet e realizuara gjaté zhvillimit té njé dokurie
rasti.Sipas pérfundimeve té nxjerra nga pérpunimi statistikor i zgjedhjes, ka
interes té sigurohet me njé masé probabilitare té caktuar, se sa pérfagésuese e
popullimit éshté kjo zgjedhje.

Origjina e teorisé sé probabilitetit daton né mesin e shekullit té 17-té. Thelbi
I teorisé sé probabilitetit jané teoremat limite sepse ato jané shumé té
dobishme né té kuptuarit e fenomeneve té rastit, prezente né té gjithé
shkencat tona. Historia e teoremave limite fillon me teoremat limite té
Bernulit (1713) dhe mé pas vijon me teoremat limite t¢ De Moivre-s dhe
Laplace-s. Mé pas, Poisson ia doli né ményré té suksesshme té béjé
pérgjithésimin e teoremave té Bernoulli-t, De Moivre-s dhe Laplace-s. Sot, i
njohim kéto teorema si ligjet e numrave té médhenj dhe teoremat gendrore
limite, pjesé themelore e teorisé sé probabilitetit.

Ky punim trajton ndryshoret e rastit, té cilave ose nuk i njihet shpérndarja
probabilitare, ose ajo paraget véshtirési né zbatimet praktike.Né kéto raste
lind nevoja e shqyrtimit té disa kushteve gé lidhen me shpérndarjen teorike
ose asimptotike té késaj ndryshore. Ky trajtim do té béhet bazuar né dy
gasje:

o Nisur nga té dhénat e njé zgjedhje me véllim “n”, ndértohet funksioni
empirik F,(x).Pér vargun F,(x), gjejmé lim,_. F,(x) = F(x).Nése
ky limit ekziston dhe éshté i barabarté me F(x) né té gjitha pikat ku
F(x) éshté i vazhdueshém, atéheré themi se vargu {X,} konvergjon
sipas shpérndarjes tek X me funksion shpérndarje F(x) dhe shénohet
késhtu:

shpérndarje
n—oo
Xy} ——— X

Shpérndarja F(x) quhet shpérndarje limite ose asimptotike e vargut

{Xn}
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o Vektorit (X;,X,,...,X,), ku X; jané ndryshore rasti, i gjejmé
funksionin karakteristik C,(x), té cilit, i korespondon njé dhe vetém
njé ligj i shpérndarjes probabilitare F(x).Kjo do té thoté:

bijeksion
C,(x) —F(x).
Né kéto kushte, funksioni i shpérndarjes pér ndryshoren X, do té jeté
F(x).Pér gjetjen e funksionit karakteristik ndihmohemi prej
momenteve té rendeve té ndryshme, té cilat “prodhohen” prej
funksionit prodhues t¢ momenteve.Prej kétu del réndésia e pérdorimit
té funksionit prodhues t¢ momenteve dhe funksionit karakteristik né
gjetjen e shpérndarjes sé njé ndryshore rasti.

Teoria asimptotike éshté pjesé mjaft e réndésishme e statistikés analitike.
Ajo trajton sjelljen limite té ndryshoreve té rastit (njé ose disa pérmasore) si
dhe shpérndarjet e tyre.Kontribut né kété pjesé kané dhéné Serfling (1980),
Shorack dhe Wellner (1986), Sen dhe Singer (1993), Barndorff-Nielsen dhe
Cox (1994), Van Der Vaart (1998), etj.

Konsiderojmé njé varg ndryshoresh rasti X,,.Jemi té interesuar pér:
lim, 00 X,

Ka dy raste té mundshme:

o X, “konvergjon sipas probabilitetit” te ndonjé konstante ¢

o X, “konvergjon sipas shpérndarjes” te njé ndryshore tjetér rasti “X”.
Nése X,, konvergjon te X, shpérndarjen ¢ X e quajmé “shpérndarje limite” t&
X,. Sa mé i madh té jeté véllimi i zgjedhjes ag mé miré shpérndarja e
ndryshoresX,, pérafrohet me shpérndarjen e ndryshores X.

Pérkufizimi i méposhtém shérben si pikénisje pér trajtimin e shpérndarjes
asimptotike.

Pérkufizim 1. Le té jeté X, X,,..., X,.,..., Njé varg ndryshoresh rasti,secila
me funksion shpérndarje pérkatésisht F, (x), F,(x),..., F,(X)..., atéheré nése:

limp_,., Fy(x) = F(x)
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né té gjitha pikat ku F(x) éshté i vazhdueshém, themi se vargu {X,}
konvergjon sipas shpérndarjes te X me funksion shpérndarje F(x) dhe
shénohet késhtu:

shpérndarje
n—
X)) —X

Shpérndarja F quhet shpérndarje limite ose asimptotike e vargut {X,}. Pra,
shpérndarja asimptotike éshté shpérndarja probabilitare qé i korrespondon
limitit drejt té cilit tenton shpérndarja e njé vargu ndryshoresh rasti.

Koncepti i shpérndarjes asimptotike éshté vecanérisht i réndésishém né
statistiké sepse njohja e shpérndarjes limite té njé vlerésuesi lejon njohjen e
vetive statistike pér zgjedhje té médha dhe késhtu pérafrimin e vetive pér
zgjedhjet e fundme.Lejonté njihet,pér shembull:

e nése njé vlerésues éshté i pazhvendosur pér njé parametér té caktuar
e njohjen e pérafért té variancés ose

e kryerjen e kontrollit té hipotezave statistikore me njé saktési té tillé gé
rritet me rritjen e numrit té elementeve té zgjedhjes.

Vlerésuesit mé té pérdorur né statistiké, jané né shumicén e rasteve, me
shpérndarje asimptotike normale, pra shpérndarja probabilitare e tyre
pérafrohet shumé miré me njé shpérndarje normale kur numri i elementeve
té zgjedhjes éshté mjaft i madh.Mé saktésisht, themi se njé vlerésues 0,,, i njé
parametri 6, ka shpérndarje asimptotike normale nése shpérndarja e vargut té

ndryshoreve té rastit On— 0 pérafrohet shumé miré me shpérndarjen normale.

o(On)

Pérse ndodh kjo? Kjo ndodh sepse shpérndarja normale éshté shpérndarja mé
e réndésishme né statistikén analitike pér disa arsye:

e Shumica e ndryshoreve gé ndeshen né jetén reale kané shpérndarje
normale.

e Kjo shpérndarje mundéson zgjidhjen e shumé problemeve nga fusha té
ndryshme me ndihmén e modeleve probabilitare — statistikore.

e Pérafron edhe shpérndarjet e disa ndryshoreve diskrete né disa kushte
té caktuara.

e [Eshté né bazén e disa prej teoremave mé té réndésishme té statistikés
analitike si, pér shembull, t& Teoremés Qendrore Limite, e cila mund
té pérmblidhet késhtu:
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Cdo madhési e rastit qé éshté rezultat i veprimit té njé numri shumé té
madh ndryshoresh té rastit té pavarura, secila me peshé té
papérfillshme kundrejt té tjerave, ka shpérndarje aférsisht normale,
pavarésisht nga natyra e ligjeve té ndryshoreve té rastit té pavarura.

e Familja e shpérndarjeve normale éshté e mbyllur pérsa i pérket
transformimeve lineare si dhe kombinacioneve lineare etj.

Quhet ndryshe edhe vija e gabimeve té rastit sepse shpérndarja e gabimeve té
béra, né matjen e disahershme té té njéjtés madhési, mund té pérafrohet miré
me njé vijé té tillé.

Shpérndarja normale u zbulua né vitin 1733 prej DeMoivre-s si njé pérafrim
I shpérndarjes binomiale.Pér njé kohé té gjaté shkrimet e tij humbén derisa
Karl Pearson-i i gjeti né vitin 1924,

Laplace e pérdori shpérndarjen normale né vitin 1783 pér té pérshkruar
shpérndarjen e gabimeve té rastit kurse Gauss-i e pérdori kété shpérndarje né
vitin 1809 né analizén e té dhénave astronomike. Shpérndarja normale
shpesh quhet edhe “shpérndarja gaussiane”.

Né kapitullin dyté, do té trajtohen rastet e mundshme qgé lidhen me
shpérndarjen e njé ndryshore rasti duke analizuar problemin né kéto situata:

e Ndryshores sé rastit X (njé pérmasore ose shumé pérmasore), i njihet
ligji probabilitar i shpérndarjes F (x, 04,05, ..., 0,).

e Ndryshores sé rastit X, i njihet ligji probabilitar i shpérndarjes, por
funksionit té shpérndarjes F(x, 0,0, ..., 0,) nuk i njihen parametrat e
tij, té cilat duhen vlerésuar.

e Ndryshores sé rastit X, nuk i njihet ligji i shpérndarjes probabilitare F
(x,04,05,...,0,).

Pér secilin nga kéto raste do té tregohen dhe zgjidhjet pérkatése.

Né kapitullin e treté, do té trajtohen disa mosbarazime probabilitare té
réndésishme (mosbarazimi i Markovit, i Chebyshevit), lloje té ndryshme té
konvergjencés (konvergjenca sipas probabilitetit, konvergjenca pothuajse
kudo, konvergjenca sipas katrorit mesatar), ligjet e numrave t€ médhenj si
dhe elemente gé lidhen me shpérndarjen asimptotike (teoremat gendrore
limite si: teorema Linderberg-Levi, teorema Liapunov, teorema De Moivre-
Laplace)dhe shpérndarja asimptotike e funksioneve té mesatares sé zgjedhjes
g(x). Ke&to trajtime jané marré nga literatura e pérzgjedhur dhe e studiuar pér
kété punim.

10
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Né kapitullin e katért, né fillim éshté trajtuar kontrolli statistikor i cilésisé
duke u ndalur tek materiali i betonit.Ké&tu tregohet réndésia e studimit té
homogjenitetit té té dnénave mbéshtetur te statistikat:

n . —%)2
s = /Z—‘=1(X‘ X" dhe ¢ =
n—1

MEé pas éshté trajtuar shpérndarja asimptotike e kétyre statistikave si dy prej
treguesve té ndryshueshmérisé sé té dnénave.

Xl wn

Né kapitullin e pesté, bazuar né rezultatet e arritura né kapitullin 4 pér
shpérndarjen e statistikés c =§ , Jané ndértuar dhe analizuar disa modele
matematike pér kontrollin statistikor té cilésisé sé prodhimit.

Né fund jané dhéné konkluzionet dhe referencat e kétij punimi.

11
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KAPITULLI Il

Rastet e mundshme lidhur me shpérndarjen e njé ndryshore rasti

2.1 Kuptime té pérgjithshme

Né shumé dukuri té natyrés, edhe pse té krijohet pérshtypja e njé
parregullsie, ka né fakt rregullsi té shpérndarjes sé rastésive, gjé e cila na
lejon t’1 paragesim kéto dukuri me procese ose ndyshore rasti té tipeve té
ndryshme.Pra ndryshorja e rastit paraget ligjésiné gé e ka dukuria né
kuptimin e ligjésisé sé natyrés dhe pér kété arsye ne themi ligji i
shpérndarjessé probabiliteteve né vend té ndryshores sé rastit.

Né aspektin teorik, nése shénoj me Q hapésirén e rezultateve t€ mundshme té
njé prove, ndryshore rasti me pérkufizim quhet:

Pérkufizim 2: Ndryshore e rastit (ose stokastike) quhet ¢do funksion real X,
I pércaktuar né hapésirén Q, pra:

X: Q -R.

Pra, ndryshorja e rastit éshté bashkési numrash realé té rastit.Kéto vlera
ndryshorja e rastit i merr me probabilitet té caktuar, té njohur ose jo.Sipas
kétij kuptimi ne mund té ndértojmé pafundési ndryshoresh té rastit, té cilat
shprehin njé tipar sasior ose cilésor té popullimit gé ne studiojmé dhe gé ka
vlera praktike.

Ndryshorja e rastit X mund té jeté diskrete ose e vazhduar, njépérmasore ose
shumépérmasore.

Pérkufizim 3:Ndryshorja e rastit X quhet diskrete né gofté se bashkésia e
vlerave t&¢ mundshme té saj A éshté té shumtén e numérueshme.

Né gofté se A={x, x5, ... X,,, ... } atéheré shpérndarja e saj qé pércaktohet nga
numrat:

P(x;) = P(X = x;); pér ¢do i=>1 quhet shpérndarje diskrete.

Le té jeté X njé ndryshore rasti e pércaktuar né  hapésirén  Q ku éshté
dhéné probabiliteti P.

12
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Pérkufizim 4: Ndryshorja e rastit X quhet e vazhduar né qofté se gjendet njé
funksion ¢ (x) = 0 pér ¢cdo X€ R, qé pér cdobashkési AcR té kemi:

P(XeA) =/, o(x)dx.

@ (x) qé plotéson kéto kushte quhet densitet shpérndarje.

Pérkufizim 5: Funksioni F(x) i tillé gé F'(x) = ¢@(x) quhet funksion i
shpérndarjes pér ndryshoren e rastit té vazhduar X.

Kur flasim pér ligj probabilitar t& njohur, tani dhe mé tej do té kuptojmé ose
njohjen e funksionit té densitetit té probabilitetit ¢ (x)ose té funksionit té
shpérndarjes F(x) té njé ndryshore rasti.

2.2 Vlerésimi i parametrave té panjohur té modelit probabilitar

Pérkufizim 6: Parametér quhet njé konstante gé éshté karakteristiké pér
gjithé popullatén.

Nése popullata jepet nga njé model matematik, parametri éshté konstantja gé
shfaget te ky model.Funksioni i densitetit i probabilitetit shkruhet ¢(x,6;)
duke evidentuar késhtu parametrat gé e karakterizojné até.

Dimé se kur njihet ligji probabilitar i shpérndarjes F(x,06,,0,,...,0,) pér
ndryshoren e rastit X (njé pérmasore ose shumé pérmasore), llogaritja e
probabilitetit béhet sipas formulés:

P(XEA) =[, @(%,0y,0,, ...,8,)dx = [, dF (x,6;,6; ..., 0)

Shohim rastin kur ndryshores sé rastit X, i njihet ligji Probabilitar i
shpérndarjes, por funksionit té shpérndarjes F (X,0,,6,,.....,6,,) nuk i njihen
parametrat e tij.

Pérkufizim 7: Statistiké quhet ¢cdo funksion i zgjedhjes né trajtén
T=T Xy, X5,....XpH).

Meqé statistika varet nga zgjedhja, ajo né vetvete éshté ndryshore rasti.
Shpérndarja probabilitare e statistikés T = T (Xy,X,,.....X,) quhet
shpérndarje e zgjedhjes pér kété statistike.

13
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Pérkufizim 8: Vlerésues pikésor i parametrit 6 quhet ¢do statistiké
0 = 0(X{,X,,.....X,,) qé pérdoret pér té vlerésuar 6.

Vlerésuesi pikésor éshté funksion i té dhénave té zgjedhjes dhe si i tillé éshté
ndryshore rasti.

Mbi bazén e informacionit té marré nga zgjedhja, parametri 6 mund té marré
njé vleré ose njé bashkeési vlerash. (figura 1).

2 7
(X5 X550005X,) (X5 X55-5X,)
Figural

Pérkufizim 9: Vlerésim i parametrit © quhet ¢do vleré 9 (xq,X,,.....X,) €
vlerésuesit 6 = 8 (X;,X,,.... %), KU Xq,X5,....,%, jané pérkatésisht vlera
konkrete té ndryshoreve X4, X,,.....X,,, té pérftuar nga njé zgjedhje.

Pér funksioninF (x, 04, 0,,..., 6,) me parametra té panjohur, bazuar né té
dhénat e zgjedhjes, ndértojmé statistika 8(X;,X,,.....X,,), si vlerésues pér
secilin prej parametrave té tij té panjohur.

Cdo vlerésues 8, ka njé shpérndarje probabilitare qé pércakton shkallén e
ndryshueshmérisé rreth vlerés sé vérteté té parametrit 6.

Vlerésimet e 0, kané devijime, gabime, referuar vlerés sé panjohur té 0.
Preferohet vlerésuesi 8 i 6 qé té keté né mesatare gabimin mé té vogél té
mundshém.

Vlera mesatare e gabimit té njé vlerésuesi mund té llogaritet népérmjet
vlerés sé pritshme E(|0 — 0|), si mesatare e diferencave né vleré absolute
ndérmjet vlerésimeve té 0 dhe vlerés sé vérteté té parametrit.

Njé kriter tjetér pér matjen e gabimit jepet sipas gabimit katror mesatar.

Pérkufizim 10: Le té jeté 8= 8(X{,X,,.....X,,) njé vlerésues i parametrit 6.
Gabim katror mesatar KMG i vlerésuesit 6 quhet numri:

KMG (8) = E(6 — 0)2 (2.2.1)
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Duke gené se vlerésuesi i njé parametri mund té mos jeté i vetém, shtrohet
céshtja e zgjedhjes sé vlerésuesit; si duhet té jeté ai?

Vlerésuesi 6(X;,X,.....X,) duhet té plotésojé disa kushte gé té pranohet si
vlerésues mé i miré. Kérkohet qé té jeté vlerésues i pazhvendosur, i
géndrueshém, konvergjent, me variancé minimale, i mjaftueshém etj.

Ndértimi i statistikés 0(X;,X,,....,.X,), mund té realizohet me metoda té
ndryshme, por mé té pérdorurat jané ato té katroréve mé té vegjél, té
momenteve, té pérgjasisé maksimale etj.

Né rastin kur ndértohen statistika té ndryshme, preferohet té merret statistika
e mjaftueshme.Duam té dimé se:

e Sa té sakté jemi ne me vlerésimin e gjetur?
e Satésigurt jemi?

e Sa duhet té jeté véllimi i zgjedhjes “n” né ményré g€ zgjedhja té
pérfagésojé Q ?

Vlerésimi pikésor jep pak informacion pér saktésiné dhe siguriné. Kjo éshté
arsyeja gé pér 0 e panjohur béhet vlerésimi intervalor dhe kontrolli i
hipotezave statistikore.

Né rastin e vlerésimit intervalor, ndértojmé intervale me gendér vlerésimin
pikésor, t&é cilat japin “siguri” t€ caktuar pér pérmbajtjen e vlerés sé
parametrit 6.Né kété ményré, cdo zgjedhjeje nuk i pérgjigjet njé numér si
vlerésimi pikésor, por njé interval gé quhet interval besimi.

Le té jeté X;,X,,.....X,, njé zgjedhje nga popullimi me densitet probabilitar
o(x,0) ku 0 éshté parametri i panjohur. Shénojmé 8 = 8(X;,X,,.....X,) njé
vlerésues té parametrit 6 dhe me ¢(0) densitetin probabilitar té statistikés 8.
Le té jené c,, c, dy viera té tilla gé:

P(B<c;) = a; dhe P(8>c,) =0, (2.2.2)
Shénoj o = a, +a,. Numri o quhet niveli i réndésisé ose niveli i sigurisé.
Prej (2.2.2) gjejmé gé:

P(c;<0<c,)=1-a=y

Numri y quhet koeficient besimi dhe zgjidhet aférsisht i barabarté me 1.
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Shprehjen c;<B<c,, mbas veprimeve algjebrike mund ta shkruajmé né
trajtén L, <6<L, dhe nga njévlershméria e tyre del se edhe:

P(c;<B<c;) =P(Ly<0<L;)=1-a=y

Pérkufizim 11: Intervali (L,,L,) quhet interval besimi pér parametrin 6, me
besueshméri (1 -a)%.

Statistikat L, dhe L, quhen pérkatésisht kufi i poshtém dhe kufi i sipérm i
intervalit té besimit, ndérsa madhésia L= L, - L, quhet gjatési e intervalit.

Numrit o zakonisht i jepen vlerat a = 0,10; 0,05; 0,01 gé do té thoté
pérkatésisht

vY=90%; 95%; 99%.

Pér njé o té dhéné, preferohet intervali me gjatési mé té vogél. Numrat o dhe
L jané té lidhur mes tyre: vlerave mé té vogla té o ose vlerave mé té médha
té y 1 pérgjigjen intervale besimi me gjatési L mé té médha.

Le té jeté ( X;,X,,.....X,) njé zgjedhje nga popullimi Q, me ligj ¢(x,0), ku
vlera e parametrit t¢ panjohur 6 e pércakton plotésisht ligjin.Parametri 6
mund té jeté me njé ose disa pérmasa.

Pérkufiziml12: Cdo supozim pér vlerén e parametrit 6, quhet hipotezé
statistikore. Hipoteza quhet e thjeshté kur ka formén:

Hy: 6=0,(0, —Vvleré e caktuar) dhe quhet e pérbéré kur ka formén:

Hy:0 € ®, ku O, ésht€ njé nénbashkési e bashkésisé @ t& vlerave té
mundshme té parametrit 0.

Pér té kontrolluar njé hipotezé ndértohet njé test ( ose kriter ) me ndihmén e
zgjedhjes X,,X,,.....X, € cila na lejon té marrim njé vendim nése hipoteza e
ngritur pranohet apo jo (Leka, 2004, fg.186-189).Kuptohet se testi éshté
funksion i zgjedhjes, pra:

T= T(Xl, Xz,. . Xn)

Nga bashkésia A - e vlerave té mundshme té testit T, vecojmé njé
nénbashkési A.- qé e quajmé zoné kritike, té tillé gé, kur te Ay, hipoteza H,,
— nuk pranohet, ku t &shté vlera e testit T.

Zonén A, té tillé gé¢ Ay U A, = A, e quajmé zoné té lejuar té testit. Zona
kritike A, mund té jeté e njéanshme p.sh A= {t:t=c,}, qé quhet zoné
kritike e djathté ose zoné kritike e majtéA, = {t:t< c, }. Zona kritike mund té
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jeté edhe e dyanshme: A= {t: t <c, oset >c,}.Vlerat c; dhe c, quhen pika
kritike (figura 2)

Cl

~* v

(0]
Ao

Figura 2

Shénojmé f( t,0) ligjin e testit T, ku 6 é&shté parameter i panjohur, zonén
kritike Ay e zgjedhim té tillé gé:

P (T € A/Hy) :fAk f(t,0) dt =a , (2.2.3)

ku o =0, éshténivel i réndésisé. Sipas pérkufizimit té ngjarjes, praktikisht té
pamundur, ngjarja A = (T € Ay/H,) — praktikisht nuk ndodh né njé prové.Pra
probabiliteti, qé hipoteza e ngritur H, té mos pranohet kur éshté e vérteté, té
jeté sa mé e vogél. Kuptohet se éshté e domosdoshme té njihet ligji i testit T
kur H, &shté e vérteté, pér té gjetur pikat kritike, ose pér té gjetur nivelin o
kur jané pércaktuar pikat kritike.Né praktiké, shpesh jepet niveli o dhe
gjenden vlerat kritike.Llogaritja e statistikés T mbi bazén e “n” vlerave té
vrojtuara nga zgjedhja na jep njé vleré t ( quhet vlera e vrojtuar e testit ose
vlera statistikore) gé na lejon té€ marrim njé vendim.

Né qofté se t € Ay, hipoteza H, nuk pranohet dhe kur te A, hipoteza H,nuk
ka arsye té mos pranohet si e vérteté.

Ndértohen shumé nénbashkési A, gé plotésojné kushtin (2.2.3) prandaj pér
té zgjedhur mé té mirén, bashké me H, shqyrtohet edhe njé hipotezé
alternativeH,:0 € ©;, ku ©;( gé nuk pritet me ®,) éshté nénbashkési e
bashkésisé ® té vlerave té mundshme té 6. Hipoteza H, quhet hipotezé
alternative.

Pér té kontrolluar njé hipotezé bazé pér njé parametér 0, ka njé proceduré gé
kalon népér disa etapa duke konkluduar me vendimin pér hipotezén bazé.
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Hipotezat e thjeshta. Llojet e gabimeve. Fuqia e testit

Né gofté se njé hipotezé pércakton plotésisht ligjin e testit T atéheré ajo
quhet hipotezé e thjeshté. Késhtu, né testin T( kur 0 éshté njé parameter
¢farédo) hipoteza: H, : 6=0, me alternativé H,:0 # 0, (0se 6 < 6,; 6 > 0,)
éshté hipotezé e thjeshté. Kuptimet e tjera té teorisé sé kontrollit té
hipotezave po i trajtojmé vetém pér hipotezat e thjeshta.

Me cdo test, jané té lidhura dy llojet e gabimeve. Sipas (2.2.3) pércaktuam:

a = P(Hy — hidhet poshté) — éshté gabim i llojit té paré. Me kété nivel nuk
pranohet njé hipotezeé e vérteté.

Shénojmé:

B=P(H, — pranohet ) — éshté gabim i llojit té dyté, pra pranohet njé hipotezé
JO e vérteté.

Testi mé i miré do té jeté ai gé té dyja llojet e gabimeve a dhe B i ka afér
zeros. Kjo gjé pérgjithésisht éshté véshtiré té realizohet sepse zvogélimi i
njérit sjell rritjen e tjetrit. Né kéto kushte jepet niveli a dhe zgjidhet testi gé
realizon minimizimin e f.

Pérkufizim 13: Testi T quhet optimal me nivel a né qofté se minimizon
pér o té dhéné. Skema e vendimit té njé testi té hipotezés sé thjeshté éshté:

Lloji i hipotezés Hy

Vendimi H, e vérteté H, e gabuar

Pranohet H, Vendim i drejté Vendim i gabuar
(prob 1- a) (prob B)

Hidhet poshté H,, Vendim i gabuar Vendim i drejté
(prob «) (prob 1- B)

Pér kontrollin e hipotezés H,:06=0,, me hipotezé alternative H,: 06 > 0,
kemi:

- Pér “n” t& dhéné, kur a rritet (c-zvogélohet) atéheré edhe 3 zvogélohet.

- Pér o té dhéné, kur “n” rritet (d.m.th op zvogélohet) atéheré o dhe f
zvogélohen. Késhtu duke rritur véllimin “n” t€ zgjedhjes, éshté e mundur t&
zvogélohen njékohésisht o dhe .
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Supozojmé se kontrollojmé hipotezén H,: 6=0,, me hipotezé alternative
H,: 0 > 6,. Pér cdo vleré 0 té hipotezés alternative, llogarisim B(0).

Pérkufizim 14:
Funksioni:
m(0) =1 - B(8) =P ( e hedhjes poshté té& H,sé gabuar) quhet fuqi e testit.

Ideale do té ishte té ndértonim njé test gé té mund té dallohej ekzaktésisht
midis hipotezave, d.m.th i tillé gé:

m(0y) =a=0
m(0)=1-B(O)=1n.09.56 # 06,

Nga té dyja testet A dhe B, me grafiké té funksioneve té fuqisé n(0) si mé
poshté, mé i miri éshté testi A, sepse pér té funksioni n(6) konvergjon mé
shpejt te 1.

1-[(9) -~

1
Testi A
Testi B

Figura 3

2.3 Pérafrimi i shpérndarjes sé panjohur té njé ndryshore rasti

Shénojmé me X njé ndryshore rasti me ligj té shpérndarjes probabilitare
F(x,6,,6,,.....,0,), té panjohur.

Né kété rast pér té arritur me objektivitet né ligjin e panjohur teorik tékésaj
ndryshore, mbi bazén e vrojtimeve gé realizojmé, llogarisim sa mé shumé
karakteristika numerike, té cilat kané domethénie statistikore g€ na
ndihmojné pér té arritur te ligji teorik.

Pér té pérafruar shpérndarjen, mund té veprohet sipas kétyre 2 ményrave:

I.  Bazuar né té dhénat e njé zgjedhje me véllim n, ndértohet funksioni
empirik Fy, (x).
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Ndértimi 1 kétij funksioni kérkohet t€ béhet 1 till€ g€ “largesa”:

IFp () — F() | — 0.

Pér vargun F,(x), gjejmé lim,_, F,(x) = F(x). Nése ky limit ekziston dhe
éshté i barabarté me F(x) né té gjitha pikat ku F(x) éshté i vazhdueshém,
atéheré themi se vargu {X,,} konvergjon sipas shpérndarjes te X me funksion
shpérndarje F(x) dhe shénohet késhtu:

shpérndarje
n—-oo
X} —— X

Shpérndarja F quhet shpérndarje limite ose asimptotike e vargut {X,}.

Shpérndarja limite pérdoret si pérafrim i shpérndarjes pér ndryshoren e rastit
X. Sa mé i madh té jeté véllimi i zgjedhjes, ag mé shumé shpérndarja limite
pérafrohet me shpérndarjen e vérteté té statistikés.

Me ndihmén e aparatit té teorisé asimptotike, mund té pérafrojmé
shpérndarjet e panjohura té statistikave té ndryshme.

Ose njé ményreé tjetér

Il.  Vektorit (X;,X,,X5,...,X,) ku X; jané ndryshore rasti, i gjejmé
funksionin karakteristik Cy, (x), té cilit, i korrespondon njé dhe vetém
njé Ligj i Shpérndarjes Probabilitare F(x), né bazé té teoremés sé
méposhtme té unicitetit pér funksionin karakteristik.

Teoremé: Né qofté se dy ndryshore rasti té vazhduara kané té njéjtin
funksion karakteristik atéheré ato kané dhe té njéjtin funksion shpérndarje.
Bazuar te kjo teoremé kemi: C, (x) t<ﬂsmr>lF(x)(A.W.Van Der Vaart, 2000,
fq 15). Né kéto kushte, Funksioni i Shpérndarjes pér ndryshoren X, do té jeté
F(x). Pér gjetjen e funksionit karakteristik, ndihmohemi prej momenteve té
rendeve t€ ndryshme, té cilat “prodhohen” prej funksionit prodhues té
momenteve.Prej kétu del réndésia e pérdorimit té funksionit prodhues té
momenteve dhe funksionit karakteristik né gjetjen e shpérndarjes sé njé
ndryshoreje rasti.

Lind nevoja té trajtojmé shkurt kuptimet e méposhtme:
% Momentet e njé ndryshore rasti

Momentet jané konstante gé karakterizojné njé shpérndarje probabilitare, té
pércaktuara si mé poshté:
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Pérkufizim 15: Nése X éshté njé ndryshore rasti dhe r njé numér i ploté
pozitiv, atéheré moment jo gendror i rendit r té€ X quhet numri:

L, x" P(X = x;), kur X — ndryshore diskrete
) "% dF (x), kur X — ndryshore e vazhduar

e =E(X") = {
kurse moment géndror quhet numri:
L LG —W'P(X = x;), kur X — ndryshore diskrete
Hr= f_t;o(x — )" dF (x), kurX — ndryshore e vazhduar

Té dyja llojet e momenteve jané té lidhura sipas barazimit:
I =EX—-p'= Y o-D"Chpp_,
Nga pérkufizimi del gé: u, = E(X) kurse i; = Var(X)

Réndésia: Nése integrali tek pérkufizimi i momenteve éshté konvergjent,
kur njohim shpérndarjen probabilitare ne mund té llogarisim momentet e
rendeve té ndryshme si dhe anasjelltas, njohja e momenteve bén té mundur
té gjejmé né ményré unike shpérndarjen probabilitare té ndryshores sé rastit
(kjo do sgarohet pas funksionit prodhues té momenteve)

¢+ Funksioni prodhues i momenteve i njé ndryshore rasti

Pérkufizim 16: Nése X éshté njé ndryshore rasti dhe t njé numér real, t e R,
atéheré funksion prodhues i momenteve pér X quhet pritja matematikee
funksionit

g(X) =e*X .
Shénohet me My (t), dhe me simbole mund té shkruhet késhtu:

p
My (t) = E(e¥) = Z e™P(X = x;), nése X éshté ndryshore diskrete.
{ i

+o0
\ My (t) = E(e¥¥) = j e™ dF(x), nése X éshté ndryshore e vazhduar.
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Réndésia:

1. Nga pérkufizimi si dhe duke njohur funksionin e shpérndarjes, ne mund té
gjejmé funksionet prodhuese t¢ momenteve pér shpérndarje té ndryshme.

2. Funksioni prodhues i momenteve, nése ai ekziston né njé interval té hapur
rreth pikés O, na lejon té gjejmeé (pér r jo negative), momentet e rendeve té
ndryshme sipas formulés:

d'Mx

E(X) =My (0) ==

(0) (Casella e Berger, 1990, fq.68-76).

3. Teorema e unicitetit 2.3.1 (pa vertetim): Nése dy ndryshore rasti X dhe Y
kané té njéjtin funksion prodhues té momenteve atéheré ata kané té njéjtin
funksion shpérndarje dhe anasjelltas, nése dy ndryshore rasti X dhe Y kané
té njéjtin funksion shpérndarje atéheré ata kané edhe té njéjtin funksion
prodhues t& momenteve (me supozimin se kéto funksione ekzistojné) (Gut,
2005, fg. 189-190).

Koment: Kjo Teoremé é&shté shumé e réndésishme dhe me vlera praktike, né
disa raste kur duhet provuar gé dy shpérndarje jané té njéjta, éshté mé e lehté
té provohet barazia e funksioneve prodhuese té momenteve sesa e
funksioneve té shpérndarjes ( ose funksioneve té densitetit té probabilitetit ).

Le ta zbatojmé kété Teoremé, pér shembull, né rastin e dy variablave X dhe
Y qé kané shpérndarje binomiale.

Megé X ka shpérndarje binomiale, kjo do té thoté nga pérkufizimi se:
My () = E (™) = X e"Cip*q"™ = X Ci(pe)*q" ™ =(pe' + )"

Gjithashtu, megé edhe Y ka shpérndarje binomiale, mund té shkruajmé né
ményré analoge:

My (t) =E (&™) =X eYCipYq" ™Y = ¥ CL(pe")Yq" ™Y =(pe' + q)",

pra si konkluzion, variablat X dhe Y, gé kané shpérndarje té njéjté
(binomiale), kané té njéjtin funksion prodhues t¢€ momenteve.

4. Funksioni prodhuesi i momenteve mund té zbérthehet né seri né njé zoné
rrethuese té pikést = 0.

My () =1+p,t+ %t2+ ...... + “—t +0(t7) (2.3.1)

Bazuar né kété zbérthim, tani béhet e garté se:kur njihen momentet e rendeve
té ndryshme té njé ndryshore rasti, mund té gjejmé funksionin prodhues té
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momenteve pér té dhe bazuar tek teorema e unicitetit kétij funksioni i
korespondon vetém njé funksion i shpérndarjes.

Funksioni prodhues i momenteve mund té mos ekzistojé gjithmoné, ndérsa
njé funksion tjetér gé gjeneron momentet né ményré té ngjashme me té, por
qé ekziston gjithmoné éshté funksioni karakteristik i njé ndryshore rasti.

+ Funksioni karakteristik i njé ndryshore rasti

Pérkufizim 17: Nése X éshté njé ndryshore rasti dhe t njé numér real, t ¢ R,
atéheré funksion karakteristik pér X quhet pritja matematike e funksionit
g(X) = e, ku i éshté njésia imagjinare.Shénohet me Cx(t) , t € R, dnhe me
simbole jepet késhtu:

(
Cx() = E(e) = 2 ei™P(X = x;), nése X &shtd ndryshore diskrete.

+o0
k Cx(D) = E(e¥) = J e'™ dF(x), nése X éshté ndryshore e vazhduar.

1. Funksioni karakteristik ekziston gjithmoné sepse E | e!™* | =1,
ku e'™® = costX + isintX
2. Nése Y =a- X+ Db, atéheré:

Cy (t) = e Cx (at)

3. Funksioni karakteristik pércakton né ményré té vetme shpérndarjen
probabilitare.

Teorema e unicitetit 2.3.2: Nése dy ndryshore rasti té vazhduara kané té
njéjtin funksion karakteristik atéheré ato kané dhe té njéjtin funksion
shpérndarje.

Késhtu, nése dy ndryshore rasti kané té njéjtin funksion karakteristik (me
pérjashtim té njé bashkésie té numérueshme pikash) atéheré ata kané té
njéjtén shpérndarje dhe anasjelltas.Kjo veti e funksioneve karakteristike na
jep njé ményré alternative pér té arritur te shpérndarja e njé ndryshore rasti
(Rao, 1973, fg. 99-104).
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Nése njohim funksionin e densitetit té njé ndryshore rasti, nga pérkufizimi,
mund té gjejmé funksionin karakteristik té saj. Anasjelltas, nése njohim
funksionin karakteristik té njé ndryshore rasti, mund té gjejmé funksionin e
shpérndarjes ose té densitetit (kur ata ekzistojné), bazuar te formula e
méposhtme e inversionit.

Formula e inversionit: Nése X éshté njé ndryshore rasti me vlera té plota,
me funksion karakteristikCx(t), atéheré mund té gjejmé densitetingy (k) té
saj si mé poshté:

1 (™ K
k) =— | e k. Cy(t)-
px (k) ZRJ_HG Cx(t) - dt

ndérsa né rastin kur ndryshorja X éshté e vazhduar dhe funksioni i saj
karakteristik éshté i integrueshém, kemi:

Q) =17 e Cy(1) - dt (2.3.2)

(http://galton.uchicago.edu/~wichura/Stat304/Handouts/L12.cf2.pdf,fql13-
3&13-4)

Né aplikime té ndryshme, funksioni karakteristik quhet dhe transformimi
Fourie i densitetit té ndryshores sé rastit X.

Né njé séré problemash praktike, shpesh éshté mé e lehté té gjendet
funksioni karakteristik i njé ndryshore rasti dhe mé pas prej formulés (2.3.2)
té gjendet funksioni i densitetit té X.

Le té zbatojmé teoremén e unicitetit pér dy ndryshore X dhe Y qé
kanéshpérndarje binomiale.Té tregojmé gé ata kané té njéjtin funksion
karakteristik.

Megé X ka shpérndarje binomiale, atéheré kemi:

Cx(t) = E (&%) = Ne™Cip*q"™ = L Ci(pe')*q"™ =(pe + )"
Gjithashtu, megé edhe Y ka shpérndarje binomiale, mund té shkruajmé né
ményré analoge:

Cy ) =E (™) =XeYCypYq"Y = X Ch(pe™)Yq™™Y =(pe* + q)", prasi
konkluzion, ndryshoret e rastit X dhe Y, qé kané shpérndarje té njéjté
(binomiale), kané té njéjtin funksion karakteristik ashtu si¢ kishin edhe té
njéjtin funksion prodhues t¢ momenteve.
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4. Funksioni karakteristik Cx (t), lidhet me momentet e ndryshores sé rastit
X me ané té njé relacioni gé éshté shumé i réndésishém dhe i dobishém pér
t’u pérdorur né situata praktike.

—r d
b= 1 G CxOliso (233

5. Nése ekzistojné momentet E (X™), atéheré Cx(t) mund té zbérthehet né
seri té Mc Laurin rreth pikés t = 0 si mé poshté:
(it)? (iD)"

Cx(D) = 1+ (IDEX) + —-EX?) + -+ —

E(XT) + 0(t").

6. Jepet ndryshorja e rastit X, atéheré:

Nése funksioni prodhues i momenteve pércakton né ményré té vetme
shpérndarjen probabilitare atéheré edhe funksioni karakteristik e pércakton
até né ményré té vetme (ka vend edhe pohimi i anasjellté).Kjo do té thoté se
bazuar te funksioni prodhues i momenteve ose funksioni karakteristik, mund
té nisemi prej njérit pér té treguar se tjetri pércakton né ményré té vetme
shpérndarjen. (Gut, 2005,fq 189-190).

Vértet, nése pér ndryshoren e rastit X njohim funksionin e saj karakteristik
Cx(t), prej formulés (2.3.3) mund té gjejmé momentet e rendeve té
ndryshme dhe késhtu prej (2.3.1) gjejmé funksionin prodhues té
momenteve.Mé pas, bazuar né teoremeén e unicitetit té funksionit prodhues té
momenteve konkludojmé se edhe funksioni karakteristik pércakton né
ményré té vetme shpérndarjen probabilitare.

Teoremé 2.3.3: (shumézimit) Le té jené X, X,, ..., X,,“n”’ndryshore té rastit
té pavarur, pér té cilét ekzistojné funksionet prodhuese t& momenteve pér

| t] <h>0. Nése shénoj:
Sh=X; +X, +.... tX,, atéheré:

Cs, (1) = Cx, (1) - Cx,(D)...... * Cx, (t). Pér mé shumé, nése X, X,, ..., X, kané
té njéjtén shpérndarje, atéheré:CSn(t)=(CX1 wHn.

Teoremé 2.3.4: Nése X,X,,...,X, 6éshté zgjedhje nga popullimi me
funksion shpérndarje F(x), funksion karakteristik C (t) dhe jané té pavarur,
atéheré:

statistika x = i L, X;, ka funksion karakteristik y(t)=[C (3)]“

n
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Veértet,

o0 o L L L
v (t) =f_+oo f_+oo e'n™ dF(x,) - e'n™ dF(x,) - ... ' 2™ dF(x,) =

t t t t
o) <lg)-- )=t Cr
n n n n
Gjejmé tani funksionin karakteristik pér ndryshoren e rastit X gé ka
shpérndarje normale me parametra p dhe 62, pra X~N(y, 62).

Pohim: Nése X~N(y, 6%), atéheré funksioni i saj karakteristik éshté

t2.02

Cx()=e™ 2

Veértet,
C(®) 1 f+°° i - (x-p? q 1 too . (x-w? q
x(t) = . e -e 202 dx= . e 202 dx =
o'V2m J_w o-"V21m J_o
2.2 +o00 _ 2 —
itp— = 1 —l(ﬂ —ltc) _ X o
=e 2 ‘e 2\ o dx = zv —ito=1z
—0 O VZT[ o
. t2. z2 . t2.¢2
— + 00 1 —_ —
='t" 2-0-dz= ™ 2

o t2o?
Konkluzioni: Nése X~N(y, 02) atéheré Cy(t) = e'™ 2~
t2

Rast i vecanté: Nése X~N(0,1) atéheré Cx(t) =e 2

Ne, mund té mbéshtetemi tek funksioni karakteristik i ndryshores sé rastit
me shpérndarje normale si dhe tek teorema e unicitetit t& funksionit
karakteristik pér té gjetur shpérndarjet e disa statistikave té tjera si:

W1
z=Y,x; dheté X=- X

o Pérndryshoren z = )iL; x; kemi:

t>n-o?

C,(0) = [C(O]" = ™ 2

Kjo do té thoté se ndryshorja e rastit z ~N(ny, no?).
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" -1 .
o Peérndryshoren e rastit x = — i, x; kemi

2
2.2

GO = [ = e

2
Kjo do té thoté se ndryshorja e rastit X~ N(, %).

Teoremé 2.3.5:Le té jené ( xq1, X12,...... s Xin, ) (X21, X2250eeennn , Xam, ), dy

zgjedhje té pavarura respektivisht me véllim n; dhe n, nga bashkésité
N(p, o1 ) dhe N(p,, 03 )

N.g.s Ac; # 0,V i = 1,2 atéheré f = ¢, X, + c,X,Kka shpérndarje
2 2

N(Ziz=1 Ci Wi, iz=1 4 (,yi )

nj

Vertetim: (me ndihmén e funksionit karakteristik)

Meqgé X;~ N(uy,0? ), atéheré:

— itx; | — ; t>of
Cy, (0= E (™) = exp (itn; — =5)

del seX; ka funksion karakteritik:
Ce O =[CEI™

nga kjo ¢, X; ka funksion karakteristik:

t ] t2.62.c2
Ce,xz(8) = [Cx, GOI™ = exp ity g — =)
Njésoj, megé X,~ N(p,, 03 ), atéheré:
. . t?-0%
Cx, (©) = E (e ) = exp (itn, — %)
nga kjo X, ka funksion karakteritik:
_ t
Css (0 = [ C, GOI™
prej kétu del se c, X, ka funksion karakteristik:
t . t?05c3
Cey (1) = [C, G = exp (itczpty — —27)
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Atéheré nga pavarésia e zgjedhjeve, kemi gé:
f= C1 )Tl+ Cz)TZ
ka pér funksion karakteristik:

2 2 22,2
t?0? t?03c3

Cl) - exp (itcap, — )=

2n;

Cey 5 * Cey iy O = €XP (itess —

2n2

c?02 c303
191, £202
ot

= exp [(it(cipug+ copp)] — t;

Prej kétu del se funksioni f = ¢, X; +c, X, , ka shpérndarje normale

2~2
NEE, oY, =0

nj
Rast i vecanté:

o N.g.sc¢; = 1 dhec, = —1,atéheré funksioni linear f = X; — X5,

2 2
ka shpérndarje N (lll —hy, 2 2)

nig np

o N.g.sc; = 1dhec, = 1,atéheré funksionilinear f = X; + X,,

2

2
ka shpérndarje N (ul +1p, 2+ 2)
1

np

o N.g.s zgjedhjet e pavarura jané nga bashkésia normale e normuar,
atéheréfunksioni linear f ka shpérndarje N(O, ni + ni)

Teorema 2.3.5 mund té pérgjithésohet edhe né rastin e n zgjedhjeve té
pavarura késhtu:

Le té jené
(X171, Xq2seen-- s Xin, ) (X21, X2250eeennn s Xomy )seeenss (Xky» Xieys oo ,xknk)

k zgjedhje té pavarura respektivisht me véllime ny, n,, ... ny. nga bashkesité
N( py, 07 ),N( uz, 03 ),....N(ig, 02).N.q.s 3¢; # 0,V i = 1,k, atéheré:

funksioni f = ¢, X+ ¢, X, + -+ +¢, X, ka shpérndarje normale

K vk ciof
N(Zi:l Cl IJ'IJ i=1 _)

nj
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Bazuar né kuptimet e funksionit prodhues t¢ momenteve si dhe té
funksionit karakteristik, mund té flasim pér konvergjencén né
shpérndarje té njé vargu ndryshoresh rasti.

Teorema Levy-Cramer 2.3.6 (pa vertetim):

shpérndarje

KNM gé X, — X, pragé
limp,_,¢, Fx_ (%) = Fx(x), €shté gé:

limy,. Cx (t) = Cx(t), ku Cx(t) éshté funksioni karakteristik i ndryshores
sé rastit X dhe Cx(t) — i vazhduar né pikén t=0.

(Resnick,1999,fq304-305).
Teoremé 2.3.7 (pa vertetim)(Loeve, 1977, fq 132)

Le té jeté {X,} njé varg ndryshoresh rasti dhe F,(x),Mx_(t) pérkatésisht
funksioni i shpérndarjes dhe funksioni prodhues i momenteve i vektorit
X={X;,X,, ...X,,} si dhe F(x) dhe My (t) funksioni i shpérndarjes dhe ai
prodhues i momenteve té ndryshores sé rastit X.Themi se vargu {X,}
konvergjon né shpérndarje tek X atéheré dhe vetém atéheré kur:

limy,_,, My _(t) = My (t), pér ¢do t€] - h; h [.

Rezultati i késaj teoreme (si dhe ai i teoremés Levy-Cramer) éshté i
réndésishém dhe me vlera praktike.Né rastin kur duam té gjejmé limitin e
vargut té ndryshoreve té rastit:

e Né fillim gjejmé limitin e vargut korespondues té funksioneve
prodhues t& momenteve.

e Shohim nése ky limit éshté funksion prodhues pér ndonjé ndryshore
rasti X.

e Konkludojmé se X éshté limiti i vargut fillestar té ndryshoreve té
rastit.

Né kapitullin e treté, jané treguar zbatime té kétyre teoremave gé tregojné se
si shpérndarja normale apo normale e normuar, mund té shihen si
shpérndarje limite (asimptotike) pér vargje té vecanta té ndryshoreve té
rastit.Prej kétu del se shpérndarja normale apo normale e normuar mund té
shérbejné si pérafrime té shpérndarjeve pér té tilla vargje.
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KAPITULLI Il

Pérafrimi i shpérndarjes sé njé statistike me shpérndarjen normale

NEé teoriné e probabilitetit, baza empirike mbi té cilén mbéshtetet modelimi i
fenomeneve té rastit &shté llogaritja e dendurive relative.Ndérsa né statistike,
vendimet apo konkluzionetbazohen tek zgjedhjet e médha (nése éshté e
mundur).Kjo ndodh sepse zgjedhjet e médha kané efekt zbutés, rastésia qé
éshté gjithmoné e pranishme tek zgjedhjet e vogla, kétu zbutet.

Pér shembull, pérdorimi i shpeshté i shpérndarjes normale mbéshtetet né
faktin qé: né njé zgjedhje, mesatarja aritmetike ka shpérndarje aférsisht
normale kur numri i elementeve té zgjedhjes éshté i madh.

Gjithcka mbéshtetet né konceptin e konvergjences:
o Cfaré ndodh me vargun {X,} kur rritet n?
o Cfaré ndodh me shumén X; + X, + --- + X,, me rritjen e n?
o Cfaré ndodh me max{X,, X,, ..., X,} me rritjen e n? etj

Mé poshté do té tregojmédisa mosbarazime probabilitare té réndésishme,
lloje t& ndryshme té konvergjencés si dhe ligjet e numrave t¢ médhenj dhe
teoremat gendrore limite, pjesé mjaft e réndésishme e teorisé sé
probabilitetit.

3.1 Mosbarazime probabilitare té réndésishme

Kéto mosbarazime jané té dobishme si instrumente mbi té gjitha né ato raste
kur duhet té vértetohen vetité asimptotike té ndryshoreve té rastit me
shpérndarje probabilitare té ¢farédoshme.

Teoremé 3.1.1 (Mosbarazimi i Markovit)
Né gofté se X éshté ndryshore rasti, gé merr vlera jo negative, atéheré

Va > 0 dhe = 0 kemi:

P(X > a) <

E(X?)
aB
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Teoremé 3.1.2 (Mosbarazimi i Chebyshev-it)

Nése X éshté njé ndryshore rasti me shpérndarje c¢farédo (nuk ka réndési
shpérndarja probabilitare), me mesatare u dhe variancé o?,

atéheré Vv £ > 0 kemi:

0.2
PUX-uz8) ==

Mosbarazimi i Chebyshev-it mund té shkruhet né kéto dy forma alternative:
2
o P(X-pl<e)21-7

dhe kur € = ko, ku k éshté numér i ploté pozitiv, kemi:

o P(IX—pu|<ko)=>1- k—12 ose P(|IX—pu|=ko) < k—12 (3.1.1)

Rrjedhim:
Né qofté se ndryshorja e rastit X ka E(X) = E (X?) = 62 = 0 atéheré:
P(X=0) =1

3.2 Lloje té ndryshme té konvergjencés té njé vargu ndryshoresh té rastit

Le té jeté (X;, X5,....Xp,...... ) njé proces stokastik, me komponente
reciprokisht té pavarura.

Cdo bashkési prej n elementesh té tilla &shté zgjedhje me véllim n nga
bashkésia qé ka funksion shpérndarje F(x).

Ky proces stokastik shpesh quhet “zgjedhje thjesht e rastit” nga bashkésia e
pafundme ose “zgjedhje rasti” nga shpérndarja probabilitare.

Ekzistojné ményra té ndryshme pér té pércaktuar konvergjencén e njé vargu
ndryshoresh rasti {X,,} drejt njé ndryshore rasti X.

Pérkufizim 18: Themi se vargu {X,} konvergjon te X sipas masés
propabilitare nése:

P(limX, =X) =1

n—-»>oo

N¢ kété rast flitet pér “konvergjencé té fort€” ose “pothuajse kudo™.
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Pérkufizim 19: Themi se vargu {X,} konvergjon tek X sipas masés
probabilitare,

nése Ve > 0 kemi:

lim P(|X, —X| < &) =1
n—»>0oo

N¢ kété rast flitet pér “konvergjencé t&é dobét”.

Pérkufizim 20: Themi se vargu {X,,} konvergjon te X sipas katrorit mesatar
nése:

lim E(X,, — X)2 =0
n—0oo
Teoremeé 3.2.1:

Jepet vargu {X,} i cili konvergjon sipas probabilitetitte ndryshorja e rastit X
pér n gé rritet pa mbarim, pra:

XnT)X

n—-»>oo

Né kéto kushte provohet se vargu {X,,} konvergjon né shpérndarje te X pér n
qé rritet pa mbarim:

—_—
N shpérndarje
n—»>oo

Veértetim:
Fx,(®) = Px, (Xp < %) = P x ((Xn =x) N (IXy =X <€)+
+ Py x (Xn =x) N(|X, —X| > ¢)) (3.2.1)
nga ana tjetér:
(Xp<x)Nn(X, X< (X <=x)NX-X,<¢g)=X<x+5¢)
si dhe
(Xn =x) N(Xy =X[>¢€)) € (IXp —X]| > €)
atéheré prej (3.2.1) kemi:
Fx, () < k(X <x+¢)+ P x(IX, —X| > ¢)

Kétu kalojmé né limit pér n gé shkon né infinit.
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Megé lim,_. Px_x(IX, —X| >¢&)=0 kemi:
lim Fx_(x) < Fx (x +¢)
n—»>oo

gjithashtu konsiderojmé:
Fyx(x—¢) =PKk(X<x—¢) =
=P x (X=x—8) n([Xp X[ =)+ K x (X=<x—e) N (X, —X]>¢))
duke arsyetuar né ményré analoge si mé sipér kemi:
(X=x—-g n(X,-XI<e) S (X=x—e) NXp—X=¢€) =Xy =x)
dhe

(X<x—e)n (X, —X|>¢)) c (X, =X]|>¢)

Atéheré:
lim Fx_(x) = Fx (x —¢)
n—->oo

Si pérfundim

Fx (x—¢) <lim Fx (x) < Fx (x+¢)

n—->oo

Kjo do té thoté se nése x éshté piké vazhdueshmérie pér funksionin Fx(x),
kemi:
lim Fx, () = Fx(x)  pra X, ;"
n—->oo
Mé poshté do té tregojmé tani disa prej pohimeve qé tregojné lidhjen né mes
llojeve té ndryshme té konvergjencés.

(Pér té treguar gé formulimet e ndryshme té konvergjencés né shpérndarje
jané ekuivalente mund t’i referohemi Parzen, 1992 fq. 514-7).

Teoremé 3.2.2: Nése P(lim,_ . X, = X) = 1 atéheré X, > X (Jacod dhe
n—»>oo

Protter, 2000, fq 144)

Kjo teoremé tregon se nga “konvergjenca pothuajse kudo” del
“konvergjenca sipas masés probabilitare”, pra:

»X=>X,— X
1 pothuajse kudo o p
n—oo n—-oo
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Veértetim:

Prej X > X, del se:

1 pothuajse kudo
n—oo

Ve >0,aN,Vn>N,P(X,—X|< ¢) =1
Kjo do té thoté se: limp_,o Px_x(Npsn [Xn — X[ < &) =1 (3.2.2)
Ngjarja: NnsnJXn — X[ <€) c [X, —X]|<e¢
Prej kétu:  Px_x(Npsn,|Xn —X| < &) < P(IX, —X| < ¢)
Duke kaluar né limit pér n gé shkon né infinit dhe prej (3.2.2) del se:

lim PXn,X( |Xn — Xl < S) = 1.
n—oo

Nga kjo del se:

limpoo Px, x(1Xn = X| = €) = 0,praX, =~ X

n—»>oo

Teoremé 3.2.3: Nése vargu {X,} konvergjon te X sipas “katrorit mesatar”
atéheré ai konvergjon edhe sipas “masés probabilitare” te X.

Kjo teoremé mund té paragitet skematikisht késhtu:

X=>X,—X
N katror mesatar n p
n—->oo n—,0oo

Vértetim:
Meqé {X,} konvergjon te X né katror mesatar atéheré:
lim, e E(X, —X)? =0 (3.2.3)

Bazuar né mosbarazimin e Chebyshev-it mund té shkruajmé:
1
P(X, —X|=¢) < E—ZE(Xn — X)?

Te ky mosbarazim duke kaluar né limit pér n, gé shkon né infinit, dhe prej
barazimit (3.2.3) kemi:

limpe Py x([Xyp —X[ =€) =0, pra X, —-> X

n—»>oo
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Teoremé 3.2.4: Nése g éshté funksion i vazhdueshém dhe

I pothuajse kudo
n—oo

atéheré kemi: g(Xp) s 8(X)

n—-oo
(marré prej:

http://www.dip-statistica.uniba.it/html/docenti/pollice/cp2012/DisPro5.pdf)

Vértetim: Megé funksioni g éshté i vazhdueshém kemi qé kur X, — X
atéheré

g(Xn) — g(X).
E shprehur me gjuhén e ngjarjeve kjo do té thoté se:
{0 € Q: Xp(®) = X(@)}c {0 Q: g(Xn(d)) = g(X (@)}
Prej kétu del:
P(g(X,) » g(X)) = P(X, — X). (3.2.4)

Nga kushti, meqé kemi:  P(lim,_,. X, = X) = 1 dhe prej (3.2.4) del se
edhe:

P[limg(X,) =g(X)] =1

Teorema Slutsky (Lubian,1999, fg6)

Le té jené {X,} dhe {Y,}dy vargje ndryshoresh rasti dhe a njé konstante.

. . shpérndarije probabilitet . .
Né qofté se {X,} ——— X dhe {Y,} —— «, atéheré:

shpérndarje
o Xp+Y,——— X+«
shpérndarje
o Y, X, —— aX
X, shpérndarje x

Sl —— péra # 0
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Vérejtje:

o Pohimi i dyté vilen edhe né rastin kur & = 0.Né kété rast themi se
shpérndarje

Yy - X,

o Kjo teoremé éshté e vérteté edhe né rastin kur {Y,} éshté njé varg
matricash me pérmasa (k x k) gé konvergjon sipas probabilitet
(element pér element) tek matrica A me pérmasa (k X k). Né kété rast

pika e treté e késaj teoreme duhet kuptuar si:
1 shpérndarje . ) . ] .
Y, X, ——— A1 -X, nése matrica A ka té anasjellté

3.3 Ligjet e numrave té médhenj

Ka situata praktike né té cilat, duke pasur njé bashkési t& numérueshme
vlerash té njé madhésie té panjohur (pér shembull, té njé madhésie fizike),
secila prej té cilave pérmban gabime té rastit, duhet té vlerésohet vlera reale
e madhésisé. Zgjidhja e kétij problemi konsiston né gjetjen e mesatares
aritmetike té vleraveté vrojtuara individuale. Eksperienca sugjeron se me
rritjen e numrit té vrojtimeve mesatarja aritmetike e vlerave té vrojtuara
tenton drejt njé konstante gé mund té merret si vlera e panjohur e madhésise.
Pozicionimi i mesatares, né rastin e kryerjes sé njé numri té konsiderueshém
vrojtimesh, njihet si “ligji empirik 1 numrave t€ médhen;”.

Né teoriné e probabiliteteve, ekzistojné disa teorema gé quhen ligjet e
numrave té médhenj gé pérmbajné kushte té mjaftueshme dhe mbéshtesin
“ligjin empirik t€ numrave t€ médhen;”.

Né kushtet kur ligji i numrave t&¢ médhenj bazohet te konvergjenca “sipas
masés probabilitare” té njé vargu ndryshoresh rasti atéheré ai mund té quhet
edhe Ligji i Dobét i Numrave té Médhenj, ndérsa né rastin kur ai bazohet né
“konvergjencén e forté” ose “pothuajse kudo” ai quhet Ligji i Forté i
Numrave té Médhenj

Teorema Khintchin

Teoremé 3.3.1: N.q.s(Xy,X,,...,X,) éshté zgjedhje nga bashkésia me
funksion shpérndarje F(x), pér té cilén ekziston E(x) =p e fundme, atéheré
vlera mesatare
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Veértetim:

Funksioni karakteristik C(t) gé i korrespondon F(x), mund té paragitet né
formén (né zonén rrethuese té pikés t=0):

Ct)=1+iput+0(t), m.qg.s uekziston

(dimé se: N.q.s ndryshorja e rastit X ka moment té rendit “r”, atéheré né njé
zoneé rrethuese té pikés t=0, funksioni C(t) mund paragitet:

(in*
K!

CH) =1+ Bey Wy + 0 (1) (33.1)

Prej kétu, duke zbatuar (3.3.1), ku p.pér r = 1éshtéu, = p, kemi:

sk
Cty=1+ prl% U +0 (t7) =1+ i pt+0(t) (né zonén rrethuese té pikés
t=0)

Meqgé X ka funksion karakteristik [C (%)]“, né rastin toné kemi:

t

.t t
[C(o)"=[1 + ins +0()]"
limy o [C (5)]7 = limpoeo[1 + ius +0()] =
exp lim,,_, n[1+1un+0(n) 1] = exp lim,_,, (ipt+n-0 - )=¢e
sepse: n- O(ﬁ) IH—>OOO Vt, pra ox(t) = eltt (\j vazhduar)

Gjejmé tani funksionin karakteristik té madhésisé sé rastit p,gé e
konsiderojmé si ndryshore rasti diskrete me njé vleré, me tabelé shpérndarje:

+

1! i

Né rastin toné, ndryshorja e rastit diskrete merr vetém njé vleré (X = p),
éshté e degjeneruar. Funksionin e shpérndarjes e shénojmé:

lpérx=>p

Fx) = {0 pérx < u
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Duke ditur gé funksioni karakteristik pér ndryshoren e rastit diskrete éshté:
C(t) = Y e'™kpy, pér rastin toné (x = p ) kemi C (t) = '™ -1=elt",

-y . _ ltl,l
Arritém gé Cx (t) dhe C, (D) ——r Pér n— oo, nga kéto rezultate

duke u bazuar né Teoremén Levy-Cramer (mé poshté) konkludojmé gé:

X———U
n—-oo
probabilitet

Teoremé: Kondité e nevojshme dhe e mjaftueshme qgé vargu i ndryshoreve
té rastit

(X4, Xoy vrin Xy e X

sipas shpérndarjes pér n—oo

(pra & Fy(x) —F(X)

éshté gé pér cdo t, vargu i funksioneve karakteristike:

Co(0), Co(O)s-rr — C(O

dhe funksioni C(t) té jeté i vazhduar pért =0 . Né kéto kushte funksioni
limit C(t) pérputhet me funksionin karakteristik té ndryshores sé rastit X.

Pra meqé e'** éshté funksioni karakteristik pér X dhe i vazhduar né t=0,
direkt rrjedh qé:

X oo M
p

Vérejtje: N.qg.s né Teoremén Khintchin, supozojmé se ndryshorja e rastit X
ka:

E(x) = pdhe Var(x) = o?té fundém, atéheré:

Xioa M
p

Vértetim: Sipas mosbarazimit té Chebyshevit kemi:

(Plx— | 2 to)< e

2
P (|X —ul > £)< Var(X) nsz :> 0 < limp_ e p(|X = €) < lim,_ ;2 =0,
PraX —3 1
p
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Pérgjithésim i Teoremés Khintchin, rasti k dimensional (pa vértetim)
Teoremeé 3.3.2:
Jepet(X4, X, ... Xi) zgjedhje nga bashkésia me funksion shpérndarje

F(x1,X5,...,XK), KU Xy = (X411, X12,-X1n) 8Shté zgjedhje nga popullimi me
E(x) = uy, X, = (X211 X9y ....Xyp) €shté zgjedhje nga popullimi me

E(x) = Uy, ..., Xk = (k1 » Xk2--Xkn ) Eshté zgjedhje nga popullimi me
E(x) = py. Nése vektori E(X) = u = (uq, Uy, ..., Uk ) €shté i fundém, atéheré:

X1 VE1
>_<:< §>n_,—>ooM:< )
Xk Hk

p

Teoremé 3.3.3 (e Kolmogorov 1, pa vértetim)

Jepet {X,,} njé varg ndryshoresh rasti té pavarura, té tillé gé:E(X,,) = u, dhe
Var(X,)) = o3.

2 N
Atéheré, nése seria Z{‘il?—;éshté konvergjente, kemi gé varg_u Ty
kénaq ligjin e forté té numrave té médhenj, pra P(lim,_, X, =1, ) =1

(pér vértetimin mund t’i referohemi Rao, 1973, fq.114-115)

Teoremé 3.3.4 (e Kolmogorov 2, pa vértetim)

Nése {X,} éshté njé varg ndryshoresh rasti té pavarura dhe me shpérndarje té
njéjté atéheré kondité e nevojshme dhe e mjaftueshme gé

P(lim,_. X, = 1) = 1 éshté qé té ekzistojé E(X,,) dhe té kemi: E(X,,) = w.
(pér vértetimin mund t’i referohemi Rao, 1973, f.115-116)

Mé poshté, éshté paraqitur formulimi i Bernoullit pér Ligjin e Numrave té
Médhenj.

Jepet {X,} njé varg ndryshoresh rasti té pavarur dhe me shpérndarje té
bernoullit, pra té gjeneruara nga prova bernoulliane.Shénoj me p
“probabilitetin e suksesit” dhe me q = 1 — p, “probabilitetin ¢ déshtimit”.
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Kemi qé secila prej ndryshoreve té dhéna merr vlerén 1 me probabilitet p ose
vlerén O me probabilitet g.

Gjithashtu E(X,) = p dhe Var(X,) =p-q
Shumat e pjesshme:
S1 =X13S; =X + X583 =X + X, + X355, =X + X, + -+ X,

mund té shihen si ndryshore rasti qé paragesin denduriné absolute té
sukseseve né n prova té Bernoullit.

Shénoj:
Sa~B(n,p), kemi E(S,) =n-pdheVar(S,) =n-p-q
Vargu:

S X1 +X,++X X . L . . .
R,=2= 2=2 == Z‘—nl -, mund té shihet si varg i dendurive

n n

relative té sukseseve né n prova.

Llogarisim E(R,) = ~> = p

si dhe Var(R,) = Var (S;“) = Va;(ZS“) = n:z-q = %
Teoremé 3.3.5 (Teorema e Bernoullit)

Nése {X,} éshté njé varg ndryshoresh rasti té pavarura dhe me shpérndarje té
Bernoullit, atéheré:

lim P(JR, —pl<e¢e)=1
n—-oo
Vértetim:

Pér ndryshoren e rastit R,,, prej mosbarazimit t&¢ Chebyshevit kemi:

Var(R,)
P(R, — BRI 2 &) < —
pq
P([IR,—pl=¢) < Siz =
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p-q
P(IRy —pl2¢) < —
Kaloj né limit pér n — co dhe megé limp_,o, > = 0,

del se edhe lim,,,P(|[R, —p| =€) =0

Prej kétu nxjerrim gé: lim,_,, P(|JR, —pl <¢&) =1

3.4 Teoremat gendrore limite

Mé poshté jané treguar disa zbatime té teoremave té mésipérme gé njihen si
Teoremat Qendrore Limite pér shkak té disa varianteve té formulimit té tyre.
Kéto teorema kané zbatime té shumta né praktiké dhe né thelb tregojné se:
kur plotésohen kushte té caktuara, shuma e ndryshoreve té rastit té pavarura
tenton drejt shpérndarjes normale kur numri i elementeve té zgjedhjes rritet
pambarim. Me fjalé té tjera, nuk éshté e nevojshme té kemi shumé
informacion mbi natyrén e ndryshoreve nése jemi té interesuar pér shumeén e
tyre.

Historia e teoremave limite fillon me teoremat limite té Bernulit (1713) dhe
mé pas vijon me teoremat limite t¢é De Moivre dhe Laplace né fundin e
shekullit té tetémbédhjeté. Mé pas, Poisson ja doli né ményré té suksesshme
té béjé pérgjithésimin e teoremave té Bernoulli-t, De Moivre dhe Laplace.
Sot, i njohim kéto teorema si ligjet e numrave té€ médhenj, njé prej pjeséve
themelore té teorisé sé probabilitetit.

Konsideroj té parén Teoremén e Linderberg-Levy, gé njihet si Teorema
Qendrore Limite né formé té dobét.

Shpérndarja limite e shumés sé zgjedhjes dhe té mesatares sé zgjedhjes
Rasti njédimensional
Jepet vargu {X,,}, 1 “n” ndryshoreve té rastit.
Shénoj: z = i, x;
— 1 Z
X= ;Z?ﬂ Xi=

N.g.s pér shpérndarjen e bashkésisé ekziston vlera mesatare dhe varianca té
fundme, atéheré ne mund té themi mé shumé pér karakteristikat e
shpérndarjes sé X dhe z kur n rritet pambarim
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Teorema Linderberg-Levy

Teoremé 3.4.1: N.g.s z éshté shuma e zgjedhjes me véllim n dhe X éshté
vlera mesatare e zgjedhjes, té nxjerra nga bashkésia me variancé té fundme
o? dhe pritje matematike p, atéheré:

y
. u o An(®— W _ j R
lim P <y|l=IlimP ——— 2
rHoo[m/H yl = lim P[———— = =
Esenciale né kété teoremé éshté gé:
2
1. Ndryshorja e rastit xn=co N (ll,%)
2. Ndryshorja e rastit (X —p)vnn = oo N (0,06?)
3. Ndryshorja e rastit %n’ S0 N(0, 1)
4. Ndryshorja e rastit zn™= cN(nu , no?),
Veértetim:
Ndryshorja e rastit % mund té paragitet késhtu:
Z-Np _ nx— np _ X—u T
—=— \/— Shénojmé:
C(t) funksionin karakteristik té % , pra:
it
C(t) =E(e o)
dhe me C,(t) funksionin karakteristik té ndryshores sé rastlt pra:

an.

Cal) =E (e o)
Mund té shkruajmé:

Z=ni [ ZE=1 XK

Ca) =E (e om) =E[e" om |=

tZE 1(X§ 19)
=E[e” =R ]=[C(H)]"
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Dimé se:

Nése X ka moment té rendit r né zonén rreth t=0, atéheré:

C() =1+ Thes b + 0 (¢) 34.1)
E zbatuar pér madhésiné e rastit % kemi:
e ,=E ( ) (é éshté e barabarté me zero) (3.4.2)
© W =ECD)’
prandaj duke zbatuar (3.4.1) kemi:
C’;}E(t) =1+ ity — = uz + 0(t?) ose sipas barazimeve té mésipérme
(3.4.2)
kemi:

Cxon(t) =1 +i
ovn

lim C,(t) = lim[C(t)] ™
n—»>oo n—->0oo

. L (X— oy t ((x— )P
=1 1 E ( )——E
nl—r>1;>10[ Tt ovn 2! < no?

2

t2

— 13 _ _ 2 —_ IIn

= r111_1)1010[1 o’ E(x — w* + 0<n>]
2 2

= lim[1 — o’ + O(t—)]n

2no? n

n—-oo

_ B e a0,
EGCH) 0

t2 t2 t2 t2
_ ~\R = —— —
= lim[1 o +0( )" =exp llmnll 2r1+0<2 ) 1]

n—->0oo
-t
2

=e

—t2

pralim,_. C,(t) = ez

(n-0() —0)

n°" n-oo

n

(3.4.3)
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Ana e djathté e barazimit (3.4.3) éshté funksioni karakteristik i ndryshores
sé rastit me shpérndarje normale té normuar N(0,1) atéheré nga teorema
Levy-Cramer rrjedh gé:

Z—np
G\/HI?X~N(O,1)

Prej kétu, mund té tregojmé se ndryshorja e rastit z n= coN(nu , nc?).

Z—nu

ovn

Kjo sepse E ) = 6_\1/5 (E(z) —n - ) =0, nga kjo del se E(z) =n - udhe

DER)= — D(2) = 1, prej kétu del se D(z) = n - 2.

Rrjedhim
Teorema e De Moivre-Laplace-s

Teoremé 3.4.2: Né gofté se ndryshorja e rastit Z ka shpérndarje binomiale
me parametér p, pra Z~B(n, p), atéheré Z n = oo N (np,npq)

Veértetim:

Ndryshorja e rastit Z me shpérndarje binomiale mund té shihet si shumé e
zgjedhjeve me véllim “n” nga shpérndarja e Bernulit B, (1, p).

Kjo do té thoté se Z = X; + X, + -+ + X, ku X ~B; (1, p) dhe:

X, ] 0] 1

PL 9| P

Pra zgjedhja (X4,X,, ...,X,) @&shté béré nga bashkésia me shpérndarje té
Bernulit gé ka:

pritie matematike E(X) = p dhe D(X) = p-q, t¢ fundme, sepse jepet
Z~B(n,p).

Atéheré jemi né kushtet e Teoremés Linderberg-Levi prej nga del se:

Z n=oo N (ny,no?) =N (np, npq)
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Kjo do té thoté se U= 2-E@)
o(Z)

konvergjon né shpérndarje te ndryshorja me shpérndarje normale té normuar,
me rritjen e numrit té elementeve té zgjedhjes.

ndryshorja e normuar e ndryshores Z,

Mé poshté po japim pa vértetim Teoremén Liapunov, e njohur si Teorema
Qendrore Limite né formén e forté. Né rastin e késaj teoreme vEmeé re se
ndryshoret e rastit X; kané ligje té ndryshme shpérndarje.

Teorema Qendrore Limite (sipas Lyapunov-it)

Teoremé 3.4.3: Le té jeté {X;} njé varg ndryshoresh rasti té pavarura, secila
me mesatare ; dhe variancé o? té fundme.Shénojmé s2 = YL, 67, nése pér
disa 6 > 0 plotésohet kushti :

. 1 . "
limp_e S%?Z?ﬂ E[| X; — w|?*9] = 0,atéheré:

1 shpérndarije )
o i=1(Xi — pp) —N(0,1) pér n— oo.

Formulimi i Teoremés Qendrore Limite né rastin e pérgjithshém (pa
vértetim)

Teoremé 3.4.4: Nése(Xy, X5, ... X, ... ) Njé varg ndryshoresh té pavarura,
o me funksion shpérndarje (F; (%), F2(x), ... Fh (%) ...),
o me vlera mesatare (yq, Uy, ..., Hy - ) dhe
o me varianca (0,2, 052, ...,04% ...)

po ge se shénojmé:

Zn = X1 + X5 + -+ X,

Pn=Hy T Mo+t Uy

Tn? = 0%+ 0% + -+ + 0,2

2 =0} + 03" + -+ o}’

kuVv e > 0 kemi:
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Wi+ETh
0;‘2 = j (x — 1y)? dF;(x) i=12,..n
Hi—€Tn

atéhereé:

Kondité e nevojshme dhe e mjaftueshme gé

y
Ly — Pn 1 _u_z
1imP<n—< )=—je2du
n-—oo Th Y VZ‘IT_

2
Tn

éshté gé 1) lim,_, = = 1

2) lim,_,,, T3 = o, Ve >0
Neé kété teoremé véme re se kushti i mjaftueshém éshté marré nga:

Teorema Linderberg-Levi, ndérsa kushti i nevojshém éshté marré nga Feller
(mé vonég, 1935).

Rrjedhim: N.g.s (X4, X5, ... X, ... ) éshté varg ndryshoresh té pavarura me té
njéjtén shpérndarje dhe me té njéjtén variancé o2, atéheré plotésohen:

* 2
. Th
1) limp L= =1
Tn

2)lim, o, T2 = o0, Ve >0
Vértetim:
1,2 = no?; 1% = no*? ku
+ 0o "
o= [[Jx—w?dF® ; o =[ 5.~ W dFX)
A A <2 — %2 2
atéheré o2 = o*“ + flx—u|>s-\/ﬁ-c(x_ w2dF(x)

kaloj né limit te ky barazim pér n gé shkon né infinit:

lim 6% = lim 0** + lim f (x — w)2dF(x) (3.4.4)

n—»>oo n—»>oo n—->oo

| x— u|>evno

. . . . 2
lim, ., 0% ekziston sidhe lim,_. 0"~
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Shénoj flx— Ll e X T wW2dF(x) =1 dhe
N R
| x— u|>evno

Prej (3.3.4) themi: Ve > 0,3 N(g),qé Vn > N(&)kemi:

|1+ f|X—ll|> o X W2dF(x)| < ¢ ose

IR,| < eprej ku del se R, —2 0

% 2 %2 %2
. - T no*” .. c _
prandaj kemi: llI’Iln_)oo TLZ = llInn_)oo Toz llmn_)oo 0'*2—'|'Rn =1 dhe

n

limt2 = lim no? = o

n—>oo n—->oo

3.5 Shpérndarja asimptotike e funksioneve té mesatareve té zgjedhjeve
Rasti i pérgjithshém

Né kété pjesé do té trajtojmé elemente gé lidhen me shpérndarjen
asimptotike té disa funksioneve té mesatareve té zgjedhjeve. | shénojmé kéto
funksione me g(X,,). Mé i réndésishmi éshté ky rezultat:

Supozojmé qé {X,} éshté njé varg ndryshoresh rasti té pavarur, me
shpérndarje té njéjté, me E(X) = p dhe D(X) = o2 (té fundém).

Teoremé 3.5.1:
Eshté dhéné se:

o (X;,X,,...X,) éshté zgjedhje nga bashkésia me E(X) = pdhe D(X) =
o? (té fundém)

e g(x) — njé funksion real gé ka derivat né zonén rrethuese té pikés x = p
dhe

o g'(n) #0, atéheré

N .ol 2
g(Xn)n = ooN(g(w); L)
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Veértetim:

Shénojmé me V() zonén rrethuese té pikés x = p ku g’(x) ekziston dhe
éshté i ndryshém nga zero.

Pér vargun {X,} jemi né kushtet e Teoremés Kolmogorov 1 gé thoté:

Nése jepet {X,} njé varg ndryshoresh rasti té pavarura, té tillé gé:

e EXy) =y
e Var(X,) =03

2
o Oj

e seria Zi=1i—2 éshté konvergjente,
¢ K=o (u+Xp ot Xy)
. Eﬁ(ul +Hp + o+ )
atéheré vargu {X,, — i, } kénaq ligjin e forté té numrave té médhenj

P(limX, =1, ) =1

n—»>oo

pra, pérv 6 > 0 dhe € > 0, gjendet té paktén njé n, e tillé qé
vn > n, kemi P(|X, —H,l<e) =>1-86

Né rastin toné E(X;) = u, 0?(X;)= o2 (té fundém);

2 _ o
Yicq ?—2‘= 02y, iiz<oo (konvergjente) atéheré X, S M d.m.th

n—oo
P(X, EV(W)=1—¢,pérn>n,

Prej kétu, pér rastin toné nxjerrim:

Ve>0,3n, >0,gépérn>n,, PX, EV(W)=>1—¢ (3.5.1)

Pér Vv piké x =X nga V(i) ne mund té shkruajmé:

g(X) =g(w) +g'x") (X— W (3.5.2)

(Teorema e Lagranzhit né segmentin[ y,X], p < x* <X dhe |x* — p| < [X— )

Barazimin (3.5.2) e shkruajmé né formén:

[9® -g(Wlvn=g'(x)(X-pvn (3.5.3)

Shénojmé U, = [g(X) — g(w)]Vn
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Vo =g’ (x")(X = pvn
Mgs ¢ ¢farédo, atéheré vargjet e ndryshoreve té rastit:
1) U4, Uy, ...dhe 2)V,,V,, ... formojné proces stokastik.

Nga Teorema Linderberg-Levi, megenése o2éshté e fundme, rrjedh gé
vargu:

_ 2
(X —wvn shperndane N(0,0%) (3.5.4)
n—oo

Kjo do té thoté se vargu (X — p)v/n konvergjon sipas shpérndarjes tek
shpérndarja normale pér n gé shkon né infinit.

Nga ana tjetér, m.g.s g'(x) ekziston né té gjitha pikat e V (), ai éshté i
vazhduar né V (p), pra edhe né x = p. Né kéto kushte nga Teorema 3.1.4 dhe
Teorema 3.1.2 rrjedh gé:

g'(x") 58 (W (3.5.5)

n—-»>oo

(do té thoté se lim,_,., P(] g'(x") — g'(W)|= &) =0
Prej (3.5.4) dhe (3.5.5) del se

Vo=g'(x) @ —pVn—og' (W) -Z (3.5.6)

ku madhésia Z ~N(0, 62) dhe g’'(un) # 0.

Prej barazimeve (3.5.3) dhe (3.5.6), prej konvergjencés sé vargut V,, do té
rrjedhé konvergjenca e vargut U,,. Késhtu prej barazimit:

lim,_,o, P(V, < v) =P (g'() - Z < v), rrjedh

lim,, P(U, < v) =P (t< V) (3.5.7)
Megenése madhésia Z ~N(0, 62), atéheré:

madhésiaZ - g'(n) ~N (0,[og’ (W)]?)

Prej kétu del se tek (3.5.7), madhésia t~N (0,[og’ (W)]?) (3.5.8)
Kemi:

Vh 5 g'(W) - Zatéheré si proces i rastit edhe U, - g'(w-Z

n—-»>oo n—->oo
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pra U, > t~ N(0, [og’ (1)]?)

Atéheré sipas (3.5.8) kemi:
Un = [g® —g(W]Vn—> t~ N (0,[og' (W]?) (3.5.9)
Prej kétu del se:

g =2+ g(w — Y ~ N (g(w); ELL) sepse sipas (3.5.9)
E(8(%)) = =E(Un) + 5(W) —5 () si dhe

! 2
D(g(x)) = %D(Un) +0 T’@ pra né kété ményré treguam

pérfundimisht gé:

! 2
g(®) M=o N (g(); 2E2L

Pérgjithésimi i Teoremés 3.5.1 né rastin “k” dimensional formulohet Si mé
poshté:

Teoremé 3.5.2

Supozojmeé se (X1§, Xz§, ...,ng), & =1,2,...k &shté njé zgjedhje nga
shpérndarja k dimensionale me pritje matematike té fundme (pq, Wy, ..., Hy)
dhe matricé té kovariacionit ||o;;|| pozitiv, t& pércaktuar péri, j = 1,2,...k.

Le té jeté g(x,X,, ... X ) Njé funksion gé ka derivate té pjesshém % =g

péri=1,2,...,Kk, né té gjitha pikat e zonés rrethuese té pikés (u,, Wy, ..., M),
té tillé gé g = g; (1, Uy, -, Hi)- Atéheré n.q.s té paktén njé nga g # 0,
kemi:

k
L 1
g(X1JX21 ""Xk) n— oo N(g(up U2, weey uk);ﬁ Z 0-i,j ) g? ’ g]o)

ij=1
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KAPITULLI IV

Studimi i koeficientit té variacionit té zgjedhjes

Né kété kapitull do té trajtohet shpérndarja asimptotike e dy statistikave,
devijimit standard dhe koeficientit té variacionit. Té dy kéto statistika
pérdoren pér té vlerésuar shkallén e homogjenitetit té njé popullimi.Mé paré,
éshté trajtuar shkurt cilésia, ¢faré pérfagéson kontrolli i cilésisé, teknikat
statistikore gé pérdoren pér té verifikuar dhe pér té analizuar kushtet gé
pércaktojné ndryshueshmériné e karakteristikés sé cilésiséqé éshté marré né
studim, duke patur si objektiv kryesor: Pérmirésimin e vazhdueshém té
Cilésiseé.

Kartat e kontrollit jané instrumente té kontrollit statistikor té procesit té
prodhimit pér té kontrolluar ndryshueshmériné e tij.Ndértimi i tyre bazohet
né shpérndarjet probabilitare té statistikave si té devijimit standard s ose
koeficientit té variacionit c etj.

Késhtu, njohja e shpérndarjeve probabilitare ose pérafrime té tyre kané
réndési jo vetém teorike, por kané edhe vlera praktike.

4.1 Kontrolli statistikor i cilésisé

Té realizosh njé produkt me cilési do té thoté: té prodhosh duke respektuar
specifikime dhe nivele té tolerancés té pércaktuara né bazé té pritshmérive
dhe preferencave té klientéve gé mund té jené konsumatorét finalé ose
kompani né rastin e produkteve industriale.Né njé kuptim té gjeré, quhet
cilési e njé produkti aftésia e tij pér t’u pérdorur pér géllimin pér té€ cilin
éshté krijuar ose aftésia e produktit gé té keté vetité e garantuara nga
prodhuesi pér té kénaqur kérkesat e tregut.

Pér té prodhuar produkte té njé cilésie té larté éshté e nevojshme té njohésh
déshirat dhe kérkesat e klientéve; kjo éshté detyré e departamentit té
marketingut t€ njé¢ kompanie.N€ vijim, €sht€ e nevojshme t’i pérkthesh
kérkesa té tilla né njé projekt operativ, derisa té arrihet né paraqgitjen e ploté
inxhinierike té procesit té prodhimit gé do té finalizohet me prodhimin fizik
té produktit.Né fund, realizohet shpérndarja e produktit gé siguron dorézimin
e produktit te klienti.Né kéto kushte, té prodhosh me cilési té larté do té thoté
té pérmirésosh té gjitha proceset gqé kontribuojné né prodhimin e produkteve

51



Teuta Xhindi - Disertacion

ose shérbimeve.Dinamika e tregut nénkupton njé kontroll té vazhdueshém
dhe pérshtatshméri té nivelit té cilésisé sé produktit.Né kété ményré lind
nevoja e pérmirésimit té vazhdueshém té cilésisé gé kérkon pérfshirjen e té
gjithé proceseve brenda kompanisé.Né kété sens strategjia e cilésisé totale
konsiderohet si njé instrument pér té garantuar mbijetesén dhe suksesin
afatgjaté té kompanisé.Kérkesat e tregut nuk jané statike, ato jané té lidhura
me veté nivelin e cilésisé.Né kété kuadér, éshté i justifikuar pérdorimi i
metodave té drejtpérdrejta té Kontrollit Statistikor té Procesit si mjete té
vlefshme né mbéshtetje té veprimtarisé sé vendimmarrjes né c¢do nivel
organizativ pér arritjen e cilésisé.Né paragitjen e metodave statistikore pér
kontrollin e cilésisé do té pérgéndrohemi né procesin e prodhimit si dhe né
veté produktin/shérbimin gé del nga ky proces.

Cfaré éshté kontrolli statistikor i procesit?

. Eshté pranuar se kontrolli statistikor i procesit éshté njé metodologji gé
referuar njé aktiviteti té caktuar, operacioni, faze ose procesi Qé
pérséritet, pérdor teknikat statistikore me qéllim analizimin dhe
verifikimin e kushteve qé pércaktojné ndryshueshmériné e objektit gé
analizohet.Né ményré té pérmbedhur, bazuar né pérkufizimin e dhéné
nga Juran(Joseph M.Juran,1904-2008, inxhinier dhe konsulent
menaxhimi), mund té pércaktojmé kontrollin statistikor té procesit si
“aplikim i teknikave statistikore pér té kuptuar dhe analizuar
ndryshueshmériné e njé procesi”.

Procesi i prodhimit vepron gjaté kohés duke realizuar njé seri produktesh qgé
mund té konsiderohen elemente té popullimit Q, té gjithé elementeve gé
procesi mund té prodhojé.Themi se éshté prezente njé ndryshueshméri né
ecuriné e procesit pér sa kohé gé pjesét e prodhuara nuk jané njésoj me njéra
tjetrén.Kjo do té thoté se nése masim té njéjtén karakteristiké X tek secili
produkt vérehet njé ndryshueshméri e saj. Prezenca e ndryshueshmérisé
justifikon plotésisht studimin statistikor. Vlera e ndryshores X tek njé
produkt i vetém shihet si vleré gé merr ndryshorja e rastit me njé probabilitet
té caktuar.

Né vecanti, duhet té kemi parasysh se:

e Né cdo moment té kohés (kujtojmé se njé vecanti e procesit té
prodhimit éshté faktori kohé) madhésia X mund té pérshkruhet prej
njé modeli té caktuar shpérndarje. Kétu i referohemi modelit
parametrik: duke njohur vlerat e parametrave jemi né gjendje té
identifikojmé plotésisht shpérndarjen.

e Njé vleré e caktuar e ndryshores X, e vrojtuar mbi njé produkt mund
té konsiderohet si njé vleré e gjeneruar prej kétij modeli té vecanté qé
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do té thoté mund té shihet si njé zgjedhje rasti e thjesht¢ me njé
element e nxjerré nga popullata e pérshkruar prej kétij modeli
shpérndarje.

e Shpérndarja e X mund té ndryshojé né kohé sepse mund té ndryshojné
né kohé vlerat e parametrave té shpérndarjes.Kur ndodhin té tilla
ndryshime do té thoté se popullimi ka ndryshuar.

Qéllimi 1 pérdorimit té teknikave statistikore éshté gé kompania té sigurojé
instrumentet e  pérshtatshme pér pérmirésimin e nivelit té
prodhimit/shérbimeve té ofruara/ pérmes eleminimit té gabimeve,
ndryshueshmérisé gé vijné prej punés né vazhdimési, kontrollet e
panevojshme dhe késhtu vonesat né ciklet e punés.Garanci pér té marré
rezultate pozitive do té jeté njohja e miré dhe e thelluar e proceseve,
identifikimi i fazave kritike té procesit pérmes pérdorimit té té dhénave
statistikisht té& réndésishme pér tu analizuar, qé na lejojné té konkludojmé
dhe interpretojmé performancén dhe shkaqet qé pércaktojné “ndryshimet e
padéshiruara” né raport me funksionimin normal té procesit qé po
analizohet.

Deming (1982) né filozofiné e tij pér té realizuar pérmirésimin e
vazhdueshém té procesit té prodhimit, e ka pércaktuar procesin e prodhimit
si njé cikél PDCA:

Plan (planifikoj)

Do (bé&j)

Check (kontrolloj)

Act (veproj ose korrigjoj)

Shtaté instrumentet e Deming gé pérfshihen né metodologjiné e Kontrollit
Statistikor té Cilésisé jané:

Fleta e mbledhjes sé té dhénave
Diagrama Pareto

Diagrama shkak-pasojé
Histograma e dendurive
Diagrama e korrelacionit
Analiza e formimit té shtresave
Kartat e kontrollit

Theksojmé disa prej pérdorimeve té kétyre instrumenteve:

Parashikimi i mundésisé pér té arritur tolerancat e projektit
Planifikimi i verifikimit té kontrollit té procesit

Analiza e mundésive té ndérvarésisé ndérmjet proceseve
Ndérhyrjet rregulluese gjaté punés
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e Vlerésimi i aparaturave té reja
e Pérpunimi i elementeve specifike

Né kété punim kam trajtuar materialin e betonit, sigurimin e cilésisé sé
prodhimit té tij népérmjet kontrollit té rezistencés né shtypje X. Zgjedhja e
betonit u bé pér arsye té zhvillimit gé ka pésuar industria e ndértimit né
Shqipéri pas viteve ’90.

Né Shqipéri, rregullat teknike pér pérdorimin e betoneve strukturore
pérmblidhen né Vendimin Nr. 679, daté 22.10.2004, “Pér miratimin e
rregullave teknike pér pérdorimin e betoneve strukturore”, né mbéshtetje té
nenit 100 té Kushtetutés dhe té nenit 18 té ligjit nr.8402, daté 10.9.1998 "Pér
kontrollin dhe disiplinimin e punimeve té ndértimit”, té ndryshuar, me
propozimin e Ministrit té Rregullimit té Territorit dhe té Turizmit.

4.2. Té dhéna pér betonin

Betoniparaget né vetvete materialin prej guri artificial, té prodhuar si rezultat
I pérzierjes dhe i ngurtésimit té léndéve lidhése, ujit, i mbushésve dhe i
shtesave té vecanta té marra né raporte té caktuara.

Ai gjen pérdorim shumé té gjeré sot né ndértim pér arsye té shumta. Né
radhé té paré ana ekonomike si material gé realizohet me 1éndé rrethanore;
rezistenca e madhe né shtypje, duke realizuar shpesh edhe elemente mbajtes
té strukturave té ndértimit; lidhja shumé e miré gé realizohet midis betonit
dhe celikut duke formuar elementin betonarme gé ménjanon defektin e
betonit g€ €shté “puna e keqe” né térheqje.

Pér projektimin e konstruksioneve prej betoni dhe prej betoni t& armuar
pércaktohen karakteristikat e kérkuara té betonit gé emértohen marka ose
Klasa té tij.

Pér marké betoni té projektit sipas géndresés mekanike né shtypje pérdoret
kufiri i rezistencés mesatare aksiale né shtypje R (kg/cm?), e pércaktuar sipas
mostrave kubike ose cilindrike etalon né moshé 28 dité.

Marka paraget kufirin e rezistencés né shtypje té kubeve té betonit me
pérmasa 20x20x20 cm né moshén 28 ditore dhe té trajtuara né kushte
normale ngurtésimi.Mostrat duhet té lihen né kallépe pér té paktén 16 oré
por jo mé shumé se 3 dité, té mbrojtura nga goditjet, Iékundjet dhe tharja, né
temperaturé (20 + 5)°C ose (25 + 5)°C né vendet me klimé té nxehté.
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Né momentin gé mostrat higen prej kallépeve deri né momentin e provés, ato
ruhen né ujé, né temperaturé (20 + 2)°C ose né ambjent né temperaturé
(25 + 2)°C dhe né kushtet e lagéshtirés > 95%.

Sipas rekomandimeve té organizatave ndérkombétare té: CEB (Komisioni
Europian i Betonit), FNP (Federata Ndérkombétare e Paranderjes), 1SO
(Organizata Ndérkombétare e Standarteve) etj, pothuajse né té gjitha shtetet
éshté béré kalimi nga marka né klasa té betonit.

Klasé e betonit quhet rezistenca karakteristike Rck, e pércaktuar si “vlera e
rezistencés nén té cilén gjenden maksimumi 5% e gjithé vlerave té
rezistencés s€ provave”.

Normativa SSH-EN-206, si dhe eurokodet né pérgjithési ose standartet ISO
né vecanti pércaktojné kéto klasa betoni né shtypje:

Cions; Cier0; Coorsi Coszo; Caory Carus, €tf (né emérues jepet klasa e
pércaktuar mbi mostra cilindrike dhe né numérues ajo mbi mostra kubike).

Vlerat e méposhtme, té shprehura né N/mm?, tregojné klasifikimin sipas
llojeve té ndryshme té betonit:

- beton jostrukturor 8/10 - 12/5

- beton i zakonshém 16/20 — 45/55
- beton me karakteristika té larta ~ 50/60 — 60/75
- beton me rezistence té larté 70/85 —100/115

Klasat e rezistencés klasifikohen si me poshté:

Klasa e
rezistencés | Rck (N/mm?)
Shumé e ulét 5<Rck<15

E ulét 15<Rck<30
Mesatare 30<Rck<55
E larté 55<Rck<85

Marka/ klasa e betonit né shtypje kontrollohet népérmjet provave té
mostrave standarte kubike ose cilindrike (kjo, duhet té specifikohet pérpara
se té fillojné punimet e ndértimit) me brinjé 150 mm né rastin e kubit ose
diametér 150mm dhe lartési 300 mm né rastin e cilindrit, me moshé
zakonisht 28 dité.
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Négoftése pér betonin qé kontrollojmé arrijmé té pranojmé njé vleré
mesatare si rezistencé karakteristike (Rck, cyl ose Rck, kub), kjo do té thoté
se 95% e té gjitha provave gé do té kryhen né té ardnmen mbi té njéjtin
beton duhet té japin si rezultat njé vleré té barabarté ose mé té larté se vlera e
pranuar si rezistencé karakteristike, ndérsa 5% e provave mund té japin njé
vleré mé té ulét. Pér té marré nje vleré té besueshme si rezistencé
karakteristike, kryhen nje numér shumé i madh provash, mbi bazén e té
cilave béhet kontrolli statistikor i cilésisé sé betonit té prodhuar e té
vendosur né vepér.

Standardet e reja té betonit japin direktiva pér sa i pérket kontrollit nése
fortésia e betonit éshté né pérputhje me kérkesat e rezistencés né shtypje pér
klasén té cilés i pérket.Pranimi ose jo i konformitetit éshté né funksion té
rezultateve té testimit pér rezistencén né shtypje si dhe i vlerésimit té
rezultateve té testimit.

4.3 Rezistenca né shtypje

Rezistenca né shtypje, e paré si ndryshore rasti X, ka shpérndarje normale si¢
tregohet né figurén mé poshté.

Frequency

15 20 25 30 35 40 45 50 55

Sipérfagja nén vijé ndérmjet dy vlerave té X na jep probabilitetin gé njé
rezultat t€ bjeré ndérmjet kétyre vlerave.Termi “bisht” pérdoret pér té
karakterizuar sipérfagen nén vijé ndérmjet njé vilere té X (pra té njé vlere té
rezistencés né shtypje) dhe vlerave me denduri pothuajse zero.Né rastin e
rezistencé€s né shtypje konsiderojmé “bishtin e posht€ém” qé do té thoté
sipérfagja prej njé vlere ¢farédo té X dhe gjithé vlerave mé té vogla se ajo.
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Rezistenca karakteristike e betonit éshté numri gé tregon se : nése do té
kryheshin té gjitha provat e mundshme, 5% e rezultateve do té bien né zonén
e poshtme @é fillon nga vlera 1.640 poshté vlerés sé rezistencés
mesatare.Mirépo rezistenca mesatare nuk mund té njihet derisa betoni té jeté
prodhuar dhe testuar dhe késhtu rezistenca mesatare zakonisht caktohet né
vlera mé té médha pér té pasur kujdes gé betoni té arrijé té paktén
rezistencén e llogaritur karakteristike.Rezistenca mesatare jepet prej
ekuacionit:

Rm:Rck+k'G

ku: R,, éshté rezistenca mesatare, R, éshté rezistenca karakteristike né
shtypje, o éshté devijimi standard pér popullatén, k éshté konstante, k - ©
éshté marzhi i gabimit.

Njé vleré e rezistencésR,, poshté rezistencés karakteristike nuk konsiderohet
déshtim sepse statistikisht 5% e rezultateve pritet dhe pranohet té bien poshté
késaj vlere.Megjithaté, pér arsye té sigurisé sé strukturés, né standardet
EN 206-1, pér klasat gé rezistencén né shtypje e kané mé té vogél ose té
barabarté me Csg /60, percaktohet njé minimum i rezistencés sé kérkuar pér
rezultatet individuale R.=Rq— 4 (N/mm?).Ndérsa,pér klasat gé rezistencén
né shtypje e kané mé t€ madhe ose té barabarté me Css/q7,Ky minimum
duhet té jeté R, = 0.9 R.. Cdo sasi betoni gé nuk plotéson kéto kushte
konsiderohet jo e rregullt.

4.4 Pércaktimi i rezistencés mesatare

Rezistenca mesatare pércaktohet pér té arritur balancén ndérmjet kérkesave
té méposhtme:

e Me probabilitet té larté pér té arritur njé rezistencé pér popullatén, me
té paktén rezistencén karakteristike té kérkuar.

e Risk té ulét né mosplotésimin e kriterit pér minimumin e vlerés sé
rezistencés

e Risk té ulét pér konsumatorin

e Risk té ulét pér prodhuesin

e Kiriterin ekonomik dhe konkurueshmériné.

Rezistenca mesatare zgjidhet nga prodhuesi duke patur kujdes qé té
plotésohen kérkesat pér kufijté minimalé té rezistencés si edhe faktin qé
rezistenca mesatare asnjéheré nuk mund té jeté mé e vogél se

(Rck +1.640).Né kété piké duhet té konsiderohen edhe kérkesat specifike té
cdo vendi si dhe kérkesat e kompanive certifikuese.
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Kontrolli i rezistencés né shtypje té betonit ndahet né dy tipe:
o Kontrolli i rezistencés né vepér gé kryhet nga klienti dhe

e Kontrolli i konformitetit t& prodhimit, gé kryhet nga veté fabrikat e
betonit.

Koncepti i pranimit té betonit ka kuptim né rastin e paré kur kontrolli kryhet
nga Klienti. Né kété rast pérdoren dy lloje kontrolli:

Kontrolli i pranimit i Tipit A:

Kontrolli i Tipit A kryhet duke llogaritur mesataren e tre provave, secila prej
té cilave llogaritet si mesatare e dy mostrave. Ky kontroll béhet né ato raste
kur prodhimi nuk kalon 300 m3. Secila mostér duhet t& merret mbi njé sasi
maksimale prej 100 m3. Pér sasi mé té vogla té prodhuara si dhe pér sasité
ditore, duhet té sigurohet té paktén njé prove.

Kontrolli quhet pozitiv nése plotésohen njékohésisht dy kushtet e
méposhtme:

R, = Ry +3.5N/mm? dhe R; > Ry - 3.5 N/mm?
(3 prova, 1 pér ¢do 100 m?3)

Ku:

R,,, rezistenca mesatare e provave

Rk, rezistenca karakteristike e klasés

R, rezistenca minimale e zgjedhjes sé béré
Shembull:

Klasa C25/30 (R = 30)

Rezistenca e Rezistenca

proves pérfagésuese Kontrolli i tipit A

34.2 R, R,
36.1 35.1 Vlera | Pranimi | Vlera | Pranimi
38.4

35.6 37

40.4

425 41.4 37.8 OK 35.1 OK

— R, > 33.5 N/mm? dhe R; >26.5 N/mm?=Sasia pranohet
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Kontrolli i pranimiti Tipit B

Kontrolli i pranimit i Tipit B kryhet né ato raste kur sasia e prodhuar éshté
mé e madhe se 1500 m3. Kontrolli béhet ndaj njé pérzierje homogjene dhe
kérkon né total té paktén 15 mostra ¢do 1500 m3.

Kontrolli quhet pozitiv nése plotésohen njékohésisht tre kushtet e
méposhtme:

Ry > Roet1.4 s N/'mm? R; >Ry~ 35N/mm? ; ¢<0.3

Ku:

R, rezistenca mesatare e mostrave té marra
Rk, rezistenca karakteristike e klasés

R4, rezistenca minimale e zgjedhjes sé béré
s, devijimi standart né zgjedhjen e béré

Né rastin e kontrollit té tipit B shtohet kérkesa pér kontrollin e koeficientit té
variacionit té zgjedhjes.Pér vlera té koeficientit té variacionit mé té médha se
0.15, kérkohen kontrolle mé té kujdesshme gjaté kryerjes sé punimeve
ndérsa pér vlera té koeficientit té variacionit mé t¢€ médha se 0.3, betoni i
prodhuar nuk pranohet.

Shembull:
Klasa C25/30 (Rck30)

Rezistenca Kontrolli i pranimit

€ proveés Rm S 14s Rm R1 c

34.6
36.8
41
38
36.9
45.1
34.6

42.4 37.5 4.7 6.7 37.5 OK 29 OK 0.13 OK

31.7
43.7
35.4
39
32.6
29
41.9

59



Teuta Xhindi - Disertacion

— Ry 2365 N/mm? ; R;>26.5N/mm? ; ¢< 0.3=Sasia pranohet

Rezistenca karakteristike efektive: 37.5 — 6.7 = 30.8 N/mm?.

4.5 Devijimi standard dhe koeficienti i variacionit

Té kontrollosh vetém plotésimin e kushteve pér mesataren nuk éshté e
mjaftueshme. Ka shumé situata praktike né té cilat jemi té interesuar pér
homogjenitetin e njé popullimi ¢farédo Q si tekstil, beton, material plastik,
dru etj. Né rastin e materialit té betonit, si njé nga 10 materialet me mé
shumé risk né boté, projektuesit dhe ndértuesit jané shumé té interesuar qé
rezistenca e tij né shtypje té jeté brenda kufijve té lejuar né té gjithé
strukturén.

Homogjeniteti i njé popullimi mund té kontrollohet népérmjet devijimit
standard, koeficientit té& variacionit etj. Mé pas éshté treguar se si mund té
kryhet kontrolli pér koeficientin e variacionit bazuar né shpérndarjen
probabilitare asimptotike té tij.Koeficienti i variacionit ka gjetur njé
pérdorim té madh né disa fusha si: shkencé, mjekési, inxhinieri, ekonomi
etj.Né financé dhe aktuaristiké, koeficienti i variacionit pérdoret pér té matur
riskun relativ (Miller dhe Karson (1977)) ku njé test pér baraziné e
koeficientéve té variacionit pér dy aksione ndihmon pér té pércaktuar nése
dy aksionet kané apo jo té njéjtin risk.Hamer et.al.(1995) e pérdori
koeficientin e variacionit pér té vlerésuar homogjenitetin e kockave kur mbi
to ishin kryer ndérhyrje té jashtme ( p.sh rezatime).Gong dhe Li (1999) e
pérdorén koeficientin e variacionit pér té vlerésuar fortésiné e geramikés.Si
dhe Pyne et.al.(2003) studioi variabilitetin né performancén e notaréve né
garat olimpike duke pérdorur koeficientin e variacionit.

4.6 Kartat e Kontrollit

Qé né fillimet e industrisé prodhuese jané béré pérpjekje pér té mbajtur nén
kontroll kété proces me géllim pérmirésimin e cilésisé dhe reduktimin e
kostove. Teknikat statistikore u pérdorén pér heré té paré nga fizikanti dhe
staticieni Walter A.Shewhart né laboratoret e Kompanisé Telefonike Bell,
né 1924.Mé pas Shewhart vazhdoi té zhvillojé idené dhe né vitin 1931 ai
botoi njé libér mbi kontrollin statistikor té cilésisé.

Né kété libér, Shewhart theksonte se brenda njé procesi prodhimi nuk ka
vetém ndryshueshméri té zakonshme, té pandaré me procesin dhe gé
ndikojné né cilésing, por ka gjithashtu ndryshueshméri specifike, té
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paparashikueshme,gé nuk mund té shpjegohet. Ai mendonte se ishte e
mundur té vendoseshim kufinj pér ndryshueshmériné e zakonshme (natyrale)
té ¢cdo procesi né ményré té tillé gé luhatjet brenda kétyre kufijve mund té
shpjegohen prej shkageve rastésore ndérsa ¢do ndryshueshméri jashté kétyre
kufijve, ndryshueshméria e paparashikuar (specifike), paraget njé deformim
té procesit.

Né rastin e prodhimit té betonit shkaget e ndryshueshmérisé sé zakonshme
lidhen me variacionin né Iéndén e paré (sasia e pérbérésve, pérbérja kimike
etj), saktésia né zgjedhje, procedurén e testimit etj, ndérsa ndryshueshméria
specifike ka té bé&jé me ndryshimin e elementeve pérbérése té betonit,
problemet me ekipin gé merret me procedurat e testimit etj.

Kartat e kontrollit kané gjetur njé pérdorim té gjeré né industriné e betonit si
njé mjet pér kontrollin e cilésisé. Ato mund té pérdoren pér té monitoruar njé
séré karakteristikash té tij (psh rezistencén, koeficientin e variacionit,
géndrueshmériné, raportin ujé/cimento etj), materialet pérbérése (raportet e
pérbérésve, rezistencén e ¢cimentos etj) ose saktésiné e prodhimit.

Pérdorimi i kartave té kontrollit ka pér géllim:

e té kontrollojé nése jané arritur vlerat e synuara té ndryshoreve té
shgyrtuara

e t& masé ndryshueshmériné prej vlerave té synuara

e té identifikojé shkallén e ndryshueshmérisé

e & veprojé pér ta kthyer procesin né normalitet

Kartat e kontrollit nuk duhet té shihen té vecuara prej pjesés tjetér té
kontrollit t¢ prodhimit.Psh kontrolli rutiné dhe mirémbajtja e pajisjeve do té
minimizonin riskun e njé déshtimi mé té madh.Kartat e kontrollit japin
informacion rreth procesit por interpretimi i kétij informacioni nuk éshté njé
puné mekanike.Informacioni i marré duhet té kuptohet dhe interpretohet
sakté né ményré gé té merren vendime té drejta.Ndryshimi né cilésiné e
betonit a ndodhi kur u pérdor njé pérbérés pér heré té paré? A po ndjek
prodhimi 1 gjithé betonit té njéjtin trend? Fabrikat e tjera gé pérdorin
materiale té ngjashme a kané trend té ngjashém?Ky lloj informacioni
mundéson gé té zbulohen shkaget gé kané cuar né ndryshimin e cilésisé si
dhe marrjen e masave pér ndryshimin e situatés.Psh njé humbje e saktésisé
SE punés sé pajisjeve duhet té té drejtojé tek riparimi, mirémbajtja dhe ri-
kalibrimi i tyre dhe jo tek ndryshimi i raporteve té elementeve pérbérés.

Kontrolli efektiv i prodhimit té betonit arrinet mé lehté nése ekzistojné
marrédhénie té mira me té gjithé furnizuesit e 1éndés sé paré, né ményré té
vecanté me furnizuesit e cimentos.
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Paralajmérimi i hershém né ndryshimin e pérbérésve gé jané 1éndé e paré pér
betonin duhet té jeté pjesé e kontratés me furnizuesin. Disa prodhues
pérdorin ndryshimet né pérbérjen e ¢cimentos pér té parashikuar ndryshimet
né rezistencén e betonit. Kontroll efektiv i prodhimit do té thoté té pérdorésh
té gjithé informacionin e mundshém pér té prodhuar beton né pérputhje me
specifikimet e tij. Ky kontroll, gé pérfshin pérdorimin e kartave té kontrollit,
zvogélon né ményré té réndésishme riskun e jo-konformitetit, gjé qé
favorizon si pérdoruesin ashtu edhe prodhuesin e betonit.

Kartat e kontrollit, gé pérdoren gjerésisht sot, sigurojné gé rezistenca
karakteristike té arrihet dhe mbahet brenda kufijve té lejuar ashtu sic
parashikohet edhe né Udhézuesin CEN (Product standards and conformity
assessment guideline, CEN/BT N6287, 2000-11-09).

Né kété punim éshté trajtuar karta e kontrollit pér koeficientin e variacionit,
bazuar né té dhénat e marra prej kompanisé Ferro-Beton & Construction Co
e cila éshté themeluar né vitin 2002 dhe é&shté kompani lider né industriné e
prodhimit té betonit né Shqipéri.Ferro-Beton & Construction Co vlerésohetsi
furnizuesi mé i madh i betonit né rajon. Vetém né 3 vitet e fundit kjo
kompani ka realizuar njé prodhim prej 500.000 m3beton.

Duke gené se shpérndarja y*dhe pérafrimi i saj zéné vend gendror né pjesén
né vijim, po ndalemi né disa zbatime té saj.

4.7 Disa zbatime té shpérndarijes x>
Rezultate:

a) Né qofté se ndryshoret e rastit X; ~ N(0,1) dhe jané té pavarura atéherg:

n
DX~ Xm
i=1

b) Né gofté se ndryshoret e rastit X; ~ N(ui, 012) dhe jané té pavarura
atéheré:

ndryshorja
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c) Karakteristikat numerike té shpérndarjes x2(n) jané:

n n
E(x*(n)) = E(Z 1Xi2 ) —nga pavarésia Z 1E(Xi2)
1= 1=

- Z;E(xi —0)? =

L, D(X;) =n (sepse X; ~N(0,1))

D(Xz (n)) = D(zi=1 Xi2 ) —nga pavarésia zi=1D(Xi2)
= Zn_ [E(X*)— 1] =2n

Si pérfundim: E(x2(n)) = n dhe D(x%(n)) = 2n

d) Teoremé: Né qofté se X; ~ N(0, %) dhe jané té pavarura atéheré:

Ndryshorja V* =YL, X? ~ o2 x%(n), me densitet probabilitar:

V*

V) = s G eI V>0 (471

Vertetim:

Vértet, fusim ndryshoren e rastit V.= )1 1( =2
: A2
Megé = ~N(0,1), atehere V= X1, (%) ~ x*(n)

. v*
Kemi V = pe (4.7.2)

atéheré prej kétu, duke ditur se: p(v*) = p(v) - |

n
21 -
\'& e

p(v") = 0 7
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Z&vendésojmé (4.7.2) dhe gjejmé:

V*

p(v*)=(;)2 : e_m.lz 1 . (v* By
22 - 1 08 202T() 207
2 2

Si pérfundim:

*
v*

\"% n A
(202)5_1 e 20

p(v") = 5 0_2[,(2) '

Té shohim tani pérafrime té shpérndarjes y? me até normale

Teoremé 4.7.1

Né qofté se V~ y?(n) atéheré madhésia e rastit:

Vértetim:

Madhésisé sé rastit V; i gjejmé funksionin karakteristik:

) L.V .. n o n LV s |n t
Cv, = E(eV) =E (e“m ' ) e (%) = e R, Cv(=)

Dimé se funksioni karakteristik i ndryshores sé rastit V éshté:

Cy(t) = (1 — 2it)"2

Prej kétu nxjerrim se:

Si dhe:
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Logaritmojmé:

. n n |2
lnCVl(t)= —1t E—E'll’l(l—lt H)

Nga zbérthimi né seri i funksionit logaritmik dhe pas kryerjes sé
veprimevekemi:

InCy, @ = —it 273 —it e (it) %+0(;) 27

t2 _e
Pra: InCy, ) — — ==Cy, 0 —2e 2 atéheré:v, —2 N(0,1)

n—-oo 2

Po japim tani (pa vértetim) dy pérafrime, pérafrimin e Fisherit dhe
pérafrimin Wilson-Hilfert, pér madhésité e rastit:v/2V — v2n — 1 dhe

|4 1 2
G

)
—Zgn kur V ~ x%(n).

on
e Pérafrimi i Fisherit:
Jepen:
e ndryshoret e rastit X; ~ N(p;, of) dhe té pavarura
e ndryshorjaV =YL, (ﬂ)z ~ x%(n), atéheré

Oj

madhésia e rastit v2V— v2n—1, mund té pérafrohet me
shpérndarjen normale té normuar N(0,1) me rritijen e numrit té
elementeve té zgjedhjes, pra né ményre simbolike kemi:

V2V — v2n—11n =00 N(0,1),kur V~x%(n)
e Pérafrimi Wilson-Hilfert:
Jepen:

e ndryshoret e rastit X; ~ N(u,, o) dhe té pavarura
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NN
e ndryshorjaV = i, (%) ~ y%(n), atéheré

3lv 1 2
n~ (3750 . ) :
madhésia e rastit‘f; , mund té pérafrohet me shpérndarjen

9n

normale té normuar N(0,1) me rritjen e numrit té elementeve té
zgjedhjes, pra né ményre simbolike kemi:

i@—(%—%)

2

9n

n = oo N(0,1), kur V ~y?(n)

(Wilson, E., Hilferty, M.M., (1931), “The distribution of chi-squared”,
Proc.Natl.Acad.Sci.USA 17(12):684-688).

4.8 Shpérndarja asimptotike e statistikave s dhe s?

Ka raste praktike, si ai qé parashtruam mé sipér, kur éshté i domosdoshém té
njihet koeficienti i variacionit i bashkésisé sé pérgjithshme (popullimit).

Duke u shképutur nga natyra konkrete e problemevegé diktojné nevojén e
studimit té koeficientit té variacionit, para nesh shtrohet ky problem
matematik:

Pér zgjedhjen X'= (x4, X,,..., X,), t€ nxjerré nga bashkésia e pérgjithshme
normale me parametra pu, o2, té gjejmé shpérndarjen asimptotike té
koeficientit té variacionit:

¢ = ®(x,s) = -, ku statistikat X dhe s pércaktohen si mé poshté:

n . n =% )2
g= b=, g [LmOiTX) (4.8.1)

n n-1
Koeficienti i variacionit pér popullimin jepet:

w = E , ndérsa bazuar né té dhénat e zgjedhjes X' = (x4,Xy, ..., X,) gjejmeé

njé vlerésues té tijc = - .

S
X

(Né disa raste koeficienti i variacionit éshté shénuar edhe me simbolin y)
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Pér rastin kur zgjedhjet:

jané nxjerré nga bashkésité e pérgjithshme normale me parametra y;, o; té
ndryshém, por me koeficienté w; = = te njéjté, karakterizimi i ndryshimit té

madhésisé sé rastit X~N(u, o?) me ané té koeficientit w é&shté me vlera
praktike.

Le té paragesim tani njé vlerésues té pazhvendosur té koeficientit té
variacionit pér popullimin normal kur njohim mesataren y, té tij.
(Panichkitkosolkul W, 2013, fq 2-6)

Shénoj:

()
(,l)o=_
Ho

21 1(Xi— P—o)

C kus? =
0= Ho 0 n

Lemé: Le té jeté X,, X,,...X,, njé zgjedhje e rastit e thjeshté nga popullimi
normal me mesatare i, té njohur dhe variancé 2. Atéheré, nése shénoj:

2 in=1(Xi - llo)z
So =
n

kemi:

E(SO) = Cp4+10

Var(sp) = (1 — c341)0%,

()
Ch+1 _j;( ]—'(g)

ku

)
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Vertetim: Nga kushti,

52 = Z%Ll(xril—uo)z _ %2 n 2
ku
7 =21 N0,
Kemi:
nsg o
— ~Xn- (4.8.2)
Shénojmé:
s? = Zln:l(nx——l;)_()z dhe s2 = Zin=1(>r<li—>_()2
Atéheré: (n—clz)sz ~Z_,
Né& ményré t& ngjashme: I:f ~X2. (4.8.3)

Tregohet se (S. F. Arnold, 1990, fage 197):
E(s) = c,0,

ku:

@

=i G

2 M)
Cn+1 =j;( F(E)

Barazimet (4.8.2) dhe (4.8.3) jané ekuivalente. Prej kétu del:

E(so) = E(s.) = cp410

Njésoj E(s,)= c4+10, ku:

)

68



Teuta Xhindi - Disertacion

Ndérsa:
var (so) = E(s§) — E*(sg) = (1 — ¢f41)0°

Duke pérdorur rezultatet e késaj leme, gjejmé:

E(Co) = Cn;:a = Cn+1(1)0 (484)

1-cn
Var(eo) = (3 0% = (1 - i)}

Shihet se:

n—oo

Ch+1

Prej kétu:
lim E(cy) = wy
n—->oo

Kjo do té thoté se ¢, éshté vlerésues asimptotikisht i pazhvendosur dhe i
géndrueshém pér wy.

Nga (4.8.4), njé vlerésues i pazhvendosur pér w, éshté:

Co

60=
Ch+1

Prej Lemés, vlera e pritshme dhe varianca e ¢, jané:

B@) = E () = oo

Cn+1

_ 2
Var(@y) = Var (<) = 2 Var() == (1 - 2, )o?=(=2) 02

n+1 n+1 Ho Ch+1Ho Ch+1
(4.8.5)

Prej kétu:
lim Var(¢y) =0
n—->oo

Kjo do té thoté se ¢, éshté vlerésues asimptotikisht i géndrueshém pér w,.
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Teoremé (Mosbarazimi Cramer — Rao)

Nése (X;,Xs,...,X,,) éshté zgjedhje nga bashkésia me densitet ¢ (x;0), me
parametér 8 té panjohur dhe 8 njé vlerésues i pazhvendosur i 8, atéheré
varianca e 8 kénag mosbarazimin:

1 1
nE[%ln(p(X;G)]2 n 1(6)

Var(@) =

ku 1(8) éshté informacioni i Fisherit. Nése Var(0) = %{e) , atéheré

vlerésuesi éshté eficent( E. J. Dudewicz dhe S. N. Mishra, 1988,fq 377-379).

Duke shénuar 6 = w, né kété teoremé, kemi gé:

Var(cy) = W5
ar(C) = 5~

ku, ¢, éshté cdo vlerésues i pazhvendosur i w,.Kjo do té thoté se varianca
2
pér vlerésuesin eficent t& w, éshté =2,
2n

Nga (4.8.5) kemi:

1—c2,, n—00 1

7

Ciiq 2n—1
Zbérthimi asimptotik i raportit t&¢ gamma funksionit éshté (R.L.Graham,

D. E. Knuth, dhe O.Patashink, 1994):

1
1 —— e )
8 1287 )

F(j+§)_ﬁ(

rg

Nése j = g kemi:

_ZF(HTH)_an 1_|_1+... —1 1+01
Gt = 2T ;[ 21—t oe )]— T 0Cs)

Nga ku:

, 1 1
b= 1=5:+0(3)
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si edhe:

1-— Cr21+1 n—oo 1

2 —
Cht1 2n—1

Kjo do té thoté se:

e 0
Var(¢y) — T

Pra ¢, éshté vlerésues asimptotikisht eficent.

Bazuar né pérkufizimin e koeficientit té variacionit, para nesh shtrohet
fillimishtproblem i shqyrtimit té shpérndarjes asimptotike té statistikave s
dhe s2.

Dihet se kur X'= (X;,X,,...,X,,) éshté zgjedhje nga bashkésia me densitet
@(X), funksioni karakteristik i vektorit té rastit X pércaktohet si mé poshté:

Cx(T)= [ e [ @' T X @(X)d(X) (4.8.6)
kuT’ = (t;t,,...t,) éshté vektor real.

(marré nga:
http://www.ems.bbk.ac.uk/for_students/msc_finEng/math_methods/lecture?.pdf)

Pér rastin njédimensional kemi:
Cx(t) =E (™) = [Tel*p(x)dx,  VteR.

Dimé gjithashtu se kur X;, X, jané madhési té rastit me densitete dhe
funksione karakteristike respektivisht ¢,(x), C;(t) dhe ¢,(x), C,(t) atéheré
kushti:

C.(t) = C,(1) (4.8.7)
éshté i nevojshém dhe i mjaftueshém gé ¢, (x) =@, (x).

Kur madhésité e rastit X; (Vv i =1,n ) jané té pavarura me funksione
karakteristike C;(t;), funksioni linear: L = }i; a; - X;,

ka funksion karakteristik:

C (1) =IIiz1 Giai - ty) (4.8.8)
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Késhtu pér zgjedhjen X'= (X;, X,, ..., X,), t& nxjerré nga bashkésia me
funksion shpérndarje F(x) dhe funksion karakteristik C(t), funksioni linear i
zgjedhjes:

Z = YL, X; ka funksion karakteristik:
P () = [CO]" (4.8.9),
ndérsa statistika X ka funksion karakteristik:ys, (t) = [C(ﬁ)]rl (4.8.10)

> Kur madhésia X~N(u, o2), funksioni karakteristik i saj éshté:

t2. g2

C(t)=e'™ ™z (4.8.11)

dhe sipas Teoremés (2.3.4) statistika X = % ka funksion karakteristik:

t2. o2

Pt) =™ (4.8.12)

Pérfundimisht, kur X'= (X, X,, ..., X,) éshté nxjerré nga bashkésia
N(u, o2), sipas kushtit (4.8.11) dhe barazimit (4.8.12), arrijmé né
pérfundimin gé:

— o2

X~N(1,—) (4.8.13)
dhe pér rrjedhojé:

ZEN ) (4.8.14)

Dihet se kur madhésité e rastit X;~ N (0, 1) atéheré madhésia:

X2=Y . X2 ~ x?(n) dhe densitet: (4.8.15)
% “le _%
gly) = ———, (4.8.16)
ku: [(n) = [""x""1- e dx (gama funksioni) (4.8.17)
21-1
dhe (1) =1, T()=vx, [(n+1)=n! , [(2]) = 27 -T() - T(1+)
r() =+2m- =7 ¢! (formula e Stirlingut) (4.8.18)
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Madhésia e rastit x* ka funksion karakteristik:

Ct)= (1-2it)" 2 (4.8.19)
. s, _ 2k r(n+k)

dhe moment t€ rendit “k”:  py = T

nga ku llogarisim : p; = n=E(x?), 6%(x?) = 2n (4.8.20)

Pérfundimisht, né gofté se X'= (X4, ..., X,,) éshté zgjedhje nga bashkésia
N (0, 1), statistika:

X' X=X, X2 ~x3(n) (4.8.21)
dhe kur zgjedhja éshté nga bashkésia N(p,0?), statistika:

X-VX-V) _

o2

)

Teorema e méposhtme na mundéson gjetjen e shpérndarjes pér statistikat
Xdhe s2, kur zgjedhja éshté nxjerré nga bashkésia N(p, o2).

I~ X3 (n) (4.8.22)

Teoremé 4.8.1

Né qofté se zgjedhjaX’' = (X,X,,...,X,) éshté nxjerré nga bashkésia
N(u,0%) atéheré statistikat e méposhtme jané té pavarura dhe kané
shpérndarje respektive:

_ 1 o?
o X= ;Zin=1 X; ~N (H,?)
(n-1)s?

—— ~xX’(n—-1)
Veértetim:

(Marré nga http://mcs.une.edu.au/~stat261/notes.pdf)
Né kété rast kérkojmé shpérndarjen e ciftit (X; s?),
ku:

1 1 _
X ==Y _x.dhe s?2 = —Y! _(x; —X)?
o &i=12i 1 1—1( i )
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Ideja éshté kjo: Meqgenése shpérndarjen e X~N(u,%2) e njohim, mjafton té
gjejmé shpérndarjen e s? dhe té tregojmé pavarésing.

Shpérndarja e s?

Kryejmé transformimin: Y=A- X, ku A=(aj;),xn éshté matricé ortogonale

. . 1 1
me rresht té fundit (\/—H, ...,\/—H)
o = Ty anXi = Ty % = Vi %pray, = Vi X (4.8.23)

Nga ana tjetér, meqé matrica A éshté ortogonale kemi:

i xf =Xy (4.8.24)
Kemi:
(n— 1)52 = it (x5 — )—()2 = in=1Xi2 — 2X 2L X + nx* = in=1Xi2 -
nx*=yL, yf —nx? = YL,y —yi = Xi5ty?
Pra  (n—1)s?2=Y"ly? (4.8.25)

(si¢ shihet mjafton té gjejmé shpérndarjen e Y2 y2)
Shénojméme V = (u, , ..., w)’
Matrica:

1 L ot
AV = (Zin=1 dij K, Z?:l dzi W, "'iZ?:l a(n—l)i H, Z?:lﬁ H= \/ﬁ l’l) eshté
matricé ortogonale dhe trajta e saj éshté: A-V = (0,0, ...0,v/n p)

Funksioni i densitetit pér vektorin X éshté:

a(x) = P50 (X— V) (x= W)},

1
—eX
(o \/21‘[)
kurse funksioni i densitetit pér vektorin Y éshté:

q(y) =q() Nl =a(x) mege|J|=1

-t 1 (v_ "y —
) = 7z Xl 5,3 (Y = AVY (Y — AV)}

duke pasur parasysh gé¢ A-V = (0,0, ...0,v/n p)
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forma:

(V=AY (=AY = )yt (o =AW
atéheré:
Q(Y) = exp(— 7 (T yE+ (n—VAW)}  (4826)

(o V_ )"
Shihetse Y, Y, ..., Y,_q1, Yyjané té pavarur dhe kané:

Y, ~N(0,0%) péri=12,..n—1dheY,~NHny,oc?

_ave2
Prej (4.8.25) (n— 1)s> = X! y?, atéhers ©=2° = ynoidy2
Duke gené se madhésia% ~ N(0,1), kemi gé:

(n=1s? - s _ 211 &) ~x@-1

2

Kurse X = %Yn ~N (u, ;)

Pérfundimisht:

- _ 1 o?
© X= 11X1 NN(F—:;)

o - 1)5 = XI5 CH? ~ x*(n — 1) dhe prej (4.8.26) kéto statistika jané
té pavarura

Né kété ményré provuam se kur X'= (x4, ..., Xy,) éshté zgjedhje nga bashkésia

—1)- g2
N (1,02, statistikat: X dhe =2
pérkatésisht:

jané té pavarura dhe kané shpérndarje
—_ 1 on o?
=0 i=1Xi~N(“’?)

(n—-1)-s?

o2

= L) = Iy ~ (- 1) (4.8.27)

ku Vi =
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Vektori i rastit (%, s2) ka densitet:

P(X, s%) = p;1(X) - po(s?) =

_ [n  ,n-1 n_‘l. 1 n-3 . _(n—l)-sz+n(>_<—u)2
“Jzm G onr(2) exp{ 2 02 }
ku:
N\ _1 CSANE
P =2 2 exp(- T8 (4.8.29
2N — n-—-1 n-—-1 2 n-3 2
p2(s )_ZH—_IF(H_l) 2'[02 - 52] 2 .exp{—ZIGZ. s?} (4.8.29)
2 . T el
s? € (0, +o0)
Konkluzione:

Nga Teorema gé vértetuam mund té nxjerrim kéto konkluzione:

o Ndryshorja e rastit z = %\/ﬁ ~N(0,1)
Kjo ndodh sepse:

@ P =p® = kug="+pdhes~N(pE
a®) =p@ Il =p( = ku %=+ pdhex~ (u,;>

1 [n X - w? c 1 .2
q<z>=5&'e’<p{‘z-—02'“}ﬁ=¢7—ne :

kjo do té thoté se 2 ~ N(0,1)dhe (=2)2 - n ~ 32 (n)

n—1)-s?

o Ndryshorja ”:(T ~x*(n—1)

Dimé se raporti V= —— ~ t(n — 1), (shpérndarja “studenti” me n-1

\/T
n-1
“shkallg lirie”) Kjo do té thoté se:
X— n X—
VOl LU G ud (- ~t(n—1)

o (n—1)s2 S
o2(n-1)

Vérejtje: Ka vend edhe pohimi i anasjellté i teoremés
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Pohimi i Girit (1936); Kavatas (1949); Llukacevit (1942)

Teoremé 4.8.2: Né qofté se X dhe s? jané pérkatésisht vlera mesatare dhe
varianca e zgjedhjes me véllim n nga njé bashkési me densitet ¢ (x), atéheré
po ge se X dhe s? jané statistika t& pavarura kemi gé ¢(x) éshté densiteti i
shpérndarjes normale.

Rezultat mé té thellé paraget teorema e méposhtme:

Teorema Kramerit 4.8.3 (1936)

Né gofté se X;, X, jané ndryshore rasti té pavarura, té tilla gé shuma e tyre
X, + X, ka shpérndarje normale, atéheré secila prej ndryshoreve X; dhe X,
ka shpérndarje normale.

(Ky rezultat mund té pérgjithésohet)

Shpérndarja asimptotike e statistikave s dhe s
Ményra e paré

Me ndihmén e aparatit té funksioneve karakteristike gjejmé shpérndarjen e
statistikés s2.Pér kété formulojmé dhe vértetojmé né fillim kété teoremé.

Teoremé 4.8.4: Né qofté se madhésité e rastit té pavarura X;~ N (0, 1),

V i =1, n, atéheré madhésia:
2
v=L_—N(,2)

n n-oo

Veértetim:

Dimé se madhésia e rastit x?2, ka pér funksion karakteristik:
o) = (1—2it)"z, (shih4.8.19)

Prej kétu gjejmé:

ovh= (1-2i-5) (4.8.30
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Logaritmojmé ané pér ané

i i) 2
Ingy(®)= —2-In(1-2i-3)=-2.{-2+1.22

2 n 2 n2

O =it =S+ 0(3)

prej kétu gjejme:

: 1 . t? 1\ ~ i B
lim,_, In @y(t) = lim,_ (it — -t 0 (H) = |t - -

nga ku pohojmé se:

t2

pu() —2 e n (4.8.31)

., t2
Funksioni ¢(t) = '~ 7, éshté funksioni karakteristik i madhésisé sé rastit

2
T~N(1,2).
Nga teorema Levy-Cramer dhe barazimit (4.8.31) nxjerrim se:

VvV — N (1, ﬁ) (4.8.32)

n—»>oo
Rrjedhim:
o Nga barazimi x? = V - n dhe barazimi (4.8.32) del qé:

G — N(n, 2n) (4.8.33)
o Nga barazimet (4.8.27) dhe (4.8.30) gjejmé se:
s2 —> N (02, 22) (4.8.34)
n—-oo n-1
Ményra e dyté

Té tregojmé tani me njé ményré tjetér shpérndarjen e statistikés s2.

A . N . - (n—1)-s? N .
Dimé prej teoremés 4.8.1 se madhésia = ka shpérndarje x?(n — 1),
pra:
(n—1)- s?
Yz " X*(n—1)
dhe se:

x> (n—1) —N (n—1,2(n—1)) (sipas teoremés 4.8.4), atéheré:
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E(s?)=E(CX) == E (@) =02 (4.8.35)

n-—1

D(s%)=D (2L =" _p2)=22

4
‘o
B (n—1)2 n—1

Kjo do té thoté se pér statistikén s? ekzistojné pritja matematike dhe
varianca.

Teoremé 4.8.5

Né gofté se (X, X5, ..., X,, . ..) éshté njé varg madhésish té pavarura, me
shpérndarje té njéjté F(x), me varianca o2 dhe me vlera mesatare p, atéheré
plotésohen kushtet:

* 2
limp_ e TT—Z =1; limt2 =00, Ve> 0 (4.8.36)

n—->o0o
kut3=n-o?
2 2
Ty =Nn-o

o*2 = fu“ “™(x — w2 dF(x): Ve> 0 (4.8.37)

- &Tp

Veértetim:

Dihet gé:

0% = fp x= W2AF() = [, cer = W2ARG) + [ o (x— W)
dF(x) ose

— %2
0" =0 + [, i eam (X WAF(Y)
Megenése o2 ekziston nga kushti, kjo do té thoté se:

limrHooflx_upw\/H (x— w? dF(x) = limp,,R, = 0, si mbetje e
integralit konvergjent atéheré kemi:

* 2 %2

2
. Tn _ 1. n-oc - _ . 0“+ Ry
lll’frln_)Oo E - lll’fl’ln_)Oo w - llmn%o —_—

o2

=1

. — . 2_
dhe lim,_,, t5 = lim,,,, n*0°= ©
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Megenése kushtet (4.8.36) jané té nevojshme dhe té mjaftueshme (kushtet e
Linderbergut dhe Felerit) kemi gé madhésia:

=% ,N(0,1) ku:

Tn n—-oo

Zn =X tXt.. Xy

Sp=N-H
Konkludojmé gé: Z\f; —N(0,1) (4.8.38)
Nga barazimi:
(- 1) : =i, @izw* N yE, ku madhésité y? kané shpérndarje té

o2
njejte sipas teoremeés (4.8.5) dhe sipas barazimeve (4.8.35) kemi:

= & s’ — N (",0"%) (4.8.39)
ku = E(= Dk )= E(s?) = (n- 1)
dhe 0*2= D(LY> ) = 01 p(s?) = 2(n - 1) (4.8.40)
pra pérfundimisht s* — N (o?, 2 Gl ) (4.8.41)

oX

Pér té gjetur shpérndarjen asimptotike té statistikés s = = llogarisim né
fillim karakteristikat e saj numerike:
E(s)= F E(=0-a
D(s)= 2B (4.8.42)
ku: oc=—E(X) dhe g=2%
n-1 n-—1
Dimé se: E [e()] = [ @ (%) - p(x)dx (4.8.43)

(né rastin kur ndryshorja e rastit X éshté diskrete kemi:

E[e(X)] = 2Zx ¢X)p(x))

ku p(x) éshté densiteti i madhésisé sé rastit X.
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Prej (4.8.43) gjejmé:

2

k n_, 2
Dz (xH)z e 2 dy?  (4.8.44)

k 2N % 1
E(x)=E[(x)2]=2% .
Nga barazimi i njohur:

1 +00 nix_ X
e J, )7 e’z dx*=1 (4.8.45)
2z T

dhe pasi zévendésojmé te barazimi (4.8.44) % =Yy, gjejmeé:

22 T
ky — 4.8.46
B0 =—m (4.8.46)

nga ku pér k = 1,2 marrim:

vz (2 r(““)
E(y)= —=2": x2) = = 4.8.47
(“—“)
dhe D(Y)=E(x*) —(E())*=n—-2-] T 12
2

Sipas barazimeve (4.8.18); (4.8.42) dhe (4.8.47) gjejmé:

n+1

2 1“(—)z
n-1 F(Z) o 2 (n-1)
L, T
_nz[r(g)]zl_z F(n—ﬂ) 2 1
B= n-1 - n-1 [ r(3) I*= =)
prej kétu nxjerrim se:
1
E(S)=a-o=0" |1— =0

si dhe:
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Pérfundimisht pér karakteristikat numerike té statistikés s gjetém kéto vlera
té péraférta:

E(S)=o;D(s) = (4.8.48)

2(n 1)

Duke ditur se x2(n — 1) —2 N {(n - 1), 2(n — 1)} (Teorema 4.8.4), por

konvergjenca éshté e dobét, jané gjetur transformime té tilla, gé té zbatuara
pér madhésité e rastit me shpérndarje x?, té pérftohen madhési té rastit me
shpérndarje asimptotikisht normale tashmé pér n té vogél.

Transformime té tilla mé té thjeshta jané dhéné nga Fisher.

Tranformimi i Fisherit (pa vértetim):

Nése zgjedhja béhet nga bashkésia N (u; o), atéheré tregohet se madhésia e
rastit:

\/2 - x*(n—1) 2 N (\/2 -(n—1) —1, 1), pér rrjedhojé madhésia:

5= == V2 2 —2 N (E(S), °(6)).
Pérfundimisht treguam se s —2 N (o, 2(n21)) (4.8.49)

4.9 Shpérndarja asimptotike e koeficientit té variacionit té zgjedhjes ¢ =

s
x
Pér té gjetur shpérndarjen asimptotike té madhésisé c, shfrytézojmé faktin gé

c=f(x,59)= % =s- (X)~ ! éshté funksion i dy statistikave X dhe s té pavarura,
njéra me shpérndarje normale dhe tjetra me shpérndarje asimptotikisht
normale.Q¢ né vitet *30, Hendricks & Robey (1936) studiuan shpérndarjen e
koeficientit té variacionit té zgjedhjes sé nxjerré nga popullimi
normal.Shpérndarja e sakté e koeficientit té variacionit té zgjedhjes nga
bashkésia normale, u dha nga Iglewicz (1967).McKay (1932) dha njé
pérafrim té shpérndarjes sé koeficientit té variacionit té zgjedhjes bazuar te
shpérndarija y2.
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Miller (1991), pér heré té paré pérdori shpérndarjen asimptotike té
koeficientit t€ variacionit t€ zgjedhjes e cila “mundet né ményré té arsyshme
té vlerésohet normale nése popullimi éshté normal”.

Le té jeté X,, X,,....X,, Njé zgjedhje e rastit me véllim n nga popullimi normal
me mesatare p dhe variancé o2.Nése X dhe s jané pérkatésisht mesatarja dhe
devijimi standart i zgjedhjes, atéheré Miller dha zbérthimin e méposhtém pér
S L]

- .

I PR

ku, Y; dhe Y, jané ndryshore me shpérndarje normale té normuar dhe té
pavarura.

Prej kétu, ai konkludoi se:

o (/u) o
N(Iu - 05+(/u)

r

Xl wn

Né kété konkluzion mund té arrijmé edhe né njé ményré tjetér:

Le té jeté z = f ( x4, X5, '+, Xp), NJ& funksion qé konsiderohet linear né fushén
e ndryshimit té vektorit té rastit X' = ( X, X,, -+, X},), té tillé gé

E (X") = (W, Uy, - Hn); E (x1) =ny, V i =1, n, atéheré sipas formulés sé Taylor
kemi:

of of
f(X11X21°”1Xn) =f (li1: Mo, ey p-n) + (Xl - H1)6_X1 .o (Xn - un)a +"'+Rk

Prej kétu gjejmé: E [f (x4, X2, -+, Xp)] = F (U, Ky, 0, Up) (4.9.1)
(Leka, 2011, fql15)

D [f (X0, Xp, -+, X5)] = (aa_;)z ‘D (x))*+.. +(£) D (xn) + 2 520 25 OV (x4} %)
(4.9.2)
Pér funksionin toné c = f (%, 8) =~ =s- ()~ * (4.9.3)

Nga zbérthimi i kétij funksioni gjejmé:

c=f (%) =f(1o)+®@— )= +(s—0) - > (4.9.4)
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nga ku, llogarisim:
E(c) =E[f(no)] =f(wo) = E
Pra gjetém: E (c) = E = (4.9.5)

Tek teoremat gendrore limite kemi treguar se kur z =f (x4, X5, ***, Xp),

(ku x;~ N (y;,0%), v i=1,n) mund té konsiderohet linear né lidhje me secilén
ndryshore né té gjithé fushén e ndryshimit té tyre, atéheré funksioni z ka
shpérndarje aférsisht normale, pra:

z— N(E(@):0*(2)) (4.9.6)
Megé funksioni:

c=f(x59) = ; = s - (X)” 'mund tékonsiderohet linear né lidnhje me secilén
ndryshore, né gjithé fushén e ndryshimit té tyre, sipas rezultatit (4.9.6)
pohojmé se:

c—> N (u";0™%)

n—>oo

Megenése D(c)= c?{c} - E%(c), gjejmé:

D(O)= 7 1+ 2 (- 1] = 5 1+ 29) (4.9.7)

2(n— n 2(n—-1)

Sipas barazimeve (4.9.5) dhe (4.9.7) konkludojmé:

c— N (yi—L—- (1 +2y?))

n-oo 2(n—-1)

Né kété ményré vértetuam kété teoremé:

Teoremé 4.9.1

Né gofté se X' = ( xq,x,, -+, X,) shté zgjedhje e béré nga bashkésia normale
me parametra u, o2 atéheré kemi:

_ 1 ¢ (x=p)?
limy, 0 P{c < 1} =~ J_ e 20 dx

ku c = = éshté koeficienti i variacionit té zgjedhjes dhe u*=E (c), o* = o(C).

S
X
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Ményra e dyté

Té gjejmé tani me njé ményreé tjetér shpérndarjen e statistikés ¢ = % -100, pér
rastin kur statistikat X dhe s? jané ndértuar pér zgjedhjen nga bashkésia
normale N(u, 6*) pra:

—_1 1 —
X=—YiiXi; 8% =—XiL(xi — %)’ (4.9.13)

Dimé se: X ~N(, %2) dhe densiteti i saj éshté:

Vn

oV2Tt

exp{— DA n} (4.9.14)

202

p1(X) =

Ndérsa madhésia: n6_—21 - s2~x?(n — 1), me funksion té densitetit:

n—-1
n .——

—) 2

(=)

. =3 . _ns?
ey S exp{ 202} (4.9.15)

p,(s?) =

Prej Teoremés Nejman — Fisher, dimé se kusht i nevojshém dhe i
mjaftueshém qé statistika T(X;,X,,..,X,) té jeté e mjaftueshme pér
parametrin e panjohur 0 éshté gé:

P(X1, X5, ... Xp, 0) = @[T( X4, X3, ...Xp), 0] - h(Xq, X5, ... X) (4.9.16)

ku:[T (x4, X5, ... X,), 0], shté njé funksion gé varet nga té dhénat vetém
népérmjet funksionit T(x4, X5, ... Xp),

h(x4, X5, ... X,) — éshté funksion gé varet vetém nga zgjedhja.

Té tregojmé tani gé statistika T(X,s?) éshté e mjaftueshme pér parametrin
0(, 0.
Pér zgjedhjen X' = (X4,X5, ..., Xp), gj€JME:

1 n 1 n
) exp{— 55 BiLy (5 — 1)) (4.9.17)

p(x.p,0%) = (5
Né kété barazim, pas transformimit:
LW =YL[E - +E—-wW]*=m—-1Ds*+nE—n?(4.9.18)

gjejmé:

POX, 1, 02) = (—=)™ - exp {— (n—1)sz+n()_(—u)2} (4.9.19)

oV21 202
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Shénoj:

@[T (X1, Xy, ... Xy), 0]= exp {_ (n—1)52+n(}—(_u)2}

202

dhe
h(xq, X5, ...Xp)=1

Barazimi (4.9.19) tregon se statistikat X dhe s? jané té pavarura dhe vektori i
rastit (%, s2) éshté i mjaftueshém pér parametrin dy pérmasor 8(, o2).
Duke njohur shpérndarjen e statistikés s? prej (4.9.15), gjejmé:

-1

pa(s) = 2;2’) "2 exp{ — 2% (4.9.20)

Statistika T(X, s), me komponenté té pavarur ka shpérndarje:

n

p(X,s) = p1(X) - po(s) = o — - sh—2 exp{—z—z— n(x ”) 1 (4.9.21)
27 on R T(%3) o
Té gjejmé tani shpérndarjen e statistikés c = % 100.Pér kété shénojmé:
{ S {qu (4.9.22)
S = g = X 9.
=z 100 100

Vektori i rastit (u,c) ka shpérndarje:

p(u,c) = p1 (W) * p2 () * 11(w, ©)| (4.9.23)

100

ku J(u,c) éshté jakobiani i transformimit.

Nése zévendésojmé tek barazimi (4.9.23), rezultatet (4.9.14) dhe (4.9.20)
gjejmé:

n

_ n2 (uc n-2 .u n-u?-c? n(u u)
0= s () e e } (4.9.29
ose

(U,C) = —2— . ¢ 2.y . gypf — L R (4.9.25)
Ly, 10001 p 2:1002-0 202 e

Meqeé statistika X merr vlera né intervalin (0, +o0) né rastin e materialit té
betonit, mund té gjejmé densitetin probabilitar té pérbérésit ¢ si mé poshté:
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A-ch—2
100n-1

T U expl— A 2R Gy (4,9.26)

2:1002-¢2 202

p(c) = [ p(u,c)du =

Pas kryerjes sé veprimeve, tregohet se:
Kur, X' = (X4, ..., X, ) éshté zgjedhje nga bashkésia normale N(u,02),

statistika ¢ = :—( 100 ka densitet té shpérndarjes:
100-c™"2-exp —Lzz
2m2<1+137>
f(c,w) = —= I(c) (4.9.27)

n-2z 0 n-1
272 -(1002+c2)Z2 T (—)Vn

ku I(c) pércaktohet nga:

t2

100V _yn-1.o=7 . gt (4.9.28)

+00
i) =J, t+ rmone

dhe w = E 100 éshté parametri i panjohur i bashkésisé.

Pér kontrollin e hipotezés Hy: w < w, né familjen me shpérndarje f(c, w),
ekziston kriteri uniformisht mé i fugishém invariant, i cili jepet prej (4.9.29)
ku konstantja c; pércaktohet prej (4.9.30) (Leka, 2011,fq 16)

__ (1 pérc=cy
¢(c) = {0 pér ¢ < ¢, (4.9.29)
ku konstantja c,. pércaktohet nga barazimi:
J57 (e, w)de = a (4.9.30)
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KAPITULLIV
Zbatime té shpérndarjes asimptotike té statistikés ¢ = ;ﬂ N(p*, 6*?)

5.1 Karta e kontrollit pér koeficientin e variacionit té zgjedhjes sé nxjerré
nga popullimi normal.

Nisur nga rezultatet e arritura pér shpérndarjen e statistikave c, s dhe X, té
pércaktojmé tani p-kuantilin c, pér koeficientin e variacionit té zgjedhjes

c= ; . Kjo do té na mundésojé ndértimin e njé tabele pér té gjetur numrat gé

mund té konsiderohen kufinj té sipérm kur njohim véllimin e zgjedhjes,
koeficientin e variacionit té bashkésisé, me njé nivel té caktuar besimi. Sa
mé i miré té jeté pérafrimi i shpérndarjes sé madhésisé ¢ me shpérndarjen
normale, aq mé té sakté jemi ne né pércaktimin e p-kuantilit.

n—»oo

Ne treguam gé c— N(¥; 2(::) (1+2y%) (5.1.1)

Bazuar né pérkufizimin e p-kuantilit, shkruajmé:

P{c <c,} = P{s —X-cp < 0} =D (5.1.2)
(Leka, 2004, fq170)

Ky barazim na mundéson té pércaktojmé p-kuantilin c,,.

Shénojméy =s—X-c, (5.1.3)

Madhésia y, si kombinim linear i statistikave X dhe s, me shpérndarje
respektivisht normale dhe asimptotikisht normale, ka shpérndarje
asimptotikisht normale:

n—oo
y —> N(E(y); 0*(y)) (5.1.4)
Llogarisim karakteristikat numerike té késaj shpérndarje:

E(y)=E(s—)_(-cp)Eo—u-cp

2

o?(y) =0*(s — X" ¢cp) Eg+cs - — (5.1.5)

o
n
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Pra:

n—->oo

2
y —> N(o — u-cp;oz(i+c—p) (5.1.6)

n

Sipas barazimit (5.1.2) dhe rezultatit (5.1.6) pércaktojmé tani p-kuantilin c,,.

Cp_

p=Py<0)=P(s—Xc, <0)=( u'Cp_Gz)=¢(7—)

2
1 C 1 C
2n n 2n n

g
shénojmé t, = === nga ku pércaktojmé:
1 C
e
1 5 tp? Y2
1+t = (1- )+
y- 2n n n
p 2
_y2.2
1—vy -
ose:
1+tp' %4‘% 5 t]23
Cp=Y ——( kuL=1-vy - (5.1.7)

Né kushtet kur ne njohim vlerat e koeficientit té variacionit y té bashkésisé
sé pérgjithshme té pércaktuara né bazé té kushteve teknike, barazimi (5.1.7)
na mundéson gjetjen e vlerés gé duhet konsideruar kufi i sipérm i koeficientit
té variacionit té zgjedhjes, me besueshméri p dhe véllim n té caktuar.

Mé poshté, éshté ndértuar njé karté kontrolli pér koeficientin e variacionit,
me ané té sé cilés realizohet ndjekja né dinamiké e madhésisé c, gjaté gjithé
hallkave té procesit teknologjik, gjé gé shérben pér té vlerésuar shkallén e
homogjenitetit t&é materialit.

Si duhet lexuar tabela?

Pér shembull, pér y = 5%, n=25, besueshméri p=0,95 gjejmé né tabelé
vlerén ¢, = 6.17.Né qofté se vlera ¢, pér koeficientin e variacionit e
llogaritur sipas zgjedhjes me véllim n=25, té nxjerré nga bashkésia me
koeficientin standart y = 5%, éshté mé e vogél se c,, nuk kemi pse té mos
besojmé qgé e gjithé sasia e ka koeficientin e variacionit brenda standartit.Né
rast se pas pérséritjes sé provave rezulton c, > c,, koeficienti i variacionit
pér mostrén ka dallime té réndésishme nga standarti y = 5%. Né kété rast
rekomandojmé té ndérhyhet né procesin teknologjik té prodhimit.
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Mé poshté éshté treguar rezultati nga zgjedhja pér té dhénat e marra nga
kompania Ferro-Beton.Si¢ shihet nga grafiku, té dhénat prej zgjedhjes numér
4 japin njé koeficient variacioni mé té larté se 6.17.Né kété rast duhet
ndérhyré pér té “zbuluar” se ¢faré nuk shkon gjaté procesit té prodhimit.

¥=9% j =AY p=0.3> C’Pzé'h}_

C, =6,1%

0 X

Né ményré analoge do té ndértoheshin kartat e kontrollit edhe pér nivele té
tjera besimi.

Karta e kontrollit pér koeficientin e variacionit (besueshméria p=0.95;y né
pérqgindje)

& 10 14 18 20 25 30 500 1000
¥

4 5,48 5,25 5,1 5,05 4,93 4,85 4,21 4,15
5 6,85 6,56 6,4 6,31 6,17 6,07 5,26 5,18
6 8,23 79 7,66 7,57 7,41 7,28 6,31 6,22
7 9,61 9,2 8,94 8,84 8,65 8,5 7,37 7,26
11 15,1 14,5 14,1 13,92 13,6 13,38 11,58 11,4
12 16,5 15,8 15,4 15,2 14,9 14,61 12,64 12,45

13 17,95 17,2 16,7 16,5 16,11 15,84 13,69 13,49

14 19,35 18,5 17,97 17,76 17,36 17,07 14,75 14,53

15 20,77 19,8 19,27 19,05 18,62 18,3 15,8 15,57
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16 22,19 21,2 20,58 20,34 19,88 19,5 16,86 16,6
17 23,6 22,56 21,89 21,64 21,14 20,77 17,92 17,65
18 25,04 23,92 23,21 22,94 22.4 22,02 18,97 18,69

5.2 Pérdorimi i statistikave s? dhe ¢ né procesin e kontrollit té cilésisé sé
prodhimit.

Ka mjaft raste né praktiké né té cilat jemi té interesuar pér té pérmirésuar
cilésiné e njé produkti. Kjo mund té realizohet duke ndryshuar disa nga
faktorét e prodhimit. Cilésia e produktit mund té vlerésohet me ndihmén e
statistikave s2 (varianca e zgjedhjes), ¢ (koeficienti i variacionit té zgjedhjes)
etj.

Pér konkretizim, shohim rastin kur statistika e zgjedhur éshté varianca e
zgjedhjes s? si dhe koeficienti i variacionit té zgjedhjes c, né rastin kur
zgjedhja éshté béré nga popullimi normal.

Nése ka gené apo jo efektive masa gé ne kemi marré pér pérmirésimin e
cilésisé, mund té sgarohet késhtu:

Bazuar né rezultatet e provave para dhe pas masés sé marré, gjejmé dy vlera
té statistikés s2 ose c.Mé pas, népérmjet kontrollit té hipotezave statistikore,
pércaktojmé me njé probabilitet té caktuar nése ndryshimet né njé produkt
(psh tek betoni) kané gené té rastit apo thelbésore.

Kriteri ndértohet duke u bazuar né shpérndarjen e statistikave s dhe c.

Dimé se kur X' = (xq,X,,...,X,) 6&shté zgjedhje nga bashkésia normale
N(u, 02), statistika s? ka shpérndarje asimptotikisht normale, me parametra:
2 1

§¢ = —
n-1

n (% — %)% — N(0; Zfl) (5.2.1)

po ashtu, dhe statistika ¢ ka shpérndarje asimptotikisht normale, me
parametra:

S n—>oo

c=-— (y,z( — (1 +2-y%)

(5.2.2)

Statistikat s2 dhe c i studiojmé né dy popullime: né bashkésiné e vlerave té
tyre para se té merren masat pér pérmirésimin e cilésisé sé produktit dhe pas
ndryshimeve té faktoréve.
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Realizojmé dy zgjedhje, me véllime pérkatésisht n, dhe n, nga kéto dy
popullime.

Vlerésimet e gjetura $2 dhe 83 i konsiderojmé si vlera té dy madhésive té
rastit s2 dhe s3, té pavarura, té tilla gé:

n—oo

Siz — N(pi; Gf),Vi =1,2

Né kéto kushte, pér té paré nése kané ndikuar faktorét e ndryshuar né
ndryshimin e vlerave té statistikés s2, mund té béjmé kontrollin e hipotezave
té méposhtme statistikore:

Hy: 1y = uy, me hipotezé alternative:
H,: u; # py, me nivel réndésie o té dhéné.

Né rastin kur 6? = o2 (i=1,2) njihen, dihet se kriteri T,z:

Tz = ——2L —% N(0,1) (5.2.3)

dhe zona kritike e kriterit T,z 8shté zona pér té cilat |Tez| > z4, ku z4
pércaktohet nga ekuacioni 2&(z,) —1=1—a.

Statistika T2 merret si kriter pér kontrollin e hipotezés H,,.

Né rastin kur o? (i=1,2) nuk njihen, por supozohet se o = o2, dihet se
statistika T,z ka shpérndarje studenti me n; + n, — 2 shkallé lirie, pra:

82 _ o2 .- —2) ~
T,z |32 -33| .\/n1 nz-(n1+n,=2) Hy t(n; +n, —2) (5.2.4)

- \/(nl—l)-s§+(n2—1)-s% D2
dhe zona kritike e kriterit pércaktohet e tillé gé:

(04
p(lTszl >tl_%}r11‘|'1’12—2)=1—E

Bazuar né rezultatet e arritura né kapitullin e katért, varianca empirike e
gt o . . .
statistikés s* éshté 2—i‘l,‘v'i = 1,2. Prej kétu, duke zévendésuar né

nj

barazimin (5.2.3), nxjerrim gé:

92



Teuta Xhindi - Disertacion

A2 a2
§1-5S n;ny-(ny+n,—2)

TSZ — | 1 2| \/ 1 Zn( :n 2 (525)
2:87+2:83 1

Kryejmé té njéjtén proceduré edhe pér statistikén c.
Vlerésimet e gjetura ¢; dhe ¢, i konsiderojmé si vlera té dy madhésive té
rastit c; dhe c, , té pavarura, té tilla gé:

n—oo

i — N(pi; 012),‘0’1 =1,2

Edhe kétu, pér té paré nése kané ndikuar faktorét e ndryshuar né ndryshimin
e vlerave té statistikés ¢, mund té bémé kontrollin e hipotezave té
méposhtme statistikore:

Hy: 1y = u,, me hipotezé alternative:
H,: u; # py, me nivel réndésie o té dhéné.

Né rastin kur o? = o2 (i=1,2) njihen, dihet se kriteri T,:

n—oo
|61—C5| Hy

—5N(0,1 5.2.6
s (0,1) (5.2.6)

dhe zona kritike e kriterit T, éshté zona pér té cilat |T.| > z,, ku z,
pércaktohet nga ekuacioni 2&(z,) —1=1—a.

T, =

Statistika T, merret si kriter pér kontrollin e hipotezés H,,.

Né rastin kur o? (i=1,2) nuk njihen, por supozohet se o? = o2, dihet se
statistika T, ka shpérndarje studenti me n; + n, — 2 shkallé lirie, pra:

|¢1—¢7]

\/(nl—l)-s%ﬁ(nz—l)-s%z

T

n;+n,

. \/nl.nz-(n1+n2—2) H~0 t(n1 + n, — 2) (527)

dhe zona kritike e kriterit pércaktohet e tillé gé:

«
p(chl >'El_%;r11+n2—2)=1_E

Bazuar né rezultatet e arritura né kapitullin e katért, varianca empirike e

.2
. (;‘_1) (1 + 2¢;2), Vi = 1,2. Prej kétu, duke zévendésuar

né barazimin (5.2.7), nxjerrim gé:

statistikés c éshté
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T, = &0, -\/“1'“2'(“““2‘2) (5.2.8)

1
\/6%(1+2 c2) N c2(1+2¢3) ni+n,
2 2

Theksojmé se kriteret e dhéna T,z dhe T. me ané té té cilave shihet nése
faktorét e ndryshuar kané ndikuar né ndryshimin e statistikave s? dhe c,
pérdoren pér zgjedhje me véllime té médha dhe kur tipari sasior X i
bashkésisé sé pérgjithshme ka ligj normal ose asimptotikisht normal.

| referohemi té dhénave té marra nga kompania Ferro-Beton pér klasén
50Mpa. Kjo klasé éshté produkt i njé recepture té caktuar e cila siguron
proporcione té caktuara té pérbérésve té betonit. Eshté eksperimentuar njé
recepture e re me proporcione té reja té pérbérésve pér synime té caktuara.
Detyra joné éshté té kontrollojmé nése zbatimi né proces teknologjik i kétyre
dy recepturave sjell ndryshime té génésishme né homogjenitetin e betoneve
té prodhuara.

Kontrollin po e béjmé duke pérdorur té dy kriteret e mésipérme dhe po
krahasojmé rezultatet e dala nga kéto kontrolle.

Nga té dhénat e siguruara, nga njé zgjedhje prej n,=25 mostrash para
eksperimentimit té recepturés sé re rezultoi vlera e variancés sé zgjedhjes e
barabarté me §2 = 2.8Mpa?. Pas eksperimentimit, nga njé zgjedhje prej n, =
21 mostrash rezultoi vlera e variancés sé zgjedhjes e barabarté me

§2 = 3.13Mpa?

Prej (5.2.5), vlera Tz e kriterit &shté:

a2_a2
T, = |s1-33| . [ninp(ng+np—-2) _
n1+n2

S
/ g4 .54
2-87+2'S;

|2.8 —3.13| \/25-21-(25+21—2)

"~ \2-2.8242-3.132 25+21
T2 = 1.245.

Nga tabela studenti, pér a = 5%, b« in,—2 " 2.015. Megé T < t,
>

konkludojmé se eksperimentimi i recepturés sé re nuk ka té dhéna qgé té keté
sjellé ndryshime té génésishme né homogjenitetin e betoneve té prodhuara.

Nése i referohemi vlerave té koeficientit té variacionit, nga zgjedhja prej
n,=25 mostrash para eksperimentimit té recepturés sé re rezultoi vlera e
koeficientit té variacionit té zgjedhjes e barabarté mé c,;= 0.031.Pas
eksperimentimit, nga zgjedhja prej n, = 21 mostrash rezultoi vlera e
koeficientit té variacionit té zgjedhjes e barabarté me ¢, = 0.03089.

Prej (5.2.8), vlera T, e kriterit éshté:
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_ 10.031 — 0.03089| 25-21-(25+21—2)
B 25+ 21

\/0.0312(1+2'0.0312) + 0.030892%(1+2:0.030892)
2 2

T, = 0.079582

Nga tabela studenti, pér a = 5%, t, , = 2.015. Edhe né kété rast,

megé T.< t, konkludojmé se eksperimentimi i recepturés sé re nuk ka té
dhéna qé té keté sjellé ndryshime té génésishme né homogjenitetin e
betoneve té prodhuara.

Duke krahasuar té dy kriteret, shohim se pérfundimet jané té njéjta.

o
— i Ny+ny—

5.3 Karta e kontrollit t&é mostrés me ané té statistikave ¢ dhe s,

Ndryshorja sasiore X dhe shpérndarja e saj mund té pérdoren pér té
kontrolluar cilésiné e prodhimit té njé produkti psh té betonit.Konkretisht si

ndryshore po zgjedhim koeficientin e variacionit c = = .

o

Dimeé se:
2

v
2(n—1)

n—>oo

¢=g (v;

~(142-v%)

Mbéshtetur né vlerat e koeficientit té variacionit (né varési té studimit dhe
interesit mund té zgjidhet edhe ndonjé ndryshore tjetér) prodhimi i betonit
mund té ndahet né dy klasa: tek njéra fusim prodhimin brenda kushteve
tekniko-teknologjike ndérsa tek tjetra prodhimin jashté kushteve tekniko-
teknologjike.Pjesa 6, jashté kushteve teknike pércaktohet népérmjet
koeficientit t& variacionit e tillé gé c > c,, ku c, pércaktohet nga kritere
specifike teknike. Q&llimi yné éshté kontrolli i pjesés jashté kritereve teknike
né partiné e dhéné.

Kemi gé:
B0 = p(c> cg) = 1~ p(c < c) = 1~ B(LH), (5.3.1)
kur dimé se

n—oo

c—> N (u,0™?)
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Pra,

Co— 'y ~ _

(=) =1-6

ose
®(z1-9,) =1 - 6 (5.3.2)
ku:

Z1-98,= Co;*u
0Se Co =W +0" "2, (5.3.3)

Gjaté kontrollit t¢ mostrave ne nuk pranojmé kampionét pér té cilét:
p(c>cy) > 6, (5.3.4)
ose sipas (5.3.3), ata kampioné pér té cilét:

W +0" 219, > Co (5.3.5)

Né kété rast, si té konkludojmé pér popullimin bazuar né té dhénat e
zgjedhjes me véllim “n”?

Pér kété mund té ndiget kjo rrugé:
Shénoj me v funksionin linear:
V=W +0" 249,

Nése bé&jmé shumé zgjedhje nga i njéjti popullim, statistika v, duke gené
funksion linear i statistikave asimptotikisht normale, ka shpérndarje
asimptotikisht normale:

V5 N (E(v), 0%(v))
me parametra;

E(v) = E(©) + E(Se) * Zi-0, = " + 0" 24,

*2

*2
0?(v) = 0?(0) + 0%(sc) " 29, = " + 50,0y Fi-6, (5.3.6)

(statistikat ¢ dhe s, jané té pavarura).
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Problemi shtrohet késhtu:

Sa duhet marré madhésia t,, gé prej v = "¢+ s, - ty > c,, té konkludojmé pér
popullimin me njé besueshméri té caktuar?

Zgjidhja e kétij problemi konsiston né ndértimin e njé karte kontrolli e cila
na mundéson g€ bazuar né€ t€ dhénat e zgjedhjes me véllim “n”, e cila
rezulton me pjesén me difekt 6, té konkludojmé pér popullimin (nése
plotéson apo jo kriteret teknike) me njé probabilitet té caktuar kur vlera

standarte e pjesés me difekt éshté 0,,.
Si veprohet?

Sipas ¢do zgjedhje llogarisim vlerén:

g =S¢ (5.3.7)

Sc

Mé pas, mbéshtetur né pérfundimin e arritur tek 5.1, pér statistikén t,
llogarisim p-kuantilin t, prej barazimit:

t,(6) = . (5.3.8)

dhe vlera u,, gjendet nga ekuacioni ®(u,) = p.

Pra sipas barazimit (5.3.8) ne gjejmé p kuantilin t;, kur njohim pjesén 6 me
difekt té partisé.

Né kété meényré gjejmé kufijté e kontrollit té p-kuantilit t,, té tillé gé sipas
rezultateve t€ zgjedhjes me véllim “n” pranohet ose jo partia qé kontrollohet.
Nése p e zévendésojmé me «, atéheré kemi:

t0 = ta(eo) = 2 . . (539)

ku ®(u,) = «a.

Sipas barazimit (5.3.9) pér o t€ dhéné dhe véllim “n” t&€ caktuar pércaktojmé

CO—E

to(0p) si kufi i sipérm 1 vlerave té statistikés t= .Bazuar né kété

Sc
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formulé, mund té kontrollojmé né vijémési cilésiné e betonit, duke pranuar
ose jo partiné e dhéné, sipas tiparit ¢, me ané té kontrollit té pjesés me difekt
0 té zgjedhjes e krahasuar kjo me vlerén standarte 6.

| referohemi té dhénave té marra nga kompania Ferro-Beton. Norma e pjesés
me difekt pér partiné gqé kontrollohet, referuar koeficientit té variacionit dhe
sipas kushteve teknike éshté 6, = 3%.

Norma teknike c, pér koeficientin e variacionit né rastin toné éshté c,=5%
Pér té kontrolluar nése kjo parti éshté ose jo brenda kushteve teknike, pér
zgjedhjen me véllim n=20 llogarisim vlerén:

Co—C _ 0.05-0.0408
Sc 1.373

t= = 0.006701,

Nga formula 5.3.13, pér o = 0,025, n = 20, 6, = 3%, gjejmé t,(0,) = 2.87.
Megé t < 2.87, nuk ka arsye té mos pranojmé gé e gjithé partia siguron
pjesén 6, me difekt.Né rast se edhe pas pérséritjeve té provave t > 2.87,
partia nuk pranohet sepse kalon normén 6, pér pjesén me difekt.

54 Intervali me njé besueshméri té caktuar pér Kkoeficientin e
variacionity = Eté njé popullimi normal.

Neé vijim té konkluzionit té dhéné nga Miller pér shpérndarjen asimptotike té
koeficientit té variacionit té zgjedhjes nga popullimi normal (pjesa 4.9),
mund té gjejmé edhe kufijté limit pér intervalin me njé besueshméri té
caktuar 1 — « té tij:

Xl wn

1 o o
+ Za/z\/n —3 (5)2[0,5 + (E)Z]

Ky interval mund té pérafrohet me:

wn

2y | 0205 + 7]
xT 2 n-1% VTR

ku z, éshté (1 — o) pérgindja e sipérme e shpérndarjes normale té€ normuar.
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Mé poshté, jepet njé ményré tjetér pér gjetjen e intervalit me njé besueshméri
té caktuar pér koeficientin e variacionity = Eté njé popullimi normal.

Le té jeté X' = (X1, X5, ..., X,,) zgjedhje nga bashkésia N(p, 02) pér té cilén
vektori 8(y, 0%) nuk njihet.

Pér té béré vlerésimin intervalor té parametrit té€ panjohur y, ndértojmeé
statistikat:

X=% n X, dhe s2 = 3" (X; — X)? (5.4.1)

n-14<1=1
Dihet se statistika:

i_)_( - n—oo
V=L E? =22 — 2 (n - 1) (5.4.2)

dhe vlerat e saj nuk jané simetrike me origjinén, prandaj zonén e besimit

L = (V;,V,) e zgjedhim té tillé gé:

P(V<V) =P(V>V,)= % (5.4.3)
Sipas barazimit (5.5.3) gjejmé se:

P(V, <V <V,) =£(Va< V,)—P(V<V,)=1-P(V>V,)—P(V<V,)

=lmgTp=loe

pra:

dhe vlerat V;, V, gjenden nga ekuacionet:

2

Xa

P(V<V) =780 d=5; Vi=x_a(n-1) (5.4.5)

dhe
X« a

POV < V) =1-PW> V) = [ FgGe)-de = 1-5;

0

V, =xé(n—1) (5.4.6)

2
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Pér nivel réndésie a té dnéné né tabelén e shpérndarjes x?, sipas barazimeve
(5.4.5) dhe (5.4.6) gjejmé V,, V, té tillé gé:

P(V; <V =""s2<V,)=1—a=p ose
_ 2
P <02 < 2 1)5)—1—0(—p (5.4.7)
2
Pjestojmé ané pér ané me p? dhe pasi zévendésojmé u =% dhe =g
gjejmé njé interval besimi pér koeficientin y—— ( L2 <vy? <nv—_1c2)
1

(c-\/%<y<c-\/%) (5.4.8)

dmth intervali (c- / / ) pérmban vlerén e vérteté té parametrit

Y =E me probabilitet p, pra ai mterval pérbén zonén e besimit. Qendra e

kétij intervali mund té merret si vlerésim pikésor pér parametrin e panjohur
Y.

Normat teknike sipas eurokodit, pércaktojné si kufi té sipérm té c vlerén 6%
pér klasén 30Mpa té betonit. Nga té dhénat e kompanisé Ferro-Beton pér
kété klasé gjejmé:

n=30; X =33.62667; s = 1.373376; ¢ = 0.040842

Prej (5.5.8), pér a = 5%, gjejmé:

y € (0.040842- / 2 .0.040842: | =)
45,722 16.047

y € (0.032527; 0.054905)

Prej kétu del se betoni e ka klasén e caktuar.

Nése shfrytézojmé rezultatin e dhéné nga Miller kemi:

c 4
X “/Zjn

Kryejmé veprimet pér té dhénat e mésipérme:

S S
-%[0,5+ ()]
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0.040841867 + 1.96 -0.005371738 = 0.040841867 + 0.010528606
Kjo do té thoté se y € (0.030313261; 0.051370474)

Pra, edhe sipas Miller, betoni e ka klasén e caktuar. Té dy rrugét e ndjekura
na ¢ojné né té njéjtin konkluzion.

5.5. Intervali me njé besueshméri té caktuar pér p-kuantilin c,,.

ME paré kemi treguar se nése X' = (X4, X5, ..., X,,) éshté zgjedhje nga
bashkésia N(y, 0%), atéheré statistika:
g h—>oo Y2

_3 : 2
c=-— N(y; 20D 1+ 2y2)) (5.5.1)

2
*2 y

“2a-p" T

n—oo o
c— N(u,0") kup" = Lo
Quajmé: F(x) = P(c < x),V x € R?, funksionin e shpérndarjes sé madhésisé
c ( né rastin toné éshté ligji normal).

Nga kjo bashkési me funksion shpérndarje té vazhduar F(x) nxjerrim
zgjedhjen:

C' = (cq,Cy, .r\yCp) (5.5.2)
dhe shénojmé:

(C(1), €2)s > C(n)) (5.5.3)
statistikén e renditur té késaj zgjedhje.

Le té jené ¢y, Ck, +k, dy statistika ¢farédo té renditura.

Shénojmé:

U=TF(cu,) = Uy + Uy + -+ Uy,

V =F(ck4x,) = Uy + Uy + -+ Uy, + -+ Uy i, (5.5.4)

kU U1 == F(C(l))

U, = F(cy) = Fleqy)
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............. (5.5.5)

Un =1- F(C(n))

Dihet se vektori i rastit (U,V) ka shpérndarje té renditur Dirihle me dy
pérmasa, pra:

(U,V)~D*(kq,ky,n — k; — Kk, + 1), me funksion té densitetit:

F(n+1) -uk™t-(v—uwke . (1-v)r-kk
f(u,v) = I'(ky) T(ky) T(n—k, —k, +1)
0 V,u — té tjera

I<u<vr<li

Né kéto kushte formulojmé kété teoremé:
Teoremé 5.5.1

Né qoftt se (cq,Cy...,cy) Eshté  zgjedhje nga  bashkésia

n—o * * * (; * YZ
{C—)N(l.l ,0 2) }, kuu =H=y;0' 2 — 2D (1+2Y2) dhe Ckllck1+k2
jané dy statistika té renditura pérkatésisht e k; —ta dhe k; +k, —ta té

késaj zgjedhje, atéheré intervali (c(,); €k, +k,)) PErmban vlerén:

Cp, V 0 < p < 1té dhéné, me probabilitet:
1 — = Bp(kl,l’l - kl + 1) - Bp(kl + kz,n - kl - kz + 1), (5.5.6)
ku o éshté niveli i réndésisé dhe B, éshté beta funksioni jo i plote.

(Leka, 1989, Buletini i Shkencave té Natyrés).

Me gené se numrat k,, k, jané té ploté pozitiv, intervali i besimit pér c,,
gjendet duke pérdorur statistikat e renditura cx,y; C(k,+k,), VEtém pér té tillé
probabilitet sigurie “1 — a” qé 1 takojné zonés sé vlerave t€ anés s¢ djathté té
barazimit (5.5.6).Me ané té kétij barazimi pér a,n, k., k, té dhéné gjejmé
intervalin e besimit pér p-kuantilin c,,.

Né pjesén e paré té kétij kapitulli, ne pércaktuam p-kuantilin ¢, si kufi té
sipérm.Sipas rezultateve té arritura né kété paragraf ne realizojmé vlerésimin
intervalor té p-kuantilit c,, duke njohur késhtu zonén e vlerave té c, — sé,
me ané té cilés vlerésojmé cilésiné e partisé sipas kriterit ¢ me njé
informacion mé té ploté.
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5.6 Kriteri pér krahasimin e koeficientéve té variacionit té dy popullimve
normale.

Koeficienti i variacionit té njé ndryshore rasti siguron njé numér pa njési pér
matjen e ndryshueshmérisé relative. Kjo é&shté shumé e réndésishme né
mjekési, financé, biologji etj. Popullimet mund té kené té njéjtén
ndryshueshméri edhe né rastin kur mesataret dhe variancat e ndryshoreve,
pér té cilat jemi té interesuar, jané té ndryshme. Né situata té tilla, mundet gé
té transformohet ndryshorja e varur né ményré gé variancat té jené té njéjta
dne mé pas mund té pérdorim procedurén ANOVA pér té krahasuar
mesataret. Megjithaté, ndodh @& nuk éshté e mundur té gjejmé njé
transformim gé té mundésojé supozimin e variancave té barabarta ose éshté
me interes krahasimi i ndryshueshmérisé relative. Né kéto raste sugjerohet té
béhet testi pér baraziné e koeficientéve té variacionit té dy bashkésive. Mé
poshté, jané paraqitur rezultatet e propozuara nga Miller (Miller, 1991, 3351-
3363) dhe Dudewicz dhe Mishra (Dudewicz dhe Mishra,1988) té testeve pér
krahasimin e koeficientéve té variacionit té dy popullimeve normale.

Testi i propozuar nga Miller, pér krahasimin e koeficientéve té variacionit té
dy popullimeve normale, bazohet né faktin e njohur gé shpérndarja e
koeficientit té variacionit té zgjedhjes éshté asimptotikisht normale.

Madhésiné e rastit ¢ n—>N(u 0*2) e studiojmé né dy bashkési té
pérgjithshme, asimptotikisht normale, gqé i shénojmé:

té parin ¢, = N(ui, 07%) ; té dytin ¢, = N(us, 03%). Madhésité c,, c, jané
té pavarura.
Nga dy bashkésité marrim pérkatésisht zgjedhjet:

Ci = (Cl’ Cz, ...,Cnl), Cé = (C](?; C(Z); -.-;ng)

dhe ndértojmé statistikat:

— 1 n 1 n _
€= n_12i=11 i s¢, = n—1 Y2 (i —Tp)? (5.6.1)
1 n
_ 0 ,
C = — ¢ si = (¢ —¢
2 n, Loy ! cz = 12 C2)

Ngrejmé hipotezén Hy: uj = u5 = p*, qée kontrollojmé me nivel réndésie a
dhe hipotezé alternative H,: u; # u}, duke supozuar o3% = 03> = 0*2

Né hapésirat parametrike:

Q = {u3, 15, 6"2) /1 € (0; +); "% € (0; +0)} (5.6.2)
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© = {1}, 13,0°) /1 = W' 02 € (0; +00)) (5.6.3)

dihet se vlerésimet e pérgjasisé maksimale pér parametrat né Q.

1
n1+n2

&2 =

[Xi2y (i —T)? + T2, (e — )7 (5.6.4)

dhe né hapésirén w:

l

~ _ n1'61+n2'62 .

2 = —— [T (¢ — )% + (¢ — )?] (5.6.5)

n;+n, ! n;+n,

=
Q

Me supozimin se H,, &shté e vérteté, Miller propozoi pér té pérdorur testin e
méposhtém me shpérndarje asimptotike normale té normuar:

— C1—Cy
S= {(n11_1+n21_1)R2[0_5+R2]}1/2 (5.6.6)

Ndérsa né rastin e k zgjedhjeve, propozoi testin e méposhtém me shpérndarje
asimptotike chi-square me k-1 shkallé lirie:

- — 1 _ .2
S = {R*[0.5 + R*[}7* [Xi, (n — DT — = (T, (n — DT
Né praktiké, madhésia R mund té vlerésohet si mé poshté:
-1 vk -
R=—-Yic:(n — 1)G (5.6.7)
Ndérsa Dudewicz dhe Mishra, pér testimin e hipotezave:
Ho:pi? = p3* =,
me hipotezé alternative
Ha: pi? # 13’

propozuan testin e méposhtém me shpérndarje normale té normuar pér rastin
e zgjedhjeve té médha:

a(c;—Cy)

*2
[ (5 +wo1/2

7= (5.6.8)
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Parametri i panjohur p*2, mund té zévendésohet nga vlerésuesi i pérgjasisé
maksimale 4*2, i cili jepet nga barazimi:

ar=2 (5.6.9)

B =X,[X3 + 252]Y? + %, [X? + 252]1/?

S22 2
A= 2[(R2 + 252)(R% + 2s3)]V/2 {[E24)1/2 _ 5, %,)

22 2
X5+2s5

Ndérkaq, vlerésuesit e pérgjasisé maksimale pér mesataret e dy popullimeve
jané si mé poshteé:

< . 72 2
ﬁ X4 " X2 [X1+281]1/2
17 2 2 x24242

o~ 5 o2 2
~ X2 X1 (X2128311/2
= L4 22—z

2 =5 75 [)‘c§+255]
ku:
X; éshté mesatarja e zgjedhjes sé i-té dhe s? éshté vlerésuesi i pérgjasisé
maksimale i 67.

Mé poshté, bazuar né té dhénat e marra prej kompanisé Ferro-Beton, jané
krahasuar rezultatet e dala nga zbatimi i té dy testeve té mésipérme.

Prej té dhénave té marra nga kompania Ferro-Beton, nga kontrolli i n = 30
mostrave pér secilén nga klasat 30Mpa dhe 15Mpa, u llogaritén vlerat:

61: 5%, fl = 336, S1 = 14, Ezz 7%, fz = 17, Sy, = 1.2

Té kontrollojmé me a = 0,05, nése ndryshimet e koeficientéve té variacionit
té dy llojeve jané esenciale apo té rastit.

Sé pari, llogarisim vlerén e kriterit té propozuar nga Dudewicz dhe Mishra:

a= /i:\/?—"zl.oz
n-1 29
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x1+251

%2+252 ]1/2 - i1')_(2}

[(X1 + 25%)@(2 + 25%)]1/2 {02

A =5350.149

B =X,[X3 + 252]Y? + %, [X? + 252]1/?

B=34vV172 +2-122+17+/342 +2-1.42=1161.1
ax2 _ A
BZ

42 _ 5350.149
1348153

= 0.003969

Atéheré kemi:

a(ci—Cp)

*2
[ (5 /2

7= 1.02 (0.05-0.07) — _1.78

i. 0.003969 _ 2
/30 G 0.0039692)

Nga tabela e shpérndarjes normale té normuar, pér o = 0,05, gjejmé
Zg/, = 1.96.Meqé z = —1.78 > — z,,, = —1.96, konkludojmé se nuk ka
arsye gé koeficientét e variacionit pér dy llojet té konsiderohen té ndryshme,
pra kéto ndryshime jané rastésore. Kjo do té thoté qé é&shté arritur té
sigurohet prodhimi i ¢cimentos me koeficient variacioni pothuajse té njéjte.
Llogarisim tani vlerén kriterit té propozuar nga Miller:

C1—Cy

{(nll 1 np— 1)R2[0 5+R2]}1/2

S=

(5.7.10)

R=-1 ¥, (n — 1) (5.7.11)

Prej té dhénave té marra nga kompania Ferro-Beton, nga kontrolli i n,;=6
mostrave pér klasén 30Mpa, u llogarit vlera: ¢, = 6% dhe nga kontrolli i

n, = 8 mostrave pér klasén 15Mpa, u llogarit vlera: ¢, = 9%.

Té kontrollojmé me a = 0,05, nése ndryshimet e koeficientéve té variacionit
té dy llojeve jané esenciale apo té rastit.
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Duke zévendésuar tek formula (5.7.11) kemi:

_ 5:0.06+7-0.09
6+8—2

=0.0775

Zévendésojme tani tek formula (5.7.10) dhe kemi:

S — 0.06—-0.09

{(§+§)0.07752 [0.5+0.07752]}1/2 = —0.933751

Meqgé |s| <z, =1.96, pohojmé se nuk ka arsye gé koeficientét e
variacionit pér dy llojet té konsiderohen té ndryshme. Duke krahasuar
rezultatet e dy testeve shohim gé konkluzionet jané té njéjta.
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Aneks

Té dhénat eksperimentale

(Pér efekt té ngjashmeérisé sé té dhénave, mé poshté jané paraditur

rezultatet e 30 matjeve nga 200 té béra)

Klasa
Matja C8/10 C12/15 C16/20 C20/25 C25/30 C30/37 C35/45 C40/50
1 12.3 15.9 24.5 28.3 32.6 39.5 48.5 54.2
2 135 18.2 26.3 27.4 35.4 40.2 47.4 53.8
3 11.3 17.4 25.1 29.2 34.1 39.3 47.8 54.1
4 14.3 19.2 23.2 25.9 32,5 37.8 49.2 51.8
5 13.2 16.2 22.8 26.8 35.8 38.5 46.5 56.2
6 10.6 15.1 24.1 27.1 35.9 40.2 46.4 52.3
7 15.2 16.9 21.5 25.8 31.4 41.5 47.1 54.1
8 14.1 15.8 25.2 29.1 32.1 42.3 49.3 52.1
9 12.6 17.8 26.3 30.5 31.9 38.5 48.3 54.3
10 11.6 18.5 23.8 28.9 334 39.7 50.2 54.7
11 12.4 16.3 22.3 27.4 34.2 37.4 49.9 51.3
12 13.4 17.3 25.1 26.8 32.2 38.4 48.5 52.3
13 11.2 15.9 24.3 26.3 32.3 38.9 47.6 51.7
14 13.4 18.3 22.1 28.9 35.2 37.2 45.6 54.2
15 14.2 19.1 21.7 27.5 34.6 38.1 47.2 55.3
16 14.5 15.8 24.2 25.9 33.1 39.1 48.6 51.9
17 15.7 17.6 23.4 27.2 34.1 37.4 46.3 55.5
18 14.3 17.7 23.5 28.1 32.7 38.5 45.9 54.9
19 12.4 18.3 24.6 29.9 32.8 37.2 46.7 56.4
20 13.5 17.4 24.5 28.4 34.6 38.9 45.8 54.3
21 13.7 16.3 23.1 26.7 35.3 38.2 49.1 54.1
22 15.2 16.8 23.4 25.6 33.9 37.9 46.7 55.1
23 13.6 17.4 23.5 29.9 32.7 38.2 46.9 55.2
24 11.3 18.1 21.5 29.6 34.9 39.9 47.6 56.1
25 14.6 15.2 23.6 26.8 35.1 37.5 48.2 55.3
26 10.1 16.6 24.5 25.3 35.6 38.5 48.4 56.1
27 13.4 17.1 24.8 27.5 33.7 38.6 46.6 55.4
28 14.2 15.9 25.2 27.7 31.6 39.2 49.2 51.1
29 11.3 16.3 23.1 26.1 32.1 38.1 50.1 52.1
30 12.8 19.3 24.6 28.1 33 40.4 50.5 52.3
R-mes 13.13 | 17.12333 23.86 | 27.62333 | 33.62667 | 38.83667 47.87 53.94
Dev Stand 1.439145 | 1.176108 | 1.272413 | 1.417789 | 1.373376 | 1.229096 | 1.401514 | 1.632768
Koef i variacionit | 0.109607 | 0.068685 | 0.053328 | 0.051326 | 0.040842 | 0.031648 | 0.029278 | 0.03027
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Lista e standardeve

1. Standardet pér betonin

SK EN 206-1:2002

Betoni — pjesa 1. Specifikimet, vetité, prodhimi dhe konformiteti
(EN 206-1:2000)

SK EN2061/A1:2004

Betoni—pjesa 1. Specifikimet, vetité, prodhimi dhe konformiteti
(EN 206-1:2000/A1:2004)

SK EN 206-1/A2

Betoni—pjesa 1. Specifikimet, vetité, prodhimi dhe konformiteti
(EN 206-1:2000/prA2:2004)

2. Standarde té

tjera

EN 12350-1 Ekzaminimi i betonit té njomé- pjesa 1. Mostrimi

EN 12350-2 Ekzaminimi i betonit té njomé — pjesa 2. Metoda e uljes

EN 12350-3 Ekzaminimi i betonit té njomé- pjesa 3. Metoda e Vebe-sé

EN 12350-4 Ekzaminimi i betonit té njomé — pjesa 4. Metoda e ngjeshmérisé

EN 12350-5 Ekzaminimi i betonit té njomé- pjesa 5. Metoda e pérhapjes

EN 12350-6 Ekzaminimi i betonit té njomé — pjesa 6. Densiteti

EN 12350-7 Ekzaminimi i betonit té njomé — pjesa 7. Pérmbajtja e poreve—metoda e
shtypjes

EN 12390-1 Ekzaminimi i betonit té ngurtésuar— pjesa 1. Forma, dimensioni dhe
kérkesa té tjera pér mostra dhe kallépe

EN 12390-2 Ekzaminimi i betonit té ngurtésuar — pjesa 2. Pérgatitja dhe mirémbajtja e
mostrave pér ekzaminimin e rezistencés

EN 12390-3 Ekzaminimi i betonit té ngurtésuar — 3. pjesa Ekzaminimi i rezistencés né
shtypje i mostrave

EN 12390-6 Ekzaminimi i betonit té ngurtésuar — 6. Ekzaminimi i soliditeti né térhegje
I mostrave

EN 12390-7 Ekzaminimi i betonit té ngurtésuar — 7. Pjesa: Dendésia e betonit té
ngurtésuar

EN 12390-8 Ekzaminimi i betonit té ngurtésuar — 8. Pjesa: Thellésia e depértimit té ujit

nén shtypje

prCEN/TS 12390-9

Ekzaminimi i betonit té ngurtésuar — 9. Pjesa: rezistenca ndaj ngrirje
shkrirje me grisje (gérim)

ISO 2859-1 Plani i mostrimit pér inspektim sipas karakteristikave- 1.Pjesa: Skema e
marrjes sé mostrave té treguara nga kufiri i cilésisé sé pranimit (AQL) pér
inspektim parti pas partie

ISO 3951 Procedurat e marrjes sé mostrave dhe kartela e inspektimit me variablat e
jokonformitetit.

U. M1. 057 Pérbérja granulometrike e pérzierjes sé agregatit pér beton

U. M1. 016 Betoni. Ekzaminimi i rezistencés ndaj veprimit té cikleve té ngrirje-
shkrirjes

EN 480-11 Shtesat e betonit, llaci dhe llaci vazhdues— Metodat e ekzaminimit — pjesa

11.: pércaktimi i karakteristikave té poreve té ajrit né betonin e ngurtésuar
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EN12504-1 Ekzaminimi i betoneve né konstruksione— pjesa 1: mostrat e nxjerrura —
marrja, ekzaminimi dhe ekzaminimi i rezistencés né shtypje

EN 12504-2 Ekzaminimi i betonit né konstruksione— pjesa 2.: Ekzaminimet
jodestruktive— pércaktimi i numrit té goditjeve

EN 12504-3 Ekzaminimi i betonit né konstruksione — pjesa 3. Pércaktimi i forcés
shképutése

EN 12504-4 Ekzaminimi i betonit né konstruksione — pjesa 4. Pércaktimi i shpejtésisé

sé pérhapjes sé impulseve (Ultrasonic method)

prEN 13791:2003

Vlerésimi i soliditetit né shtypje té betonit né konstruksione ose né
elemente konstruktive
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Konkluzione

+» Statistika inferenciale, bazé té suksesit té saj né dhénien e

L)

D)

1.

konkluzioneve, ka gjetjen e momenteve dhe / ose shpérndarjeve té
statistikave té ndryshme. Ka mjaft raste, né té cilat, ne nuk jemi né
gjendje té gjejmé ekzaktésisht momentet ose shpérndarjet e
statistikave té ndryshme, vecanérisht kur rasti nuk éshté parametrik.

Né praktiké, kur véllimi i zgjedhjes éshté mjaft i madh, na lejon té
pérafrojmé momentet dhe shpérndarjet e statistikave té panjohura,
duke pérdorur aparatin e teorisé asimptotike.Ky aparat mund té
pérdoret edhe pér gjetjen e shpérndarjeve té péraférta té statistikave té
cilat paragesin véshtirési né pérdorimin praktik.Pérafrimi rritet me
rritjen e numrit té elementeve té zgjedhjes.

Pér té arritur tek shpérndarja teorike ose asimptotike e njé statistike,
mund té ndjekim kéto rrugé:

Nisur nga t€ dhénat e njé zgjedhje me véllim “n”, ndértohet funksioni
empirik F,, (x).Pér vargun F,(x), gjejmé:

lim F, () = F0)

Nése ky limit ekziston dhe éshté i barabarté me F(x) né té gjitha pikat
ku F(x) éshté i vazhdueshém, atéheré themi se vargu {X,,} konvergjon
sipas shpérndarjes tek X me funksion shpérndarje F(x) dhe shénohet
késhtu:

shpérndarje

{X,} —>X.
Shpérndarja F(x) quhet shpérndarje limite ose asimptotike e vargut
{Xn}.

Vektorit(X4, X,, X3, ..., Xp), ku X; jané ndryshore
rasti, i gjejméfunksionin karakteristik C,(x), té cilit, i korrespondon
njé dhe vetém njé ligj i shpérndarjes probabilitare F(x), qé do té thoté:

bijeksion
Cp(x) ——F(x).

Né kéto kushte, funksioni i shpérndarjes pér ndryshoren X, do té jeté
F(x).

111



Teuta Xhindi - Disertacion

X/
0’0

0

Trajtimi i béré né kété punim ndihmohet nga informacioni i marré prej
funksioneve prodhuese té momenteve, funksioneve karakteristike,
nga teoremat gendrore limite, ligjet e numrave té médhenj, funksioni i
shpérndarjes, densiteti i1 shpérndarjes etj.

Shpérndarja e statistikés c=§, kur zgjedhja &shté nxjerré nga
bashkésia normale, mund té pérafrohet me shpérndarjen normale:

LY 2
NQY; s (1 +2v2)

ku y éshté koeficienti i variacionit té bashkésisé sé pérgjithshme.

Bazuar né pérafrimin normal té statistikés c =
nxjerré nga bashkésia normale, mund té:

, kur zgjedhja éshté

s
X
Ndértojmé kartén e Kkontrollit pér koeficientin e variacionit té
zgjedhjes té nxjerré nga popullimi normal.

Pérdorim statistikén ¢ dhe s? pér kontrollin e cilésisé sé prodhimit pér
zgjedhjet nga bashkésia normale.

Ndértojmé kartén e kontrollit t¢ mostrés me ané té statistikave ¢ dhe
Sc-

Gjejmé intervalin me njé besueshméri té caktuar pér koeficientin e
variacionity = Eté popullimit normal.

Gjejmé intervalin me njé besueshméri té caktuar pér p-kuantilin cp,.

Gjejmé kriterin pér krahasimin e koeficientéve té variacionit té dy
popullimeve.

(Pér c¢do rast té trajtuar, jané béré zbatime me té dhénat konkrete té marra

nga kompania Ferro-Beton)
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