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HYRJE

Ky disertacion éshté njé studim né zonén kufitaréisrdy disiplinave matematike

té Algjebrés dhe té Gjeometrisé projektive.

Njé rol kyc né zhvillimin teorik dhe aplikativ té atematikés luan algjebra dhe
sidomos algjebra abstrakte, e cila karakterizohethmeksin e saj né hulumtimin sistematik
té strukturave algjebrike. H.S. Vandiver me pulohiki e punimit me titull Note on a
simple type of Algebra in which the cancellatiow laf addition does not hdldgé nga viti
1934 hapi njé horizont té ri né hulumtimin e alggsbabstrakte. Kétu ai futi njé lloj té ri té
sistemit algjebrik, i njohur si gjysméunaza. Gjysmé&za éshté njé gjeneralizim i
pérbashkét i unazave asociative dhe laticave bligive. Njé shembull i thjeshté i
gjysméunazave éshté bashkésia e numrave natyrpegisar me veprimet e zakonshme té
mbledhjes dhe té shumézimit. Teoria e gjysméunakaveasur njé zhvillim t& hovshém
ngase shumé koncepte klasike té teorisé sé ungaagegjeneralizuar né gjysméunaza.
Kéto struktura hasen né teoriné e unazave komatdtne jokomutative, né kombinatoriké
dhe teori té grafeve, né automata dhe gjuhét famaé gjeometriné Euklidiane dhe
topologji, né teoriné e probabilitetit dhe teormé@ptimizimit, né analizé funksionale dhe
modelim matematikor té fizikés kuantike e tj. Pgysgéunazat mund té pérmendim
publikimet [70], [71] té Jonathan S. Golaisemirings - Algebraic Theory and Applications
in Computer Scientéé U.Hebisch & H. J.Weinert si dhe punimet e Hazzk “A Guide to
the Literature on Semirings and their Applicatioms Mathematics and Information

Sciencesdhe “Modules over Semirings

Krahas tyre matematikanét filluan té kené interés qto struktura algjebrike, ku
njéri nga veprimet né to té ishte veprim ternar.lisEaturé nocioni i strukturés algjebrike
ternare daton gé nga viti 1924 dhe u fut nga HfdPnié punimin Theorie der Abelschen
Gruppeni. Mé pas kéto tipe strukturash algjebrike i studijg¥. Dornte né
“Untersuchungeniber einen verallgemeinerten Gruppgnth ”. Né vitin 1932, D. H.
Lehmer né puniminA ternary analogue of abelian groupsulumtoi struktura algjebrike
ternare té caktuara té cilét rezultonin grupe terrf@mutative. Nocioni i gjysmégrupit

ternar u bé i njohur nga S. Banach né vitin 1944trégoi, me shembull, qé gjysmégrupi



ternar nuk éshté e nevojshme té reduktohet néjygénggrup ordinar. Gjysmégrupi ternar
éshté njé strukturé algjebrike e pérbéré nga ngilkissi joboshe né lidhje me njé veprim
ternar, gé quhet shumézim ternar, i cili gézonngéeasociative ternare. Né punimi@ri
the extending of model%J. Los vértetoi qé ¢cdo gjysmégrup ternar mundhytet né njé
gjysmégrup. Bazuar né punimin e LehmelA ternary analogue of abelian groups
gjysmégrupi ternarB quhet grup ternar nése pér c¢da,b,cl B, ekuacionet
abx=c,axb=c,xab=c kané zgjidhje t& vetme rB. Mé tej njé gjeneralizim i grupeve
ternare u shqgyrtua nga E. L. Post m®lyadic groups Né vitin 1962 M. R. Hestenes né
punimin “A ternary algebra with applications to matices alwdear transformation’s
studijoi nocionin e algjebrave ternare me aplikimmatrica dhe transformime lineare. Ai
gjithashtu studjoi algjebrat ternare reale dhe Kehkge té gjeneruara nga matricat dhe
nénalgjebrat ternare komutative me dimension td&on Njé diskutim i detajuar lidhur me
algjebrat ternare mund té gjendet né koleksiorantigujve t¢ M. R. Hestene©h ternary
algebrd. Né vitin 1971 W.G. Lister né puniminTernary Ring$ futi nocionin e unazés
ternare dhe studijoi disa veti té réndésishme & ave ternare. Sipas tij unaza ternare éshté
njé strukturé algjebrike e pérbéré nga bashkédiasjoe e pajisur me veprimin binar
mbledhje dhe veprimin ternar shumézim, qé formarp domutativ lidhur me mbledhjen,
gjysmégrup ternar lidhur me shumézimin dhe né lié glejné ligjet e shpérndarjes. Né
disertacion ne shqyrtojm@jysmégrupin ternar dhe gjysméunazén ternarenocioni i té
cilés gjeneralizon nocionin e unazés ternare téhé&hga Lister. Gjysméunazén ternare e
pérkufizojmé si strukturé algjebrike té pérbéré mgé bashkési joboshe e pajisur me
veprimin binar t&€ mbledhjes dhe veprimin ternar tiplikativ, e cila formon gjysmeégrup
komutativ lidhur me mbledhjen dhe gjysmégrup teridinur me shumézimin, gé éshté
shpérndarés lidhur me mbledhjen. Disa veti té ggiamazave ternare jané studiuar kohét e
fundit nga T. K. Dutta dhe Sukhendu Kar. Né disgota evidentojmé veti té tjera té tyre.

Objekt i studimit toné jané gjithashtu heap-ettailgura algjebrike me njé veprim
ternar té ndérthurura me lloje grupoidesh. Disatéetyre jané studiuar, duke futur nga ana
joné kuptimet e veprimit ternar nga shumézimi, ®aghit nga shumézimi dhe té
ternargrupoidit. Zbulimet e par& hj¢ heap-teorie algjebrike gjendeg punimin e K.
Suskevc (Teorija obobscenih grup, 1937), H. Priféveorie der abrelschen gruppen,



1924). N§ studim n& serioz @r heap-et, semiheap-et dhe strukturat heapggeneralizuara
u b€ nga V.V. Vagner.

Né interesin toné nga ana tjetér ka gené edhe ptajektiv. Origjina e gjeometrisé
projektive éshté e lidhur me veprén e matematitiéing artistit francez Girard Desargues
(1591-1666). Ajo mori njé zhvillim té gjéré né gyen e paré té shekullit XIX, gé
sidoqgofté duhet paré si njé fazé ndérmjetése nggiemetrisé analitike me fillimet né
shekullin XVII dhe gjeometrisé algjebrike zhvillugjaté shekullit XX, gé ka sot njé rol
krucant né zhvillimet e matematikés bashkékohdwg zhvillim i vrullshém i saj nis né
vitet 30. Né vitin 1938 O. Veblen pérmblodhi kontpbazé mbi gjeometriné projektive.
Né vitin 1957 E. Artin studioi algjebrat gjeomé&gi Duke shfrytézuar nocionet themelore
té strukturave algjebrike ai bén interpretimin eetyé planet afine dhe projektive. Né
punimet e tij éshté pér tu pérmendur ndértimi iogjetrive ortogonale me ndihmén e
hapésirave vektoriale. Né vitin 1961 H.S.M.Coxehailoi studimet mbi planet projektive
reale. Né& vitin 1962 P.Scherk paragiti teorematlmentale té& gjeometrisé afine ndérsa né
vitin 1963 A. Heyting studijoi aksiomatikén e gjeetnsé projektive. Né vitin 1973 D.
Hughes, dhe F. Piper dhané njé kontribut té vecaét&tudimin e vetive algjebrike té
strukturave ternare dhe vetive gjeometrike té plangrojektive, duke zbuluar njé lidhje
midis tyre. Njé studim mé i thellé mbi planet afidiee projektive u krye né vitet 1975 dhe
1978 nga G. Pickert, W. Bos dhe G.Wolff, ndérsavitia 1995 kété hulumtim e vazhdoi
M. K. Bennett. Vitet e fundit edhe matematicienétjgré jané marré me studimin e

problemeve gé lidhen me gjeometrité e fundme dhikiayet e tyre.

Strukturat algjebrike dhe gjeometria algjebrikejigg sot aplikime me spektér té
gjéré né shumédisiplina si fizika teorike, shkencat kompjuterike, shkencat
inxhinierike, shkencat e informacionit, teoria e kodimit, hapésirat topologjike e tj. Kjo
ka motivuar mjaftueshém hulumtuesit pér kérkime té ndryshme né kéto fusha,
pérfshiré edhe zbulimin e lidhjeve reciproke ndérmjet tyre. Né kété kontekst, hartimi i
kétij disertacioni ka si qéllim zbulimin e lidhjeve té tjera midis teorisé sé
strukturave algjebrike ternare dhe teorisé sé planeve afine e projektive té
paraqitura né trajté modelesh, qé mund té gjejné aplikime né disiplinat e

mésipérme.



Disertacioni pérbéhet nga pesé kreré.

Né kreun e paré, duke futur kuptimin e veprimish mbi njé bashkési joboshe,
ndalemi né veprimin ternar dhe né pérkufizimin diwee té tij fundamentale. Mé tej
definojmé strukturén algjebrike ternare si rastecanté i njé strukture algjebrike. Ndér
strukturat ternare ndalemi tek gjysmégrupi ternanjé strukturé ternareB( t), kut éshté
shogérues dhe tek gjysméunaza ternare si struktgpgbrike gé pérbéhet nga bashkésia
jobosheB, e pajisur me veprimin binar t& mbledhjes dhe gkmimin ternat, e cila formon
gjysmégrup komutativ lidhur me mbledhjen, gjysmégternar lidhur me shumézimin
ternar, shumézim i cili éshté shpérndarés lidher mbledhjen. Krahas gjysméunazés
ternareZ™ té numrave té ploté negativ kemi ndértuar edha sliembuj té tjeré mbi kéto
struktura. Duke i plotésuar edhe me veti té tjeém Istruktura algjebrike ternare, pérgatisim
terenin pér té konstatuar mé tej lidhjen e tyre vag gjeometrike né plane afine dhe

projektive.

Né kreun e dyté duke u nisur nga fakti gé planeteadhe projektive jané struktura
té incidencés gé plotésojné aksioma té caktuardilin@ japim disa shembuj strukturash
incidence té pafundme dhe té fundme, né até nuheggometriné e fundme Fano. Mé tej
formulojmé dhe vértetojmé disa pohime té réndéseshod lidhen me kuptimet e fugive té
pikave dhe té bllogeve, me kuptimin e nénstruktusésnjé strukture incidence, me
strukturén duale té njé strukture té dhéne, meicéatre njé strukture incidente té fundme.
Ndalemi pastaj né aksiomatikén e planit afin, lidme té cilén formulojmé dhe vértetojmé
disa pohime té rendésishme, sidomos pér njé plariéafundém ku vértetojmé & té cdo
drejtéz pérmban numér té njejté n pikash dhe népérpiké kalon numér i njejté A+
drejtézash.Krahas planit afin, japim aksiomatikén e planit jpktiv, dhe rendisim disa
pohime esenciale gé rrjedhin prej saj, né qend& tilave éshté Teorema e Desargut dhe

konfiguracioni pérkatés.

Si ilustrim i shéndrimit té par€ sjellim planin e fundém projektiv Fano, i cili

kalon né plan afin , mbasi largohen prej tij njé drejtéz dhe pikat e saj.

Kreu 3 e nisim nga koordinatizimi i planit afirdomosdoshém pér ndértimin né té

e njé unaza ternare plana§, t), qé pérbén modelin e njé unaze té zakonshme asgeciat



(S,+,0l. Pér kété, né njé plan afidl=(P, L, 7) té koornatizuar nga njé sistem koordinativ
(O, I, OX, OY, Ol) dhe nga njé bijeksioro:P, - S, pércaktohet njé veprim ternar

t:S° = S, gé e quajmé veprim ternar planar. Vértetojmédgpian afin i koordinatizuar

A=(P, L, T) pércakton njé unazeé ternare plan&d)( kuS éshté bashkésia e koordinatave

té planit afin dhet éshté veprimi ternar planar né té dineasjelltas. Pércaktojmé dhe
veprimet binare té mbledhjes dhe té shumézimit Shé&lhe nénvizojmé relacionet
at+b=1t(al b), alb=1t(a b0). Pasi plotésohet plani afin me aksiomén e parétd®1l
Desargut, lidhur me strukturés, +,0] né até plan, shqyrtimi i disa izomorfizmave sjell
pérfundimin qé(S,+) éshté grup abeljan. Né vazhdim tregohet se kurj@élan afin té

koordinatizuar, ve¢ D1 vlen dhe aksioma e dyté DResargut, atéherénaza ternare

planare e tij (S, f) éshté modeli i njé unaze t& zakonshme associate-, ).

Né kreun e katért synimi yné éshté qé té tregojenbashkésiad ={POP|P 17,
P # J} e pikave té drejtézés té njé plani projektiv té fundér®, e pajisur me njé veprim

aditiv binar dhe me njé veprim multiplikativ ternaformon gjysméunazé ternare
gjysmésubtraktive dhe regulare. Duke pérdorur teéree Desargut pér vértetimin e disa
teoremave, arrijmé né pérfundimin gé kjo struktigrédare éshténodeli i njé gjysméunaze

ternare gjysmésubtraktive dhe regulare né njé plamojektiv té€ fundém.

Né kreun e pesté kemi futur disa veti té réndéseshlyjebrike té heaps strukturave,
Ward grupoideve dhe grupoideve subtraktive si stmakternare. Me fjalé té tjera, kétu
studijohen disa veti té heap-eve si struktura blgfe me njé veprim ternar té ndérthurura
me lloje grupoidesh, duke futur kuptimet e vepriteitnar nga shumézimi, té heap-it nga
shumézimi dhe té ternargrupoidit. Krahas tyre stinein koncepte té tilla si paralelogram-
hapésira, sistemi i Desargut dhe sistemi i pl@ésDesargut gé kané né themel relacione
kuaternare. Né kété kontekst, vértetojmé gé ngé&gen bashkési ekzistenca e njé heapi
komutativ anésor, ekzistenca e njé paralelogranésiegy ekzistenca e njé sistemi té
plotésuar té Desargut si dhe ekzistenca e njé giupabtraktiv jané ekuivalente me njéra

tjetrén.



Shikuar nga ky kéndvéshtrim kemi ndértuar médel té njé heapi komutativ anésor né

njé plan afin té Desargut.
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KREU 1.

STRUKTURA ALGJEBRIKE TERNARE DHE VETI TE TYRE

Né kété Kre, duke futur kuptimin e veprimish mbi njé bashkési joboshe, ndalemi
né veprimin ternar dhe né pérkufizimin e vetivetijféfundamentale. Mé tej definojmé
strukturén algjebrike ternare si rast i vecanté jé strukture algjebrike. Ndér to,
pérkufizojmé gjysmégrupin ternar, gjysméunazénuezén ternare, duke i plotésuar edhe
me veti té tjera kéto struktura.

1.1. Pérkufizimi i veprimit ternar dhe veti té tij
Le té jetéB njé bashkési jo boshe

Pérkufizim 1.1.1 [1] Veprim n-sh mbi bashkésiné B quhet c¢do pasqyrim
w: B" - B, ku n é&shté njé numér natyror

Le té jetéA njé nénbashkési jobosheBe [1] Nénbashkésid quhet nénbashkési

géndrueshmes B né lidhje me vepriminw dhe ky fakt shénohetbﬂwq B, né qofté se

O (ag, ay, ..., a)0A", w(ay, ay, ..., a,)0A. Le té jetéA nénbashkési e géndrueshmB eé
lidhje me veprimim-sh w. | lidhim ¢do sistemi té radhituay, a,, ..., a,)JA" elementinw
(a1, @, ..., an) O A. Pércaktohet né kété ményré njé pasqydm: A" - A, d.m.th. njé
veprim algjebrik n-sh néA, i ndryshém nga veprimiv néB, té cilin do ta quajmé&eprim
té induktuar ngaw né A Kur nuk ka kegkuptime, té dy kéto veprime shémohes té
njéjtin simbol.

Veprimi n-sh mbiB pérn=3 emértohet veprirternar (tresh). Pra, njé veprim ternar
né bashkésinB éshté njé pasqyrint B> - B.

Pérkufizojmé disa veti té tij.

Pérkufizim 1.1.2 Veprimi ternar t quhet



()  ndérrues (komutativ) né B, né goftéisa, b, c1 B,
t(a,b,9=t(b,a,9=t(b,c,d=t(a,c,H=t(c,a,n=t(c,b,d: (1)
(i) ndérrues né ményré anésore né B, né gofté seb, cll B,
ta,b,0=t(c,b,9.

POHIM 1.11 Né gofté sd1 a, b, cO B, t(a,b,0=t(b,a,9=t(b,c,a, atéheré veprimi
ternar t né B éshté komutativ.

Vértetim Le té kemi(a, b, 9=t(b, a, 9=t(b, ¢, 9, O a, b, c[] B. Né kéto kushte,
pér té treguar se veprimi éshté komutativ, sipas (1), mjafton té tregojmévkzné
barazimet(a,b,9= t(a,c,b= t(c,a,n= t(c,b,g. Ngat(b, a, 9 =t(b, c, 3, pérb=a, a=b, c=c
kemit(a,b,9 =t(a,c,b, kurse nga(a, b, 9 =t(b, a, 9, péra=a,b=c,c=bkemit(a,c,b
= t(c,a,n. Gjithashtu nga(b, a, 9 = t(b, c, 9, pér b=c,a=b,c=a, kemi t(c,b,d =
t(c,a,b. Si pérfundim marrint(a,b,9=t(a,c,b=t(c,a,n=t(c,b,a.

Pérkufizim 1.1.3. Veprimi ternar t quhet shogérues (associativBnéé qofté se
Oa,b,c,d,&IB, t(t(a,b,9, d, 8=t(a, t(b,cd), ©=t(a, b t(c,d,e) 2)

POHIM 1.1.2.Né qofté se veprimi ternar :tB® — B pércaktohet nga
®y, 2 =xUy) Uz pércdox,y, 2B, (3)

ku [J éshté njé veprim binar shogérues né Btéheré edhe veprimi ternar t éshté
shogérues né B

Vértetim Veprimi binar[] néB éshté associativ, prandaj
0x,y, zUB, (xO y)O z= xO( yd 2. 4)

Prej kéndej, sipas (3), kemi gjithashtifx, y, 2 =x0 (yO 2. Prandaj, nga (3) dhe (4),
kemi

t(t(a,b,9, d, & = (t(a,b,90d)Oe
= @0 (b0 ¢)0d)De
all((bOc) Od)De
=a0(((b0c) Od)Oe)

afl (t(b,c,d e



t@, t(b,c,0, €) .
Mé tej, sipas barazimit té fundit:

t(a, t(b,c,d,e) =al(t(b,c,dUe)
=abO(((bOc)Ud)Ue
=40 (bO(cOd))Oe

= (@0b)0(cOd)Te
=40b)0((cOd)0e)
a(b)Ut(c,d.g
t@®, b, {c,d,9).
Si pérfundim marrim{la, b, c, d, € 1B,
t(t(a,b,9, d, & =t(a, (b,cd), & = t(a, b, t(c,d,e).

Pérkufizim 1.1.4 Vec t le té jeté futur né B edhe mbledhja binar@eprimi ternar
t quhet shpérndarés (distributiv) né lidhje mnaé B, né qofté se

a,b,c,d B,
t(@+b),c,d)= t(ac,d)+ t(bcd); 5)
t@,b+c),d)= t(abd)+ t(acd);

t@,b,c+ d)= tlab,c)+ t(ahb,d).

1.2. Struktura algjebrike ternare
Né terminologjiné e [1], strukturé algjebrike (oskgjebér oseQ -algjebér) quhet
cifti i radhitur B, Q), ku B éshté njé bashkési joboshe e quajtur bashkésighteiése e
strukturés dheQ éshté bashkési veprimesh Bé
Né gofté seQ={T, [, ...}, strukturén B, Q) e shénojméR, T, [J,...). Le té jete A
njé nénbashkési e géndrueshm@ eé lidhje me veprimet, [, ... . Le té jené gjithashtu
Ti, i, ... veprimet e induktuara pérkatésisht ngal], ... né A. Struktura algjebrike

(A, Ti, 0, ...) me mbéshtetége quhetnénstrukturée strukturésg, T, [, ...). Megenése,



sic thamé& mé lart, pér veprimet e induktuara pé&maoimbolet e veprimeve fillestare
pérkatése, nénstruktura e mésipérme shénohet shkof, T, [, ...).

Shpesh, kur njihen veprimet e strukturés, ajo shénahjesht me shkronjén e
bashkésisé mbéshtetése.

Pérkufizim 1.2.1 Struktura algjebrikgB, T, [, ...) quhet ternarené gofté se njéri
nga veprimet mbi té éshté veprim ternar.

Duket menjéheré se jané té vérteta pohimet:

POHIM 1.2.1 Né qofté se njé veprim ternar t éshté ndérrughogéruey né
strukturén(B, T, t, ..), atéhere ai &shté i tillé edhe né nénstrukturésag (A, T,t, ..).

POHIM 1.2.2Né qofté se njé veprim ternar t éshté shpérndaméslidhje me njé
veprim dyshT né strukturén(B, T,t, ..), atéhere ai &shté i tillé né lidhje me veprimin

edhe né nénstrukturén e sgiA, T,t, ..).

1.3. Gjysmégrupi ternar

Pérkufizim 1.3.1 [2] Le té jeté B njé bashkési jo boshe dhe t njé nepgrnar né
B. Gjysmégrup ternar quhet struktura ternéige 1), ku t &shté shoqgérues.

POHIM 1.3.1Né gofté se grupoid{B, [1) éshté njé gjysmégrup dhe shumézimi
ternar t: B® — B pércaktohet nga(3), atéheré(B, t) &shté gjysmégrup ternar

Vértetim Né gjysmeégruping, [ ) veprimi binar J éshté associativ, prandaj,
sipas Pohimit 1.2, edhe veprimi terriaéshté i tillé. Pér pasoj@( t) éshté gjysmégrup
ternar.

Pérkufizim 1.3.2 Njé element egjysmégrupit ternar(B, t) quhet
() element asnjanés i majté, né qoftélsd 1B, t(e,e,}=x;

(i) element asnjanés i djathté, né qoftélsd 1B, (x,e,9=X;
(iii) element asnjanés anésor, né qoftélselB, t(e,x,9=x;

(iv)  element bi- asnjanés, né qofté(sgl[1B, t(e,e 3=t(x,e,9=x;

(v) element asnjanés, né qoftélsal1B, t(e,e J=t(e,x,9=t(x,e,=x.



Shembull 1.3.1[3] Le té jetéZ™ bashkésia, e pérbéré nga numri zero dhe té gjithé
numrat e ploté negativ, e pajisur me veprimin tefia(Z")* — Z~ , pércaktuar ngaxy?
=(x-y)-z, Ox,y,zOZ, ku - éshté shumézimi i zakonshémZié Eshté e garté s&{, [])

formon gjysmégrup ternar me element asnjanés gseseluket lehté se, pér ¢cdal Z",

CDEEEIXED)XCL) (D)X

Shembull 1.3.2Le té jeté B, -) njé gjysmégrup binar. Struktura ternaBetj, ku
veprimi ternart pércaktohet ng&(x, y, 3 = xyz pér cdo x, y, 41B, sipas Pohimit 1.1.2,
éshté gjysmégrup ternar.

Pérkufizim 1.3.3 Njé gjysmégrup ternaiB, t) quhet komutativ, né qofté se veprimi
t éshté komutativ.

Nga Pohimi 1.1.1 del ky
POHIM 1.3.1 Né qofté se Ua, b, ¢ O B, t(a,b,c)=t(b,a,c)=t(b,c,a), atéheré gjysmégrupi
ternar (B, t) éshté komutativ.

Pérkufizim 1.3.4.[4] Njé gjysmégrup ternaiB, t) quhet

(1) i thjeshtueshém nga e ma(tC), né qofté sdla, b, x, ylI B,
(a,b,¥=t(a,b,y) = x=y;

(i) I thjeshtueshém nga e djatHRRC), né qofté sdla, b, x, y{1 B,
&.ab=t(y.a,n =x=y;

(i) i thjeshtueshém né ményré anéqateC), né qofté sdla, b, x, y{1 B,
a.x.0=t(a,y.n =x=y;

(iv) i thjeshtueshém, né qofté (& f) éshté njéherésh LC, RC dhe LLC.

Pérkufizim 1.3.5. [5] Né gjysmégrupin ternaB, t) njé elementallB quhet
invertibél, né qoft¢ se ekziston nje elementlBb i tillé qgé& [OxOB,
t(a,b,¥=t(b,a,9=t(x,a,0=t(x,b,d=x. N& kété rast elementi b quhet invers i elemantit

Pérkufizim 1.3.6. Né gjysmégrupin ternagB, ) njé elementlIB quhet i rregullt
(regular), né gofté se ekziston njé elemdnBh tillé gé {a,b,g=a.

Né qofté se té gjitha elementeBgané té rregullt, atéheré gjysmégrupi terBar
quheti rregullt.



POHIM 1.3.2.Né njé gjysmégrup ternar B ¢do element invertibé& & éshté i
rregullt.

Vértetim.Le té jetéa njé element invertibél nB. Sipas Pérkufizimit 1.3.5, ekziston
inversi i tij bLIB i tille g& O xOB, t(a,b,¥=t(b,a,9=t(x,a,BH=t(x,b,d=x. Nga barazimi

i fundit pérx=a marrimt(a,b,g=a. Kjo tregon, sipas Pérkufizimit 1.3.6, aeshté
element i rregullt n®.

1.4. Gjysméunaza ternare dhe veti té saj

Pérkufizim 1.4.1. [6] Gjysméunazé ternare quhet struktura tern@Be+, t), ku +
éshté njé mbledhje binare Bée cila ka vetité:

1. (B,+) éshté gjysmégrup komutativ;

2. (B, 1 éshté gjysmégrup ternar;

3. veprimi ternar tshté shpérndarés lidhur me
Né qofté séB, + ) éshté grup komutativ, atéheré gjysméunaza ter(@re, t) quhet unazé
ternare.

Shénim Shpesh né njé strukturé algjebrike terndBe «, t) , ku + éshté njé
mbledhje binare nd@, veprimi ternart emértohetshumézim ternadhe shénohet me
simbolin [ ], duke i dhéné shembeéllimilx, y, z) t& treshes sé cfarédoshme, ( 2)[1B3
trajtén kyZ. Me fjalé té tjera, né strukturén algjebrikentare B8, +, [ ] ) veprimi ternar
éshté shumézimi ternar [ ] me shembélliyd pér cdo &, y, 2) 1B .

Né kéto kushte, Pérkufizimi 1.4f@rmulohet: Gjysméunazé ternare quhet struktunaatrer
(B,+,[]), e cila ka vetité:
1. (B, +) éshté gjysmégrup komutativ;
2. (B, []) éshté gjysmégrup ternar,;
3. veprimi[ ] éshté shpérndarés lidhur me +,
gé sipas (5) , do té thoté &&, b, c, dIB, vlejné barazimet
[(at+b)cd] = [acd +[bcd,
[a(b+c)d] = [abd] +[acd, (6)
[ab(ct+d)] = [abd +[abd.

Pérkufizim 1.4.2. Gjysméunaza ternar@, +,[] ) thuhet se éshté komutative
(komutative né ményré anésore), né qofté se i tillé éshté gjysmégrupi (B, [] ).

POHIM 1.4.1 Né gofté se gjysméunaza terndi +, []) éshté komutative,
atéheré né té vlen gjithashtlabd =[ acb=[ cdbq cha O, g bdB.



Vértetim Nga fakti qé B, +, [ ] éshté komutative kemi
[abd =[ bat 5 bda [,a,b CIB. Nga[bad =[ bcd pérb=a,a=b,c=c kemi
[abd =[ ach kurse nga [abd =[ bcd, pér a=ab=c,c=b, kemi [acl =[ cb& .
Gjithashtu nga [bad =[ bch pér b=c,a=b,c=a, kemi [cba =[cab. Ndryshe,
Oa,b,cB, [abd =[ bat =[ bda={ abcd dcbf ¢b& ]Jca, qé do té thotése njé
gjysméunazé ternaiéshté komutative sé bashku me gjysmégrupin téBid ).

Pérkufizim 1.4.3. Struktura ternargB, +, [ ] ) le té keté) (element zerpné lidhje
me+. Ai quhetzero ternare né B, né qofté 8ex, yLIB , [Oxy]=[x0y]=[xy0]=O0.

Né qofté se gjysméunaza tern@Be +, [ ] ) ka zero ternare, atéheré thuhet se ajo éshté
gjysméunazé ternare me z¢6o.

Shembull 1.4.1.Le té jetéZ™ bashkésia, e pérbéré nga numri zero dhe té gjithé
numrat e ploté negativ, e pajisur me veprimet eomakme binare + té mbledhjesté

shumézimit dhe me shumézimin ternar [ 2 — Z~, pércaktuar ngaxyd =x-yz ,
0x,y,zO0Z . Nga pérkufizimet e mésipérme del e qarté & ,(+, [ ]) formon
gjysméunazé ternare komutative me zero.

Shembull 1.4.2.Le té jeté M, (Z") bashkésia e matricave katrore té remdine

elemente ngaZ~, e pajisur me veprimet e zakonshme binare + téedhips, L té
shumézimit t&¢ matricave si dhe me shumézimin terpdr(M (Z7))° - M (Z),

pércaktuar nga ABC] =A-BC, 0OAB,COM,(Z). Nga mé sipér éshté e garté se

(M.(Z7), +, []) formon gjysméunazé ternare komutativezem.

Shembulli 1.4.3.Le té jeté N bashkésia e numrave té ploté jonegativ dhe
bashkésia e pasqyrimevie N —~ N pércaktuar ngaf (x) 0 x™ pér ¢doxO N, ku n, UN,
dmth.F={ fON"| f(x)Ox" ,n, ON}.

Pérkufizojmé néF veprimin binar t& mbledhjes si pasqyrim A — F pércaktuar nga
(f +g)(x) = X" pércdof,gO F.

Vemé re s¢(f +g)(X) = f(xX) g(x) . Prej kendej,F, +) rezulton gjysmégrup komutativ mé

Z€ero, sepse

1. Of,g,hHF [+ (x) = [(+g)+h)] (X) = F+(gth) = (+g)+h;



2. Uf,gUF, (+9)(x) =@+ (x) = f+g=g+;

3. Shénojmé 0 pasqyrimin dépércaktuar ngad(x) = X* =1 pér ¢cdoxd N (pranojmé
0° =1). Ateher&(0+ f)(x) = X’ =x" =f (x) = 0+="f. Po ashtuf+0=f.

Pérkufizojmé néF edhe shumézimin ternar [ — F pércaktuar ngdfghj(® = x"™®"
pér ¢cdo f,g,h00 F, né lidhje me té cilin ka vend vetia e shoqérintif:;, g, h, j, kO F,
[[fghl JK( § = o™ = XM = MERIRIER = ) MRER= [ f g K X, gé tregon se
[[ fgH j¥ =[ 1 gHj k . Njélloj do t& merref[ fgh jK =[ f hjK.

Pér rrjedhojé f, [ ]) éshté gjysmégrup ternar.

Vlejné gjithashtu vetité distributive té shumézimiernar lidhur me mbledhjen:
[(f +g)h(x = X" = XMW = TR = ) TEIOx PRI fhj( x+[ ghl W
Kjo sjell [(f +qg)hj] =[ fh] +[ ghj ,Of,g,h, jO F. Njélloj do té merren:

[f(g+h) ]=[fgl H fh] dhe[fg(h+ )] =[ fgh H{ fg] ,Of ,g,h, jOF .
Vec¢ sa mé sipér kemi akoma:

Of,gO F, [Ofg] = 0, sepse[0fg](x) =xX"™ =¥ =0(%; [fOg] = 0, sepse
[fOg](x) = X" = ¥ =0( ¥; gjithashtu fg0]= 0, sepsg fg0](x) = X" ™° = ¥ =0( .

Si pérfundim , +, [ ]) éshté gjysméunazé ternare me zero.

Pérkufizim 1.4.4. Elementi &lB quhet i rregullt né gjysméunazén ternare
(B, +, [ ]), né qofté se éshté i tillé mgysmégrupin ternafB, [ ] ). Gjysméunaza ternare
(B, +,[]) quhet e rregullt, né gofté se té gjitha elemeatsdj jané té rregullt.

Pérkufizim 1.4.5.[2] Gjysméunaza ternar@, +, [ ] ), quhet e thjeshtueshme nga e
majta (LC), e thjeshtueshme nga e djati{RC), e thjeshtueshme né ményré anégbteC),
ethjeshtueshme, né qoftéigdlé éshté pérkatésisht gjysmégrupi tern@,[]).

Pérkufizim 1.4.6. Gjysméunaza ternarB, +, [ | ) quhet gjysmésubtraktivaé
qofté sella, b1 B, (X[ B itillé qé a+x=b oseLY 1B itille g& b+y=a.

POHIM 1.4.2. [6] Cdo wunazé ternare éshté gjysméunazé ternare
gjysmésubtraktive.



Vértetim Né qofté sd8 éshté unazeé ternare, atéhd3é+) éshté grup. Prandaj pér
cdo dy elementa, bl B ekzistonx=b—-a(osey=a-b) néBi tillé gé a+x=b (oseb+y=a).

Pérkufizim 1.4.7. [7] Gjysméunaza ternare B thuhet se éshté pa pjestumsos

né qofté se ajo ka elemedtidhur me mbledhjen dhela, b, d 1 B, [abd=0 = a=0 ose
b=0 osec=0.

POHIM 1.4.3.Njé gjysméunazé ternare B me zero dhe e thjeshioes éshté pa
pjestues té zeros

Vértetim.Nga Pérkufizimi 1.4.3 del q&l 0L B lidhur me + dhellx, yLI B, Oxy =
X0y = xy0 = 0. Prej kéndej, duke gené e thjeshtuesBmnmarrim pbd=0 = [abd=[0bd]
=a=0.

POHIM 1.4.4.Né qofté se gjysméunaza ternare B pa pjestuese®dszéshté

gjysmésubtraktive dhe e thjeshtueshme sipasatéheré La, b, ¢, d] B, ku a#0, b#0
vlejné thjeshtimet

(1) [abd=[abd = c=d;
(i) [cab=[dah = c=d;
(i)  [ach=[adh = c=d.

Vértetim. Ndalemi né vértetimin e implikimit t& paré. Le téng elementet e
cfarédoshme a, b, ¢, dl B, ku &0, b#0 dhe pbd= [abd. Nga fakti q&¢B éshté
giysmésubtraktive, pés, d_l B,[X L] Bi tillé qé c+x=d ose [Y B i tillé qé d+y=c. Né
gofté sec+x=d, atéhergab(c+x)]=[abd. Nga fakti qéB éshté gjysméunazé ternare, sipas
(6), marrim

[ab(c+x)]=[abd =
[abd+ [abx= [abd =
[abd+ [abX= [abd =
[abX=0,

sepseB éshté e thjeshtueshme lidhur me +. Boéshté dhe pa pjestues té zeros, prandaj
kjo sjell x=0. Atéheréc+x=d = c=d. Njélloj tregohet se kurd+y=c, pérséri kjo sjelkc=d.
Né ményré té ngjashme vértetohen eihe(iii) .

Pérkufizim 1.4.8. [6] Njé element a i gjysméunazés terngi +, [ ]) quhet
invertibélné qofté sai éshté i tillé né gjysmégrupin terné, [ ]).



POHIM 1.4.5.Né njé gjysméunazé ternar@, +, [ ]) me zerodhemecard B =2
elementiO nuk éshté invertibél.

Vértetim.Nga fakti gé card8=2 néB ka té paktén njé elemext0. Supozojmé gé O

éshté invertible. Sipas Pérkufizimit 1.3.5, ekazistgé elemenbl] B i tilleé ge LxLIB,
[Obx] = [bOx] =[x0b] =[xb0] =x. Por, sipas Pérkufizimit 1.4.3, kemi¥}=0, qé sjellx=0.

Pérkufizim 1.4.9. [4] Gjysmé&unaza ternare B me zealbe mecardB=>2 quhet
gjysméunazé ternare me pjestim, né qofté se cdeeatgozero nga B éshté invertibél.

POHIM 1.4.6. Cdo gjysméunazé ternare Bne pjesétim éshté gjysméunazé
ternare e rregullt

Vértetim.Le té jetéa njé element i ¢farédoshém i gjysméunazés terriare, ([ ])
me pjesétim Né qofté sea=0, nga fakti gé 0 éshté zero ternareBn&emi x0=0 pér ¢do
x[IB. N& qofté sea#0, nga fakti & éshté element invertibél né gjysmagén ternare
(B, +, [ ]), sipas Pérkufizimit 1.4.8, ai éshté i tillé gg/smégrupin ternarg| [ ]). Sipas
Pohimit 1.3.2 dhe Pérkufizimit 1.4.4, ai rezultorragullt né gjysméunazén ternare ternare
B. Si pérfundimajo gjysméunazé ternare éshté e rregullt.

1.5. Unaza ternare planare

Pérkufizim 1.5.1. [8] Le té jeté B njé bashkési, qé ka té paktén dy elenté
ndryshme gé shénohén(quhet zeroflhel (quhet njéshyi dhe t njé veprim ternar né B.
Unazé ternare planare quhet struktura ternéBet), gé kénaq aksiomat e méposhtéme:

Al. a, m B, t(0, m, b) ={a,0, bEb.

A2. JalB,1a, 1, 0)=t(1, a,0)=a

A3. LOm, m’, b, bl B,kumzm’, LIxO B, t(x, m, B=t(x, m’, b").
A4. Oa, a, b, b0 B,aza , LI(xy) O B?,t@a, x, y=b LIt@, x, y)=b" .
A5. Ua,m, & B, LIxUB,t(@, m,3=c.

Vérejte. Nga Pérkufizimi 1.4.1 mé sipér del se njé unanéate B, +, t) éshté njé

gjysméunazé ternareé té cilén

1. (B, +) éshté grup komutativ

2. veprimi ternatt éshté associativ;

3. veprimi ternart éshté shpérndarés lidhur me +.
| formuluar né kété trajté ai éshté formalisht ijaspém me kuptimin e unazés sé
zakonshme té pajisur me dy veprime binare [1], @€ justifikon emértimin “unazé”
ternare.



Duke e krahasuar me Pérkufizimin 1.4.1, Pérkufimirhi5.1 me aksiomat e veta
nuk 1é vend pér justifikimin e pérdorimit té terneafunazeé ternare” pér emértimin e unazés
ternare planare. Megjithaté ky emértim e gjen fikatnin e vet né interpretimin e unazave
ternare planare né gjeometriné projektive planeKigin 3 arrihet né pérfundimin se, pér
njé pércaktim té pérshtatshém té veprimit tethanaza ternare planarB, () shndérrohet
né njé unazé té zakonshme.



KREU 2

PLANE AFINE DHE PLANE PROJEKTIVE

Né kété Kre japim kuptimet bazé té strukturaventédencés, né theks té vecanté té
planeve afine dhe projektive si struktura té tia plotésojné aksioma té caktuara. Duke
shfrytézuar aksiomat e kétyre planeve vértetojns@ deti t& réndésishme, té cilat mé tej
krijojné mundésiné e aplikimieé metodave té ndryshme pér koordinatizimin e tyre.

2.1. Struktura e incidencés
Le té jené bashkésif@, B, 7, ku dy té parat jané joboshe

Pérkufizim 2.1.1. Strukturé e incidencés (apo gjeometri) quhet treshjradhitur
S=(P,B,T),ku

PnB=0,7Z0PxB (1)

Ndryshe S =(P, B, Z) éshté strukturé e incidencés né qoft®sB janébashkési
té dallueshme (disjunkte) dhe éshté njé lidhje dyshe (binare) e bashkégisé me
bashkésing, gé quhet lidhje e incidencés. Elementet e basdtk®s i quajmépika dhe do

t'i shénojmé me germa té médha té alfabetit, katedé bashkésis® i quajméblloge (ose
drejtéza) dhe do ti shénojmé me germa té vogldfabetit. Si né ¢do lidhje dyshe, faktin
(P,b) 0O Zdo ta shénojmé edi®Z b dhe do t'a lexojméika P éshté incidente me bllokun
b apo blloku b ka incidente pikén P.

Si shembuj té strukturave té incidencés mund té&mar

Shembulli 2.1.1.Le té jetéP bashkésia e pikave té njé plani euklidian £ bashkésia e
drejtézave té planitr dheZ pérkatésia e zakonshmee pikés ndaj drejtézés. Eshté e garté

se (P,L,Z) éshté njé strukturé incidence, né té cilén cgalmjtéza té ndryshme kané e
shumta njé piké té pérbashkét.



Shembull 2.1.2. Le té jetéS= (P, B, Z) njé treshe e pércaktuar si mé poshté:

1. P éshté bashkésia e drejtézave té hapésirés euldjdjé kalojné nga njé piké

e fiksuar e saj, gé e quajmeé origjiné. Cdo drefeézP e quajmeé piké n8&.

2. B éshté bashkésia e planeve té saj, qé kalojnéngjama. Cdo plan/ ] B e
quajmeé drejtéz n&.
3. T éshté e tillé qé pér ¢cdo pikELIP dhe ¢do drejtéz 00 5 kemi

P/ = PO/

Eshté e qarté se trestga(P, B, ) éshté njé strukturé incidence, ku ¢do dy drejtéza
té ndryshme té saj kané e shumta njé piké té pékbas

Strukturé incidence éshté edhe tresiia B, Z) , ku P é&shté bashkésia e pikave té

hapésirés euklidiane3 éshté bashkésia e planeve té saj dh& pérkatésia e

zakonshmell e pikés ndaj planit, por né kété strukturé dy tdeg té ndryshme
ndérpriten sipas njé bashkésie té pafundme piksiglag njé drejtéze té zakonshme té
hapésirés euklidiane).

Shembull 2.1.3.Le té jeté P bashkésia e pikave té njé sipérfaqeje sferikdashkésia e
rrathéve té médhenj né t& (ndérprerja me té e whangé kalojné nga
gendra) dheZ pérkatésia e zakonshmié e njé pike né njé rreth té madh. Atéheré
(P, L, I) éshté njé strukturé incidence, ku pikat jané pikatzakonshme té sipérfages

sferike dhe drejtézat jané rrathét e médhenj. Né Rggometri dy drejtéza té ndryshme
ndérpriten né dy pika té ndryshme (Fig. 1).

Fig. 1

Shembull 2.1.4. Le té jetéP njé bashkési e fundme mreelemente, té cilat i quajnpika,

B njé famille me o nénbashkésish jo boshe t®, té cilat quajmé blloge



(ose drejtéza) dh& pérkatésia e zakonshme e elementit né bashkési. Eshté e qarté

se edhe kjo tresh@®, B, Z) éshté njé strukturé incidence.

Shembull 2.1.5.Né Fig. 2 jané dhéné shtaté pika dhe shtaté Mgaé jetéP bashkésia e
atyre shtaté pikave, L bashkésia e shtaté vijave dh& pérkatésia e

zakonshmell e njé pike né njé vije. Eshté e qarté $& £, Z) éshté njé strukturé

incidence, ku pikat jané pikat e dhéna dhe drejtgme vijat e dhéna né figuré. Né kété
gjeometri duket se cdo dy drejtéza t& ndryshmepndén né njé piké dhe ¢do dy pika té
ndryshme jané incidente me njé drejtéz.

SN

Fig. 2

Gjeometria me shtaté pika dhe shtaté drejtéza,daidy drejtéza té ndryshme
ndérpriten né njé piké dhe c¢cdo dy pika té ndrysiamé incidente me njé drejtéz, njihet si
gjeometria FanoNga mé sipér, gjeometria e Fig. 2 éshté njé ggorrano. Té tilla jané
dhe gjeometrité e paragitura né Fig. 3.

Fig.3

Né njé gjeometri Fano ka saktésisht tri pika inotdené cdo drejtéz dhe tri drejtéza
incidente né ¢do piké.

Njé strukturé incidence quhetfundme né qofté se bashkésia e nisjes dhe ajo e
mbérritjes jané té fundme. Né té kundért ajo gehgafundme



Tre shembuj e pare jané struktura incidence ténplmhe nga gjeometria euklidiane, kurse
tek i katérti kemi njé klasé gjeometrish té fundedhe gj