
                            FLAMURE SADIKI 

 

 

 

 

 

 

 

MODELE STRUKTURASH ALGJEBRIKE  
 

TERNARE  
 

NË 
 

GJEOMETRINË PROJEKTIVE 
 

 

 

 

 

 

 

                   DISERTACION 



 

 

 

 

  

 
REPUBLIKA E SHQIPËRISË 

UNIVERSITETI POLITEKNIK I TIRANËS 

FAKULTETI I INXHINIERISË MATEMATIKE DHE INXHINIERIS Ë FIZIKE 

DEPARTAMENTI I INXHINIERISË MATEMATIKE 

 
 
 
 

 
 

“MODELE STRUKTURASH ALGJEBRIKE TERNARE NË 

GJEOMETRINË PROJEKTIVE” 

 
 

DISERTACION PËR MARRJEN E GRADËS SHKENCORE  
 

“DOKTOR” 
 
 
 
 
 
 
 
 
                                                                                                    Miratohet: 

     Punoi:                                                                                    Udhëheqës shkencor: 
 

Mr.sc. Flamure Sadiki                                             Prof. Dr. Kristaq Filipi 
 
 
 

 

 Tiranë, 2015 



 

 

 

 
  

 
 

 
 
 

REPUBLIKA E SHQIPËRISË 

UNIVERSITETI POLITEKNIK I TIRANËS 

FAKULTETI I INXHINIERISË MATEMATIKE DHE INXHINIERIS Ë FIZIKE 

DEPARTAMENTI I INXHINIERISË MATEMATIKE 

 

DISERTACION 
 

i paraqitur nga:  
 

Flamure Sadiki 
 

Udhëhequr nga:  
 

Prof. Dr. Kristaq Filipi 
 

Për marrjen e gradës shkencore 
 

“DOKTOR” 
 

Tema: MODELE STRUKTURASH ALGJEBRIKE TERNARE NË 
GJEOMETRINË PROJEKTIVE 

 
Mbrohet me datë 02.03. 2015 para jurisë: 
 

1. Prof. asoc. Shkëlqim  KUKA       Kryetar (oponent) 
 

2. Prof. dr. Petro  KARAJANI         Anëtar  
 

3. Prof. dr. Kostaq  HILA                Anëtar  
 

4. Prof. asoc. Azir  JUSUFI             Anëtar  
 

5. Prof. dr. Urim  BUJARI               Anëtar (oponent) 
 
 
 
 

 Tiranë, 2015 



 

 

 
 
 
 

MIRËNJOHJE 

 
 
 
 

Në fillim do të dëshiroja të shpreh përzemërsisht mirënjohjen dhe falënderimet e 

mia të veçanta udhëheqësit tim shkencor Prof. Dr. Kristaq Filipi, për udhëheqjen, 

mbështetjen dhe bashkëpunimin e tij të vazhdueshëm gjatë gjithë kohës së realizimit të 

këtij disertacioni. 

U jam  shumë  mirënjohës  të  gjithë  pedagogëve  dhe  strukturave  të Fakultetit të 

Inxhinierisë Matematike dhe Inxhinierisë Fizike, të cilët, me këshillat, mbështetjen, 

kurajën dhe sjelljen miqësore, dhanë ndihmesë të çmuar për mbarëvajtjen e këtij 

disertacioni. 

 Një falënderim i dedikoj edhe gjithë kolegëve të mi të Departamentit të 

Matematikës pranë Universitetit Shtetëror të Tetovës për inkurajimin, mbështetjen dhe 

bashkëveprimin gjatë gjithë kohës së përgatitjes së disertacionit. 

 Me theks të veçantë një falënderim shkon edhe për komisionin e nderuar të 

mbrojtjes së këtij disertacioni. 

Do të dëshiroja që një falënderim të veçantë tu shpreh znj. Marjeta Filipi dhe gjithë 

familjes Filipi, për sjelljen e tyre dashamirëse dhe miqësore në çdo takim. 

Në fund, falënderoj familjen time për mirëkuptimin, përkrahjen morale dhe 

mbështetjen e dhënë që nga fillimi e deri në përfundimin e këtij disertacioni. 

  

 

 

 

 

 



 

 

PËRMBAJTJA 
 

HYRJE...............................................................................................................................................3 

PUBLIKIME DHE PJESËMARRJE NË KONFERENCA SHKENCORE...........................................................9 

 

KREU 1 

STRUKTURA ALGJEBRIKE TERNARE DHE VETI TË TYRE..................................................................10 

1.1. Përkufizimi i veprimit ternar dhe veti të tij..........................................................................10 

1.2. Struktura algjebrike ternare.................................................................................................12 

1.3. Gjysmëgrupi ternar..............................................................................................................13 

1.4. Gjysmëunaza ternare dhe veti të saj.................................................................................. 15 

1.5. Unaza  ternare planare....................................................................................................... 19 

 

KREU 2 

PLANE AFINE DHE PLANE PROJEKTIVE........................................................................................ 21 

2.1. Struktura e incidencës........................................................................................................ 21 

2.2. Plani afin............................................................................................................................. 27 

2.3. Plani projektiv.......................................................................................................................33 

2.4. Kalimi i një plani projektiv në një plan afin dhe anasjellas..................................................38 

 

KREU 3 

MODELI I NJË UNAZE TERNARE PLANARE NË NJË PLAN TË DESARGUT........................................42 

3.1.  Koordinatizimi i një plani afin...................................................................................................42 

3.2.  Një veprim ternar në bashkësinë S të koordinatave të planit afin. Ekuacioni i drejtëzës....... 46 

3.3.  Lidhja e një unaze ternare planare me një plan afin.................................................................49 

3.4. Mbledhja dhe shumëzimi në P u  dhe në S................................................................................53 

3.5. Plani i Desargut dhe disa izomorfizma.......................................................................................57 

3.6. Unaza ternare planare si një unazë e zakonshme......................................................................61 

 

 

 



 

 

 

KREU 4 

MODELI I NJË GJYSMËUNAZE TERNARE NË NJË PLAN PROJEKTIV TË FUNDËM............................69 

4.1. Koordinatizimi i një plani projektiv të fundëm...........................................................................69 

4.2.  Mbledhja dhe shumëzimi binar në V  dhe disa veti të tyre.......................................................70 

4.3.  Një model i një gjysmëunaze ternare në një plan projektiv të fundëm  dhe disa veti të tij.....79 

 

KREU 5 

HEAPET DHE MODELI I NJË HEAPI KOMUTATIV ANËSOR NË NJË PLAN TË  DESARGUT................82 

5.1.  Heapet komutative anësore dhe gupoidet subtraktive të të njejtës bashkësi..........................82 

5.2.  Sisteme të Desargut, paralelogram-hapësira dhe raporti i tyre me heape                     

komutative anësore..........................................................................................................................90 

5.3. Modeli i një heapi komutativ anësor në një plan afin të Desargut............................................98 

PËRFUNDIME...................................................................................................................................103 

REKOMANDIME...............................................................................................................................106 

SUMMARY.......................................................................................................................................107 

REFERENCAT....................................................................................................................................110 

 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

HYRJE  
 

Ky disertacion është një studim në zonën kufitare midis dy disiplinave matematike 

të Algjebrës dhe të Gjeometrisë projektive. 

Një rol kyç në zhvillimin teorik dhe aplikativ të Matematikës luan algjebra dhe 

sidomos algjebra abstrakte, e cila karakterizohet me theksin e saj në hulumtimin sistematik 

të strukturave algjebrike. H.S. Vandiver me publikimin e punimit me titull “Note on a 

simple type of Algebra in which the cancellation law of addition does not hold”, që nga viti 

1934 hapi një horizont të ri në hulumtimin e algjebrës abstrakte. Këtu ai futi një lloj të ri të 

sistemit algjebrik, i njohur si gjysmëunaza. Gjysmëunaza është një gjeneralizim i 

përbashkët i unazave asociative dhe laticave distributive. Një shembull i thjeshtë i 

gjysmëunazave është bashkësia e numrave natyrorë, e pajisur me veprimet e zakonshme të 

mbledhjes dhe të shumëzimit. Teoria e gjysmëunazave ka pasur një zhvillim të hovshëm 

ngase shumë koncepte klasike të teorisë së unazave janë gjeneralizuar në gjysmëunaza. 

Këto struktura hasen në teorinë e unazave komutative dhe jokomutative, në kombinatorikë 

dhe teori të grafeve, në automata dhe gjuhët formale, në gjeometrinë Euklidiane dhe 

topologji, në teorinë e probabilitetit dhe teorinë e optimizimit, në analizë funksionale dhe 

modelim matematikor të fizikës kuantike e tj. Për gjysmëunazat mund të përmendim 

publikimet [70], [71] të Jonathan S. Golan, “Semirings - Algebraic Theory and Applications 

in Computer Science” të U.Hebisch & H. J.Weinert si dhe punimet e K. Glazek “A Guide to 

the Literature on Semirings and their Applications in Mathematics and Information 

Sciences” dhe “Modules over Semirings”.  

Krahas tyre matematikanët filluan të kenë interes për ato struktura algjebrike, ku 

njëri nga veprimet në to të ishte veprim ternar. Në literaturë nocioni i strukturës algjebrike 

ternare daton që nga viti 1924 dhe u fut nga H. Prüfer në punimin “Theorie der Abelschen 

Gruppen”. Më pas këto tipe strukturash algjebrike i studijoi W. Dörnte në 

“Untersuchungenüber einen verallgemeinerten Gruppenbegriff ”. Në vitin 1932, D. H. 

Lehmer në punimin “A ternary analogue of abelian groups” hulumtoi struktura algjebrike 

ternare të caktuara të cilët rezultonin grupe ternare komutative. Nocioni i gjysmëgrupit 

ternar u bë i njohur nga S. Banach në vitin 1944. Ai tregoi, me shembull, që gjysmëgrupi 



 

 

ternar nuk është e nevojshme të reduktohet në një gjysmëgrup ordinar. Gjysmëgrupi ternar 

është një strukturë algjebrike e përbërë nga një bashkësi joboshe në lidhje me një veprim 

ternar, që quhet shumëzim ternar,  i cili gëzon vetinë asociative ternare. Në punimin “On 

the extending of models I” J. Los vërtetoi që çdo gjysmëgrup ternar mund të zhytet në një 

gjysmëgrup. Bazuar në punimin e Lehmer  “A ternary analogue of abelian groups”, 

gjysmëgrupi ternar B quhet grup ternar nëse për çdo , ,a b c B∈ , ekuacionet 

cxabcaxbcabx === ,,  kanë zgjidhje të vetme në B. Më tej një gjeneralizim i grupeve 

ternare u shqyrtua nga E. L. Post në “Polyadic groups”. Në vitin 1962 M. R. Hestenes në 

punimin “A ternary algebra with applications to matices and linear transformations” 

studijoi nocionin e algjebrave ternare me aplikim në matrica dhe transformime lineare. Ai 

gjithashtu studjoi algjebrat ternare reale dhe komplekse të gjeneruara nga matricat dhe 

nënalgjebrat ternare komutative me dimension të fundëm. Një diskutim i detajuar lidhur me 

algjebrat ternare mund të gjendet në koleksionin e artikujve të  M. R. Hestenes “On ternary 

algebra”. Në vitin 1971 W.G. Lister në punimin “Ternary Rings” futi nocionin e unazës 

ternare dhe studijoi disa veti të rëndësishme të unazave ternare. Sipas tij unaza ternare është 

një strukturë algjebrike e përbërë nga bashkësia joboshe e pajisur me veprimin binar 

mbledhje dhe veprimin ternar shumëzim, që formon grup komutativ lidhur me mbledhjen, 

gjysmëgrup ternar lidhur me shumëzimin dhe në të cilin vlejnë ligjet e shpërndarjes. Në 

disertacion ne shqyrtojmë  gjysmëgrupin ternar dhe gjysmëunazën ternare, nocioni i të 

cilës gjeneralizon nocionin e unazës ternare të dhënë nga Lister. Gjysmëunazën ternare e 

përkufizojmë si strukturë algjebrike të përbërë nga një bashkësi joboshe e pajisur me 

veprimin binar të mbledhjes dhe veprimin ternar multiplikativ, e cila formon gjysmëgrup 

komutativ lidhur me mbledhjen dhe gjysmëgrup ternar lidhur me shumëzimin, që është 

shpërndarës lidhur me mbledhjen. Disa veti të gjysmëunazave ternare janë studiuar kohët e 

fundit nga T. K. Dutta dhe Sukhendu Kar. Në disertacion  evidentojmë  veti të tjera të tyre. 

Objekt i studimit tonë janë gjithashtu heap-et si struktura algjebrike me një veprim 

ternar të ndërthurura me lloje grupoidesh. Disa veti të tyre janë studiuar, duke futur nga ana 

jonë kuptimet e veprimit ternar nga shumëzimi, të heap-it nga shumëzimi dhe të 

ternargrupoidit. Zbulimet  e para tё njё heap-teorie algjebrike gjenden nё punimin e K. 

Suskevc (Teorija obobscenih grup, 1937), H. Prufer (Theorie der abrelschen gruppen, 



 

 

1924). Njё studim mё serioz pёr heap-et, semiheap-et dhe strukturat heaps tё gjeneralizuara 

u bё nga V.V. Vagner.  

Në interesin tonë nga ana tjetër ka qenë edhe plani projektiv. Origjina e gjeometrisë 

projektive është e lidhur me veprën e matematicienit dhe artistit francez Girard Desargues 

(1591-1666). Ajo mori një zhvillim të gjërë në gjysmën e parë të shekullit XIX, që 

sidoqoftë duhet parë si një fazë ndërmjetëse midis gjeometrisë analitike me fillimet në 

shekullin XVII dhe gjeometrisë algjebrike zhvilluar gjatë shekullit XX, që ka sot një rol 

krucant në zhvillimet e matematikës bashkëkohore.  Një zhvillim i vrullshëm i saj nis në 

vitet 30. Në vitin 1938 O. Veblen përmblodhi konceptet  bazë mbi gjeometrinë projektive. 

Në vitin 1957  E. Artin studioi algjebrat gjeometrike. Duke shfrytëzuar nocionet themelore 

të strukturave algjebrike ai bën interpretimin e tyre në planet afine dhe projektive. Në 

punimet e tij është për tu përmendur ndërtimi i gjeometrive ortogonale me ndihmën e 

hapësirave vektoriale. Në vitin 1961 H.S.M.Coxeter thelloi studimet mbi planet projektive 

reale. Në vitin 1962 P.Scherk paraqiti teoremat fundamentale të gjeometrisë afine ndërsa në 

vitin 1963 A. Heyting studijoi aksiomatikën e gjeometrisë projektive.  Në vitin 1973 D. 

Hughes, dhe F. Piper dhanë një kontribut të veçantë në studimin e vetive algjebrike të 

strukturave ternare dhe vetive gjeometrike të planeve projektive, duke zbuluar një  lidhje 

midis tyre. Një studim më i thellë mbi planet afine dhe projektive u krye në vitet 1975 dhe 

1978 nga G. Pickert, W. Bos dhe G.Wolff, ndërsa në vitin 1995 këtë hulumtim e vazhdoi 

M. K. Bennett. Vitet e fundit edhe matematicienë të tjerë janë marrë me studimin e 

problemeve që lidhen me gjeometritë e fundme dhe aplikimet e tyre. 

 Strukturat algjebrike dhe gjeometria algjebrike gjejnë sot aplikime me spektër të 

gjërë në shumë disiplina si fizika teorike, shkencat kompjuterike, shkencat 

inxhinierike, shkencat e informacionit, teoria e kodimit, hapësirat topologjike e tj. Kjo 

ka motivuar mjaftueshëm hulumtuesit për kërkime të ndryshme në këto fusha, 

përfshirë edhe zbulimin e lidhjeve reciproke ndërmjet tyre. Në këtë kontekst,  hartimi i 

këtij disertacioni ka si qëllim zbulimin e lidhjeve të tjera midis teorisë së 

strukturave algjebrike ternare dhe teorisë së planeve afine e projektive të 

paraqitura në trajtë modelesh, që mund të gjejnë aplikime në disiplinat e 

mësipërme. 



 

 

Disertacioni përbëhet nga pesë krerë. 

Në kreun e parë, duke futur kuptimin e veprimit n-sh mbi një bashkësi joboshe, 

ndalemi në veprimin ternar dhe në përkufizimin e vetive të tij fundamentale. Më tej 

definojmë strukturën algjebrike ternare si rast i veçantë i një strukture algjebrike. Ndër 

strukturat ternare ndalemi tek gjysmëgrupi ternar si një strukturë ternare (B, t), ku t është 

shoqërues dhe tek gjysmëunaza ternare si strukturë algjebrike që përbëhet nga bashkësia 

joboshe B, e pajisur me veprimin binar të mbledhjes dhe shumëzimin ternar t, e cila formon 

gjysmëgrup komutativ lidhur me mbledhjen, gjysmëgrup ternar lidhur me shumëzimin 

ternar,  shumëzim i cili është shpërndarës lidhur me mbledhjen. Krahas gjysmëunazës 

ternare −
Z  të numrave të plotë negativ kemi ndërtuar edhe disa shembuj të tjerë mbi këto 

struktura. Duke i plotësuar edhe me veti të tjera këto struktura algjebrike ternare, përgatisim 

terenin për të konstatuar më tej  lidhjen e tyre me veti gjeometrike në plane afine dhe 

projektive.     

Në kreun e dytë duke u nisur nga fakti që planet afine dhe projektive janë struktura 

të incidencës që plotësojnë aksioma të caktuara, në fillim japim disa shembuj strukturash 

incidence të pafundme dhe të fundme, në atë numër dhe gjeometrinë e fundme Fano. Më tej 

formulojmë dhe vërtetojmë disa pohime të rëndësishme, që lidhen me kuptimet e fuqive të 

pikave dhe të blloqeve, me kuptimin e nënstrukturës së një strukture incidence, me 

strukturën duale të një strukture të dhëne, me matricën e një strukture incidente të fundme. 

Ndalemi pastaj në aksiomatikën e planit afin, lidhur me të cilën formulojmë dhe vërtetojmë 

disa pohime të rendësishme, sidomos për një plan afin të fundëm ku vërtetojmë se në të çdo  

drejtëz përmban numër të njejtë n pikash dhe nëpër çdo pikë kalon numër i njejtë n+1 

drejtëzash. Krahas planit afin, japim aksiomatikën e planit projektiv, dhe rendisim disa 

pohime esenciale që rrjedhin prej saj, në qendër të të cilave është Teorema e Desargut dhe 

konfiguracioni përkatës.  

  Si ilustrim i shëndrimit të parë  sjellim planin e fundëm projektiv Fano, i cili  

kalon në plan afin , mbasi largohen prej tij një drejtëz dhe pikat e saj.  

   Kreu 3 e  nisim nga koordinatizimi i planit afin, i domosdoshëm për ndërtimin në të 

e një unaza ternare planare ( , )S t , që përbën modelin e një unaze të zakonshme associative 



 

 

( , , )S + ⋅ . Për këtë, në një plan afin A=(P, L, I) të koornatizuar nga një sistem koordinativ 

(O, I, OX, OY, OI) dhe nga një bijeksion :σ P u S→ , përcaktohet një veprim ternar 

3:t S S→ , që e quajmë veprim ternar planar. Vërtetojmë që çdo plan afin i koordinatizuar 

A=(P, L, I) përcakton një unazë ternare planare (S, t), ku S  është bashkësia e koordinatave 

të planit afin dhe t  është veprimi ternar planar në të dhe anasjelltas. Përcaktojmë dhe 

veprimet binare të mbledhjes dhe të shumëzimit në S dhe nënvizojmë relacionet 

( ,1, )a b t a b+ = , ( , ,0)a b t a b⋅ = . Pasi plotësohet plani afin me aksiomën e parë D1 të 

Desargut, lidhur me strukturën ( , , )S + ⋅  në atë plan, shqyrtimi i disa izomorfizmave sjell 

përfundimin që ( , )S +  është grup abeljan. Në vazhdim tregohet se kur në një plan afin të 

koordinatizuar, veç D1 vlen dhe aksioma e dytë D2 e Desargut, atëherë unaza ternare 

planare e tij ( , )S t  është modeli i një unaze të zakonshme associative ( , , )S + ⋅ .  

Në kreun e katërt synimi ynë është që të tregojmë se bashkësia A { P= ∈P|P I ℓ , 

}P J≠ e pikave të drejtëzës ℓ  të një plani projektiv të fundëm P, e pajisur me një veprim 

aditiv binar dhe me një veprim multiplikativ ternar, formon gjysmëunazë ternare 

gjysmësubtraktive dhe regulare. Duke përdorur teoremën e Desargut për vërtetimin e disa 

teoremave, arrijmë në përfundimin që kjo strukturë ternare është modeli i një gjysmëunaze 

ternare gjysmësubtraktive dhe regulare në një plan projektiv të fundëm. 

Në kreun e pestë kemi futur disa veti të rëndësishme algjebrike të heaps strukturave, 

Ward grupoideve dhe grupoideve subtraktive si struktura ternare. Me fjalë të tjera, këtu 

studijohen disa veti të heap-eve si struktura algjebrike me një veprim ternar të ndërthurura 

me lloje grupoidesh, duke futur kuptimet e veprimit ternar nga shumëzimi, të heap-it nga 

shumëzimi dhe të ternargrupoidit. Krahas tyre studiohen koncepte të tilla si paralelogram-

hapësira, sistemi i  Desargut dhe sistemi i plotësuar i Desargut që kanë në themel relacione 

kuaternare. Në këtë kontekst, vërtetojmë që në të njëjtën bashkësi ekzistenca e një heapi 

komutativ anësor, ekzistenca e një paralelogram-hapësire, ekzistenca e një sistemi të 

plotësuar të Desargut si dhe ekzistenca e një grupoidi subtraktiv janë ekuivalente me njëra 

tjetrën.  



 

 

Shikuar nga ky këndvështrim kemi ndërtuar një model të një heapi komutativ anësor në 

një plan afin të Desargut.   
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KREU     1. 
 

 

STRUKTURA ALGJEBRIKE TERNARE DHE VETI TË TYRE  
 

Në këtë Kre, duke futur kuptimin e veprimit n-sh mbi një bashkësi joboshe, ndalemi 
në veprimin ternar dhe në përkufizimin e vetive të tij fundamentale. Më tej definojmë 
strukturën algjebrike ternare si rast i veçantë i një strukture algjebrike. Ndër to, 
përkufizojmë gjysmëgrupin ternar, gjysmëunazën dhe unazën ternare, duke i plotësuar edhe 
me veti të tjera këto struktura.  

 

1.1. Përkufizimi i veprimit ternar dhe veti të tij 

Le të jetë B një bashkësi jo boshe. 

Përkufizim 1.1.1 [1] Veprim n-sh mbi bashkësinë B quhet  çdo pasqyrim                

ω : nB →  B, ku n është një numër natyror.  

Le të jetë A një nënbashkësi joboshe e B. [1] Nënbashkësia A quhet nënbashkësi e 

qëndrueshme e B në lidhje me veprimin ω  dhe ky fakt shënohet qA B
ω

⊂ , në qoftë se                            

∀ (a1, a2, …, an)∈An, ω (a1, a2, …, an)∈A. Le të jetë A nënbashkësi e qëndrueshme e B në 

lidhje me veprimin n-sh ω . I lidhim çdo sistemi të radhitur (a1, a2, …, an)∈An elementin ω
(a1, a2, …, an) ∈ A. Përcaktohet në këtë mënyrë një pasqyrim ω i : An →A, d.m.th. një 
veprim algjebrik  n-sh në A, i ndryshëm nga veprimi ω  në B, të cilin do ta quajmë veprim 
të induktuar nga ω  në A. Kur nuk ka keqkuptime, të dy këto veprime shënohen me të 
njëjtin simbol. 

Veprimi n-sh mbi B për n=3 emërtohet veprim ternar (tresh). Pra, një veprim ternar 
në bashkësinë B është një pasqyrim  t: B3 →B. 

Përkufizojmë disa veti të tij. 

Përkufizim 1.1.2 Veprimi ternar  t  quhet  



 

 

(i)      ndërrues (komutativ) në B, në qoftë se ∀  a, b, c ∈ B,   

  t(a,b,c)=t(b,a,c)=t(b,c,a)=t(a,c,b)=t(c,a,b)=t(c,b,a);                                   (1) 

(ii)  ndërrues në mënyrë anësore në B, në qoftë se ∀  a, b, c ∈ B, 

           t(a,b,c)=t(c,b,a).  

POHIM 1.1.1 Në qoftë se ∀∀∀∀ a, b, c ∈∈∈∈ B,  t(a,b,c)=t(b,a,c)=t(b,c,a), atëherë veprimi  
ternar t në  B  është komutativ.  

Vërtetim.  Le të kemi t(a, b, c)= t(b, a, c)= t(b, c, a),  ∀  a, b, c ∈ B. Në këto kushte, 
për të treguar se veprimi t është komutativ, sipas (1), mjafton të tregojmë se vlejnë 
barazimet t(a,b,c)= t(a,c,b)= t(c,a,b)= t(c,b,a). Nga t(b, a, c) = t(b, c, a), për b=a, a=b, c=c  
kemi t(a,b,c) = t(a,c,b), kurse nga t(a, b, c) = t(b, a, c),  për bccbaa === ,, kemi t(a,c,b) 

= t(c,a,b). Gjithashtu nga t(b, a, c) = t(b, c, a), për acbacb === ,, , kemi t(c,b,a) = 

t(c,a,b). Si përfundim marrim t(a,b,c)=t(a,c,b)=t(c,a,b)=t(c,b,a).  

Përkufizim 1.1.3. Veprimi ternar  t  quhet shoqërues (associativ) në B, në qoftë se  

∀a,b,c,d,e∈B,  t(t(a,b,c), d, e)= t(a, t(b,c,d), e)= t(a, b, t(c,d,e))                          (2) 

  POHIM 1.1.2. Në qoftë se veprimi ternar  t : B3 →B  përcaktohet nga   

                                 t(x, y, z) = (x⊗y)⊗z  për çdo x, y, z ∈B,                                       (3) 

ku ⊗ është një veprim binar shoqërues në B, atëherë edhe veprimi ternar t është 
shoqërues në B.   

Vërtetim. Veprimi binar ⊗ në B  është associativ, prandaj  

∀ x,y, z ∈B, ( ) ( )x y z x y z⊗ ⊗ = ⊗ ⊗ .                                                      (4) 

Prej këndej, sipas (3), kemi gjithashtu  t(x, y, z) = ( )x y z⊗ ⊗ . Prandaj, nga (3) dhe (4), 

kemi 

t(t(a,b,c), d, e) = (t(a,b,c)⊗d)⊗e 

                       = (( ( )a b c⊗ ⊗ )⊗d)⊗e 

                                              = (a ⊗ ( ( )b c⊗ ⊗d))⊗e 

                                              =a ⊗ (( ( )b c⊗ ⊗d)⊗e)  

                                              = a⊗ (t(b,c,d)⊗e) 



 

 

                                              = t(a, t(b,c,d), e) . 

Më tej, sipas barazimit të fundit:  

  t(a, t(b,c,d), e)  = a⊗ (t(b,c,d)⊗e) 

            = (a⊗ ( ( )b c⊗ ⊗d))⊗e 

                = (a⊗ (b⊗ (c⊗d)))⊗e 

                                                = ((a⊗ b)⊗ (c⊗d))⊗e 

                = (a⊗ b)⊗ ((c⊗d)⊗e) 

                                                = (a⊗ b)⊗ t(c,d,e) 

                                                = t(a, b, t(c,d,e)). 

Si përfundim marrim: ∀ a, b, c, d, e ∈B,   

t(t(a,b,c), d, e) = t(a, t(b,c,d), e) = t(a, b, t(c,d,e)).             

Përkufizim 1.1.4 Veç t le të jetë futur në B edhe mbledhja binare +. Veprimi ternar  
t  quhet shpërndarës (distributiv) në lidhje me + në B, në qoftë se 

 , , , ,   

      (( ), , )  ( , , )  ( , , );

      ( , ( ), )  ( , , )  ( , , );

      ( , , ( ))  ( , , )  ( , , ).   

a b c d B

t a b c d t a c d t b c d

t a b c d t a b d t a c d

t a b c d t a b c t a b d

∀ ∈
+ = +

+ = +
+ = +

                          (5)   

               

1.2. Struktura algjebrike ternare  

Në terminologjinë e [1], strukturë algjebrike (ose algjebër ose Ω -algjebër) quhet 
çifti i radhitur (B, Ω ), ku B është një bashkësi joboshe e quajtur  bashkësia mbështetëse e 
strukturës  dhe  Ω  është bashkësi  veprimesh  në B.  

 Në qoftë se Ω ={⊤, ⊥, ...}, strukturën (B, Ω ) e shënojmë (B, ⊤, ⊥,...).  Le të jetë  A 

një nënbashkësi e qëndrueshme e B në lidhje me veprimet ⊤, ⊥, ... . Le të jenë gjithashtu 

⊤i, ⊥i, ... veprimet e induktuara përkatësisht nga ⊤, ⊥, ... në A. Struktura algjebrike           

(A, ⊤i, ⊥i, ...) me mbështetëse A quhet nënstrukturë e strukturës (B, ⊤, ⊥, ...). Meqenëse, 



 

 

siç thamë më lart, për veprimet e induktuara përdoren simbolet e veprimeve fillestare 

përkatëse, nënstruktura e mësipërme shënohet zakonisht  (A, ⊤, ⊥, ...).  

Shpesh, kur njihen veprimet e strukturës, ajo shënohet thjesht me shkronjën e 
bashkësisë mbështetëse. 

Përkufizim 1.2.1  Struktura algjebrike (B, ⊤, ⊥, ...) quhet ternare, në qoftë se njëri 

nga veprimet mbi të është veprim ternar.  

Duket menjëherë se janë të vërteta pohimet: 

POHIM 1.2.1 Në qoftë se një veprim ternar t është ndërrues (shoqërues) në 

strukturën (B, ⊤, t , ...), atëhere ai është i tillë edhe në nënstrukturën e saj (A, ⊤, t , ...). 

POHIM 1.2.2 Në qoftë se një veprim ternar t është shpërndarës në lidhje me një 

veprim dysh ⊤ në strukturën (B, ⊤, t , ...), atëhere ai është i tillë në lidhje me veprimin ⊤ 

edhe në nënstrukturën e saj  (A, ⊤, t , ...). 

 

1.3. Gjysmëgrupi ternar  

Përkufizim 1.3.1 [2] Le të jetë B një bashkësi jo boshe dhe  t një veprim ternar në 
B. Gjysmëgrup ternar  quhet struktura ternare (B, t), ku t është shoqërues.  

POHIM 1.3.1 Në qoftë se grupoidi (B, ⊗) është një gjysmëgrup dhe shumëzimi 
ternar  t: B3 →B  përcaktohet nga  (3), atëherë (B, t) është gjysmëgrup ternar.   

Vërtetim. Në  gjysmëgrupin (B, ⊗ ) veprimi binar ⊗ është associativ, prandaj, 
sipas Pohimit 1.2, edhe veprimi ternar t është i tillë. Për pasojë (B,  t) është gjysmëgrup 
ternar.   

Përkufizim 1.3.2 Një element e i gjysmëgrupit ternar  (B,  t) quhet 

(i) element asnjanës i majtë, në qoftë se ∀ x∈B, t(e,e,x)=x; 

(ii)  element asnjanës i djathtë, në qoftë se ∀ x∈B, t(x,e,e)=x; 

(iii)  element asnjanës anësor, në qoftë se ∀ x∈B, t(e,x,e)=x; 

(iv) element bi- asnjanës, në qoftë se ∀ x∈B, t(e,e,x)=t(x,e,e)=x; 

(v) element asnjanës, në qoftë se ∀ x∈B, t(e,e,x)=t(e,x,e)=t(x,e,e)=x. 



 

 

Shembull 1.3.1 [3] Le të jetë −
Z  bashkësia, e përbërë nga numri zero dhe të gjithë 

numrat e plotë negativ, e pajisur me veprimin ternar [ ]: ( −
Z )3 → −

Z  , përcaktuar nga  [xyz] 

=(x·y)·z, , ,x y z∀ ∈ −
Z , ku · është shumëzimi i zakonshëm në −

Z .  Është e qartë se (−Z , [ ]) 

formon gjysmëgrup ternar me element asnjanës -1, sepse, duket lehtë se, për çdo x ∈ −
Z ,   

(-1)(-1)x=(-1)x(-1)=x(-1)(-1)=x . 

Shembull 1.3.2 Le të jetë (B, ·) një gjysmëgrup binar. Struktura ternare (B, t), ku 
veprimi ternar t përcaktohet nga t(x, y, z) = xyz për çdo x, y, z ∈B, sipas Pohimit 1.1.2, 
është gjysmëgrup ternar. 

Përkufizim 1.3.3 Një gjysmëgrup ternar (B, t) quhet komutativ, në qoftë se veprimi 
t është komutativ. 

Nga Pohimi 1.1.1 del ky  

POHIM 1.3.1 Në qoftë se ∀∀∀∀a, b, c ∈∈∈∈ B, t(a,b,c)=t(b,a,c)=t(b,c,a), atëherë gjysmëgrupi  

ternar  (B, t)  është komutativ. 

 

Përkufizim 1.3.4. [4] Një gjysmëgrup ternar (B, t) quhet 

(i) i  thjeshtueshëm nga e majta (LC), në qoftë se  ∀a, b, x, y ∈ B, 

             t(a,b,x)=t(a,b,y) ⇒x=y; 

(ii)  i  thjeshtueshëm nga e djathta (RC), në qoftë se  ∀a, b, x, y ∈ B, 

             t(x,a,b)=t(y,a,b) ⇒x=y; 

(iii)  i  thjeshtueshëm në mënyrë anësore (LLC), në qoftë se  ∀a, b, x, y ∈ B, 

             t(a,x,b)=t(a,y,b) ⇒x=y; 

(iv) i  thjeshtueshëm, në qoftë se (B, t) është njëherësh LC, RC dhe LLC. 

Përkufizim 1.3.5. [5] Në gjysmëgrupin ternar (B, t) një element a∈B quhet 

invertibël, në qoftë se ekziston një element b∈B i tillë që ∀x∈B,  
t(a,b,x)=t(b,a,x)=t(x,a,b)=t(x,b,a)=x. Në këtë rast elementi b quhet invers i elementit a. 

Përkufizim 1.3.6. Në gjysmëgrupin ternar (B, t) një element a∈B quhet i rregullt 

(regular), në qoftë se ekziston një element b∈B i tillë që  t(a,b,a)=a. 

Në qoftë se të gjitha elementet e B janë të rregullt, atëherë  gjysmëgrupi ternar B 
quhet i rregullt. 



 

 

POHIM 1.3.2. Në një gjysmëgrup ternar B çdo element invertibël në të është i 
rregullt. 

Vërtetim. Le të jetë a një element invertibël në B. Sipas Përkufizimit 1.3.5, ekziston  
inversi i tij b∈B i tillë që ∀ x∈B, t(a,b,x)=t(b,a,x)=t(x,a,b)=t(x,b,a)=x. Nga barazimi 
i fundit për x=a marrim t(a,b,a)=a. Kjo tregon, sipas Përkufizimit 1.3.6, se a është 
element i rregullt në B. 

 

1.4. Gjysmëunaza ternare dhe veti të saj 

Përkufizim 1.4.1. [6] Gjysmëunazë ternare quhet struktura ternare (B, +, t ), ku + 
është një mbledhje binare  në B, e cila ka vetitë: 

1. (B , + ) është gjysmëgrup komutativ; 
2. (B , t) është gjysmëgrup ternar; 
3. veprimi ternar  t është shpërndarës lidhur me +. 

Në qoftë se (B, + ) është grup komutativ, atëherë gjysmëunaza ternare (B, +, t) quhet  unazë 
ternare. 

Shënim. Shpesh në një strukturë algjebrike ternare (B, +, t) , ku + është një 
mbledhje binare  në B, veprimi ternar t emërtohet shumëzim ternar dhe shënohet me 
simbolin [ ], duke i dhënë shembëllimit t(x, y, z) të treshes së çfarëdoshme  (x, y, z)∈B3 
trajtën [xyz]. Me fjalë të tjera,  në strukturën algjebrike ternare (B, +, [ ]  ) veprimi ternar 
është shumëzimi ternar  [ ] me shembëllim [xyz] për çdo (x, y, z)∈B3 . 

Në këto kushte, Përkufizimi 1.4.1 formulohet: Gjysmëunazë ternare quhet struktura ternare        
(B, +, [ ] ), e cila ka vetitë: 

1. (B , + ) është gjysmëgrup komutativ; 
2. (B , [ ]) është gjysmëgrup ternar; 
3. veprimi [ ] është shpërndarës lidhur me +,  

që, sipas (5) , do të thotë se ∀a, b, c, d∈B, vlejnë barazimet 
              [(a+b)cd] = [acd] +[bcd], 
                [a(b+c)d] = [abd] +[acd],                                                             (6) 
              [ab(c+d)] = [abc] +[abd].  

 

Përkufizim 1.4.2.  Gjysmëunaza ternare (B, +, [ ]  )  thuhet se është  komutative  

 (komutative në mënyrë anësore), në qoftë se i  tillë është gjysmëgrupi (B, [ ] ). 

POHIM 1.4.1. Në qoftë se gjysmëunaza  ternare (B, +, [ ] )  është komutative, 
atëherë në të vlen gjithashtu [ ] [ ] [ ] [ ], , ,abc acb cab cba a b c= = = ∀ ∈B. 



 

 

Vërtetim. Nga fakti që (B, +, [ ]) është komutative kemi 
[ ] [ ] [ ], , ,abc bac bca a b c= = ∀ ∈B. Nga [ ] [ ],bac bca= për ccbaab === ,,  kemi  

[ ] [ ],abc acb= kurse nga [ ] [ ]abc bca= , për bccbaa === ,, , kemi [ ] [ ]acb cba= . 

Gjithashtu nga [ ] [ ],bac bca= për acbacb === ,, , kemi [ ] [ ]cba cab= . Ndryshe, 

∈∀ cba ,, B, [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ] [ ]abc bac bca abc acb cba cab= = ⇒ = = = , që do të thotë se një 

gjysmëunazë ternare B është  komutative së bashku me gjysmëgrupin ternar (B, [ ]  ). 

Përkufizim 1.4.3. Struktura ternare (B, +, [ ]  ) le të ketë 0 (element zero) në lidhje 
me +.  Ai quhet  zero ternare në B, në qoftë se ∀ x, y∈B , [0xy]=[x0y]=[xy0]=0.  

Në qoftë se gjysmëunaza  ternare (B, +, [ ] ) ka zero ternare, atëherë thuhet se ajo është 
gjysmëunazë  ternare me zero [6].  

Shembull 1.4.1. Le të jetë −
Z  bashkësia, e përbërë nga numri zero dhe të gjithë 

numrat e plotë negativ, e pajisur me veprimet e zakonshme binare  + të mbledhjes, ⋅  të 

shumëzimit dhe me shumëzimin ternar [ ]: (−
Z )3 → −

Z , përcaktuar nga [xyz] =x·y·z ,  

, ,x y z∀ ∈ −
Z . Nga përkufizimet e mësipërme del e qartë se (−

Z , +, [ ]) formon 

gjysmëunazë ternare komutative me zero.  

Shembull 1.4.2. Le të jetë ( )nM −
Z  bashkësia e matricave katrore të rendit n me 

elemente nga −
Z , e pajisur me veprimet e zakonshme binare + të mbledhjes, ⋅  të 

shumëzimit të matricave si dhe me shumëzimin ternar 3[ ] : ( ( )) ( )n nM M− −→Z Z , 

përcaktuar nga  [ABC] =A·B·C, , ,A B C∀ ∈ ( )nM −
Z . Nga më sipër është e qartë se                

( ( )nM −
Z , +, [ ] ) formon gjysmëunazë ternare komutative me zero.  

Shembulli 1.4.3. Le të jetë N bashkësia e numrave të plotë jonegativ dhe F  

bashkësia e pasqyrimeve  f : N →  N përcaktuar nga ( ) fnf x x∈ për çdo x∈ N, ku fn ∈N, 

d.m.th. F ={ f ∈ NN | ( ) fnf x x∈ , fn ∈ N }.             

Përkufizojmë në F  veprimin binar të mbledhjes si pasqyrim  +: F2→F përcaktuar nga  

( )( )f g x+ = f gn n
x

+
 për çdo ,f g ∈ F.   

Vemë re se ( )( )f g x+ = ( )f x ( )g x . Prej kendej, (F, +) rezulton gjysmëgrup komutativ më 

zero, sepse  

1. ∀ f,g,h∈F, [f+(g+h)] ( )x = [(f+g)+h)] ( )x ⇒  f+(g+h) = (f+g)+h; 



 

 

2. ∀ f,g∈F,  (f+g) ( )x  = (g+f) ( )x  ⇒  f+g = g+f; 

3. Shënojmë 0 pasqyrimin në F përcaktuar nga  00( )x x= =1 për çdo x∈  N (pranojmë  

00  =1). Atëherë, (0 )( )f x+ = 
0 fn

x
+

= fn
x =f ( )x ⇒ 0+f= f. Po ashtu  f+0= f. 

Përkufizojmë në F edhe shumëzimin ternar [ ]:F3→F përcaktuar nga [ ]( )fgh x = f g hn n n
x  

për çdo , ,f g h∈ F, në lidhje me të cilin ka vend vetia e shoqërimit: , , , ,f g h j k∀ ∈ F, 
( ) ( )[[ ] ]( ) [ [ ] ]( )fgh j k f g h j k f g h j k f ghj kn n n n n n n n n n n n n n n nfgh jk x x x x x f ghj k x⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅= = = = = , që tregon se 

[[ ] ] [ [ ] ]fgh jk f ghj k= . Njëlloj do të merret [[ ] ] [ [ ]].fgh jk fg hjk=  

Për rrjedhojë (F, [ ]) është gjysmëgrup ternar.  

Vlejnë gjithashtu vetitë distributive të shumëzimit ternar lidhur me mbledhjen:
( )[( ) ]( ) [ ]( ) [ ]( ).f g h j f g h j f h j g h j f h j g h jn n n n n n n n n n n n n n n n n n nf g hj x x x x x x fhj x ghj x+ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ + ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅+ = = = = ⋅ = +

Kjo sjell  [( ) ] [ ] [ ]f g hj fhj ghj+ = + , , , ,f g h j∀ ∈ F. Njëlloj do të merren:  

[ ( ) ] [ ] [ ]f g h j fgj fhj+ = +  dhe [ ( )] [ ] [ ]fg h j fgh fgj+ = + , , , ,f g h j∀ ∈ F  . 

Veç sa më sipër kemi akoma:  

,f g∀ ∈ F, [0fg] = 0, sepse 0 0[0 ]( ) 0( );f gn nfg x x x x⋅ ⋅= = =  [f0g] = 0, sepse 
0 0[ 0 ]( ) 0( );f gn nf g x x x x⋅ ⋅= = = gjithashtu [fg0]=  0, sepse 0 0[ 0]( ) 0( ).f gn nfg x x x x⋅ ⋅= = =  

Si përfundim (F , +, [ ]) është gjysmëunazë ternare me zero. 

Përkufizim 1.4.4. Elementi  a∈B  quhet i rregullt në  gjysmëunazën ternare         
(B, +, [ ] ), në qoftë se është i tillë në gjysmëgrupin ternar (B, [ ] ). Gjysmëunaza ternare  
(B, +, [ ]  ) quhet e rregullt,  në qoftë se të gjitha elementet e saj janë të rregullt. 

Përkufizim 1.4.5. [2] Gjysmëunaza ternare (B, +, [ ]  ),  quhet e thjeshtueshme nga e 
majta (LC), e thjeshtueshme nga e djathta (RC), e thjeshtueshme në mënyrë anësore (LLC), 
e thjeshtueshme, në qoftë se i tillë është përkatësisht  gjysmëgrupi  ternar  (B, [ ] ).  

Përkufizim 1.4.6. Gjysmëunaza ternare (B, +, [ ]  ) quhet  gjysmësubtraktive, në 

qoftë se ∀a, b ∈ B, x∃ ∈ B  i tillë që a+x=b ose y∃ ∈ B  i tillë që b+y=a. 

POHIM 1.4.2. [6] Çdo unazë ternare është gjysmëunazë ternare 
gjysmësubtraktive. 



 

 

Vërtetim. Në  qoftë se B  është unazë ternare, atëherë (B, +) është grup. Prandaj për 
çdo dy elemente a, b∈ B  ekziston x= ab − (ose y= ba − ) në B i tillë që a+x=b (ose b+y=a).  

Përkufizim 1.4.7. [7] Gjysmëunaza ternare B thuhet se është pa pjesëtues të zeros 

në qoftë se ajo ka element 0 lidhur me mbledhjen dhe  ∀a, b, c∈ B, [abc]=0 ⇒  a=0 ose 
b=0 ose c=0. 

POHIM 1.4.3. Një gjysmëunazë ternare B me zero dhe e thjeshtueshme është pa 
pjestues të zeros. 

Vërtetim. Nga Përkufizimi 1.4.3 del që ∃  0∈ B  lidhur me + dhe ∀x, y∈ B, 0xy = 
x0y = xy0 = 0. Prej këndej, duke qenë e thjeshtueshme B, marrim [abc]=0 ⇒  [abc]=[0bc] 

⇒a=0. 

POHIM 1.4.4. Në qoftë se gjysmëunaza ternare B pa pjestues të zeros është 

gjysmësubtraktive dhe e thjeshtueshme sipas +, atëherë ∀a, b, c, d∈ B, ku a≠0, b≠0 
vlejnë thjeshtimet  

(i) [abc]= [abd] ⇒  c= d; 

(ii)  [cab]= [dab] ⇒  c= d; 

(iii)  [acb]= [adb] ⇒  c= d.   

Vërtetim. Ndalemi në vërtetimin e implikimit të parë. Le të jenë elementet e 
çfarëdoshme  a, b, c, d∈ B, ku a≠0, b≠0 dhe  [abc]= [abd]. Nga fakti që B është 

gjysmësubtraktive, për c, d∈ B, x∃ ∈ B i tillë që c+x=d ose y∃ ∈B i tillë që d+y=c. Në 

qoftë se c+x=d, atëherë [ab(c+x)]=[abd]. Nga fakti që B është gjysmëunazë ternare, sipas 
(6), marrim   

[ab(c+x)]=[abd] ⇒   

[abc]+ [abx]= [abd] ⇒   

[abd]+ [abx]= [abd] ⇒   

[abx]=0,  

sepse B  është e thjeshtueshme lidhur me +. Por B  është dhe pa pjestues të zeros, prandaj 
kjo sjell x=0. Atëherë c+x=d ⇒  c=d. Njëlloj tregohet se kur  d+y=c, përsëri kjo sjell c=d. 
Në mënyrë të ngjashme vërtetohen edhe (ii) , (iii) . 

Përkufizim 1.4.8. [6] Një element a i gjysmëunazës ternare (B, +, [ ]) quhet 
invertibël në qoftë se ai është i tillë në gjysmëgrupin ternar (B, [ ]).  



 

 

POHIM 1.4.5. Në një gjysmëunazë ternare (B, +, [ ]) me zero dhe me card B ≥2  
elementi 0 nuk është invertibël. 

Vërtetim. Nga fakti që card B≥2 në B ka të paktën një element x≠0. Supozojmë që 0 

është invertible. Sipas Përkufizimit 1.3.5, ekziston një element b∈ B i tillë që ∀x∈B, 
[0bx] = [b0x] =[x0b] =[xb0] =x. Por, sipas Përkufizimit 1.4.3, kemi [0bx]=0, që sjell x=0. 

Përkufizim 1.4.9. [4] Gjysmëunaza ternare B me zero dhe me cardB≥2 quhet 
gjysmëunazë ternare me pjestim, në qoftë se çdo element jozero nga B  është invertibël. 

POHIM 1.4.6. Çdo gjysmëunazë ternare B me pjesëtim është gjysmëunazë  
ternare  e rregullt. 

Vërtetim. Le të jetë a një element i çfarëdoshëm i gjysmëunazës ternare (B, +, [ ]) 
me pjesëtim . Në qoftë se a=0, nga fakti që 0 është zero ternare në B, kemi 0x0=0 për çdo   
x∈B. Në qoftë se a≠0, nga fakti që është element invertibël në gjysmëunazën ternare        
(B, +, [ ]), sipas Përkufizimit 1.4.8, ai është i tillë në gjysmëgrupin ternar (B, [ ]). Sipas 
Pohimit 1.3.2 dhe Përkufizimit 1.4.4, ai rezulton i rregullt në gjysmëunazën ternare ternare 
B. Si përfundim ajo gjysmëunazë ternare është e rregullt. 

1.5. Unaza  ternare planare 

Përkufizim 1.5.1. [8] Le të jetë B një bashkësi, që ka të paktën dy elemente të 
ndryshme që shënohen 0 (quhet zero) dhe 1 (quhet njësh) si dhe t një veprim ternar në B. 
Unazë  ternare  planare quhet struktura ternare (B, t), që kënaq aksiomat e mëposhtëme: 

  A1.  ∀ a, m, b∈B , t(0, m, b) = t(a, 0, b)=b.   

A2.  ∀ a∈ B , t(a, 1, 0) = t(1, a, 0)=a. 

A3.  ∀ m, m’, b, b’∈ B, ku m≠ m’ , ∃!x ∈ B ,  t(x, m, b)=t(x, m’, b’) . 

A4.  ∀a, a’, b, b’∈ B , a≠ a’ , ∃!(x,y) ∈ B 2 , t(a, x, y)=b ∧ t(a’, x, y)=b’  . 

A5.   ∀a, m, c∈ B , ∃!x ∈ B , t(a, m, x)=c . 

Vërejte. Nga Përkufizimi 1.4.1 më sipër del se një unazë ternare (B, +, t ) është një 
gjysmëunazë ternare, në të cilën  
1. (B , + ) është grup  komutativ;  
2. veprimi ternar t është associativ;  
3. veprimi ternar  t është shpërndarës lidhur me +. 

I formuluar në këtë trajtë ai është formalisht i ngjashëm me kuptimin e unazës së 
zakonshme të pajisur me dy veprime binare [1], gjë që justifikon emërtimin “unazë” 
ternare.  



 

 

Duke e krahasuar me Përkufizimin 1.4.1, Përkufizimin 1.5.1 me aksiomat e veta 
nuk lë vend për justifikimin e përdorimit të termave “unazë ternare” për emërtimin e unazës 
ternare planare. Megjithatë ky emërtim e gjen justifikimin e vet në interpretimin e unazave 
ternare planare në gjeometrinë projektive plane. Në Kreun 3 arrihet në përfundimin se, për 
një përcaktim të përshtatshëm të veprimit ternar t, unaza ternare planare (B, t) shndërrohet 
në një unazë të zakonshme.  

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



 

 

KREU 2 
 

PLANE AFINE DHE PLANE PROJEKTIVE  
 

 Në këtë Kre japim kuptimet bazë të strukturave të incidencës, në theks të veçantë të 

planeve afine dhe projektive si struktura të tilla që plotësojnë aksioma të caktuara.  Duke 

shfrytëzuar aksiomat e këtyre planeve vërtetojmë disa veti të rëndësishme, të cilat më tej 

krijojnë mundësinë e aplikimit të metodave të ndryshme për koordinatizimin e tyre.   

 

2.1. Struktura e incidencës 

Le të jenë bashkësitë P , B, I , ku dy të parat janë joboshe. 

  Përkufizim 2.1.1. Strukturë e incidencës (apo gjeometri) quhet treshja e radhitur  
S =(P , B, I ), ku  

       P ∩ B =∅  ,  I ⊆  P ×B                                                               (1) 

Ndryshe, S =(P , B, I )  është strukturë e incidencës në qoftë se P, B janë bashkësi 

të dallueshme (disjunkte) dhe I është një lidhje dyshe (binare) e bashkësisë P  me 

bashkësinë B, që quhet lidhje e incidencës. Elementet e bashkësisë P  i quajmë pika dhe do 

t’i shënojmë me germa të mëdha të alfabetit, kurse ato të bashkësisë B  i quajmë blloqe (ose 

drejtëza) dhe do ti shënojmë me germa të vogla të alfabetit. Si në çdo lidhje dyshe, faktin 

( , )P b ∈  I do ta shënojmë edhe P I b dhe do t’a lexojmë pika P është incidente me bllokun 

b apo blloku b ka incidente  pikën P.  

Si shembuj të strukturave të incidencës mund të marrim: 

Shembulli 2.1.1. Le të jetë P bashkësia e pikave të një plani euklidian ,α L bashkësia e 

drejtëzave të planit α dhe I përkatësia e zakonshme ∈  e pikës ndaj drejtëzës. Është e qartë 

se (P,L,I ) është një strukturë incidence, në të cilën çdo dy drejtëza të ndryshme kanë e 

shumta një pikë të përbashkët. 



 

 

Shembull 2.1.2.  Le të jetë S= (P, B, I) një treshe e përcaktuar si më poshtë: 

   1.  P është bashkësia e drejtëzave të hapësirës euklidiane, që kalojnë nga një pikë 

e fiksuar e saj, që e quajmë origjinë. Çdo drejtëz  Pε P  e quajmë pikë në S.   

          2.    B është bashkësia e planeve të saj, që kalojnë nga origjina. Çdo plan ℓ ∈  B  e 

quajmë drejtëz në S.   
                3.    I është e tillë që për çdo pikë P ∈P dhe çdo drejtëz ∈ℓ B kemi  

   PIℓ ⇔ .P ⊂ ℓ  

Është e qartë se treshja S=(P, B, I) është një strukturë incidence, ku çdo dy drejtëza 

të ndryshme të saj kanë e shumta një pikë të përbashkët.  

Strukturë incidence është edhe treshja (P, B, I) , ku P  është bashkësia e pikave të 

hapësirës euklidiane, B është bashkësia e planeve të saj dhe  I përkatësia e          

zakonshme ∈  e pikës ndaj planit, por në këtë strukturë dy drejtëza të ndryshme      
ndërpriten sipas një bashkësie të pafundme pikash (sipas një drejtëze të zakonshme të 
hapësirës euklidiane). 

Shembull 2.1.3. Le të jetë  P  bashkësia e pikave të një sipërfaqeje sferike, L  bashkësia e 

rrathëve të mëdhenj në të (ndërprerja me të e planeve që kalojnë nga                               

qendra) dhe I përkatësia e zakonshme ∈  e një pike në një rreth të madh. Atëherë                                     

(P, L, I) është një strukturë incidence, ku pikat janë pikat  e zakonshme të sipërfaqes 

sferike dhe drejtëzat janë rrathët e mëdhenj. Në këtë gjeometri dy drejtëza të ndryshme 
ndërpriten në dy pika të ndryshme (Fig. 1).   

    

      Fig. 1  

Shembull 2.1.4.  Le të jetë P  një bashkësi e fundme me v elemente, të cilat i quajmë pika, 

B një familje me σ nënbashkësish jo boshe të P, të cilat quajmë blloqe                             



 

 

(ose drejtëza) dhe I përkatësia e zakonshme ∈  e elementit në bashkësi. Është e qartë        

se edhe kjo treshe (P, B, I) është një strukturë incidence.  

Shembull 2.1.5. Në Fig. 2 janë dhënë shtatë pika dhe shtatë vija. Le të jetë P  bashkësia e 

atyre shtatë pikave, L bashkësia e shtatë vijave dhe I përkatësia e                         

zakonshme ∈  e një pike në një vijë. Është e qartë se (P, L, I) është një strukturë   

incidence, ku pikat janë pikat e dhëna dhe drejtëzat janë vijat e dhëna në figurë. Në këtë 
gjeometri duket se çdo dy drejtëza të ndryshme ndërpriten në një pikë  dhe çdo dy pika të 
ndryshme janë incidente me një drejtëz.  

                                                    

            Fig. 2 

Gjeometria me shtatë pika dhe shtatë drejtëza, ku çdo dy drejtëza të ndryshme 
ndërpriten në një pikë dhe çdo dy pika të ndryshme janë incidente me një drejtëz, njihet si 
gjeometria Fano. Nga më sipër, gjeometria e Fig. 2 është një gjeometri Fano. Të tilla janë 
dhe gjeometritë e paraqitura në Fig. 3. 

 

                                           Fig.3  

Në një gjeometri Fano ka saktësisht tri pika incidente në çdo drejtëz dhe tri drejtëza 
incidente n