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Abstract

This dissertation is a study of the spread between the two mathematical disciplines,
Abstract Algebra and Affine Geometry. It focuses on the discovery of some reports, on
the one hand, the algebraic structure of the corps (skew fields) and other algebraic
structures associated with him, and, in turn, affine finite plans or not finite affine planes,

and conversely.

In the first chapter dealt with issues of affine plane geometry. In this context, it
examines the of incidence structure, which is essentially the incidence relation between

two distinct communities; It called one set of point and another set of straight lines.

Further defined affine plane such as a incidence structure A that satisfies certain three

axioms Al, A2, A3. Then brought a series of statements necessary to further treatment
of the dissertation, which phrase certain properties of straight lines and points of a affine
plane, some of them with the relevant original proof, focusing and in the affine finite
plane. Dissertation requires support them in these sets initially step by step, algebraic

structures of groups, associative rings and corps (skew fields).

The second chapter is aimed at the sets's appearance to a straight line-points of a

affine plane as an algebraic structure, precisely as a corps.

Apparently, this can not be achieved in a whatever affine plane, but can be
reached in a straight line to a affine Desargues plane [86]..
For this, first given meaning projective plan as an incidence structure A that

satisfies three axioms P1, P2, P3. Regarding the formulated Desarguese Theorem. ased

on this theorem and the theorem known expansion to an affine plane in a projective
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plane by means of points and the of ideal straight lines, prove propositions, who have
labeled the affine Desarues plane Theorem, which in other formulation, known as D2
axioms of Desargues [9]. Then with an original proof indicated that, the little Papus
Theorem holds and in the affine Desargues plane (Hessengergues Theorem), which is
used in many further proof. These fulfillments provide plans afine geometry theoretical
basis of the introduction of two double actions addition and multiplication of points in a
straight line of the affine Desargues plane and proofs of a number of statements and

algebraic theorems that turn it straight line on the algebraic structure of a corps.

Further, in the third chapter, the basic theoretical conclusions are drawn mainly
from abstract algebra. Elements of algebraic structures studied in this phase are the

algebraic objects of bijections (bijections of the sets of point in the affine plane, to

preserve a straight line, to called collineations form the sets Kol ,), of endomorphisms

and the so-called the tracer endomorphisms to groups of a particular type bijections in

the affine plane, which called translations. Gradually studied:

- Ordered pairs (Zgj A,o) of dilatatlions and composition, that apart from Kol , as

collineation to guard parallelism of straight lines, for confirming that it is group;

- groups (Zhv 4, o) of translations, that apart from Zhgj, as dilatations, who have no

fixed points, but involving and %d,, , or which it would prove abeljan group;

- set (Zhv 4) "2 to reflections of the dilatations a affine plane A on himself, to the

which is said substructure to algebra ((Zhv,)?"+, +, o) to reflections of Zhv, on

herself.

- Ordered pairs (k 4, +) , where k , is a set of trace retentive endomorphisms of Zhv ,

on herself, to which been proven that in the commutative group with addition.

- algebra (k 4, +, o) for which recently which been proven that which it is a corps.
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The dissertation examines and inverse problem in the form of an constructions of a

affine plane starting from a unsolicited corps (K, @®,®). This constitutes the object

study of the fourth chapter. Calling points the ordered pairs (e, 3), where o and 3

are elements of corps K, whereas the straight community of the points that satisfy

equations of the form  ® a & y ® b = ¢, where a =0k or b =0k, constructions a

incidence structure A=(P, L, Z) , which called the incidence structure connected with

corps K. Her study leads us to prove the Theorem 4.1.4 “The incidence structure

A=(P, L, T) connected with corps K, is a affine plane connected with it corps”.

A particular place in the dissertation occupy also:

- study of some finite affine planes in the chapter one, in the second order in fifth order,
focusing on the design of figures, the determination of the matrix of incidenés and
determination of equivalence classes by the parallelism of straight lines for any such

plan;

- application of the finite affine planes to design their problems in planning experiment.
- application of Theorem 4.1.4 in construction of the affine plane in the concrete
quaternion corps and use of soft MATLAB, by way of an example, finding fitting

straight line that passes through two data points of this quaternion affine plane.
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HYRIJE

HYRJE.

Ky disertacion €shté njé studim i shtriré midis dy disiplinave matematikore,

Algjebrés Abstrakte dhe Gjeometrisé Afine.

N¢ interesin toné gjaté pérgatitjes s€ kétij disertacioni ka qéné studimi i
raporteve té strukturave algjebrike dhe kryesisht Trupit, me planin afin dhe anasjelltas.
Duke mos gené e nevojshme vetia komutative e veprimit t&€ dyté binar té strukturés
algjebrike t€ trupit, n€ punén toné gjaté kétij disertacioni kemi pérballuar nivele té
ndryshme véshtirésish, por né mendimin toné€ kjo e ka beré até mjaft interesante dhe té
bukur. Ka njé€ literaturé té gjeré, qé€ trajton né ményré t€ detajuar kété strukture, por ne
jemi mbéshtetur kryesisht né titujt “Algjebra Abstrakte™[1](2013), “Skew fields. Theory
of general division rings™ [81](1995), “Representation of rings over skew fields”
[82](1985), “Valuations of Skew Fields and Projective Hjelmslev Spaces™ [83](1986),
“Units in Skew Fields” [84](2000). Si njé nga Trupat mé klasiké &shté trupi i
kuaternioneve, i paraqitur nga matematikani irlandez Wiliam Rowan Hamilton né vitin 1843
né veprén “Lectures on Quaternions dhe Elements of Quaternions”. Pér kuaternionet
mund té pérmendim vepat bashkékohoré “Visualizing quaternions” t€ Andrew Hanson,
botuar né vitin 2006, “Quaternion Algebra and Calculus” té David Eberly , botuar né

vitin 2015 etj., q€ pérmbajné dhe njé mori aplikimesh.

Mg sakté jemi n€ njé ndérthurje t€ Algjebrés Gjeometrike me Gjeometring
Algjebrike. T€ dyja kéto disiplina relativisht té reja, kané prodhuar mjaft risi interesante
né pérparimin e matematikés. Po pérmend disa nga veprat mé kryesore t€ kétyre
disiplinave. Né vitin 1957 Matematikani brilant Emil Artin botoi librin “Geometric
Algebra™, né té cilin dha njé trajt€ klasike té paraqitjes s€ nocioneve algjebrike
népérmjet koncepteve gjeometrike. Duke pérpunuar nocionet themelore t&€ strukturave

algjebrike, ai bén interpretimin e tyre n€ planet afine dhe projektive. Né punimet e tij
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éshté pér tu pérmendur ndértimi i gjeometrive ortogonale me ndihmén e hapésirave
vektoriale. Matematikani H. S. M. COXETER, i quajtur nga shumé matematikané si
ringjallési 1 gjeometris€ (vleresuar si mé i madhi q€ nga koha e Hilbertit) dha njé
kontribut shumé t€ madh me punimet e tij mbi gjeometrin€. Njé kontribut t€ vyer né kété
fushé,duke ndjekur po kété frymé , dha edhe matematikani francez Marcel Berger me
ané t€ punimeve té tij t€ paraqitura né librat “Geometry 17(1987), Geometry I,
“Geometry Revealed’(2010). Njé paraqitje mjaft té¢ bukur dhe interesante, té ngjajshme
me linjén e Artinit e gjejmé né€ nj€ nga librat GTM ( Graduate Text in Mathematics) vol
49, me titull “Linear Geometry “ me autoré W. Gruenberg & A. J. Weir. Né vitin 1974,
listés sé librave GTM 1 shtohet texti “Projective Planes” me autoré Daniel R. Hughes
dhe Fred C. Piper té cilét dhané njé kontribut t€ vecanté né€ studimin e vetive té
strukturave algjebrike dhe vetive gjeometrike t€ planeve projektive, duke zbuluar lidhje
midis tyre. Georg Jeanis, n€ vitin 1994, botoi librin me titull “Modern Geometry with
Applications”. Vlejné t€ p€rmendim punimet e matematikanit Robin Hartshorne té
pasqyruara né& librat me tituj “Foundations of projective geometry”(1867) dhe
“Geometry: Euclid and Beyond”(2000). Njé libér i kétij autori, nga mé klasikét e linjés
s€ Gjeometrisé Algjebrike, me titull “Algebraic Geometry”, éshté botuar fillimisht né

vitin 1977 dhe éshté ribotuar 8 heré deri né vitin 1997.

Vitet e fundit ka shumé botime g€ ecin né frymén e ndérthurrjes s¢ Algjebrés
abstrakte me Gjeometring. Né két€ numér pérmendim botimin e Eric Lord né vitin 2013
t€ librit “Symmetry and Pattern in Projective Geometry”’[84], né t€ cilin paraqiten mjaft

lidhje t& Algjebrés abstrakte me Gjeometriné, kryesisht me Gjeometriné e fundme .

Algjebra Abstrakte, Gjeometria Algjebrike, Algjebra Gjeometrike dhe
Gjeometité e Fundme, gjejné sot aplikime me shtrirje t€ gjeré né shumé disiplina si
fizika teorike, shkencat kompjuterike, shkencat inxhinierike, shkencat e informacionit,
teoria e kodimit, kriptografia, hapésirat topologjike etj. Kjo ka motivuar shumé studiues
pér kérkime t€ ndryshme né kéto fusha, pérfshiré edhe zbulimin e lidhjeve reciproke

ndérmjet tyre. N& kété kontekst, hartimi 1 kétij disertacioni ka si qéllim té€ japi njé
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kontribut né zbulimin e raporteve té tjera midis strukturave algjebrike, kryesisht té
grupeve, unazave dhe Trupave dhe gjeometrisé s€ planeve afine té fundme ose jo, qé

mund t€ gjejné aplikime né disiplinat e mésipérme.
Disertacioni éshté i ndaré né katér kreré.

Né kreun e pare trajtohen ceshtje t€ gjeometris€é afine plane. N& kété kuadér
pérshkruhet relacioni e incidencés midis dy bashkésive t€ dallueshme; njera quhet
bashkési e pikave dhe tjetra bashkési e drejt€zave. Krahas kuptimit t€ strukturés sé

incidencés, jepet edhe ai 1 nénstrukturés té saj. Pé&rkufizohet mé tej plani afin si njé

struktur€ incidence A qé kénaq tre aksioma:

Al. Pér cdo dy pika té ndryshme P dhe @, ekziston njé dhe vetém njé drejtéz £

gé kalon nga ato pika.
A2. Pér njé piké P dhe njé drejtéz £, gé nuk e pérmban até, ekziston njé dhe

vetém njé drejtéz r, qé kalon nga pika P dhe s'ka piké té pérbashkét me 2.

A3. Né A ekzistojné tri pika joincidente me njé drejtéz.

Pastaj sillen njé séré pohimesh t€ domosdoshme né trajtimin e métejshém t&
disertacionit, disa prej t€ cilave me vértetimet pérkatése, duke u ndalur edhe né planet
afine t€ fundme. Gjaté Kreut I sillen njé mori shembujsh nga strukturat e incidences dhe
nga planet afine t€ fundme, nga rendi i dyté né rendin e pesté, duke u fokusuar né
dizenjim figure, n€ pércaktim t€ matrices sé€ incidenés dhe né pércaktim té klasave té
ekuivalencés sipas paralelizmit t€ drejt€zave pér ¢do plan t€ tillé. N& pjesén e fundit té
kétij kreu sillet njé aplikim i planit afin t€ fundém, né dy probleme me planifikim

eksperimentesh dhe ilustrohet me njé shembull né planin afin t€ rendit té treté.

Né kreun e dyté synohet paraqgitja e bashkésis€ s€ pikave té njé drejtéze té njé plani
afin si nj€ strukturé algjebrike, pikérisht si nj€ trup. Me sa duket, kjo nuk mund t€ arrihet

né€ njé plan afin ¢farédo, por mund t€ arrihet pér nj€ drejtéz t€ njé plani afin t& Desargut.
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Pér kété, jepet mé paré€ kuptimi i planit projektiv si njé strukturé incidence A g€ kénaq
tre aksioma:

P1. Cdo dy pika té ndryshme jané incidente me njé drejtéz té vetme.

P2. Cdo dy drejtéza té ndryshme jané incidente me njé piké té vetme.

P3. Ekzistojné katér pika, ¢cdo tri prej té cilave jané joincidente me njé drejtéz.

Lidhur me t€ formulohet Teorema e Desargut. Mé tej nénvizohet mundésia e shndrrimit
té njé plani projektiv né njé plan afin dhe anasjellas. Kjo e fundit lejon paraqitjen e
Teoremés s€ Desargut né njé formulim, pérshtatur pér planin afin. Mandej vértetohet qé
Teorema e vogél e Pappusit vlen edhe n€ planin afin t€ Desargut, gjé qé shfrytézohet né
shumé vértetime t€ métejshme. Kéto plotésime t& gjeometrisé afine plane japin bazén
teorike té futjes s€ dy veprimeve dyshe t€ mbledhjes dhe t€ shumézimit té pikave té njé
drejtéze té planit desargian dhe vértetimin e njé séré pohimesh dhe teoremash algjebrike

g€ e kthejné até drejtéz n€ strukturén algjebrike t& njé trupi.

Né ndryshim nga Kreu II ku baza teorike e tij éshté kryesisht nga gjeometria afine plane,
né Kreun e treté baza teorike &shté kryesisht nga Algjebra abstrakte. Kétu synohet
ndértimi i strukturés algjebrike t€ trupit, ku elementet jané objektet algjebrike t&
endomorfizmave t€ ashtuquajtura gjurmélénése t€ grupit t€ njé lloji t€ veganté
bijeksionesh t€ njé plani afin, té cilat quhen zhvendosje. Pér kété shqyrtohen fillimisht
kolineacionet e njé plani afin si bijeksione t&€ bashkésisé sé pikave té tij mbi veten, qé
ruajné drejté€zat. M€ pas prej tyre vecohen ato kolineacione, g€ ruajné paralelizmin e

drejtézave, t&€ cilat quhen zgjerime dhe nga zgjerimet vecohen té ashtuquajturat

zhvendosje. Mg tej studiohet grupi (Zgj A,o) 1 zgjerimet t€ njé plani afin lidhur me
pérbérjen e tyre dhe grupi komutativ (Zh'v A,o) 1 zhvendosjeve lidhur me pérbérjen.

Pér mé tepér vértetohet g€ grupi (Zhv A,o) i zhvendosjeve té planit afin A &shté

néngrup normal 1 grupit (Zgj A70) té zgjerimeve té atij plani. Studiohet pastaj bashkésia
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hv
(Zh'v " )Z “e pasqyrimeve té zhvendosjeve té njé plani afin A mbi veten, duke u

ndalur tek endomorfizmat gjurméruajté€se t€ grupit (Zhv A,o) mbi veten. Duke e

shénuar kété bashkési me k , dhe, duke e pajisur até, krahas pérbérjes o edhe me njé
veprim tjetér dysh t€ quajtur mbledhje, arrihet s€¢ fundi né ndértimin e algjebrén

(lk it 0), pér té cilén vértetohet se €shté njé trup.

Né kreun e katért synohet dhénie e njé zgjidhjeje té problemit t&€ anasjellé t€ ndértimit
t& njé plani afin né lidhje me njé trup t& ¢farédoshém (K, P, ®). G. Erik Moorhouse
né librin e tij “Incidences Geometry”[49] , botuar né vitin 2007 thoté se njé plan afin

mund t€ ndértohet mbi njé fushé F. Edhe né libra té tjeré si [3], [4], [23] haset kjo

konsideraté. Po mbi njé trup a mund t€ ndértojet njé€ plan afin? Kreu 4 i jep pérgjigje
pozitive késaj pyetjeje. Pikat € planit afin konceptohen si gifte t& radhitura (c, 3), ku
dhe B3 jané elemente té trupit (K, D, ®), kurse drejtézat né t& konceptohen népérmjet
ekuacionesh té tipit t a Dy @ b = ¢, ku a = 0,0se b = 0, , ku ndryshoret dhe
koeficientét jané elemente nga ai trup. Pér t€ arritur kété ndértim vértetohen disa

teorema qé tregojné se njé strukturé incidence A=(P, L, Z) lidhur me trupin K kénaq

aksiomat A1, A2, A3 té pérkufizimit t€ planit afin. Té gjitha vértetimet mbéshteten né

kuptimin e trupit si unaz€ dhe né vetité e tij qé€ rrjedhin nga ai pérkufizim. N¢€ pjesén e
dyté t& kétij Kreu paraqitet njé trajtim origjinal pér trupin e Kuaternioneve dhe
ilustrohet plani afin i ndértuar mbi kété trup. M¢€ ané t€ njé shembulli, se fundi jepet njé
aplikim 1 MATLAB-it pér gjetjen e drejtézés qé kalon népér dy pika té€ dhéna t& kétij

plani afin kuaternionesh.
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STRUKTURA E INCIDENCES, PLANI AFIN

¢ kété kapitull do té pérshkruajmé relacionin e incidencés midis dy

bashkésive t€ dallueshme (disjunktive) q€ do ti quajmé bashkési e
pikave dhe bashkési e drejtézave. Do t€ japim kuptimin e strukturés dhe
nénstrukturés s€ incidencés. Do t€ pérkufizojmé planin afin dhe do té
japim kuptimin e paralelizmit t€ drejtézave né t&; do té sjellim njé séré
pohimesh t€ domosdoshme né trajtimin e métejshém t&€ disertacionit.
Gjithashtu do t€ b&jmé nj€ pérshkrim té planeve afine t€ fundme dhe do té
sjellim njé mori shembujsh nga strukturat e incidencés dhe nga planet
afine t€ fundme. N€ pjesén e fundit t&€ kétij kreu paragesim njé aplikim né
planin afin t€ fundém né planifikim eksperimentesh.

1.1. RELACIONI I INCIDENCES DHE STRUKTURA E INCIDENCES

Le t€ kemi bashkésité P, D té ndryshme nga boshe, dhe nénbashkésiné Z té prodhimit
kartezian P x 2D .

Pérkufizim 1.1.1. Strukturé e incidencés quhet njé treshe e radhitur &= (P, D,Z)
ku PN2D=go dhe Z C P xD.

Pra, treshja &= (P,D, I) &shté strukturé e incidencés, né qofté se P, D jané bashkési
té dallueshme dhe Z &shté njé lidhje dyshe e bashkésisé P me bashkésiné D. Elementet
e bashkésis€ P i quajmé pika dhe do t’i shénojmé me germa t€ médha t& alfabetit, kurse
ato té bashkeésisé D i quajmé drejtéza (blloge) dhe do ti shénojmé me germa té vogla té

alfabetit. Faktin (P,d ) € Z do ta shénojmé edhe P Z d . Né kéto raste lexojmé pika
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P &éshté incidente me drejtézén d (apo drejtéza d ka incidente pikén P, [3], [5], [7], [9],
[11], [12], [16], [22], [23], [62], [69].

Le t€ jené dy struktura incidence S = (P,D,Z) dhe S'=(P', D', T").

Pérkufizim 1.1.2. [30] Njé strukturé incidence S = (P,D,Z) do t& quhet konfiguracion
né gofté se :

a) cdo dy pika té ndryshme jané incidente té& shumtén me njé drejtéz;
b) cdo dy drejtéza té ndryshme jané incidente té shumtén me njé pike.

Do t€ shohim mé poshté g€ gjeometria Fano &shté njé konfiguracion, i cili quhet
konfiguracioni Fano [9], [17], [18], [22], [24], [25], [62]. Kurse n€ shembujt 1.1.1 dhe
1.1.2 mé poshté strukturat e incidences pérkatése nuk jané konfiguracione.

Pérkufizim 1.1.3. [9],[30] Struktura e incidences S'= (P',D', Z') quhet nénstrukturé e
strukturés S=(P,D,Z) néqoftétse PSP, D'cD dhe Z'=ZNnP' x D

Pérkufizim 1.1.4. Njé strukturé incidente S = (P, B, Z ) do té quhet e fundme nése

Card(P) éshté njé numér i fundém.

Né njé strukturé incidence & = (P,D,Z ) pér njé¢ piké t€ vecuar PeP , bashkésia
D, ={d €D| PLd} ¢ drejtézave incidente me té quhet pérmbajtje e pikés P, kurse
kardinali i saj card D, quhet fugi e pikés P, kurse pér njé drejtéz t&€ veguar d €D,
bashkésia P, ={P<€P| PIb} e pikave incidente me até drejtéz quhet pérmbajtje e

drejtézés d, ndérsa kardinali i saj card P, quhet fugi (ose madhési) e drejtézEs d.

LEME 1.1.1.[30] Né njé strukturé té fundme S = (P,D,Z ), shuma e fugive té pikave
éshté e barabarté me shumén e fugive té drejtézave (bllogeve).

Strukturat e fundme t€ incidencés zakonisht shogérohen edhe mé matricén e incidencés,
qé pérftohet si mé poshté: ndértohet njé tabelé drejtkéndEshe, ku majtas vertikalisht

shénohet bashkésia e nisjes P me r pikat e saj dhe sipér horizontalisht, bashkésia D me

s drejtézat e saj. Rreshtat dhe shtyllat bosh t€ tabelés mbushen me 1 ose 0 sipas rastit kur
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(P;, d)e Zose (P;, d)¢ Z. Matrica me rx s pérmasa e pérftuar né kété¢ ményré quhet

matrica e incidencés [1], [9], [22], [23], [26], [27].
Disa shembuj té strukturave té incidencés.

Shembull 1.1.1. N¢E qofté se elementet ¢ bashkésisé P = {P, Q} i quajmé pika,
elementet e bashkésis¢ 20 = {l ,m} i quajmé¢ drejtza dhe lidhjen dyshe
Z = {(P, 4),(P,m),(Q, /),(Q,m)} , ku Z éshté pérkatésia e zakonshme (Fig.1),

m

/5 0

Fig.1.
e konsiderojmé si lidhje incidence, atéheré S = (P,D,Z ) &éshté njé strukturé incidence
(figura e mésipérme quhet di-gon).
Shembull 1.1.2. Le té kemi bashkésiné e pikave 2P = {1, 2,3, 4}, bashkésiné e
rrathéve 2D = {a, b, c, d} (Fig.2) dhe relacionin e incidencés

Z = {(1, a),(Z, a),(4, a),(1,b),(3,5),(4,b),

(1, c) , (2, c) , (3, c) (2, d) , (3, d) , (4, d)}.

Vérejmé q€ kemi njé strukturé€ incidence S = (P, D, I).
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Shembulli 1.1.3. Le t& kemi bashkésiné e pikave 2 = {P,Q, R,S,T} , bashkésiné ¢
drejtzave 2D = {Z,m,n,'r'},ku ¢ ={P,Q,S,T},m ={P,R}, n={Q,R},
r = {S}, dhe relacionin e incidencés si pérkatési
Z ={(P,¢),(P.,m),(Q.£).(@:n).(T, ¢),
(5,¢),(5,7), (R,m), (R, n)}
Atéheré S = (P,D,T ) &shté njé strukturé incidence. Vérejmé qé pika P &shté incidente
me dy drejtéza ¢ dhe m , por jo n€ drejtézat n dhe r, gjithashtu drejtéza £ pérmban
katér pikat P, Q, S, T, por jo R. Njélloj, pika @ €shté incidente me dy drejtézat ¢
dhe n , por jo me drejtézat m dhe r, etje. Struktura e incidencés S = (P, D, I)

paraqitet né figurén e méposhtéme (Fig.3).

f m n r
o P[1 1 0 0]
Ol1 0 1 0
A=Rl0 1 1 0
' Sl1 0 0 1
o TI1 0 0 0
T )3

Fig.3.
N¢ t€ djathté té figurés €sht€ matrica e incidencés s€ késaj strukture, elementet e s€ cilés
jané 1 , kur pika €shté incidente me drejté€zén dhe 0, kur pika nuk €shté incidente me
drejtézén.
Paraqitja e njé strukturé incidente me ané t€ njé figure, kuptohet, mund t€ béhet me
figura t€ ndryshme. Pé&r shembull struktura e mésipérme mund t€ paraqitet edhe me ané
té figures 4.

Fig. 4
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Shembull 1.1.4. N¢ figuré jané dhéné shtaté pika dhe shtaté vija (Fig. 5). Le té jeté P
bashkésia e atyre pikave, D bashkésia e atyre vijave dhe Z pérkatésia € e njé pike né
njé vijé.

Eshté e qarté se S= (P, D, I) éshté njé strukturé incidence, ku pikat jané pikat e dhéna

dhe drejtézat jané vijat e dhéna né figuré. N& kété gjeometri duket se ¢do dy drejtéza té
ndryshme ndérpriten né njé piké dhe ¢do dy pika t€ ndryshme jané incidente me njé
drejtéz.

@
Fig. 5

Ajo njihet si gjeometria Fano. T¢ tilla jané dhe gjeometrité e paraqitura né Fig. 6 dhe né
Fig. 7.

rd

-

-.__. "
X

Fig. 6 Fig. 7

Vihet re se né njé gjeometri Fano ka saktésisht tri pika incidente né ¢do drejtéz dhe tri
drejtéza incidente me ¢do piké.
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1.2. PLANI AFIN

Planin afin do ta konsiderojmé si njé strukture incidence, pér t& cilén pranohet qé pikat
dhe drejtézat e saj g€zojné disa veti q€ shprehen me ané té tre aksiomave si mé poshtg.

Le té jeté¢ A=(P, L, ) njé strukturé incidence. Faktin (P, ¢ ) € Z ( t& njévlershém me
P Z¥) do ta shénojmé P € ¢ dhe do t’a lexojmé pika P éshté incidente me drejtézén
£ apo drejtéza £ kalon nga pika P ( pérmban pikén P).

Pérkufizim 1.2.1.[3],[9],[29] Plan afin quhet struktura e incidencés A=(P, L, I) g
kénag aksiomat e méposhtéme:

Al: Pér c¢cdo dy pika té ndryshme P dhe @ € P, ekziston njé dhe vetém njé
drejtéz £ € £ gé kalon nga ato pika.

Drejtézén £, t€ pércaktuar nga pikat P dhe @ do t’a shénojmé PQ.

A2: Pér njé piké P €P, dhe njé drejtéz /e L tétillage (P, £ ) ¢ Z, ekziston
njé dhe vetém njé drejtéz r €L, qé kalon nga pika P dhe e tillé g¢ £nr = @.
A3: Né A ekzistojné tri pika joincidente me njé drejtéz.

Nga Al rrjedh se dy drejtéza té ndryshme t€ £ kané e shumta njé piké té pérbashkét, me

fjalé té tjera dy drejtéza té ndryshme té £ ose s’kané pika té pérbashkéta ose kané vetém
njé piké té pérbashkét.

Pérkufizim 1.2.2. Dy drejtéza ¢,m € £ @€ pérputhen ose nuk kané pika té
pérbashkéta i quajmé paralele dhe né kété rast shkruajmé ¢ // m, kurse kur kané
vetém njé piké té pérbashkét themi se ato priten.

Pérkufizim 1.2.3. Lidhje e ekuivalencés mbi njé bashkési X quhet njé lidhje njéherésh
refleksive, simetrike dhe kalimtare [1], [31], [33], [36].

Pérkufizim 1.2.4. Bashkésia e elementeve té bashésisé X gé jané ekuivalente me

elementin e dhéné ac X sipas lidhjes sé ekuivalencés p, quhet klasé ekuivalence sipas
p » [11, [15], [32], [34], [63], [64], [67].

POHIM 1.2.1. Lidhja e paralelizmit mbi £ éshté njé lidhje ekuivalence né £.
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Vértetim. Kjo lidhje &shté n€ ményré evidente refleksive dhe simetrike. Ajo &shté dhe
kalimtare. Me t& vérteté, le t€¢ kemi ¢, // ¢, dhe ¢, // €,. Né qofté se dy prej

kétyre tri drejtézave do t€ pérputhen vértetésia €shté evidente. Né rastin kur #,, £, dhe
£, jané t€ ndryshme, supozojmé qé ¢, e £, priten né nj€ piké P (qé sigurisht nuk
ndodhet né ¢, ). Nga aksioma A2, do t& kishim njéherésh dy drejtéza t¢ ndryshme qé

kalojn€ nga njé piké P dhe jané paralele me drejtézén ¢, . Ky kontradiksion na thoté qé
£ /) s

Pérkufizim 1.2.5. Tri pika té ndryshme P, Q, R € 72 iquajmé kolineare, né qofté se
jané incidente me té njejtén drejtéz.

Radhitim tani disa pohime t€ vérteta pér planet afine.

POHIM 1.2.2. [9] Né njé plan afin .4 ekzistojné katér pika, ¢do tri prej té cilave nuk
jané incidente me njé drejtéz (tri pika té tilla quhen jokolineare).

Pohimit 1.2.2 mund t'i japim edhe kété formulim :

Né njé plan afin A=(P, L, Z), pér ¢do tri pika A, B,C € 2, joincidente me njé
drejtéz, ekziston vettm njé piké D € P, qé katérbrinjgshi ABCD té jeté
parallelogram (d. m. th. i tillé qé¢ AB//DC dhe AD//BC).

RRJEDHIM. Né njé plan afin .4 ekzistojné katér drejtéza té ndryshme, dy nga dy
paralele.

Shembull 1.2.1. N¢ Fig.8 jan¢ dhéné katér pika dhe gjashté drejtéza (¢do drejtéz Eshté
bashkési prej dy pikash). Le té jet¢ P bashkésia e atyre katér pikave, £ bashkésia e

atyre gjashté drejtézave dhe Z pérkatésia € e njé elementi né njé bashkési.

Eshté e qarté se A=(P, L, I) éshté njé strukturé incidence. Verifikohet lehté se kjo
gjeometri kénaq aksiomat A1, A2, A3, prandaj &éshté njé plan afin, n€ t€ cilin p.sh.
kemi drejtézat paralele P, P,||P, P,, P, P,||P, P,etj.

Kemi gjithashtu kéto ¢ifte drejtézash g€ priten:

P,P}tP, P, né pikén P,,

P, P}P, P, né pikén P, etj.
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Fig.8
POHIM 1.2.3. Né njé plan afin .4 c¢do drejtéz éshté incidente me té paktén dy pika té
ndryshme.
Vértetim. Nga aksioma A3 né planin afin kemi tri pika jokolineare A,B dhe C
(Fig. 9). Nga aksioma A1, kemi drejtézat AB dhe A C; nga aksoma A2, egzistojné
drejtézat m dhe m', g€ kalojné nga pika C dhe jané paralele pérkatésisht me AB dhe
AC.

A B

Fig. 9
Drejtézat m dhe m' do té kishin nj€ piké té€ pérbashkét D, pasi né t& kundért do té ishin
paralele. Nga fakti qé paralelizmi €shté relacion kalimtar , do té kishim tri pikat A, C

dhe B kolineare, né kundérshtim me kushtin.

POHIM 1.2.4. Né njé plan afin .4 cdo piké éshté incidente té paktén me tri drejtéza.

Vértetim. Le t€ kemi njé piké A € 2 dhe njé drejtéz £ € £. Nga pohimi 1.2.3,
ekzistojné pikat B dhe Cné ¢ tétillaqé A, B dhe Ct€ jené jokolineare (Fig.10).

Nga aksioma A2, ekziston vetém njé drejtéz m q¢€ kalon nga pika A dhe m // £.
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Nga aksioma A1, ekzistojné drejtézat e ndryshme n = AB dhe p = AC. Pra pika

A &shté€ incidente me tri drejtézat m, n, p.

Fig. 10

TEOREME 1.2.1 Pér c¢do dy drejtéza t¢ ndryshme ¢ dhe m té njé plani afin
A=(P,L,T), ekziston njé bijeksion midis pikave té tyre.

Vértetim. Rasti 1. £nm=0 e P (Fig.11.a). Zgjedh pikat Ael dheA'em t&
ndryshme nga pika O. Pér njé piké té ¢farédoshme B € £ t&é ndryshme nga pikat O dhe
A, le té jeté K drejtéza qé kalon nga B dhe éshté paralele me drejtézén AA'. Drejtéza
k nuk é&shté paralele mé drejtézén m, né t€ kundért drejt€za m do t€ puthitej me
drejtézén A A', sepse do té ishin paralele me drejtézén k. Pra drejtéza k do té pritet me
drejtézén m né njé piké t€ vetme, t€ cilén po e quajmé B'. Pérkufizojmé tani njé
pasqyrim f :£ —m tétillé q¢ f(O)=0, f(A)=A"' dhe f(B)=B",. Eshté e qarté
qé€ f &éshté njé bijeksion.

Bf

Fig. 11.a
Rasti 2. £//m (Fig.11.b). Le t&¢ kemi O e dhe O'e m. Atéheré £ N0O0'=0,

sipas rastit 1 kemi njé bijeksion f : £ — OO"'; njélloj kemi njé bijeksion g:00'—> m.

Pasqyrimi i pérbéré go f : £ — m rezulton késhtu njé bijeksion [1], [33], [36].
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m

O.f
Fig. 11. b

RRJEDHIM. Drejtézat e njé plani afin kané té njejtin cardinal pikash.

1.3. PLANET AFINE TE FUNDME

Po paragesim tani njé€ trajtim pérmbledhés pér planet afine té fundme, duke paragitur me
figuré dhe me matricé incidence disa prej tyre, nga rendi i dyté deri tek rendi i1 pesté
[3], [4], [6], [8], [10], [13], [16], [14], [21] [41].

Pérkufizim 1.3.1. Njé plan afin A=(P, £, Z) , qé ka njé numér natyror pikash do ta
quajmé plan afin té fundém.

POHIM 1.3.1. [9] Né njé plan afin té fundém A=(P, £, Z) cdo drejtéz pérmban

numér té njejté pikash dhe népér ¢do piké kalon numér i njéjté drejtézash. Pér mé
tepér ekziston numri natyror n € N(n > 2) pér té cilin jané té vérteta pohimet e
méposhtéme:

1) Né ¢do drejtéz ¢ € £, numri i pikave incidente me té éshté n.
2) Pér ¢do piké P € P ,ka n + 1 drejtéza incidente me té.

3) Né planin afin A ka n* pika.
4) Né planin afin A ka n - (n + 1) drejtéza.

Pérkufizim 1.3.2. Numri n né Pohimin 1.3.1 quhet rend i planit afin A=(P, L, Z).

Eshté e garté se rendi mé i vogél i njé plani afin té fundém éshté n = 2. Njé plan i tillé
afin éshté ai me katér pika dhe me gjashté drejtéza i paraqitur né Shembullin 1.2.1.

POHIM 1.3.2. Né njé plan afin A=(P, L, Z) té rendit n ka n + 1 klasa ekuivalence
sipas paralelizmit té drejtézave dhe secila prej tyre ka n drejtéza.

Vértetim. Marrim né konsideraté n’ pikat ¢ bashkésisé P={P;, P, , ..., P, }(Fig.12).
Le t& jené £,¢,,...,¢,¢ ,€ L drejtézat incidente me pikén Py,

10
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m,,my,...,m,,m, , € L drejtézat incidente me pikén P, dhe pérkatésisht paralele
me drejtézat £ ,£,,..., € , € € £,d. m.th

n+1
£ |m,l, [ m,.. £ [ m_, ¢, ., Jm,. .

E késhtu me radhé le t€ jené z,, 2,,...,2,,2,,

dhe pérkatésisht paralele me drejtézat £, £,,..., £, ,£¢,,, € £,d. m. th.

o] 2,8, [ 2,500 €, ] 2,4, ., /I 2z,

€ £ drejtézat incidente me pikén P,

Fig. 12

Meqénése, sipas Pohimit 1.2.1, paralelizmi i drejtézave té njé plani afin &shté relacion
ekuivalence, kemi

o, e 2yl oy o ] 2y

vl ffmy ) 2,54, / LA /any Znt1?

pra kemi n + 1 klasa ekuivalence sipas paralelizmit té drejtézave:

{ll,ml,...,zl};{/2,m2,...,z2};...

...,{Zn,mn,...,zn};{/n+1,mn+1,...,zn+1}.
Njé klasé ekuivalence sipas paralelizmit té drejtézave qé pérmban njé drejtéz d € £
zakonisht e shénojmé Ky . N& kété rast bashkésia e tyre {K ‘) K PR K, +1} éshté
bashkésia herés £ /||. Si¢ dihet [1], njé bashkési herés €shté njé coptim pér ‘t:ashkésiné

L, dhe, meqénése bashkésia £ ka n (n + 1) drejtéza, atéheré ¢do klasé ekuivalence

sipas paralelizmit do t€ ket€ n drejtéza.

11
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DisSA SHEMBUJ Tk PLANEVE AFINE TE FUNDME.
Shembull 1.3.1. Modeli mé i vogél 1 nj€ plani afin ka rendn 2. Ai pérmban 4 pika

7 ={A,B,C, D}
dhe 6 drejtéza (Fig.13)
£ ={(A,B),(4,C),(4A,D),(B,C),(B,D),(C,D)}.

A

Fig. 13

N¢é kété model kemi tri klasa ekuivalence t€ drejtézave paralele

{(.5).c. D]} {(a.).(.)}s{(a.) (5. D)}

Matrica e incidencés pér kété plan éshté

PrPrE®ED

228283

I T.1 0 0 0)A

1 001 1 OB
A4x6=

0 1 01 0 1]C

0 01 01 1)D

Shembull 1.3.2. Plani afin i rendit 3 &sht€¢ me 9 pika dhe me 12 drejtéza. N¢é t€ ¢do
drejtéz ka 3 pika (Fig.14):
P=1{123,4,56,7,8,9}

‘c = {[17[27[37Z47[57[6’Z7’/8’Z97[107Z11’[12
ku

Z1 = {1’2a3}" Z.? = {4’5’6}; [3 - {7’8,9};

¢, ={L47}; ¢,={258}; ¢ ={369};

12
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/7={1,5,9}; [8:{2,6,7}; z9={3,4,8};
¢, =1{16,8}; ¢,={249}; ¢,={357}

Matrica e incidencés sé€ kétij plani €shté:

100100100100
1 000100T100T10
1000071001001
01 010000710710

A.,=/0 1001010000 1]
0100010107100
001100010001
00101000T1T1200
0010011000710

ku rrjeshtat i pergjigien pikave pikave 1,2,...,9 dhe shtyllat drejtézave
l ..t

2°

N¢é kété shembull kemi katér klasa ekuivalence t&€ drejtézave paralele (Fig.15):
K, ={¢,,¢,,¢,};K,={¢,,¢,,¢,};

K3 = {Z77Z87Z9};K4 = {[107/117/12};

13
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Eshté e qarté qé kéto katér klasa jané coptim i figurés sé mésipérme:

K K:
1 2 3
@ @ o Q! o: @
4 5 6 4 3 6
@ @ ® O o o

® -
®
L
@
e
e

Fig. 15

Shembull 1.3.3. Plani afin i rendit 4 ka 16 pika dhe 20 drejtéza:
P={1223,45,6,7,8,9,10,11,12,13,14,15,16}

[1’ZQ’ZB’[4’[5’[6’Z7’Z8’[97[10?'Z117

Y=
ZI,Q’ Zl;?’ Z147 Z157 Zlﬁ’ Z177 Z187 Z197 Z,QO

ku
¢, ={1,2,3,4}; ¢, ={1,5,9,14}; £, = {4,5,10,13)} ;

¢, =1{2,6,10,14}; ¢, = {2,7,12,13}; £, = {3,8,10,16} ;

14
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¢, =1{3,5,12,15}; ¢, = {5,6,7,8}; ¢, = {4,7,9,16} ;

l,, ={4,8,12,14}; ¢, ={1,6,12,16}; ¢, = {1,7,10,15};
l, =1{3,6,9,13};¢,, ={2,8,9,15}; ¢,; = {9,10,11,12} ;

l,s =1{3,7,11,14}; ¢,, = {4,6,11,15} ; ¢,, = {13,14,15,16} ;

l,,=1{2,5,11,16}; ¢,, = {1,8,11,13}.
Né kété plan ¢do drejtéz ka 4 pika. Matrica e incidencés do té ishte:

A20><16 =

— O O O O O O O = = O O O O O o o o = =
_ o O O O O = O O O = O = O O O O O O O
—_—= O = = = OO O O O O O O O o o o o o

—_ O P O O O O = O O O O o o o = o = o O

S m O O O O B O O O O O o o o = = o o -
S O O O O O 2 O O O O O - = O O o o -
S O O P2 O O O O O O = = O O o o o = O
S P O O O O O O O OO o o~ =2 O o O = = O
S O O B O O O = O =2 O O = O o o = o O O
S O O O O O O, O O = = O oo = O o O O
S O O O O = = = O O O = O O O O O o = O
S O O O O = O O = O O O O O = O = = O O
S O O O O B O O O = = O O = O = O O O O
S O P O —m O O O O O = O O O o o = o = O
S O P = O O = O = O O O O = O O O o o o
S P P O O O O O O~ O = O O = O O o o o

Mg poshté japim paraqitjen e planit afin t€ rendit té katért n€ figurén 16, ku né njé€ tabelé
paraqiten edhe klasat e ekuivalencés sé€ paralelizmit t€ drejtézave paralele.

15
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K, = {53,/11,/14,/16};1(4 = {Zu[w[y,/zo ;

K, ={,,44,¢15: 415} Ky, ={€,, 45,45, 4,5}

K, = {Z107[127[137[19};

Klasat e Ekuivalencés

li | 2] 2| 3] 4 lu| 12| 6 | 12| 16
liz | 1 7 | 10 | 15
Is | 4 5 | 10 | 13 lis | 3 6 9 | 13
la | 2| 6 | 10] 14 la| 2 | 8| 9 | 15
lis | 9 | 10 | 12 | 12
lis | 3 7 | 11| 14

120

ls | 5 6 7 8 lig | 13 | 14 | 15 | 16
lo | 4| 7|9 |16||he| 2 |5 |11] 16
4 | 8

11

13

Fig. 16

Né figurén e méposhtéme (Fig. 17) po japim ilustrimet pér kéto pes€ klasat e

ekuivalencés.
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KREU 1

Shembull 1.3.4. Plani afin A=(P, £, Z) irendit t¢ 5 ka 25 pika, 30 drejtéza dhe 6

klasa ekuivalence té drejtézave paralele me nga 5 drejtéza né ¢do klasé:
P:{A7 B? C? D? E7 F? G? H7 I7 J7 K7 L? M7 N7 07 P7 Q7 R? S? T7 U7

vV, W, X, Y},

L={Ll;, Ly Lo Uy lsy Lo oy Ly Loy Loy Uity Cags Lage Lags Liss Ligs iy Lisy Cigy Lapy

Cors Logs Logy Laogy Laoss Lo Logy Lasy Lagy Lo}
ku
{,={0,1,AB,C}; {={DEF,GH}; {~={J,K,LLM,N}; ?,={P,QR,S,T};
(={UVWXY}; (~=OHMRV} [(~={IDNSW}; [(~={AEJTX};
l,={BFKPY}; [(,~{CGLQU}; (,={0DJPU}; [, ,={LEKQ,V};
l,~={AFLRW}; (,={BGMSX}; (,={CHNT)Y}; /(,=0GKTW};
(,={ILHLPX}; [(,~{ADMQ)Y}; [(,~{BENRU}; /(,~{CF,JSV};
l,={OELS)Y}; [,={CDKRX}; /l,,={BHJQW}; /,={AGNPV};
l={ILFM,T,U}; /(,={OFN,QX}; /,={I,GJR,)Y}; [(,—={AHKSU};
l,={B,D,L,T.V}; {,={C,EMP W}.
Klasat e ekuivalencés sipas paralelizmit té drejtézave jané:

’C1:{£1a £2’ Kﬁ?ﬁ 64? 65}; ’C2:{£67 f% gs: 69, 610};
K::?:{gua gwa €137 6147 615}; ’C4:{€157 61% €187 gwa 620};

’C5Z{€217 £22a Kz:;, 6247 625}; K6:{£265 6277 €28a £29a Kgo};

Mg poshté kemi béré njé ndarje t€ klasave t€ ekuivalencés s€ drejtézave paralele (Fig.18-
Fig.23). (Kemi specifikuar edhe drejtézat si bashkési pikash né ¢do klas€). Figurén e
planit nuk po e paragesim pasi €shté shumé e ngarkuar.
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Fig. 18

Klasa K2.

Fig. 19

KREU 1

Dreitézat:

4i={0OIABC}
4:={DEFGH}
l3={JKLMN}
4,={PQRST}

Li={UVWXY}

Dreijtézat:

ls={OHMRV}
4i={IDNSW}
ls={AEJTX}
4o={BFKPY}

Liv={CGLQU}
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Klasa Ks.

Klasa K.

Drejtézat:

4i1={ODJPU}
Li2={IEKQV}
tis={AFLRW}
4i,={BGMSX}

Lis={CHNTY}

Drejtézat:

4is={OGKTW}
Cir={THLPX}
Cis={ADMQY}
4i9={BENRU}

Loo={CFJISV}
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Dreitézat:

421={OELSY}

l22={CDKRX}
Les={BHIQW}
lyy={AGNPV}

Los={IFMTU}

Dreitézat:

l26={OFNQX}
Le7={IGJRY}

bes={AHKSU}
L29={BDLTV}

Lsoo={CEMPW}
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1.4. NJE ZBATIM I PLANIT AFIN TE FUNDEM TE RENDIT n, NE
NJE PLANIFIKIM EKSPERIMENTI

Shembujt e ndértimit t€ planeve afine t& fundme té sjellura né pikén e mésiprme gjejné
pérdorim interesant né planifikim eksperimenti.

PROBLEMI 1.

Supozojmé se duhet té€ kryhet njé eksperiment né€ ‘n’ nivele. N€ njé€ prové supozojmé se
kemi n tipare ndikuese. Secilin nga n tiparet ndikuese e ndajmé né n nivelet. Po t&é

kryejmé njé prové direkte do té na duheshin n™*’

mostra, pasi kaq jané kombinimet e
mundshme. Duke i marré mostrat si pika t€ njé plani afin t€ rendit n, do t€ na

nevojiteshin n® mostra. Dobia e mbéshtetjes sé planifikimit eksperimental né e njé plan

afin, konsiston né shmangien e pérséritjes sé pjeséshme té (t& paktén dy heré pér dy
nivele t€ ndryshme nga aksioma Al e planit afin) kombinimeve brenda njé prove. Me
ané té késaj metode planifikimi do té kishim njé kosto mé t€ vogél t€ eksperimentit.

Nga Pohimi 1.3.1, n€ njé plan afin kemi

1. n® pika. Pikat pér ne do té jené mostrat.
2. Cdo drejtéz ka n-pika. Prova dhe tiparet ndikuese ndahen né€ n-nivele.

3. N€ njé plan afin kemi n(n+1) drejtéza. N€ planifikimin ton€ kéto do té jené t& gjitha

niveleve t€ provés sé bashku me nivelet e tipareve ndikuese.
Nga Pohimi 1.3.2, kemi n+1 klasa ekujvalence sipas paralelizmit, t€ drejtézave
paralele. Njéra klas€ do té jeté prova dhe n-klasat e tjera t&€ saj jané tiparet ndikuese.

Dhe secila klasé ka nga n-nivelet (drejtézat) e saj.

Shembull 1.4.1. Supozojmé se njé firmé kérkimore mjekésore déshiron té provojé té
mirat e njé medikamenti t€ ri. N& kété eksperiment, medikamenti duhet t€ administrohet
né tre nivele dozimi;

Niveli I, Niveli IT dhe Niveli III.

Me tri tipare ndikuese t€ ndara né tri nivele secili.
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Tipari ndikues 1, Tipari ndikues 2, Tipari ndikues 3, me nga tri nivele secili. Kéto té
dhéna po i paragesim né tabelén e méposhtéme:

ipari ndikues | Tipari ndikues | Tipari ndikues | Tipari ndikues
Niveli T.N.1. T.N.2. T.N.3.
1 (a) (1) (A)
2 (b) (2) (B)
3 (c) (3) (C)

Njé ményré pér t€ qéné t&€ sigurt q€ kemi balancuar secilin nga tre grupet me mostrat e
zgjedhura né secilén nga shtrirjet e mésipérme (Tipari Ndikues 1- Tipari Ndikues 2-
Tipari Ndikues 3), si dhe zvogélimin e efekteve t€ kombinimeve té ndryshme té kétyre
faktoréve, duhet t€ provojmé kombinimet e méposhtéme té tipareve dhe trajnimit né
nivele t€ ndryshme t€ 81 mostrave:

I- (a)-1-A; I-(a)-1-B;

I-(a)-1-C; I-(a)-2-A;

I-(a) -2-B; I-(a)-2-C;

I-(a)-3-A; I-(a) -3-B;

I-(a)-3-C; Etje...

deri tek kombinimi i fundit ITI-(c)-3-C;

Por kjo kérkon 81 mostra (ose mé shumé nése ne pérpigemi pér t€ provuar disa mostra
me ¢do kombinim t€ mundshém té tipareve ndikuese né secilin nga tre nivelet e
trajtimit) n€ fakt mund té jeté shumé e véshtiré pér t€ gjetur mostra me t€ gjitha
kombinimet ¢ mundshme t¢ tipareve.

Njé¢ ményré e “leht€” e cila mund té sigurojé ekuilibér t€ kénaqshém &shté q& té
zgjedhim vetém nénté individét me kombinimet e méposhtme té tipareve dhe trajtimet
té cilat po i1 skicojmé né Fig.24:
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I-(a)-1-B.(Niveli I provohet né mostrén 1, me T.N.1(a), T.N.2(1) dhe T.N.3.(B))
I-(b)-3-C.(Niveli I provohet né mostrén 2, me T.N.1(b), T.N.2(3) dhe T.N.3.(C))
I-(c) -2-A.(Niveli I provohet né mostrén 3, me T.N.1(c), T.N.2(2) dhe T.N.3.(A))
II-(a)-3-A.(Niveli II provohet né mostrén 4, me T.N.1(a), T.N.2(3) dhe T.N.3.(A))
IT-(b)-2-B(Niveli II provohet né mostrén 5, me T.N.1(b), T.N.2(2) dhe T.N.3.(B))
II-(c)-1-C (Niveli II provohet né mostrén 6, me T.N.1(c), T.N.2(1) dhe T.N.3.(C))
ITI-(a)-2-C.(Niveli IIT provohet né mostrén 7, me T.N.1(a), T.N.2(2) dhe T.N.3.(C))
ITI-(b)-1-A.(Niveli III provohet né mostrén 8, me T.N.1(b), T.N.2(1) dhe T.N.3.(A))

IT1-(c)-3-B.(Niveli III provohet né mostrén 9, me T.N.1(c), T.N.2(3) dhe T.N.3.(B))

—T.N.2.(1)

T.N.L(a) T.N.L(c)

T.N.L(b)

NiveliI iprov? /

o T.N.3.(A)

‘Niveli II i provés

Niveli III i provés

T.N.2.(3)

Fig. 24.
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Kétu ne shohim planin afine e rendit 3-t€, n€ t€ cilén nénté piké jané t&€ nénté personat,
dhe dymbédhjeté drejtézat pérfagésojné nivelet e trajtimit apo shtrirjet e njé tipari té
vecant€. Drejtézat paralele pérfaqésojné nivelet e ndryshme t€ njéjtés cilésie (ose
niveleve t€ ndryshme t€ provés). Né qofté se ne testojmé nénté mostra me kombinimet e
treguara té tipareve gjaté njé periudhe njé-javore, at€heré njé ANOVA e kujdes’shme
(analizés s& variancés) do t€ japé njé tabelé me rezultate se sa efektiv do té ishte
medikamenti, dhe do té tregojé se si varjon dobishméria pér individét me tipare té
ndryshme.

Dizenjimet e figurave t€ gjeometrive té fundme afine t€ madhésive t€ ndryshme mund t&
pérdoren né planifikim eksperimenti, né ményré q€ t€ merret njé sasi mé e madhe
informacioni pér njé kosto sa mé t€ vogél t€ mundshme.

PROBLEMI 2.

Supozojmé se duhet té kryhet njé eksperiment né ‘k’nivele. N€ nj€ prové supozojmé se
kemi m tipare ndikuese. Secilin nga ‘m’ tiparet ndikuese e kemi té ndaré né

pérkatésisht q,,q,,...,q, nivele.

Pérpara se t€ fillojé eksperimenti, rekomandojmé té béhet njé ploté€sim pér ta sjellé
problemin né trajtén ¢ Problemit 1. Ky plotésim rekomandohet t€ b&het nése numri
total i kombinimeve t€ provés éshté mé i madh se katrori i numrit mé t€ madh t&é

treguesve midis niveleve té proves, numrit té tipareve ndikuese dhe numrit t€ niveleve té
tipareve ndikuese, pra n.q.se

[max{k,m,ql,qg,...,qm}r <k- m-ﬁqi.
i=1

vetém késhtu kjo metod€ do té ishte eficente.
Po supozojmé se jemi né€ kushtet kur kjo metodé do té€ ishte e pérshtatshme. Do té

veprojmé me ndihmén e kétij algoritmi ploté€simi:

Hapi 1. Shénohet n = max{k, m, ql,qg,...,qm}

Hapi 2. Plotésohen prova dhe tiparet ndikuese me nga mn-nivele (nivelet e

shtuara i mendojmé nivele fiktive).

Hapi 3. Planifikojmé eksperimentin mbi planin afin t€ rendit m. Dallojmé

bashkésiné e t& gjitha drejtézave té kétij plani, kéto drejtéza do t&€ jené
pérkatésisht nivelet e provés dhe nivelet e tipareve ndikuese.
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Hapi 4. Nga planifikimi i eksperimentit mbi planin e fundmé afin té rendit n,

merren kombinimet pér tu eksperimentuar.
Kujtojmé qé pikat e planit afin jan€ mostrat q€ duhet t€ marrim pér eksperimentim.

Shembull. 1.4.2. Na duhet t€ kryejmé nj€ prové né 5-nivele té saj. Pér kryerjen e késaj

prove kemi 3 tipare ndikuese: Ty, T, dhe T3, me nga 2, 3 dhe 4 nivele secili
pérkatésisht. Sa mostra na nevojiten pér té kryer két prové?

Né ményré direkte pér t€ patur té gjitha kombinimet do t€ na duheshin:
5:3-2-83-4=360

mostra. Po té ndjekim rekomandimin né Problemin 2. Do té na duhej t€ shtonim nivelet

né tiparet ndikuese T',, T, dhe T,, madje duhet t€ shtojmé edhe dy tipare té tjera

ndikuese T', dhe T'; me nga & nivele secilin (shtesat kemi théné g€ jané fiktive, por

mund t€ jen€ edhe tipare me ndikim shumé t€ vogél, tek shtimi i ndarjeve né nj€ tipar
ndikues ne patjetér q¢ marrim mé shumé informacion).

Tani duke ndjekur dizenjimin mbi planin afin té rendit t€ 5-t€, ne na duhen vetém 25
mostra, pér té kryer eksperimentin.
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KREU 2

NDERTIMI I NJE TRUPI MBI NJE DREJTEZ
NE PLANIN AFIN TE DESARGUT

Né kété Kre tregojmé se si mund té ndértohet njé trup mbi njé drejtéz
té njé plani afin t€ Desargut. Pér két€, mé paré ndalemi tek kuptimi
1 planit projektiv, lidhur me té cilin formulojmé Teoremén e Desargut.
Mé tej tregojmé mundé€siné e shndérrimit t€ njé plani projektiv né€ njé
plan afin dhe anasjellas. Kjo e fundit lejon paraqgitjen e Teoremés sé
Desargut né€ njé formulim, pérshtatur pér planin afin. Mandej tregojmé qé
Teorema e vogél e Pappusit, qé€ shfrytézohet né¢ shumé vértetime né
ndértimin e trupit mbi njé drejtéz t€ planit desargian, vlen edhe né planin
afin t€ Desargut.

2.1.TEOREMA E DESARGUT NE NJE PLAN AFIN

Pérkufizim 2.1.1. [29] Njé strukturé incidence I1=(P, £, Z ) quhet plan projektiv né
qofté se kénaq aksiomat:

P1. Cdo dy pika té ndryshme jané incidente me njé drejtéz té vetme.

P2. Cdo dy drejtéza té ndryshme jané incidente me njé piké té vetme.

P3. Ekzistojné katér pika, ¢cdo tri prej té cilave jané joincidente me njé drejtéz.

Edhe kétu faktin P Z ¢ do ta shénojmé P e ¢ dhe do t’a lexojmé pika P é&shté

incidente me drejtézén ¢ apo drejtéza ¢ kalon nga pika P apo pérmban pikén P. Po
ashtu si né njé plan afin edhe né njé plan projektiv njé drejtéz do ta konsiderojmé si
bashkésiné e pikave incidente me t€.
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Pérkufizim 2.1.2. Bashkésia e tri pikave té ndryshme jokolineare A, B, C sé bashku
me drejtézat AB, BC, CA quhet trekulmésh dhe shénohet ABC. Pikat A, B, C
quhen kulme, ndérsa drejtézat AB, BC, CA quhen brinjé té trekulméshit ABC.

Le t€ jené ABCdhe A' B’ C'dy trekulmésha té ndértuar si né figurén e méposhtme

q€ njihet me emrin konfiguracioni i Desargut (Fig.1).

Fig.1

Pér trekulméshat ABC dhe A'B'C’' né konfiguracionin e Desargut thuhet se jané

perspektiv nga pika P dhe nga drejtéza (. NE kété rast pika P quhet kulmi i
perspektivitetit, ndérsa drejtéza ¢ quhet boshti i perspektivitetit [29], [62], [69].

TEOREME 2.1.1 (Teorema e Desargut) [4],[7],[75]. Le té jené ABC dhe A'B'C' dy

trekulmésha me kulme jo té njejta né njé plan projektiv [1=(P, L, Z ). Ata jané

perspektivé nga njé piké, vetém atéheré kur ata jané perspektivé nga njé drejtéz;
ndryshe, ka vend njévlerésia

(IP e P, AA'ABB' NCC'=P) < (3l L, q¢ ABANA'B', ACAA'C' BCAB'C' e /).

Le t€ jeté (P, L, Z ) njé strukture incidence dhe ¢ njé drejtéz e caktuar né t€. Shénojmé

P' nénbashkésiné e bashkésisé P té pikave té strukturés, qé pérftohet mbasi largohen
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prej saj pikat e drejtézés ¢, d. m. th. P'= {Pe73|P§£€}; shénojmé gjithashtu L'
nénbashkésiné e bashkésisé¢ L t€ drejté€zave t€ strukturés, qé pérftohet mbasi largohet
prej saj drejtéza ¢, d. m. th. £L'= {deL|d#(} dhe I'= In(P'xL"). Sipas
Pérkufizimit 1.1.3, treshja (P*, £, T ') éshté nénstrukturé e strukturés sé incidencés

(P,L,T).

TEOREME 2.1.2 [9]. Né qofté se struktura I1= (P, £, Z) éshté njé plan projektiv dhe
¢ éshté njé drejtéz e caktuar né té, atéheré nénstruktura IT' =(P’, £', 7 ") e tij éshté

njé plan afin.

Teorema e mésipérme tregon se me largimin e njé drejtéze dhe pikave t€ saj nga njé plan
projektiv ai shndérrohet né njé plan afin. Do té tregojmé tani ményrén e shndérrimit té
njé plani afin n€ njé€ plan projektiv.

Le t€ jet€ A= (P, L, 7)) njé plan afin. Sipas Pohimit 1.2.1, lidhja || e paralelizmit mbi
L &shté njé lidhje ekuivalence. Klasat K té ekuivalencés sé saj i quajmé klasa

paralelizmi. Cdo njéra prej tyre Eshté bashkésia e drejtézave paralele me njé drejtéz té
dhéné dhe dy drejtéza g€ i takojné klasave té€ ndryshme jané joparalele. Krahas tij

ndértojmé né ményrén e méposhtéme strukturén e incidences (P*, L, Z *):

1. Cdo klasé paralelizmi K t& planit afin A e quajmé piké ideale, e shénojmé

P« dhe pranojmé q¢ P, € ¢/, V/ e K. E zgjerojmé bashkésiné P t&é pikave té€ planit

A me pikat ideale P, ; bashkésiné e zgjeruar né kété ményré e shénojmé P~ .

2. Bashkésiné £ t€ drejtézave t€ planit A e zgjerojmé me njé té ashtuquajtur
drejtéz ideale (ose drejtéz infinite), qé e shénojmé ¢ _, pér té cilén pranojmé qé

P.el, , VP el .Bashkésiné e zgjeruar né két€ ményré e shénojmé L.

3. Pércaktojmé njé relacion incidence Z" ndérmjet pikave t€ P"dhe drejtézave té

L " si mé poshté:
PZ* téshte PZ/,pérPeP dhe / e L;

PZ" ¢ éshte P, e ¢, pér P=P, dhe ¢ eK, V K;
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PZ" ¢ éshte P, e/, pér P=P, dhe (=/_.

TEOREME 2.1.3.[7], [9] Né qofté se struktura A= (P, £, 7 ), éshté njé plan afin,

atéheré struktura IT1= (P, L7, Z" ) ndértuar mé sipér éshté njé plan projektiv.

TEOREME 2.1.4 (Teorema afine plane e Desargut). Le té jené ABC dhe A'B'C' dy
trekulmésha me kulme jo té njejta né njé plan afin A. Ata jané perspektivé nga njé

piké, vetém atéheré kur AC || A'C'dhe BC || B'C'sjell AB || A'B'.

Vértetim. E shndérrojmé planin afin A , sipas Teoremés 2.1.3, n€ planin projektiv IT,

d.m.th. duke e plotésuar at€ me pikat ideale, ku takohen drejtézat paralele té klasave t&
paralelizmit, dhe me drejtézén ideale (infinite) ¢, ku ndodhen ato.

Fig. 2

Trekulméshat A BC dhe A'B'C', né€ két€ plan projektiv le té jené perspektiv nga pika
P (Fig.2). Atéheré , sipas Teoremés 2.1.1 t€ Desargut, ato jané perspektivé edhe nga njé
drejtéz né t&. Meqenése AC' || A'C', ato priten né njé piké ideale t€ /_ . Po ashtu edhe
BC || B'C', prandaj edhe kéto priten né njé piké ideale té ¢ . Pér rrjedhojé né kété
drejtéz ndodhet edhe pika e prerjes sé drejtézés A B me drejtézén A'B’. Megenése ato

priten né€ njé piké ideale t€ planit projektiv IT, rezulton q€ jané paralele n€ planin afin

A. N¢ kété rrugé tregohet dhe vértetésia e t€ anasjellés.

Vérejtje. Figura 2 ilustron vetém njé nga rastet ¢ vecanta té teoremés afine plane té
Desargut. Né kété rast teoremés mund t'i jepet dhe formulimi:
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Le té jeté A BP njé trekulmésh dhe C njé piké, gé nuk ndodhet né ndonjé nga brrinjét e
tij. Le té jeté C'"njé piké né CP dhe A’ piképrerja e A P me drejtézén gé kalon nga pika
C' paralele me AC. Le té jeté B’ piképrerja e BP me drejtézén gé kalon nga pika C'
paralele me BC. Atéheré A'B'||AB.

Njé rast tjetér mé afér konfiguracionit t€ Desargut, dhéné né Fig. 1, paraqitet né Fig. 3,
ku boshti i perspektivitetit €shté drejtéza ideale né€ pafundési 7 .

Fig. 3

2.2. PLANI AFIN I DESARGUT
NEé planin afin euklidian ka vend ky

POHIM DI1. (Aksioma I ¢ Desargut) Né qofté se AA; , BBy, CC, jané tri drejtéza té
ndryshme paralele (Fig. 4), atéheré

AB | AB,,

= AC C.
BanlCJ IAS

A

Fig. 4
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Ka plane afine, ku nuk vlen Pohimi D1. I till¢ éshté plani i Moultonit si¢ tregohet né
shembullin e méposhtém.

Shembull 2.2.1.[9] Le té jeté R plani euklidian i koordinatizuar nga sistemi karezian

kénddrejté oxy. Quajmé plan t€ Moultonit strukturén e incidencés (P, L, 7) t&

pércaktuar si mé poshté:

1. Pikat e P jané pikat e R*.

2. Drejtézat e L jané bashkésité e pikave (z, y), qé kénaqin kushtet:
a) x=a pér ¢do a té fiksuar reale;
b) y=b pér ¢do b té fiksuar reale;

C) drejtézat euklidiane y=mx+b , ku m<0;

1

—m(x—a), péry >0;

d) drejtézat e thyera y=+ 2 ( ) pery
m(x—a), pér y <O0.

3. Incidenca &éshté pérkatésia e zakonshme e elementit né bashkési.

Me kéto t€ dhéna provohet lehté se plani i Moultonit (Fig. 5.a) €shté plan afin.

y A/ e

N,

N

Fig. 5.a
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Nga Fig. 5.b duket qé, megjithése pér drejtézat AA; , BB, CC; né planin ¢ Moultonit
kemi AB | A B, dhe BC || B,C,, drejtézat AC, AC, nuk jané paralele.

sA

°4
v\

A, !

Fig. 5.b
Pohimi D1 njihet si aksioma e paré e Desargut.

Pérkufizim 2.2.1. [2], [4], [5], [9] Njé plan afin, té plotésuar me aksiomén D1 té
Desargut do ta quajmé plan té Desargut.

Eshté e qarté qé, né qofté se kemi pikat A,B,C,A,,B,,C, (Fig. 4) né njé plan t&
Desargut té tilla q¢ AA,||BB,|| CC,, atéheré

AB| AB,,

= AC || AC,.
BC || B,C,
Le té jené tani A, B, C'tre pika t&€ ndryshme té njé drejtéze dhe A,, B,, C, tre pika té
ndryshme té njé drejtéze tjetér paralele me té parén (Fig.6). Né qofte se AB,||BC, dhe
A,B || B, C mund té pohojmé qé gjithashtu A A,|| CC, ? Ndryshe , shtojmé problemin

nése Eshté 1 vérteté ky

POHIM 2.2.1 [76], [77] (Teorema e vogél e Pappusit). Le té jené A,B,C dhe A,,B,,C,
dy treshe pikash gé ndodhen né dy drejtéza paralele (Fig. 6). Né qofté se AB,||BC,
dhe BA,||CB,, atéherékemiqé AA,||CC..

33



KREU 2

Fig. 6.
Pérgjigjen e jep kjo

TEOREME 2.2.2 [76] (Teorema e vogél e Hessenberg-ut). Né planin e Desargut éshté
i vérteté Pohimi 1.2.1, d. m. th. vlen Teorema e vogél e Pappusit.

Veértetim. Le t€ kemi dy treshet ¢ pikave A, B, Cdhe A,,B,,C, né dy drejtéza paralele
té tilla g¢ AB,||BC, dhe BA,||CB, (Fig. 7).

Ndértojmé drejtézén ﬂi 5 (drejtéza q€ kalon nga pika C dhe &shté paralele me
drejtézén A B,), dhe drejtézén / ‘; n (drejtéza qé kalon nga pika A dhe &shté paralele me

drejtézén BA,). Shénojmé D = (<, (% 4 - Ndértojmé gjithashtu drejtézén DB(Fig.7)

4, , B, ; C,

Fig. 7.

Nga kushti i Pohimit 2.2.1 kemi AB,||BC, dhe BA,||CB,. Kjo sjell paralelizmin e
drejtézave AB,, BC,, (<, , si dhe paralelizmin e drejtézave BA,, CB, , (%, - NE

AB>

kéto kushte, trekulméshat CC,B,; dhe DBA 1 kané kulmet né drejtézat e ndryshme
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paralele AB,, BC, , KjBl dhe brinjét e tyre plotésojné kushtin AB||B,C, dhe

AD||B,C. Prandaj, sipas aksiomés D1, kemi gjithashtu CC,||DB.

Po ashtu, trekulméshat AA,B, dhe DBC i kané kulmet né drejtézat e ndryshme
paralele BA,, CB, , (‘; n dhe brinjét e tyre plotésojné kushtin BC||A,B, dhe

DC||AB,. Prandaj, sipas aksiomés D1, kemi gjithashtu DB|| A A ,. Duke krahasuar té

dy pérfundimet e zbatimit té aksiomés D1, arrijmé né pérfundimin AA ,||CC,.

2.3. MBLEDHJA E PIKAVE TE NJE DREJTEZE TE PLANIT TE
DESARGUT DHE VETI TE SAJ

NEé njé plan t€ Desargut D=(P, L, 7) fiksojmé dy pika t€ ndryshme O, I €P, t€ cilat,
sipas aksiomés Al, pércaktojné njé drejtéz OI€ L. N&é kété plan, njé drejtéz
konsiderohet si bashkésia e pikave té€ tij, g€ jan€ incidente me até drejtéz. Le té jené A

dhe B dy pika té c¢farédoshme té drejtézés OI. Zgjedhim né planin D njé pike B,

B,

joincidente me OI: B,¢ OI Ndértojmé drejtézén 7,

e cila &éshté e vetme sipas
aksiomés A2. Ndértojmé pastaj drejtézén ngl , e cila gjithashtu €shté e vetme sipas
aksiomés A2. Piképrerjen ¢ tyre e shénojmé P, =/g Ny, . Ndértojmé sé fundi

drejtézén ¢ IZ;BI . Me gené se BB, pret OI né pikén B, atéher€ kjo drejtéz, paralele me

BB,, pret drejtézén OI né njé piké té vetme C (Fig. §).
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Procesin e ndértimit té pikés C, duke u nisur nga dy pika té€ ¢farédoshme A, B t€

drejtézés OI, e paraqesim né trajtén e algoritmit

1. B, ¢0l,
2.l N lgs =P, 3)
3. (s, NOI =C.

Né procesin e ndértimit t€ pikés C, ve¢ dyshes (A, B) té pikave A, Be OI, &shté e
nevojshme dhe zgjedhja e pikés B, ¢ OI , t€ cilén e quajmé piké ndihmése t& pikés C.

Ndikon kjo zgjedhje n€ pozicionin e pikés C'né drejtézén OI ?

TEOREME 2.3.1. Pér cdo dy pika A, B < OI, algoritmi (3) pércakton njé piké té

vetme C € OI, e cila nuk varet nga zgjedhja e pikés ndihmése B,.

Vértetim. Le t€ jeté¢ (A, B) njé ¢ift pikash t¢ drejtézés OI . Sipas (3), duke zgjedhur
pikén B,, ndértojmé pikén C. Zgjedhim tani njé piké tjetér B,. Atéheré, po sipas (3),

ndértojmé pikén analoge C’, q€ né kéto kushte merr pamjen

1.B, ¢Ol,
2. 0g N lgg =P, (3"
3. lgs, NOI =C".

Dallojmé kéto katér raste t&€ pozicionit t€ pikave A, B né lidhje me pikén fikse O t&

drejtézés OI.

Rasti I. A=B=0. Ng¢ kété rast, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (3) kemi
P =18 Nigs =14 NOB =B =C=1(4 N0l =0;

kurse, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (3') kemi

P,=(g Nlgg =1 NOB,=B,=C'=/g NnOI =0.
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Pér rrjedhojé (Fig. 8.a) marrim

C=C'=0 )
lop, =OB,
B, =P —0
- - - KLO)B :OBz
- — _/_./_/_ —
_-B,=P,
I
Fig. 8.a

Rasti 1. A=0+#B. N¢ kété rast, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (3) kemi

P =1£8 Mg =14 MOB, =B, =C =g N0l =BB,NOI =B;
kurse, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (3') kemi

P,=(& N3 =15 NOB,=B,=C'=/(% N0l =BB,NOI =B.

Pér rrjedhojé (Fig. 8.b) marrim

C=C'=B (5)

Fig. 8.b

Rasti III. A#O=B. N¢ kété rast, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (3) kemi
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P =18 Nlgs =C =13 NOl = AP NOI = A,
kurse, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (3') kemi
P,=(& Nlgy =C'=(& NOl=AP,NOI = A

Pér rrjedhojé (Fig. 8.c) marrim

C=C'=A (5"

Fig. 8.c

Rasti IV. A#B#0. Kétu dallojmé dy nénraste.

a) Pikat O, B,, B, jané kolineare. N& kété rast, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (3)

kemi

P =18 Nlg, =C=1g NOI;
kurse, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (3') kemi
P, =0 Nlg =C' =12 NOL.

Nga (3) dhe (3") del gjithashtu qé, kolineariteti i pikave O, B,, B, sjell kolinearitetin
e pikave A, P,, P,.Supozojmé tani g¢ C # C' (Fig. 8.d).
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B, Po| 055,
Fig. 8.d

Shqyrtojmé trekulméshat BB, B, dhe CP,P, Vemé re se AP, = (& || OB,,
P,eAP,, B,eOB,, ¢ sjellin B,B, || P,P, Por Ce EEBI || BB,, prandaj
BB,||CP,. Prej kéndej, nga aksioma D1 e Desargut, rezulton B,B||P,C. Nga ana
tjetér, C'e KEZBZ , q¢ sjell P,C'"|| B,B, e cila &shté paralele me P,C. Pér rrjedhojé
C'e P,C . Por P,C'me OI priten né nj€ piké t& vetme, q€ sjell C=C", né€ kundérshtim

me supozimin g€ C # C'.

b) Pikat O, B,, B, jané jokolineare. N& két€ rast, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (3)

kemi

P =108 Nlg, =C=1g NOI;
kurse, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (3') kemi
P, =0 Nlg =C' =12 NOL.

Supozojmé tani q¢ C # C' (Fig. 8.e). Nga (3) dhe (3") del gjithashtu g€, jokolineariteti i
pikave O, B,, B, sjell jokolinearitetin e pikave A, P,, P,.
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Fig. 8.e

Shqyrtojmé trekulméshat OB,B, dhe AP,P,. Vemé re se AP, = ZSBI || OBy dhe
AP, =/ ng || OB,, prandaj nga aksioma D1, rezulton B,B,||P,P,. Shqyrtojmé tani
trekulméshat BB, B, dhe CP,P,. Fakti, q¢ C e EEBI || BB, sjell BB,||CP,. Nga mé
sipér, kemi edhe B,B,||P,P,. Prandaj, pérséri nga aksioma D1, rezulton B,B||P,C.
Nga ana tjetér, C'e EPBZBZ, qé sjell P,C'" || B,B. Pér rijedhojé C'e P,C , g€ sjell

C=C", n¢€ kundérshtim me supozimin q¢ C # C'.

Le t& jené A dhe B dy pika t€ ¢farédoshme t&é drejtézé€s OI. 1 shoqérojmé ciftit
(A, B)e OIxOI pikén Ce OI, gé pércakton algoritmi (3). Sipas Teoremés s&¢ mé
sipérme, pika C pércaktohet né ményré t€ vetme nga (3). Pérftojmé késhtu njé pasqyrim

OI xO0I — OlI.

Pérkufizim 2.3.1. Né kushtet e mésipérme, pasqyrimin

+: OI xOI - OlI,
pércaktuar nga (A, B)— Cpércdo (A, B)e OI x OI e quajmé mbledhje né OLI.

Sipas kétij Pérkufizimi , mund t€ shkruajmé
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1. B, ¢0l,
VABeOIl, 2.08 Nl =PR,| < A+B=C. (6)
3. 43, NOI =C.

Nga ku, duke iu referuar rasteve I, I, III t€ Teoremés 2.3.1, del menjéheré 1 vérteté ky

POHIM 2.3.1. Mbledhja né Ol ka element zero pikén O:
VAeOIl, O+A=A+0=A. (7)
Vlejné gjithashtu edhe pohimet e méposhtme.
POHIMI 2.3.2. Mbledhja éshté komutative né Ol:
vV A,Be OI, A+B = B+A (8)
Vértetim. N¢é rastin kur A =B pohimi éshté evident, kurse kur A=0 ose B=0,
pohimi vlen sipas (7). Ndalemi né rastin kur A, B #0 dhe A#B. Shénojmé¢ A+B=C

dhe B+ A =C". Pikén ndihmése B, t€ shumés A+ B dhe pikén ndihmése A, té shumés

B+ A i marrim t€ njejta (Fig.9). N¢€ kété rast, sipas (6), kemi

1.B, ¢0l, 1.A ¢Ol,
2,05 N lgs =P | o A+B=Cdhe 2./ N(%, =P, |<B+A=C.  (6)
3. (g MOl =C. 3.4%, N0l =C".

Eshté e qarté se A+B=B+A do té thoté se pikat C dhe C ' pérputhen. Pér kété
pérdorim Pohimin 2.2.1(Teoremén e vogél t&€ Pappusit). Supozojmé tani q¢ C # C'
(Fig. 9). Shqyrtojmé treshen kolineare t€ pikave A, B, C'dhe treshen tjetér kolineare té
pikave B,, P,, P,, q¢ ndodhen né drejtéza paralele. Sipas (6'), AP, /| BP, dhe
BB,//CP,. Jemi né kushtet e Teoremés s¢ vogél té€ Pappusit, prandaj rezulton
CP,/|AB,, ndryshe CP,/[AA,. Por nga (6') kemi gjithashtu C'P,/[AA,, q¢ sjell

C=C", né kundérshtim me supozimin qé C # C".
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A
l 0B,

Fig. 9
POHIMI 2.3.3. Mbledhja éshté associative né OI:

VY A,B,De OI, (A+B)+D = A+(B+D). (9)

Vertetim. N& rastin kur té paktén njera nga pikat A, B, D &shté O pohimi vlen sipas
(7), kurse kur A =D, pohimi vlen sipas (8). Ndalemi né rastin kur A, B, D#0O dhe
A#B#D, (arsyetohet njélloj edhe né rastet e tjera). Ndértojmé né fillim shumén

(A+B)+D. Né¢ kété rast (Fig. 10), sipas (6), pér A+ B kemi

B
0o

or1

o I A B D A+B (A+B)+D

1.B, ¢0l,
2.0 N les =P, | = A+B=1%, nOI ,
3. 4%, Ol =C.
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Ndértojmé drejtézén K?A +pp, dhe shénojmé D, :K?A +pp () OI. Zgjedhim pikén D, si

piké ndihmése pér ndértimin e shumés (A +B)+D. Atéheré , sipas (6) kemi

1.D, ¢0l,
3. (g MOl =C.

NE ményré t€ njejté njejté ndértojmé tani shumén A+ (B+ D). Né kété rast, zgjedhim si
piké ndihmése pér B+D pikén D, (Fig. 11). Me kété, né€ rolin e pikés P; &shté pika
B,. Duke ndértuar drejté€zén fBD‘Dl , sipas (6), giejmé B+D ZfBD‘Dl MOl . Prej nga del qé
(B+D)B, || DD, . Zgjedhim tani si piké ndihmése pér shumén A+(B-+D) pikén
B,.

(B D, B, P,
or1

9 r o—
o 1 A4 B D B+D  A+(B+D)

Atéheré , sipas (6) kemi

1.B, ¢0l,
2. ggll mégsl =R, :>(A+B)+D=fp‘ NOl .

(B+D)B,
3. (5,05 MOl =C.
Por (B+D)B, || DD, gésjell (5,5, =4y . Pérfundimisht, sipas (x), kemi:

(A+B)+D={(g, NOIl = ({, . NOl = (A+B)+D .
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POHIM 2.3.4. Pér ¢do pike né OI ekziston simetrikja e djathté e saj sipas mbledhjes:

VAeOI, JAcOI, A+A=0. (10)
Vértetim. Dallojmé dy raste: A=0Odhe A=O.
Né qofté se A=0, atéheré A=0, sepse, sipas (7), 0O+0 =0.

Né qofté se A= O, kérkohet pika A etill qé

1. A ¢Ol,

2.5 Nlh =P,
P _

3.4%. Ol =0.

Nisur nga kjo, marrim fillimisht njé piké A 20l dhe ndértojmé drejtézén ﬁé‘, e pastaj
drejtézén Egﬂl , té cilat nd€rpriten né€ pikén P, . Mé tej ndértojmé OP, ¢ paralel me té
nga pika A drejtézén [QH . Kjo e fundit nuk &shté paralele me drejtézén OI, pra e pret

até né njé pike. [FEshté e qarté qé kjo piké &shté pika e  kérkuar A, pra
A = (5, MOl (Fig.12).

A
Loy

A
¢ op,

Ol

Fig. 12

Pohimet 2.3.1, 2.3.2, 2.3.3, 2.3.4 tregojné se vlen kjo

TEOREME 2.3.2. Grupoidi (OI, +) éshté grup komutativ (abeljan).
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2.4. SHUMEZIMI I PIKAVE TE NJE DREJTEZE TE PLANIT TE
DESARGUT DHE VETI TE SAJ

Le t€ jet¢ D=(P, L, 7) njé plan i Desargut. N& drejt€zén e ¢farédoshme OI<€ L,
pércaktuar nga pikat e ndryshme O, I €P , krahas veprimit t€ mbledhjes sé€ pikave,
futim tani dhe veprimin e shumézimit t& tyre. Le t€ jené A dhe B dy pika t&
cfarédoshme té drejtézé€s OI. Zgjedhim né planin D nj€ pike B, joincidente me OI, e
cila bashké me pikén I formojné drejtézén IB,. Ndértojmé drejtézén fBl , e cila Eshté e
vetme sipas aksiomés A2 dhe prerése me drejtézén OB,. Piképrerjen e tyre e shénojmé
P=/ ’,*B] M OB, . Ndértojmé sé fundi drejtézén £ ];Bl . Me gené se BB, pret OI né pikén
B, atéheré kjo drejtéz, paralele me BB,, pret drejtézén OI né njé piké té vetme C
(Fig. 13).

A
4 1B,

o I A B C

Fig. 13

Procesin e ndértimit té pikés C, e paragesim né trajtén e algoritmit

1.B, ¢0l,
2.0y, NOB, =P, (11)
3.5 MOl =C.

Edhe kétu, né procesin e ndértimit té pikés C, ve¢ dyshes (A, B) t€ pikave A, Be OI,

éshté e nevojshme dhe zgjedhja e pikés B, ¢ OI , té cilén pérséri e quajmé piké
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ndihmése té pikés C. Teorema e méposhtéme tregon se zgjedhja ¢ pikés ndihmése nuk

ndikon né€ pozicionin e pikés C'né drejtézén OI , pércaktuar sipas algoritmit (11).

TEOREME 2.4.1. Pér ¢do dy pika A, B € OI, algoritmi (11) pércakton njé piké té

vetme Ce OI, e cila nuk varet nga zgjedhja e pikés ndihmése B,.

Vértetim. Sipas (11), duke zgjedhur pikén B,¢ OI pér njé ¢ift té€ dhéné (A, B) pikash
té drejtézés OI , ndértojmé pikén C. Zgjedhim tani njé€ piké tjetér B,. Atéheré, po sipas

(11), ndértojmé pikén analoge C’, q€ né kéto kushte merr pamjen

1.B,¢0lI,
2. lg Mo, =P, (11"
3. (g, NOI =C".

Dallojmé kéto katér raste t€ pozicionit t€ pikave A, B né€ lidhje me pikén fikse I t&

drejtézés OI.

Rasti I. N¢ rastin kur A=B=1I, nga zgjedhja ¢ pikés B,, sipas (11) kemi
P ={}g NOB =B =C=/(3 nOl =1B NOI =1;

kurse, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (11') kemi

P,=/\y NOB,=B,=C'=/(}3 N0l =1B,NOI =1.

Pér rrjedhojé marrim C=C"=I (Fig.14.a).
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Rasti I1. N€ rastin kur A =I#B, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (11) kemi
P ={ NOB =B =C=/g nOl =BB N0l =B;
kurse, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (11') kemi
P,=/{\y NOB,=B,=C=/(g N0l =BB,NOI =B.

Pér rrjedhojé né kété rast marrim C=C"=DB (Fig.14.b).

I=A B=C=C

Fig. 14.b

Rasti III. N¢é rastin kur A#I=B, situate ésht€ analoge me rastin e dyté, ku rolin e

pikés A e ka pika B dhe anasjellas, prandaj né kété rast kemi C=C"=A (Fig. 14.c).

~70 =B A=C=C
Fig.14.c
Rasti IV. A#B#1. Kétu dallojmé dy nénraste.
a) Né rastin kur pikat I, B,, B, jané kolineare, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (11)

kemi
P =( NOB =C=/{, NOI;

kurse, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (11') kemi
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P, =(}, NOB, =C'=/g NOI.

Nga (11) dhe (11') del gjithashtu qé, kolineariteti i pikave I, B,, B, sjell kolinearitetin
e pikave A, P,, P,. Supozojmé tani g¢ C # C' (Fig.14.d).

Fig. 14.d

Shqyrtojmé trekulméshat BB, B, dhe CP,P,. Vemé re se B,B, || P,P,. Por Ce ( EB] |
BB,, prandaj BB,|| CP,. Prej kéndej, nga Teorema afine plane e Desargut (Teorema
2.1.4), rezulton B,B||P,C. Nga ana tjetér, C'e KEZBZ , ¢ sjell P,C'|| B,B, e cila éshté
paralele me P,C. Pér rrjedhojé C' € P,C , qé sjell C=C", né kundérshtim me
supozimin q¢ C # C'.

b) Pikat I, B,, B, jané jokolineare.
Kétu dallojmé dy nénraste lidhur me pikén fikse O:

b)) pikat O, B,, B, jané jokolineare (Fig.14.e); by) pikat O, B,, B, jané kolineare
(Fig.14.1).

Né rastin by), nga zgjedhja e pikés B,, sipas (11) kemi

Pl :élAB] mOBl :>C ZKEBI ﬁOI,
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Fig. 14.e

kurse, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (11') kemi
P, =}, NOB,=C'=/g NOL.

Supozojmé tani q€¢ C # C'. Nga (11) dhe (11') del gjithashtu q€, jokolineariteti i

pikave I, B,, B, sjell jokolinearitetin e pikave A, P,, P, .

Shqyrtojmé trekulméshat IB,B, dhe AP,P,. Vemé re se AP, = éfBl || IB, dhe
AP, = EfBz || IB,, prandaj nga Teorema afine plane e Desargut, rezulton
B,B,||P,P,. Shqyrtojmé tani trekulméshat BB,B, dhe CP,P, Fakti, qé
C e EEBI || BB, sjell BB,||CP,. Nga mé sipér, kemi edhe B,B,||P,P,. Prandaj,
pérséri nga Teorema afine plane e Desargut, rezulton B,B||P,C. Nga ana tjetér,
C'e KEBZ, qé sjell P,C" || B,B. Pér rrjedhojé C'e P,C , qé sjell C=C", né

kundérshtim me supozimin qé¢ C # C'.

Né rastin b,), pérséri, nga zgjedhja e pikés By, sipas (11) kemi
P =} NOB, = C=/({; NOI;

kurse, nga zgjedhja e pikés B,, sipas (11') kemi

P,=(} NOB,=C'=/g, NOI.

49



KREU 2
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Fig.14.f

N¢ drejtézén CP, marrim njé piké tjetér Pz' dhe ndértojmé drejtézén O Pz'. Shénojmé
B/=0P,’ nIB, dhe P'=0P, N AP,.. Shqyrtojmé trekulméshat I B B, , AP’ P, . Kemi:
IB'|| AP, 1B, || AP, , prandaj, nga Teorema afine plane e Desargut, rezulton
B, B,|| P'P, . Ndértojmé tani drejtézat B, B dhe P'C ; shqyrtojmé trekulméshat B
BB ,CP,P.Kemi IB/|| AP", BB, || CP, , prandaj, nga Teorema afine plane e
Desargut, rezulton BB, || CP’ . Shqyrtojmé sé fundi trekulméshat BB, B, , CP'P.

Kemi: BB'|| CP', B/B, ||P'P, , prandaj, nga Teorema afine plane e Desargut,
rezulton BB, || CP, . Por BB, || C'P, , prandaj C= C'.

Le t€ jené A dhe B dy pika té c¢farédoshme t& drejtéz€s Ol. 1 shoqérojmé ciftit
(A, B)e OIxOI pikén Ce OI, gé pércakton algoritmi (11). Sipas Teoremés sé mé
sipérme, pika C pércaktohet e vetme sipas késaj ményre. Pérftojmé késhtu njé pasqyrim

OI x0I - 0Ol.
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Pérkufizim 2.4.1. Né kushtet e mésipérme, pasqyrimin

x: OI xOI — OlI,
pércaktuar nga (A, B)— Cpércdo (A, B)e OI x OI e quajmé shumézim né OI.

Sipas kétij Pérkufizimi , mund t& shkruajmé

1.B, ¢Ol,
VA,BeOl, 2./}, NOB =P, |< AxB=C. (12)
3. lgs NOI =C.
Prej kéndej, del evident pohimi
V AeOI, OxA=A*0=0. (13"

kurse, sipas rasteve I, I, III t& Teoremés 2.4.1, del menjéheré 1 vérteté ky

POHIM 2.4.1. Shumézimi né Ol ka element té njésishém pikén I:

VAecOI, I+A=A+I=A. (13)
Vlejné gjithashtu edhe pohimet e méposhtme.
POHIMI 2.4.2. Shumézimi éshté associativ né Ol:

V A,B,De OI, (A*B)xD = Ax(Bx+D). (14)

Vértetim. Né rastin kur té paktén njera nga pikat A, B, D &shté O, nga (13"), barazimi
(14) €shté evident, kurse né rastin kur t€ paktén njera nga pikat A, B, D &shté I ,ai del
nga (13). Ndalemi né rastin kur A, B, D#0; A, B, D#I dhe A#B#D (kur t&
paktén dy pika jané té njejta, arsyetohet njélloj) .

Ndértojmé né fillim prodhimin (A*B)*D. N¢ kété rast (Fig. 15), sipas (12), pér A*B

lidhur me pikén ndihmése pér shumézimin kemi

1.B, ¢0Ol,
2.0B, Nty =R, | = AxB=(7; NOI , (15)
3. % NOI =C.
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Fig.15.
prej nga marrim
IB, || AP,
BB, |(A*B)P, (159
Zgjedhim pikén B, (Fig. 15) si piké ndihmése pér ndértimin e prodhimit (A*B)*D.
Ndértojmé drejtézén £ ’gf dhe shénojmé P,=/ ;1;23 M OB,. Atéheré , sipas (12) kemi
1.B,¢0I,
20B,n (=P, | =(A*B) *D=1(7, NOl, (16)
3.5 MOl =C.
prej nga marrim
IB, ||(A*B)P,
DB, ||[(A*B)*D|P, (16"
Ndértojmé tani prodhimin A*(B+*D). Zgjedhim si piké ndihmése pér prodhimin B=*D

pikén B,. Ndértojmé drejtézén ffBz dhe shénojmé D= ffBz M OB,. Atéheré , sipas
(12) kemi

B +D=(2, NOI . (17)

Prej kéndej marrim
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IB, || BD,
DB, ||(B*D)D, (17)

Zgjedhim pikén B, (Fig. 15) si piké ndihmése pér prodhimin A*(B*D). Ndértojmé

drejtézén ¢ ?B*D)Bl .Atéheré , sipas (12) kemi

1.B, ¢0l,
2.0B,n(y =R, |=A*(B*D)=({,, NOI, (18)
3. £{h.pys MOl =C.
prej nga marrim
IB, || AP,
{(B*D)BI I[A*(B*D)]P, (18)
Ndérkaq, nga (16") dhe (17'), kemi
BD, ||(A*B)P,
{(B*D)DI[(A*B)*D]PQ (19)

Shqyrtojmé trikulméshat BB,D, dhe (A*B)P,P, pér té cilét, nga (15') kemi
BB,||(A*B)P, dhe nga (19) kemi BD,||(A*B)P, . Prandaj, nga Teoema afine e
Desargut kemi B,D,||P,P,.
Shqyrtojmé mé tej trikulméshat (B*D)B,D, dhe [(A*B)*D|P,P,, pér t& cilét, nga
mé sipér kemi B,D,||P,P, dhe, nga (19) kemi (B*D)D,||[(A*B)*D]P,. Prandaj,
nga Teorema afine e Desargut rezulton (B*D)B,||[(A*B)*D]P,. Por, nga (18') kemi
giithashtu (B*D)B,||[A*(B*D)|P,, ¢é siell [(A*B)*D|P,||[A*(B*D)]|P,, dhe
meqénése pikat (A*B)*D, A*(B*D) € OI , marrim

(A*B)*D =A*(B*D).

POHIM 2.4.3. Pér cdo piké jo O né Ol ekziston e anasjella e djathté e saj sipas
shumézimit:

V AcOI-{0}, IA' € OI, A+A"'=I.
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Vértetim. Dallojmé dy raste: A=1dhe A=1,0.
Né qofté se A=1, atéheré A™'=I, sepse, sipas (13), 1 =1 =1.

Né qofté se A= 1,0, kérkohet pika A" e tillé qé

LA ¢Ol,
200, NOA" =P,

3.40.,, N0l =1

Nisur nga kjo, marrim fillimisht njé piké A~ ¢ Ol dhe ndértojmé drejtézén | A™' e pastaj

drejtézén EAA‘,I. Shénojmé Plzf’;(l NOA". ME tej ndértojmé drejtézén 1P, dhe paralel

[
me t& nga pika A drejtézén ¢ fg . Kjo e fundit nuk éshté paralele me drejtézén Ol, pra e
pret até né njé piké: ¢ ﬁ’;]] MOl #0. Eshté e qarté qé kjo piké éshté pika A~ (Fig. 16), e

tillé ¢ Ax A=l dhe A" #0.Pra A" rezulton késhtu elementi i njésishém i

Fig. 16

djathté 1 pikés A.
Nga Pohimet 2.4.1, 2.4.2, 2.4.3 pérftojmé kété
TEOREME 2.4.2. Né njé plan afin té& Desargut grupoidi (Ol, *) éshté grup.

Né bazé t€ nj€ teoreme t€ Algjebrés, elementi asnjanés i1 djathté i njé elementi t€ njé
grupi €shté element asnjanés i atij elementi [1]. Prandaj, nga Teorema 2.4.2 del qé pika
né Pohimin 2.4.3 &shté elementi i njésishém i pikés A, d. m. th.

V AeOI-{0}, IA' €OI, AxA'=A"xA=I. (20)
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POHIM 2.4.4. Shumézimi éshté shpérndarés lidhur me mbledhjen né Ol:

(). (A+B)*D=A*D+B*D

VA,B,DeOI
HEET0 i), A%(B+D)=A*D+A+D @1

Veértetim. (i) Né rastin kur té paktén njera nga pikat A, B, D éshté O , nga (13"),
barazimi (i) éshté evident. Ndalemi ng rastin kur A, B, D#0 dhe A#B#D (kur t&

paktén dy pika jané t€ njejta, arsyetohet njélloj). Dallojmé dy nénraste: a) t€ paktén
njera nga pikat A, B, D &sht€ I;b) A, B, D#L.

a) Kur D=1, sipas (13), barazimi (i) éshté evident. Le t€ jeté tani A=1I (rasti B=1

sillet né¢ rastin A=I, né¢ baz€ t& vetis€¢ komutative t€ mbledhjes né¢ OI).

Megenése A#B#D, kemi B#I dhe D#I (Fig.17). Barazimi (i), né kété rast ka
pamjen (I+B)*D=D+ BxD.

O I B D I+ B B+ D D+ B«D
Fig.17.

Né anén e majté t€ kétij barazimit &shté prodhimi (I4+B)*D . Pér ndértimin e kétij
prodhimi, ndértojmé s€ pari prodhimin B*D, duke marré piké ndihmése t€ tij pikén
P,#0I. Shénojmé P, =0P, mE?PI . Atéheré, sipas algoritmit (11), ku né roline A

éshté B, né rolin e B &shté D, né rolin e B, éshté P,, né rolin e P, éshté P,, kemi
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1. P, ¢OI,
2. OP,n(}, = P,,|= B*D =1} NOI, (22)
3. 0% NOI =C.

prej nga marrim

{IPI | BE, o)

DP, || (B * D)P2
Ndértojmé me tej shumén I+B, duke marré piké ndihmése té€ saj pikén P,& Ol.
Shénojmé D, =/ méépz . At€heré, sipas algoritmit (3), ku né€ rolin e A &shté I, né

rolin e B &shté P, né rolin e P, éshté P,, kemi

1. P, ¢ OI,
2.4 "o, =D, |=>I1+B=1(g3, NOL (23)
3. 05, NOI =C.

Prej kéndej marrim

{ OP,||ID,, 23

BP,||(I+B)D,.

Ndértojmé sé fundi prodhimin (I+B)+D, duke marré piké ndihmése té tij pikén
P, OI. Shénojmé P,=0P,N E%,’:B) . Atéheré€, sipas algoritmit (11), ku né roline A
€sht€¢ I+ B, né rolin e B éshté D, né rolin e B, ésht¢ P,, né rolin e P, &shté P,

kemi

1. P, ¢ 0I,
2. 0P, " (" =P,,|=(I+B)*D="(}, nOI (24)
3. 05, NOI =C.

Prej kéndej marrim

{IPI |(I+B)P,
(24')

DP,||[(I+B)*D]P,
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Ndértojmé tani anén e djatht¢ D+ Bx*D t€ barazimit, duke marré piké ndihmése té
shumés pikén P,& OI. Shénojmé D,=/(t; m£3P2 . Atéheré, sipas algoritmit (3), ku
né rolin e A &éshté D, né rolin e B ésht€¢ BxD , né rolin e B, éshté¢ P,, n€ rolin e P,

éshté D,, kemi

1. P,¢0OlI,
208, "\5, =D,, |=>D+B*D=15%,, NOL 25)
3. ffg*D)Pz NOI =C.
Prej kéndej marrim
OF, || DD,,
(25
(B*D)P,||[D+(B*D)|D,

Nga (22'), (23") dhe (24') kemi q¢ IP,||BP,||(I+B)D,||(I+B)P, , qé tregon se
pikat (I+B), D, dhe P, jané kolineare.

Vemé re se trikulméshat IDP; dhe D,D,P; i kané kulmet pérkatése né drejtézat

paralele ID,||P,P,||DD, dhe plotésojné kushtet e Teoremés afine t&€ Desargut (TAD),
prandaj

IP, || D, P, |0
— DP,||D,P, . (26)
ID||DD,

Por, nga (22') dhe (25'), kemi DP,||(D+B+D)D, . Meqgénése paralelizmi é&shté
relacion ekuivalence, nga (26), kemi D,P,||(D+B+D)D,. Pra, pikat P,, D, dhe
(D+B%D) jané kolineare. Nga (24') kemi DP,||[(I+B)+*D|P,, qé sjell

(D+BxD) P,||[(I+B)* D] P,. Pér rrjedhojé rezulton i vérteté barazimi
(I+B) *D=D+BxD.

b) A, B, D#I, ku A#B#D (Fig.18).
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A+B)*D

I D A B A*D B*D A+B A*D+B*D
Fig.18.

Pér ndértimin e prodhimit (A+B)*D, qé ndodhet né anén e majté té barazimit (i),
ndértojmé fillimisht AxD dhe BxD, duke marré pika ndihmése t€ secilit prodhim pikén
B,. Shénojmé D,=0D, (7, dhe D,=0D, (3, Atéheré, pér prodhimin A%D,

sipas algoritmit (11), ku né rolin e B éshté¢ D, né rolin e P, €sht€ D,, kemi

1.B, ¢Ol,
2.0B N/} =D, |= AxD =/, NOI, (27)
3. 405 NOI =C.

kurse pér prodhimin Bx D, sipas algoritmit (11), ku né€ rolin ¢ A &éshté B, né roline B

€shté D, né rolin e P, éshté D,, kemi

1.B, ¢0Ol,
2.0B N/} =D,,|= BxD=/g NOl. (28)
3. 45, NOI =C.

Nga (27) dhe (28), kemi

{IBI 14D, || BD, o

DB, ||(A*D)D, |[(B*D)D,

Ndértojmé mé tej shumén A+B, duke marré piké ndihmése té saj pikén D, OB, .
Shénojmé D, =gy N (g, - Atéheré, sipas algoritmit (3), ku né rolin e B, &hté D,

né rolin e P, éshté D,, kemi
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1. D, ¢OI,
2. Loy op, =Dy, |=> A+B=1(7,NOL (29)
3.40,NOI =C.
Prej nga
D,D, || OI
AD, || OD, (29"
BD,||(A+B)D,
Ndértojmé sé fundi prodhimin (A +B)*D, duke marré piké ndihmése té tij pikén
B,¢ OlI. Shénojmé¢ D,=0B, N ES‘;B) . At€heré, sipas algoritmit (11), kuné€ roline A

&shté A+ B, né rolin e B éshté D, né rolin e P, €shté D;, kemi

1. B, ¢OlI,
2. 0B,n ;" = D,,|=(A+B)*D =}, NOL (30)
3. 005 NOI =C.
Prej nga
IB, || (A + B)D,

DB, ||[(A+ B) = D]|D; (309

Ndértojmé tani anén e djathté AxD+ Bx*D té barazimit (i), duke marré piké ndihmése
t¢ shumés pikén D,¢ OI. Shénojmé D,=/(": mﬁgz . Atéheré, sipas algoritmit (3),
ku né rolin e A &shté A*D, né rolin e B ésht€ BxD , né rolin e B, éshté¢ D,, né rolin

e P, &shté D,, kemi

1. D, ¢OI,
200106y =D, |=>A*D+B*D=1(7,, 0L (1)
3. ggZ(B*D) NOoI=C.

Prej kéndej marrim
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oD, || (A*D)D,
31
(B*D)D,||(A*D+Bx*D)D, S
Nga (28"), (29') dhe (30") kemi
IB, ||AD, ||BD, |[(A+B)D;||(A+B)D,, (32)

qé tregon se pikat A+B, D,, Dj;, jané kolineare. Pér rrjedhojé D,e(A+B)D;, qé
sjell

AD, || D,D, (32)).
Po ashtu, nga (28"), (31") dhe (30"), del qé

DB, ||(A+D)D,||(B*D)D, ||[(A+B)*D}D5 |(A*D+B*D)D

. (33)

Vemé re se trikulméshat A(AxD)D, dhe D,D,D; plotésojné kushtet e aksiomés DI,
pasi, nga (29") dhe (31"), kemi qé:
DD, ||AD,||(A*D)D,. (34)
Prandaj nga (29) dhe (32') kemi
A(A=D)|| DD, | P!
( )l D.D, =(4*D)D, || D,D (35)
AD, ||D,D, 48

Ndérkaq, nga (33) dhe (35) del qé edhe pikat (A+B)*D, D, , D, jané kolineare. Pér
rrjedhojé D, e [(A+B)+D]D; || DB,, qé sjell
[(A+B)*D}D4 |(A*D+B+D)D,,
d. m. th.
(A+B)*D=A*D+Bx*D.

(il) Vértetimi i barazimit (ii) b&het né ményré€ analoge. Megjithaté, po paragesim njé
vertetim tjetér té tij, duke pranuar q€, ngjashmérisht me vértetimin e barazimit

(I+B) #*D =D+ B#*D mé sipér, béhet edhe vértetimi i barazimit

A+(I+D)=A+A*D (36)
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né rastin kur A, B, D#O0 dhe A#B#D. N¢ kété rast, meqénése B#0, nga (20)

ekziston B, Atéheré :

(14)
[A*(B+D)]|*B™”' = A*[(B+ D)*B™"]

(i)

=A*(B*B'+D=*B™")

(20)

= Ax(I+D=*B™")

(36)

= A+A*(D=*B™")

(138),(14)

= AxI+(AxD)*B’

(20)

= A*(B*B ")+ (A*D)* B’

(14)

=(A*B)*B' +(A*D)* B

(3)

=(A*B+A*D)*B™",

Prej kéndej kemi
[A*(B+D)|*B"'=(A*B+A*D)|* B'=> A*(B+D)=A*B+Ax*D.
Duke patur parasysh Teoremén 2.3.2 dhe Pohimet 2.4.1, 2.4.2, 2.4.4 pérftojmé kété

TEOREME 2.4.3. Né njé plan afin té Desargut algjebra (OI, +, %) éshté unazé e

njésishme.
TEOREME 2.4.4. Né njé plan afin té Desargut algjebra (OI, +, ) éshté trup.

Vértetim. Megenése | # O, né unazén OI ka té paktén njé element jo zero. Atéheré,

sipas Pérkufizimit t& nj€ trupi [2], [82], [83], [84], kérkohet t& vértetojmé sa mé poshté:
1. OI' = OI -{ O} éshté nénbashkési e géndrueshme e OI né lidhje me shumézimin .
Me t€ vérteté, n€ qofté se pikat A, B e OI" ,atéheré edhe A *B € OI" . E zémé se
A *B= 0. Megenése A# O, nga (14) dhe (20) kemi

B=IxB= (A'+A) xB= A'%(A*B)= A'x0=0.
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Kjo bie né kundérshtim me kushtin B# O.
2. Grupoidi (OI" , ) éshté grup.

Me té vérteté, nga 1, ai éshté nénstrukturé e (OI , %), e cila ,sipas Teoremés 2.4.2
gshté grup. Veg késaj, po nga 1 dhe nga (20) kemi V AB € OI', AxB™' € OI", gé

tregon [1],[67], [68] se (OI" , x) éshté néngrup i grupit (OI , *), pra &shté vet grup.
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KREU 3

NDERTIMI I NJE TRUPI MBI NJE PLAN AFIN

Né kété Kre do té shqyrtojmé fillimisht kolineacionet e njé plani afin
si bijeksione t&€ bashkésisé sé pikave t€ tij mbi veten, g€ ruajné
drejtézat. Mé pas do t&€ vecojmé prej tyre ato kolineacione, € ruajné
paralelizmin e drejtézave, t€ cilat do t'i quajmé zgjerime dhe nga
zgjerimet do t€ vecojmé t&€ ashtuquajturat zhvendosje. Do t& studiojmé

pastaj grupin (Zgj "N 0) té zgjerimet t€ njé plani afin lidhur me pérbérjen
e tyre dhe grupin komutativ (Zhv, , o) t& zhvendosjeve lidhur me
pérbérjen. Pér mé tepér tregojmé qé grupi (Zhv, , o) i zhvendosjeve t&
planit afin A éshté néngrup normal i grupit (Z 9] 4 0) té zgjerimeve té atij
plani. Studiojmé mé tej bashkésiné (Zhv,)?"» t& pasqyrimeve t&
zhvendosjeve t€ njé plani afin A mbi veten. Do té ndalemi tek

endomorfizmat gjurméruajtése té grupit (Zhv 4, o) mbi veten.

Duke e shénuar kété bashkési me k , dhe, duke e pajisur até, krahas
pérbérjes o edhe me njé veprim tjetér dysh té quajtur mbledhje, arrijmé sé
fundi t€ ndértojmé algjebrén (k ,, +, o), pér t€ cilén tregojmé qé Eshté njé

trup.
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3.1. GRUPI I KOLINEACIONEVE TE NJE PLANI AFIN

Pérkufizim 3.1.1. Le t& jet¢é A=(P,LZ) njé plan afin dhe
S = {y/ : P > P | kuy - éshté bijeksion} bashkésia e bijeksioneve té bashkésisé sé

pikave P mbi veten. Kolineacion i planit afin A quhet njé bijeksion y €S, i tillé qé

Viel, w(l)eLl (1)

Ndryshe, njé kolineacion i planit afin A &shté nj€ bijeksion i P-s€ mbi veten, q€ ruan
drejtézat.

Dihet qé bashkésia e bijeksioneve t€ njé bashkésie mbi veten &shté grup lidhur me
veprimin dysh o té pérbérjes né té, i cili njihet si grupi total apo grupi simetrik [1], [31],
[32], [38], [63], [65], [66],[67],[70], [71].

NEé njé kolineacion y t€ njé plani afin shembéllimin y (P) té njé pike P té planit shpesh
e shénojmé shkurt P .

POHIM 3.1.1. Cdo bijeksion i bashkésisé sé pikave P mbi veten té planit afin
A=(P, L, I) éshté njé kolineacion i tij.

Veértetim. Le té jet€¢ w :P—P njé bijeksion dhe ¢ njé drejtéz nga L. Nga Pohimi 1.2.3 ,
{ &shté incidente me dy pika té ndryshme P, Qe P, té cilat bijeksioni y i ¢on né dy
pika P'=w(P)dhe Q' =y (Q), pérséri té ndryshme. Nga aksioma Al kéto pika
pércaktojné njé drejtéz té vetme P'Q'e€ £,d. m.th.,, PQ=w (PQ)=w (/)eL.

RRJEDHIM. Bashkésia e kolineacioneve Kol , e planit afin A=(P, £, Z) formon grup
simetrik né lidhje me pérbérjen o, d. m. th. (Kol 4,0 ) éshté grup simetrik.

Eshté e qarté se bijeksioni identik id, : P—7P &shté njé kolineacion i planit afin
A=(P, L, 1), té cilin ¢ quajmé kolineacioni identik i .4. Né kété kolineacion, ¢do piké e

P kalon né€ vetvete, po ashtu dhe ¢do drejtéz e £ kalon né€ vetvete.

Pérkufizim 3.1.2. Njé pike P e planit afin .4 quhet piké e vecanté e tij lidhur me njé
kolineacionin &, né qofté se pérputhet me shembéllimin e veté & (P), shkurt kur

P=5(P).

Sipas kétij pérkufizimi, kemi kété
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POHIM 3.1.2. Cdo piké e njé plani afin éshté piké e vecanté lidhur me kolineacionin
identik té tij.

3.2. GRUPI I ZGJERIMEVE TE NJE PLANI AFIN

Pérkufizim 3.2.1. [15], [28] Zgjerim i njé plani afin A=(P, L, Z) quhet njé kolineacion
o itij itillé gé

VP£Q eP, 6(PQ)|| PQ (2)
Sipas aksiomés A1l t€ Pérkufizimit t€ planit afin, drejtézén g€ kalon népér dy pika t&
ndryshme P, @) e kemi shénuar P(). Nga fakti q¢ zgjerimi o &shté bijeksion vlen
njévlerésia

P#Q < d(P)#4(Q), (3)
prandaj drejtéza 0(PQ) shkruhet edhe 6(P)o(Q) dhe pohimi (2), né kéto rrethana, merr
pamjen

VP=Q eP, 6(P)o(Q)|| PQ (2)
Késhtu g€ pérkufizimin e zgjerimit t€ njé plani afin mund ta formulojmé dhe né trajtén:
Zgjerim i njé plani afin A=(P, L, Z), quhet njé kolineacion ¢ i tij, gé pér ¢do dy pika té
ndryshme P, @, nése P '=9(P) dhe Q ' =9(Q), atéheré drejtéza P'Q' éshté paralele
me drejtézén PQ.
Eshté e qarté qé kolineacioni identik id,, i njé plani afin A=(P, L, 7) éshté njé zgjerim i
tij, i cili quhet zgjerimi identik i tij.
Ndérkaq, duke gené bijeksion njé zgjerim & i njé plani afin, i anasjelli i tij &' &éshté

gjithashtu bijeksion. Eshté zgjerim i atij plani afin bijeksioni ' ? Sipas (3), tregohet
lehté qé éshté 1 vérteté ky

POHIM 3.2.1. Bijeksioni i anasjellé &' i njé zgjerimi & té njé plani afin éshté
gjithashtu njé zgjerim i atij plani.

POHIM 3.2.2. Pérbérja e dy zgjerimeve té njé plani afin &shté pérséri njé zgjerim i tij.

Vértetim. Le t€ jené 6, dhe & dy zgjerime té planit afin A = (P, L, 7). Pér ¢do dy pika té
planit, sipas (3), kemi:
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P%Q < 5,(P)#5,Q)
dhe
5,(P)=8,(Q) = &5 (5(P))%5,(5(Q)).
Nga njévlerésia e paré , sipas (2'), kemi:
5,(P)3,(Q) [|PQ
kurse nga e dyta kemi

5,(8,(P))5,(6,(Q)) || 5,(P)S(Q).

Sipas Pohimit 1.2.1, lidhja e paralelizmit né .4 éshté lidhje ekuivalence, prandaj nga vetia

kalimtare e saj marrim:
5 (5,(P))5,(5,(Q) || PQ,
ndryshe,
(52 051)(P)(52 051)(Q) || PQ.
Si pérfundim,
VP£Q EP, (6,°6,)(P)(6,°6,)(Q | PQ

qé, sipas (2'), tregon se pérbérja o, 0, e zgjerimeve J,, I, t€ planit A &shté gjithashtu
zgjerim i tij (Fig.1) .

P"=6,(P")=(68,°6,)(P)

5 Q"=6,Q)=(5,26)Q
Q'=4,Q

Fig.1

! Figurat kétu ndihmojné sa pér té patur njé pérfytyrim
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Le t€ jeté Zgj ,= {J € Kol , |5 éshté zgjerim i A} bashkésia e zgjerimeve té planit afin
A=(P, L, I). Si e tillé ajo ésht€ nénbashkési e kolineacioneve Kol ,. Pohimi 3.2.2
tregon se (Zgj 4, ©) €shté nénstrukturé e grupit simetrik (Kol ,, o) té kolineacioneve t&

planit afin A. Pohimi 3.2.1 tregon se kjo nénstrukturé éshté néngrup i grupit (Kol ,, ©),

[2], [33], [35], [36], [37], [38], [64], [68], [70], [71]. Pérftohet né kété ményré kjo

TEOREME 3.2.1. Bashkésia Zgj , e zgjerimeve té njé plani afin .A formon grup né
lidhje me pérbérjen o.

Pérkufizim 3.2.2. Le té jeté & njé zgjerim i planit afin A = (P, L, 7), P njé piké e tij.
Drejtéza gé kalon nga P dhe & (P) quhet gjurmé e pikés P lidhur me zgjerimin 4.

Né qofté se P = 6 (P) , atéheré, sipas Al, gjurma P§ (P) &shté e vetme. Edhe, kur
P = § (P), gjurmén e pikés P lidhur me & do ta shénojmé P& (P). Né kété rast gjurma
Pd (P) nuk éshté e vetme, mbasi, sipas Pohimit 1.2.4, pika P ka t& paktén tre gjurmé

lidhur me zgjerimin 4.

TEOREME 3.2.2. Pér njé piké P té njé plani afin A=(P, £, Z), jo té vecanté lidhur me

njé zgjerim ¢ té tij, vlen pohimi
VQeP - {P}, Q € P5(P)= 6(Q)ePo(P).

Ndryshe, ¢do piké e njé gjurme té njé pike jo t€ veganté t&€ njé plani afin lidhur me njé
zgjerim t€ tij e ka shembéllimin e vet lidhur me até zgjerim po né até gjurmé.

Vértetim. Meqenése Q=P dhe & &sht€é zgjerim i1 planit A, atéheré, sipas (2),
PQ|| o(P)6(Q). Nga kushti, @ € PS(P), qé sjell Q, P, 6(P) e PQ . Nga
paralelizmi i drejtézave PQ, O(P) 6(Q) dhe nga fakti qé pika O(P) éshté piké e
pérbashkét e tyre, rezulton

PQ = 46(P)4(Q),
qé sjell

0(Q)e PQ=Po(P).

Formulojmé tani njé teoremé me karakter konstruktiv té njé zgjerimi pér nj€ plan afin.
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Faktin, qé njé drejtéz / e njé plani afin kalon nga njé piké P e tij dhe éshté paralele me

njé drejtéz m té tij, e shénojmé (.

TEOREME 3.2.3.[28] Né qofté se pér dy pika té ndryshme té caktuara P, Q té njé plani
afin A=(P, L, I), jané pércaktuar shembéllimet e tyre P'=6(P) dhe Q'=6(Q)

sipas njé zgjerimi & = id,, té tij, ateheré shémbéllimi R'=¢6(R) i njé pike tjetér

RepP- {P,Q} pércaktohet si mé poshté:
RePQ= S(R) = b n [,

RePQ=3S e 2.8 ¢ PQ, SR)= o L5,

Veértetim. Shqyrtojmé rastin e paré, kur pika R nuk éshté incidente me drejtézén PQ:

R¢PQ. Dallojmé tre nénraste.

a) R nuk éshté incidente me asnjerén nga gjurmét PP’ dhe QQ'. Né kété rast kemi
P = P' dhe Q # Q' , mbasi, néqofté se pranojmé qé p.sh. Q=Q' , até¢heré¢ RQ=RQ’
dhe, nga (2), R’Q’|| R Q. Prej kéndej del qé:

Al

R'Q|| RQ'= R'Q'= RQ' = RQ = Re R'Q',

né kundérshtim me kushtin.
Ndértojmé né P' drejtézén fzp , q€ &shté paralele me RP (Fig.2.a). Nga (2), R'P'||RP.
Prej kéndej, nga aksioma A2 e planit afin del qé f;rpz R'P'. Pér rrjedhojé R'e fzp
Ndértojmé tani n€ @’ drejtézeén f%Q , g€ éshté paralele me R Q.
Njélloj si mé sipér del q¢ R'e K%IQ. Pra,
Rezulton né két€ ményre 1 vérteté pohimi

VREP- {P, Q}, RePQ= R' = iy I}, (4)

qé tregon se R'=0(R) pércaktohet si piképrerje e drejtézave:
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1P, =5(RP) dhe (3= 5(RQ).

Fig.2.a.
b) R éshté incidente me njerén nga gjurmét PP’ , QQ' , konkretisht me té parén
(Fig.2.b). Nga (2), R'P'||RP, qé sjell R'e RP = f;p Si né pikén a) tregohet se

R'e f?{Q. Pér rrjedhojé kemi R' = KE’P A K?%Q-

R'

Fig.2.b

C) R éshté incidente me t€ dyja gjurmét PP’ , QQ'. Me qené se R ¢ PQ , atéheré
PP' , QQ' jané té ndryshme, prandaj, sipas A1, ato priten n€ pikén R:
R= PP'n QQ'(Fig.2.c). Si né pikén b) tregohet se
Re PP'= R'c RP=I},
dhe
ReQQ = R'e RQ = 3,

prandaj
R = lnlf{y=RP~ RQ=R. (*)

69



KREU 3

Fig.2.c

Shqyrtojmé tani rastin tjetér, kur pika R é&shté incidente me drejtézén PQ: Re PQ.
Sipas A3, né planin afin ka njé piké S jo incidente me PQ (Fig.3). Eshté e qarté se
R ¢ PS (né t& kundért PS dhe PQ do t€ pérputheshin sipas aksiomés A1, se do té
kalonin nga dy pika t€ ndryshme P e R, gjé qé do té sillte n€ pérfundimin e gabuar se
SePQ).

Meqénése S¢ PQ, sipas (4), ndértohet S':f:'p N KEQ , 0(S)=S". Por edhe R¢ PS8,
prandaj sipas (4) ndértohet mé tej edhe R’ = / :,p N ﬁz’s- Pérmbledhtas ndértimin e

pikés R'=0(R) né kéto kushte e paragesim né trajtén

VR € P-{P,Q},Re PQ=38 ¢ PQ,8'= ¢}, n¢% dhe R=lpnly (5

Fig.3.

Eshté e qarté se, kur gjurmét P& (P) , QO (Q) té dy pikave P, @ t€ planit afin jané

prerése, atéheré patjetér P#£Q. Prandaj, nga (*) del i vérteté dhe ky
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RRJEDHIM 1. Né qofté se gjurmét PS5(P), Qo(Q) té dy pikave P, Q té njé plani afin
jané prerése, atéheré piképrerja e tyre Ps(P) N Q45(Q) éshté piké e vecanté e tij
lidhur me zgjerimin & .

RRJEDHIM 2. Né qofté se njé piké Q e planit afin ndodhet né gjurmén P & (P) té njé
pike P té tij, atéheré edhe shembéllimi 5 (Q) i saj ndodhet né até gjurmeé.

Ndryshe, né njé plan afin, drejtéza, qé éshté gjurmé e njé pike té tij sipas njé zgjerimi ,
éshté gjurmeé pér cdo piké tjetér té saj.

Veértetim. Rasti 1) Pika @ &shté piké e veguar né lidhje me zgjerimin 8. N& kété rast kemi
qé:
6(Q)=Q

Megénése nga kushti i rrjedhimit kemi qé pika Qe P§(P), kemi qé

6(Q)ePS5(P)

Rasti 2) Pika @ nuk &shté piké e veganté lidhur me zgjerimin 6. Vértetésiné e rrjedhimit

e kemi nga Teorema 3.2.2.

RRJEDHIM 3. Dy zgjerime &, # id, dhe 8, # id , té njé plani afin A=(P,L,Z), jané
té barabarta atéheré dhe vetém atéherg, kur pér dy pika P # Q € 2 vlejné njéherésh
barazimet

8,(P)=6,(P) dhe 5,(Q)=5,(Q) (6)

Ndryshe, njé zgjerim & = id_, i njé plani afin éshté plotésisht i pércaktuar nga dhénia

e shémbéllimeve sipas tij té dy pikave té ndryshme té planit.
Vértetim. Pér dy zgjerime 6, ,5,, vlen njévlerésia
5,=0, <= VR €P, 6 (R)=0,(R), (7)

mbasi, duke gené pasqyrime, pér dy pasqyrime f: X —-Y dhe g: X —>Y vlen
njévlerésia [1], [32], [33], [40].

f=9 o Vx€X, f(x)= g(=). (7)
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Prej kéndej, kur zgjerimet 6, # id, ,5,# id, jané té barabarta, né veganti pér pikat
P£Q€Pkemi 6, (P)=4,(P) dhe &, (Q)=4, (Q).

Anasjellas, le t& kemi 6, (P)=06,(P) dhe 6,(Q)=45,(Q) dhe t& vértetojmé qé 5,=35,. Nga
kushti, barazimi vlen pér R=P dhe pér R=Q. Pé&r njé piké e tjetér, d. m. th. pér njé€ piké
ReP-{P,Q}, né rastin kur R ¢ PQ , sipas (4) dhe (6), kemi

5(P) 5(Q) _ p&,(P) 5(Q)
51(R) = ERIP ngQ :KRzP ngQ :52(R),
por edhe né rastin kur R e PQ, sipas (5), (6) dhe nga mésipér, kemi

0,(P) 0(S) _ p6(P) 0,(S)
3S¢PQ,5,(R)=lgp ' N las =l N 57" =6, (R).

Pra, VR €P, 6,(R)=7,(R), qé sipas (7), tregon se 6,=5, .

TEOREME 3.2.4. Pér ¢do zgjerim & # id, té njé plan afin A=(P, L, T) ekzistojné né
até plan té paktén dy pika jo té vecanta né lidhje me até zgjerim.

Veértetim. Fakti q€ zgjerimi ¢ # id, sjell ekzistencén e t€ paktén njé piké P né planin A qé
nuk éshté e veganté lidhur me &, d. m. th.§ (P)#P. Patjetér ekziston edhe njé piké tjeté
QEP e tillé g€ J (Q)£Q.

Né té kundért, né qofté se VQ € P - {P} do té kishim 6(Q) = @, atéheré
o(PQ)[|PQ = & (P)=P,

né kundérshtim me faktin q€ pika P nuk &shté e vecanté.

TEOREME 3.2.5. Né qofté se njé plan afin A=(P, L, Z) ka dy pika té vecanta né lidhje

me njé zgjerim, atéheré ai zgjerim éshté zgjerimi identik id., i tij.

Vértetim. Le té jené P, () dy pika té vecanta né lidhje me njé zgjerim 6 dhe R njé piké

tjetér e planit afin A.

Né¢ qofté se R¢ P(Q, sipas (4), shembéllimi i saj R’ &shté

R’ :KE'PmE%Q:ZEPmK?{Q ,
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sepse P, @ jané pika té veganta lidhur me zgjerimin & . Por / EP N ng =R, qé sjell R=R.
Né qofté se pika R€ P() , nga aksioma A2, ekziston njé piké S e tillé q¢ S& PQ. Sipas
(4), shembéllimi i saj S’ &shté
s =l ECSQQ =lgn ng =5,
qé sjell S'=S. Atéheré , sipas (5),
R' = EE{P a K?{S =R

Sipas késaj teoreme, né qofté se, lidhur me njé zgjerim J+# id, té njé plan afin
A=(P, L, 1), plani ka njé piké t€ vecanté, ai s’mund t& keté tjetér piké t€ vecanté, mbasi

né t€ kundért, ai do t& ishte zgjerimi identik id, . Marrim késhtu kété

RRJEDHIM. Pér ¢do zgjerim ¢ # id, té njé plan afin A=(P, L, Z) né qofté se né até
plan ka njé piké té vecanté lidhur me até zgjerim, atéheré ajo éshté e vetme.

TEOREME 3.2.6. Pér ¢do zgjerim ¢ # id,, té njé plan afinA=(P, L, ), qé ka njé piké
té vecanté V lidhur me até zgjerim, éshté i vérteté pohimi
VP eP,VePs(P), (8)

ndryshe, té gjitha gjurmét lidhur me zgjerimin & kalojné nga pika V.

Vértetim. Pohimi (8) pér P=V &shté evident. Pér P #V kemi P # 5(P), sepse,
sipas Rrjedhimit, pika e veganté V lidhur me até zgjerim & éshté e vetme né planin .A.
Ndérkaq, fakti q¢ o &shté zgjerim sjell VP || VI (P), sepse V=0 (V). Drejtézat VP
dhe V6 (P) kané té pérbashkét pikén V, prandaj VP = V§ (P), qé sjell
Ve Po (P).

TEOREME 3.2.7. Njé plan afin A=(P,L,Z) nuk ka piké t& veganté lidhur me njé

zgjerim & = id,, atéheré dhe vetém atéheré, kur té gjitha gjurmét Pé‘(P) pér cdo

P € P jané paralele ndérmjet tyre.
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Vértetim. Né qoftése gjurmét sipas zgjerimit & né planin A jané paralele ndérmjet tyre,

at€heré ai plan nuk ka piké t€ vecanté sipas &, mbasi n€ t€ kundért, sipas Rrjedhimit t&
Teoremés 3.2.5, ato nuk do t€ ishin paralele.

Anasjellas, pranojmé g€ plani .4 nuk ka piké t€ veganté lidhur me zgjerimin §# id, dhe
té tregojmé qé té gjitha gjurmét Po (P) pér ¢do P € P jané paralele ndérmjet tyre. Le té
jené P, Q dy pika té ¢farédoshme té planit afin A. Rasti kur P=Q éshté evident. Edhe kur
P#Q, pérséri gjurmét e tyre jané paralele, se po t&€ pranojmé q¢ PJS(P) } Qo (Q),

atéheré piképrerja e tyre, sipas Rrjedhimit 1 t€ Teoremés 3.2.3, do té ishte piké e vecanté

e A lidhur me zgjerimin 6, q€ bie né kundérshtim me kushtin. Mg tej, paralelizmi

ndérmjet té gjitha gjurméve rrjedh nga fakti qé paralelizmi 1 drejté€zave t€ njé plani afin
&shté relacion ekuivalence.

Teoremés mund t” japim edhe kété formulim:

Pér ¢do zgjerim 5+#id, té njé plani afin A=(P,L,Z), vlen pohimi

“Anuk ka piké té vecanté sipas 6” < V P, Q € P, Ps5(P)||Q5(Q). 9)
Dy teoremat e fundit i pérmbledhim né kété

POHIM 3.2.3. Né& njé plan afin lidhur me njé zgjerim & # id , té gjitha gjurmét Po (P)

pér cdo P € P, ose kalojné nga njé piké e vetme, ose jané paralele ndérmijet tyre.

Shembull 3.2.1. Pikat e planit afin A=(P, L, Z) té rendit t& dyté i shénojmé P,, P,,
pP,, P, (Fig4). Drejtézat e tij jané P, P, P,P,, P,P,, P,P, P,P, P,P; Nga
figura duket se

a) veg secilés drejtéz paralele me vehten, kemi edhe kéto cifte drejtézash paralele:
P1 P2|| P3P4’ P2P3|| P4P17 P3P1|| P2P47 P3P1|| P2P4
b) kemi gjithashtu kéto ¢ifte drejtézash g€ priten:

P, P, }f P, P,né pikén P,,
P, P, 4 P, P, né pikén P,,

P, P,/ P,P, népikén P,,
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P, P,/ P, P,népikén P,.

Fig.4.

Le té jeté¢ o0 :7 — P bijeksioni i till€ qé
P, — P,
P,—~ P,
P,— P,
P,—- P,

ndryshe,
Y (P,)= Py,

0 (Py)= P, ,
o (Py)= P, ,
o (P,)= P, .

Duke patur parasysh drejtézat paralele a), nga mé sipér veme re se

P1P2||P3P4:> P, P)|6 (P, P,),
P,Pj|P,P,= P, Pj|6 (P, P,),
P, P||P, P,.= P, P||6 (P, P,),

P, P||P, P, P/P|J(PP,),
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p, P||P, P, P, P)jlo (P, P,),

P, PJ|P,P,= P, Pj|o (P, P,).
Pér rrjedhojé & éshté zgjerim i planit A. lidhur me té cilin ai plan nuk ka piké té
vecanta. Ndérkaq, vemé re se

p, (P,)=P,P, P, (P,)=P,P,, P;6 (P;)=P,P,
dhe
P, (P,)=P,P,.
Por nga a) kemi
p,p,| P,P,,
qé do té thoté se:
P56 (P,)||P,0 (P,) ||P;6 (Py) ||P,5 (P,).

Pra, s’ka dy drejtéza t€ tipit Po (P), qé priten, pér rrjedhojé ky plan afin lidhur me

zgjerimin 0 nuk ka pika té vecanta. Shembuj té tjeré t€ ngjajshém mund té gjeni né [44].

3.3. GRUPI I ZHVENDOSJEVE TE NJE PLANI AFIN
Sipas Pohimit 3.2.3, né nj€ plan afin t€ gjitha gjurmét sipas njé zgjerimi té tij ose kalojné
nga njé piké e vetme, ose jané paralele ndérmjet tyre. Ky fakt na ¢on né kété
Pérkufizim 3.3.1. [15], [14], [28], Zhvendosje té njé plani afin A = (P, L, Z), quajmé
zgjerimin identik <d, té tij dhe ¢do zgjerim tjetér té tij, né lidhje me té cilin ai plan afin
nuk ka pika té vecanta.

Né qofté se o &shté nj€ zhvendosje e ndryshme nga zhvendosja identike id , , atéher,

sipas Teoremés 3.2.7, t&€ gjitha gjurmét lidhur me o formojné njé bashkési drejtézash

paralele. Sipas Pohimit 1.2.4, né ¢do piké P € P kalojné té paktén tri drejtéza nga L, ndér
t€ cilat vetém njera &shté gjurmé e saj sipas zhvendosjes o . Meqenése lidhja || e

paralelizmit mbi £ &shté njé lidhje ekuivalence, sipas Pohimit 1.2.1, atéheré w =L/||
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€shté njé copétim i L né klasa ekuivalence sipas paralelizmit [1], [33], [35], [37], [40].

Secila klas€ ka pérfagésuese njé drejtéz qé kalon nga pika e ¢farédoshme P.

Pérkufizim 3.3.2. Pér njé zhvendosje o = 1id,, klasa e ekuivalencés sé coptimit
z =L/ ||, qé pérmban gjurmét sipas o té pikave té planit .A = (P, L, Z) quhet drejtim

i zhvendosjes o té tij dhe shénohet 7_.

Pra, pér o # id,,drejtimi 7 _pérfagésohet nga gjurma e vetme sipas o ¢ ¢do pike
P e P. Pér zhvendosjen id ,, themi se ka drejtim t€ papércaktuar. Ndryshe themi se ka
drejtim t€ njejté me ¢do zhvendosje tjetér o t€ planit A , d. m. th. pranojmé té verteté
pohimin:

pér ¢do zhvendosje o téplanit A, w. =7 _ . (10)

o

Objekt 1 shqyrtimit né kété piké do té€ jeté bashkésia e zhvendosjeve té planit afin
A=(P,LI):

Zhv = {0 € Zgj4, |a &shté zhvendosje e A} .

Le t& jeté a: Zhv, — Zhv, njé pasqyrim i ¢farédoshém i Zhv , mbi veten. Pér ¢do
zhvendosje o, shembéllimi i saj (o) éshté pérséri njé zhvendosje, g€ mund té jeté
a(o)=td, ose a(o) = td,, pra ka njé drejtim t& caktuar apo t& papércaktuar. Barazimi
i paré, né rasin kur o=1d