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PERMBLEDHJE

Zgjedhja e késaj teme u motivua nga réndésia qé kané aplikimet e sistemeve dinamike
né€ studimin e popullimeve tek t€ cilat mendojmé se duhet t€ keté njé qasje dhe nga

institucionet publike si INSTAT apo Ministria € Bujqésisé.

Shumica e dinamikave, t€ cilat mund t€ gjenden né praktiké ose teori, jané jolineare.
Kjo e bén aplikimin e metodave analitike ose studimin e tyre jashtézakonisht t€ véshtirg,
e cila &shté pothuajse e pamundur né teori. Aplikimet e ekuacioneve diferenciale tashmé
pérdoren né modelimin e 1€vizjes dhe ndyshimit né t€ gjitha fushat e shkencés. Teoria e
ekuacioneve diferenciale €éshté béré njé mjet thelbésor né analizat demografike dhe
ekonomike. Né kété studim prezantojmé njé nga teknikat mé bazike t€ dinamikés:
interpretimin e njé ekuacioni diferencial si fushé vektoriale. Pikat fikse kontrollojné
sistemet dinamike. Studimi 1 kétyre pikave ka njé rol shumé t€ rénd€sishém pér t’i
drejtuar drejt ekuilibrit, nése jané t€ dobishme, pérndryshe drejt shkatérrimit.

Objektivat e kétij kérkimi jané t€ kontrollojmé modelin, duke pérfshiré parametrat,
vlerat fillestare dhe nivelin e korrjes né ményré qé popullsité t€ mos zhduken ndonésé
ato jané t€ korrura, si dhe t€ pércaktojmé llojin e stabilitetit t€ pik&s ekuilibre pozitive.
Pér mé tepér, sugjerohet njé interpretim gjeometrik i zgjidhjeve t€ ekuacioneve apo
sistemeve diferenciale, pa kaluar pérmes progesit analitik t€ gjetjes s€ zgjidhjeve, i cili
né€ shumé raste €shté praktikisht 1 pamundur pér sistemet jolineare. Modeli g€ pérfshin
njé popullsi t& vetme €shté zgjidhur analitikisht dhe gjithashtu pérshkruhet grafiku 1 té
dhénave. Ndérsa pér modelet e tjera, géndrueshméria e pikés sé tyre ekuilibre
shqyrtohet me metodén linearizuese duke paraqitur grafikisht trajektoret rreth pikés
ekuilibre pér sistemet jolineare.

Disa nga sistemet dinamike q€ hasim né praktiké pérmbajné parametra g€ mund té
ndryshojné. Pikérisht ndryshimi i kétyre parametrave kushtézon dhe sjelljen e sistemit.
Késhtu q€ mund té ndodhé qé njé ndryshim i vogél i vlerés s€ njé parametri t€ keté

ndikim t€ réndésishém mbi sjelljen e sistemit. N&€ vecanti, disa pika fikse mund té
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zhduken e disa t€ tjera mund t€ shfagen, ose ndoshta géndrueshméria e disa pikave fikse
mund t€ ndryshojé.

Kéto ndryshime cilésore né dinamiké t€ quajtura bigézime si dhe vlera e parametrit ku
ndodh kjo quhen pika bigézimi. Pérdorimi i modeleve matematikore né gjuetiné e
peshkut ndihmon sektorin e hidrokulturés pér t& vlerésuar kur dhe sa peshk mund té
peshkohet pér t€ maksimizuar vlerén e sasis€ sé peshkut té€ pérvetésuar, pa e zhdukur
komplet popullimin. Kétu do t&€ pérdoret modeli logjistik i rritjes pér té treguar rritjen e
popullimit t& peshkut si dhe do t€ merren né konsideraté tre strategji gjuetie: konstante,
proporcionale si dhe ajo periodike. Pér secilén strategji éshté llogaritur sasia optimale e
gjuetisé s€ peshkut pér t€ mbrojtur popullimin nga zhdukja. Gjithashtu kemi trajtuar
marrédhénien midis dy specieve ku jan€ shqyrtuar katér modele. Jané ilustruar njé
shuméllojshméri trajektoresh zgjidhjeje pér sistemet duke pérfshiré ndérveprimin mes

dy specieve né varési t€ llojit: konkurues, i dyanshém apo té llojit gjahtar — pre.

Fjalé kyce: Sistem Dinamik, pika fikse, fushé vektoriale, modeli logjistik,
géndrueshméri, linearizim, konkurencé
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ABSTRACT

The choice of this topic was motivated by the importance of dynamical systems that
arise in population dynamics. We believe that there should be an approach by public
institutions such as the Ministry of Agriculture, INSTAT etc. The theory of differential
equations has become an essential tool for demographic and economic analysis. Most of
the processes that occur in practice are nonlinear. Application of analytical
techniques for the study of these processes is extremely difficult. The application of
differential equations are now used in modelling of motion and change in all scientific
fields.In this work we present one of the most basic techniques for the study of
dynamical systems: the interpretation of a differential equation as a vector field. Fixed
points control the dynamical systems.The study of these points is crucial in order to take
the system towards the equilibrium, otherwise towards destruction.

The main objectives of this work are to examine the mathematical model, including
parameters, initial values and the level of harvest so that populations will not disappear
although they are harvested and determine the type of stability of the pozitive
equilibrium point.

Furthermore, we propose a geometric interpretation of solutions of differential
equations, without going through the complicated process of finding analytical
solutions, which in many cases it is practically impossible for nonlinear systems. A
single population model is presented, the data of this model is described graphically, in
this case an analytic solution is given. As for the other models, the stability of their
equilibrium points are examined using linearization methods in which the trajectories of
their equilibrium points of non-linear systems are presented graphically. Most of
dynamical systems we encounter in practice contain parameters that can vary. It is the
change of these parameters which determines the behavior of the system. It may happen
that a small change in the value of a parameter has a significant impact on the system
behavior. In particular, some fixed points can disappear and others may occur or the
stability of some fixed points may change. These qualitative changes in dynamics are
called bifurcation, while the corresponding values of the parameters in which this
happens are called bifurcation points. The use of mathematical models in fishing helps
the sector of aquaculture in order to evaluate when and how many fish can be harvested,
to maximize the value of the size of fish obtained without eradicating the whole
population. Here, to show the rising populations of fish a logistic growth model will be
used, to analyse this model we will take into consideration three hunting strategy:
constant, proportional and it periodically. Some calculation to determine the optimal
amount of fishing for each strategy to prevent the population from extinction are
performed. Also we handle the interaction between the two species, in which we
explore four models. A variety of trajectory solutions for systems including interaction
between the two species according to the type, competitive, mutual or type hunter -
hunting has been presented.

Keywords: dynamical systems, fixed points, vector field logistic model, stability,
linearization, competition
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Kapitulli 1

1.1. Hyrje

Shumé probleme né boté zakonisht pérfshijn€ sasi q€ ndryshojné né€ ményré té
vazhdueshme si p.sh distanca, shpejtésia, nxitimi, apo forca. Nga ana tjetér, shumé
probleme né shkencat humane kané t€ béjn€ me grumbullin e individéve, gjé qé &shté
diskrete dhe jo e vazhdueshme. Pérderisa kétu pérfshihen derivatet, e pér rrjedhojé
ekuacionet diferenciale, kan€ kuptim vet€ém pér sasité q€ ndryshojné n€ ményré té
vazhdueshme. Nése popullsia né njé problem biologjik €shté mjaftueshém e madhe, ajo
zakonisht mund té pérafrohet, modelohet, nga njé sistem i vazhdueshém né té cilin
shkalla e ndryshimit mund té€ shprehet si derivat dhe sjellja e sistemit mund té
pérshkruhet nga njé€ sistem 1 ekuacioneve diferenciale.

Dinamika e popullsisé éshté studimi i ndryshimeve né popullsité e sistemeve dhe si
popullsia e njé sistemi mund té ndikojé né popullsiné e njé tjetri.

Ndryshimi i popullsis€ mund t€ ket€ pasoja t€ réndésishme ekonomike dhe sociale. Pér
shembull, fermeri do té dijé sa e madhe éshté popullsia e insekteve shkatérruese kur
prodhimi/ t€ korrat e tij jané€ n€ pikén mé delikate dhe ¢faré efektesh do t€ keté spérkatja
e pesticideve. Peshkatari do t&€ dijé c¢faré efektesh do té keté kuota e peshkimit né
rezervat e peshkimit dhe si pasojé n€ kapjen e peshkut. [48]

Ekzistojn€ tre ményra kryesore né t€ cilat kafshét e popullsive t€ ndryshme
mund té ndérveprojn€. Ata mund té€ ndihmojné rritjen e njéri — tjetrit, ose mund té
pengojné njé rritje té till€, ose njéri mund t& ndihmojé dhe tjetri t€ pengoj€. Kéto njihen
respektivisht si specie konkurrente dhe gjahtar — pre. N€ sistemin e treté njéra specie,
gjahtari, ushgehet me specien tjetér, prené. Pér shembull, dhelprat mund té zé€né dhe té

vrasin lepujt, peshkagenét konsumojné€ peshqit e vegjél né det. Prandaj, prezenca e
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peshkagenéve rrit shkallén e vdekjes s€ peshgéve t€ vegjél dhe prezenca e peshqve té
vegj€l rrit furnizimin dhe si pasojé shkallén e lindjes s€ peshkagenéve. N¢ sistemin e
specieve konkuruese, t&€ dyja popullsité konkurojné pér t€ njéjtat burime, zakonisht pér
ushqim. N¢& sistemin gjahtar — pre nuk €shté e garté se si popullsité e specieve variojné
dhe njé€ model matematikor mund t€ na ndihmojé t€ parashikojmé sjelljen e popullsive.

Ky kérkim prezanton njé model té sjelljes s€ njé popullsie duke pérdorur modelin
pércaktues, i cili paragqitet si nj€ sistem i ekuacioneve diferenciale. Modelet jané modeli
Malthusian dhe modeli logjistik, ndérsa modeli qé pérfshin dy ose mé shumé popullsi

bazohet né modelin Lotka — Volterra. [48]

Struktura e Studimit

Né kapitullin e dyté paraqgiten Sistemet dinamike né drejt€z, sistemet dinamike né plan,
si dhe Sistemi dinamik parametrik. Qéllimi 1 kétij kapitulli éshté t€ me€sojmé se si mund
té interpretohen nga ana gjeometrike zgjidhjet e ekuacioneve apo sistemeve
diferenciale, pa kaluar pérmes procesit analitik t& gjetjes s€ zgjidhjeve, i cili né shumé
raste €shté praktikisht i pamundur. Kjo arrihet duke ndérthurur metodén analitike me
intuitén gjeometrike. Gjithashtu jepet njé pérshkrim né lidhje me popullsiné e
Shqipérisé dhe projeksionet pér t€ ardhmen.

Né Kkapitullin e treté paraqiten modelet logjistike. Kétu kemi pérdorur modelet
matematikore pér menaxhimin e vjeljes s€ peshkut kocé né njé rezervuar né Sarandé.
Pérdorimi 1 modeleve matematikore né€ gjuetiné e peshkut ndihmon sektorin e
hidrokulturés pér té vlerésuar kur dhe sa peshk mund té€ peshkohet pér t€ maksimizuar
vlerén e sasis€ s€ peshkut t€ pérveté€suar pa e zhdukur komplet popullimin. Kétu do
pérdoret modeli logjistik 1 rritjes pér té€ treguar rritjen e popullimit t& peshkut, si dhe do
merren n€ konsideraté tri strategji gjuetie: konstante, proporcionale si dhe ajo periodike.
Pér secilén strategji €shté llogaritur sasia optimale e gjuetis€ s¢ peshkut pér t&€ mbrojtur
popullimin nga zhdukja.

Né kapitullin e katért paraqiten modelet e popullimit me dy specie. Kemi shprehur

ekuacionet pér sa i pérket dy specieve qé konkurojné pér t€ njéjtin furnizim. Kétu jané
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pérdorur katér modele: modeli me konkurencé dhe me jo mbipopullim, modeli gjahtar —
pre pa mbipopullim: modeli Lotka — Volterra, modeli me konkurencé dhe me
mbipopullim, si dhe modeli gjahtar — gjah me mbipopullim. Kemi analizuar modelet
gjeometrikisht si dhe kemi pérdorur metodén e linearizimit pér pércaktimin e
géndrueshméris€ sé pikave fikse. T€ gjitha modelet e marra né konsideraté¢ do té
analizohen pér géndrueshmérin€é e pikés s€ tyre ekuilibre, né€se ka, dhe do té
pércaktojmé kushtet e duhura dhe té mjaftueshme pér ekzistencén e pikés ekuilibre,
nése &shté e mundur. Pér kété qéllim, merren né konsideraté disa supozime.

Metodat e pérdorura pér t€ studiuar géndrueshmériné e pikés ekuilibre jané metodat
intuitive (gjeometrike), metoda e linearizimit, metoda e vlerés vetjake, si dhe me
programin MAPLE. Programi MAPLE pérdoret pér studimin e ekuacioneve
diferenciale, duke eliminuar veshtirésit€ né llogaritje dhe duke béré disa paraqitje
grafike t€ tyre bashké me drejtimin e fushés. Njé paraqitje e tillé grafike €shté mé shumé
iluminuese dhe e dobishme pér t€ kuptuar dhe interpretuar zgjidhjen e modelit.
Objektivat e kétij kérkimi jané€ t€ kontrollojmé modelin, duke pérfshiré parametrat,
vlerat fillestare dhe nivelin e korrjes né ményré qé popullsité t€ mos zhduken, ndonésé
ato jané té korrura edhe té pércaktojmé llojin e stabilitetit t&€ pikés ekuilibre pozitive.
Modeli gé pérfshin njé popullsi té€ vetme éshté zgjidhur analitikisht dhe gjithashtu
pérshkruhet grafiku i t€ dhénave. Ndérsa pér modelet e tjera, géndrueshméria e pikés sé
tyre ekuilibre shqyrtohet me metodén linearizuese, duke paraqitur grafikisht trajektoret
rreth pikés ekuilibre pér sistemet jolineare.

Pér realizimin e kétij studimi jan€ pérdorur njé séré burimesh shkencore si: libra,
artikuj, revista dhe konferenca shkencore, publikime shkencore, komunikim me koleggét,

etj.

1.2 Koncepte té pérgjithshme

Hapésira e dukurive ku ndeshen dinamikét &shté sa e gjéré aq edhe e larmishme.
Dinamikét takohen mé shpesh né fushat e shkencave natyrore, si Fizika, Biologjia,

Kimia, Astrofizika etj. Rol t& dorés s€ par€ ka studimi 1 sjelljes sé dinamikéve né fusha
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t¢ ndryshme t€ teknikés si pér shembull, né Mekaniké, Ballistiké, Aeronautiké,
Elektroniké, Radiologji, Kriptologji et;.

Objektivi kryesor 1 kétij studimi €shté thellimi né aplikimet e dinamikéve.

Matematika e aplikuar né ditét e sotme ka njé térheqje té€ jashtézakonshme. Studimi i
ekuilibrave dhe 1 disekuilibrave t€ sistemeve dinamiké €sht€¢ ményra mé e miré pér té
kuptuar se edhe né€ kaos “mbretérojné” rregulla, t€ cilat b&né g€ dukurité t€ kené
identitet, si dhe t€ perceptohen e studiohen nga kérkuesit shkencoré.

Ne jemi njohur me ide t€ dinamikés né fusha té ndryshme — né kurse té ekuacioneve
diferenciale, mekanikés klasike, kimis€ kinetike, biologjis€ s€ popullsimeve dhe té tjera.
Studimi i dinamikés fillon n€ kreun 2, por pérpara se té thellohemi né t€ po paragesim

pérkufizimin e sistemit dinamik abstrakt me disa veti té tij.

Pérkufizim I: Sistem dinamik quhet katérshja {H,p,R, f} ku H &shté njé bashkési,

p njé funksion largesé né té, R bashkésia e numrave realé dhe f njé pasqyrim 1

hapésirés H x R né€ hapésirén H qé plotéson kushtet:

1. f(x,0)=x pér¢do pike x t& hapésirés H .
2. f(f(x, tl),lz) = f(x.,t,+1,) pér ¢do piké x t& hapésirés # dhe ¢do dy numra
realé ¢, e .

3. f &shté pasqyrim i vazhdueshém né ¢do piké (x,l) té hapésirés H xR .[1]

Kéto kushte quhen pérkatésisht kushti fillestar, kushti i grupit dhe kushti i

vazhdueshmérisé.

Népérmjet sistemit dinamik {H,p,R,f} pér ¢do numér real ¢ ndértohet
transformimi f, i hapésirés H , i cili ¢do pike x t€ saj i vé né korrespondencé pikén
f (x,t) t€ po asaj hapésire. Pra sistemi dinamik {H , O, R, } pércakton njé familje

njéparametrike G ={f,} transformimesh té hapésirés H .

teR

Parametri ¢ quhet kohé, hapésira H quhet hapésiré fazore. B&mé kéto shénime:
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R = [O, +oo[, R = ]—00,0]

f(A.K)={f(xt)/xedteK]|

pér ¢do bashkési 4 nga H dhe ¢do bashkési K nga R ,

> =f(4R), Y =f(4,R") dhe D =f(4R")

Le té jet€¢ x njé piké e hapésirés H .

Pasqyrimi  f(x,7): R — H quhet lévizje, ndérsa bashkésia f (x,R) quhet trajektore e

Bashkésité f(x,R") dhe f(x,R") quhen pérkatésisht gjysmétrajektorja pozitive dhe
gjysmétrajektorja negative q€ nisen nga pika x .

Bashkésia f (x,[Tl,Tz]) quhet segment trajektoreje dhe numri 7, —7; gjatési kohe e tij.
[1]

Pohim 1. Népér ¢do piké t€ hapésirés H kalon njé dhe vetém njé€ trajektore.

Pohim 2. Lévizja e pikés x pércakton né ményré t€ vetme 1€vizjen e ¢do pike té

trajektores f(x,R).

Pérkufizim 2. Lévizja f(x,t)quhet qetési né qofté se f(x,¢)=x, Vxe R Trajektorja

qé 1 pérgjigjet nj€ lévizjeje té till€ quhet piké getésie.

Pérkufizim 3. Lévizja f(x,t)quhet l&vizje periodike né qofté se ajo nuk &shté qetési

dhe ekziston té paktén njé numér real o #01 tillé qé f (x,a) =x. Numri ¢ mé i
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vogél pozitiv q€ plot€son até kusht quhet periodé e l€vizjes. Pika x quhet piké
periodike dhe ai numér periodé€ e saj.

Trajektorja q€ i1 pérgjigjet nj€ 1€vizjeje t€ till€ quhet trajektore periodike.

Pérkufizim 4. Lévizja f (x,t) quhet l1évizje e zakonshme né qofté se f (x,l) #zx, Vx#0

. Pika x quhet piké e zakonshme.

Trajektorja q€ 1 pérgjigjet nj€ 1€vizjeje t€ till€ quhet trajektore e zakonshme.

Qetésia dhe 1évizja periodike quhen zakonisht l&vizje t€ posagme; trajektoret pérkatése

quhen trajektore t€ posagme.
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Kapitulli 2

SISTEMET DINAMIKE

2.1 Rishikimi i literaturés — Konceptet themelore

Shumé dukuri nga fusha t€ ndryshme t& shkenc€s dhe teknikés modelohen
matematikisht me ané t€ ekuacioneve diferenciale lineare ose jolineare. Mirépo jo
gjithmoné mund t€ gjenden zgjidhjet e tyre. Pér shembull, dihet se ndér ekuacionet
diferenciale lineare t€ rendit dyt€é, mund té zgjidhen analitikisht kryesisht ato me
koeficienté konstanté.

Qéllimi 1 kétij kreu &shté t€ mésojmé se si mund t€ interpretohen nga ana
cilésore zgjidhjet e ekuacioneve apo sistemeve diferenciale, pa kaluar pérmes procesit
analitik t€ gjetjes s€ zgjidhjeve. Kjo arrihet duke ndérthurur metodén analitike me
intuitén gjeometrike.

Objekt studimi i kétij kreu jané€ sistemet dinamike.

Sistemi dinamik éshté ¢do model matematik qé pérshkruan gjendjen e njé sistemi né
koheé.

Pér shembull, modelet matematike q€ pérshkruajné I€kundjet e lavjerrésit
matematik, rrjedhén e ujit né njé tub, numrin e banoréve t€ njé metropoli, rrezatimin
lazer, etj. jané sisteme dinamike.

Le t€ marrim nj€ shembull:
Banorét e dy ishujve t€ vegjél rregullisht 1€vizin midis kétyre dy ishujve. Supozojmé qé
¢do vit, aférsisht 3% e banoréve t€ ishullit 1 1€vizin drejt ishullit 2, dhe 5% e banoréve

t& ishullit 2 1€vizin drejt ishullit 1. Nése
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x(t) = popullsia eishullit 1 né kohén t

y(t) = popullsia eishullit 2 né kohén t

ku ¢ &shté koha e matur né vite, t&€ modelohet situata e mésipérme si sistem dinamik

me kohé té€ vazhdueshme.
Zgjidhje: Pér t€ modeluar kété€ problem si sistem dinamik me kohé t& vazhdueshme do

té shprehim & dhe & né€ varési t€ x dhe y .

dt dt

Shkalla e ndryshimit té banoréve t€ ishullit 1 né njeréz €shté aférsisht —0.03x+0.05y

(ishulli 1 humb aférsisht 3% njeréz né vit dhe fiton 5% nga ishulli 2). Né ményré t&

ngjashme shkalla e ndryshimit t€ banoréve té ishullit 2 &shté %:0.03x—0.05y.

Késhtu g€ modelimi si sistem dinamik me kohé té vazhdueshme do té jeté si mé poshté:

ax =—-0.03x+0.05y
dt

4 =0.03x-0.05y
dt

Né kété kapitull do t€ shohim sistemin dinamik né drejtéz, sistemin dinamik né plan dhe

sistemin dinamik parametrik.

2.2 Ndérlikimet e sistemeve jolineare

Shumé probleme t€ praktikés modelohen matematikisht me ané té sistemit diferencial

ﬁ:ﬁ(xl,x2,...,xn,t)

dt

dx

j:ﬁ(xl,xz,...,xn,t) (2.1)
dx

_n—fn(xl,xz,...,xn,l‘)

dt
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1 cili, si¢ e dimé, €shté nj€ sistem normal 1 rendit t€ paré€. [30], [31], [3]
N¢ qofté se né sistemin (2.1) mungon né€ ményré t&€ drejtpérdrejté€ ndryshori ¢, at€heré

al merr trajtén

dx

7;_-}(1()(’.17)62’ ’xn)

dx,

dt 20053500 %,) (2.2)
dx

dtn _f;’l(xl’x2’ ’xn)

dhe quhet sistem normal autonom.

Kétu ndryshoret x,,x,,...,x, jané Kkarakteristika sasiore t€ ndonjé dukurie

fizike, kimike, biologjike etj. dhe quhen ndryshore dinamike t€¢ dukuris€ (sistemit) qé

modelohet matematikisht me ané t& (2.1).

Pér shembull, ato mund té jené€ vlerat e pérqgendrimeve té disa 1€éndéve kimike né€ ndonjé

reaktor, popullsité e specieve t€ ndryshme né nj€ habitat té caktuar et;.

Shénim. Me anén e zévendésimit té thjeshté ¢ = x , sistemi joautonom (2.1) mund té

n+l

n+l

kthehet né sistem autonom. Vértet, megenése d—””: 1, nga zévendésimi i ¢t =x
t

sistemi (2.1) merr trajtén

dx
T;Zfi(xlﬂ'XZ"“’xn’an)
dx,
—== f,(x,%),...,%,,X,
2= Ty )
.................................... (2.3)
dx
— = [, (X, %, X, X,
dt f;1( 1 2 +1)
dan :1

dt
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Ndodh gjithashtu qé sistemi dinamik té jeté ekuacion diferencial i rendit mé té

larté se nj€. N& kété rast, ekuacioni mund t€ shndérrohet n€ njé€ sistem autonom.

Shembull 1. Dihet g€ 1€kundjet qé shuhen, modelohen matematikisht nga ekuacioni
diferencial linear i rendit t€ dyt€ [49]
d’x  dx

+V—+kx=0 24
"ar i @4

Lékundje g€ shuhen jané pér shembull 1€kundjet e lira t€ njé suste elastike né

praniné e forcave té rezistencés.

Kété ekuacion mund ta shndérrojmé né sistem diferencial autonom me ané té

zévendésimeve
dx
X, =X, X, =— 2.5
| 2= (2.5)
Vértet, meqgenése
2
B b dhe P dx_ _vdx k.
dt dt dt dt mdt m

dx,
dr
! (6)
dx, 1% k
ST X% X
dt m m

Problemi i integrimit t€ sistemeve diferenciale éshté teorikisht dhe praktikisht 1
pérfunduar vetém pér sistemet diferenciale lineare me koeficiente konstante. Mirépo né
praktiké, jo rrallé, hasen probleme qé modelohen matematikisht me sisteme diferenciale
jo lineare.

Shembull 2.Lékundjet e lavjerrésit matematik modelohen matematikisht me ané

té ekuacionit [49]
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2
cclltf + %sin x=0 2.7)

Ku x &shté kéndi 1 shmangies s€ lavjerrésit nga boshti vertikal i ekuilibrit té tij, g

nxitimi i rénies sé€ lir€ dhe / gjatésia e tij. Me anén e z€vendésimeve

dx
X, :Z

X =x,

ekuacioni shndérrohet né€ sistemin jo linear:

dx, N
7
j’ (2.8)
P~ _Ein X,
dt [

Fakti qé sistemi (2.8) €shté jo linear e bén at€ shumé t€ ndérlikuar pér ta
zgjidhur n€ ményré analitike.
Pér studimin e zgjidhjeve té sistemeve jolineare, pérdoren metoda gjeometrike, me disa
nga té€ cilat do t€ njihemi né€ vazhdim.
Supozojmé g€ dimé nj€ zgjidhje pér sistemin (2.8) pér nj€ kusht fillestar t&¢ dhéné. Kjo
zgjidhje do té ishte njé cift funksionesh (x1 (1), x, (l)), ku x, dhe x, pérfagésojné
pérkatésisht zhvendosjen e lavjerrésit nga vendndodhja e ekuilibrit dhe shpejtésin€ e
lavjerrésit. Nése shqyrtojmé njé sistem koordinativ Ox, x,, atéheré zgjidhja (x,(¢),x,(7))
paraqitet n€ két€ sistem me njé vijé t€ cilén e pérshkruan pika (xl,xz) me ndryshimin e
t—sé, duke u nisur nga pika (x,(0),x,(0)) (Fig. 2.1). [30], [49]
Kjo vijé quhet trajektore, dhe plani koordinativ Ox,x, quhet hapésiré fazore pér

sistemin (2.8).

Ndérkohé, sistemi (2.8) 1 ploté€son kushtet e ekzistenc€s dhe unicitetit t€ zgjidhjes sé

problemit Koshi né t€ gjitha pikat e planit koordinativ x,Ox,. Késhtu, ky plan (hapésira

fazore) &shté 1 mbushur me trajektore, pérderisa ¢do piké mund t€ shérbejé si kusht

fillestar.
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‘Iz

\(Il(t),rz(t))
L

(xl(ﬂ),xz(ﬂ))

Figura 2.1

Qéllimi 1 metodé€s gjeometrike €shté skicimi i trajektoreve t€ sistemit pa e zgjidhur até,

sikurse dhe nxjerrja e informacionit pér lavjerrésin duke analizuar trajektoret e skicuara.

Hapésira fazore pér sistemin e pérgjithshém (2.2) éshté hapésira me n pérmasa R", ku
pikat kané koordinata x,,x,,...,x, .

Pér n >3, nuk mund t€ skicohen trajektoret e sistemit dinamik.
Né vijim do t€ analizojmé sistemet dinamike me njé dhe dy pérmasa, pra sistemet

dinamike né drejtéz dhe né plan.

2.3 Sistemet dinamike né drejtéz

2.3.1 Njé ményré gjeometrike té menduari

N¢ paragrafin e méparshém mésuam se disa sisteme dinamike né€ hapésirén me n

pérmasa jané sisteme diferenciale normale dhe autonome.

Eshté e kuptueshme qé njé sistem dinamik né hapésirén me njé pérmasé (drejtéz) éshté

nj€ ekuacion diferencial i trajtés
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x'= f(x) (ose %zf(x)} (2.9)

Kétu, x &shté ndryshori dinamik dhe t éshté koha.

T€ njohésh gjendjen né kohé té sistemit dinamik (2.9), do t€ thoté€ t€ njohésh x(z) né
¢do cast ¢, duke ditur x(0). Pra, duke njohur gjendjen e sistemit né castin ¢ =0, duhet

té gjejmé gjendjen e tij né t€ ardhmen, apo né t€ kaluarén. [49], [30], [41], [3]

Shembull. Shqyrtojmé sistemin dinamik njé pérmasor [49], [17]
d :
x'=sinx (—x:smxj (2.10)
dt

Sistemi dinamik (2.10) €shté jolinear, megjithaté ky éshté nga rastet e rralla kur ai mund

té studiohet né ményré analitike, sepse ekuacioni (2.10) mund té zgjidhet si vijon:

(x#km) dx
xX'=sinx < —=sinx & —=dt &
dt sin x
< In tgf +ln|C|:t <St=In C'tgi‘
2 2 2.11)

N¢ qofté se interesohemi pér zgjidhjen e vecanté t€ (2.10) g€ ploté€son kushtin fillestar
X|i—0 = %o (2.12)

do té gjenim:

O=In

X,
C-te=2
&5

= C-tgﬁze0 =l C:cotgﬁ
2 2
Késhtu, zgjidhja e problemit Koshi (2.10) - (2.13) éshté

t=In

X X
cotg=L.tg = 2.13
g gz‘ (2.13)
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Ky rezultat €shté€ i1 sakté, por jo komod pér t’u interpretuar. Pé€r shembull, a

mund t’u pérgjigjemi menjéheré pyetjeve t&€ méposhtme?

Pyetja 1. Supozojmé g€ x, :%. A mund t€ skicojmé grafikisht zgjidhjen e

vecanté

T X
t=In|cotg—-tg— 2.14
g3 gz‘ (2.14)

t >0 dhe a mund t€ themi se ¢far€ ndodh me zgjidhjen (2.14) kur t > ?

Pyetja 2. Pér njé kusht fillestar t€ ¢farédoshém x,, a mund té themi se cfaré

ndodh me zgjidhjen (2.13) kur ¢ >0 ?
Pér kéto pyetje shohim g€ formula (2.11) nuk jep pérgjigje t€ menjéhershme.
Do tregojmé njé€ rrugé té térthorté pér t’u dhéné pérgjigje kétyre pyetjeve.

E zémé se njé l€ng rrjedh sipas boshtit Ox duke iu bindur formulés (ligjit)
x'=sinx, qé do t€ thoté se pikla e léngut qé ndodhet né pikén x, né njé cast té

cfarédoshém ¢, e ka shpejtésiné sinx.

Formula x'=sin x pércakton njé fushé drejtimesh né boshtin Ox, ajo tregon vektorin
e shpejtésisé x' té piklés s€ 1éngut qé né castin ¢ ndodhet né pikén x té drejtézés . Pér t&
skicuar két€ fushé vektoriale, €sht€ me vend t€ paragesim grafikisht né sistemin
koordinativ xOx" barazimin x’'=sin x, dhe pastaj t€ skicojmé me ané té shigjetave né

boshtin Ox vektorin e shpejtésisé x' né disa pika si né Fig. 2.2. [49], [30]

Shigjetat jané té drejtuara nga ¢ djathta kur shpejtésia x' >0 dhe nga e majta

kur shpejtésia x' < 0.

Né intervalet e boshtit Ox, ku x' >0, rryma e 1éngut éshté e drejtuar djathtas, ndérsa né

intervalet ku x' <0, kjo rrymé éshté e drejtuar majtas.

Punoi: Alfred DACI

14



SISTEMET DINAMIKE, ZBATIME TE TYRE NE POPULLIME

—27 —7T ¥4 2

Figura 2.2

Né pikat x, ku x" =0, d.m.th né pikat x, =k7z , ku k =0;£1;+2,... nuk ka rrymé, sepse

né kéto pika shpejtésia €shté zero.
Pikatx, ku x" =0, quhen pika fikse, pika ekuilibri ose pika getésie.
Pikla e 1éngut g€ ndodhet né€ njé piké fikse, géndron gjaté gjithé kohés né até pike.

Si¢ mund t€ shihet nga Fig. 2.2, ka dy lloje pikash fikse: pikat e paraqitura me
rrathé té nxiré pérfag€sojné€ pikat fikse drejt t€ cilave rryma rrjedh dhe pikat e
paragqitura me rrathé bosh pérfaqésojné pikat fikse nga t€ cilat rryma largohet.
T€ pajisur me kété figuré, mund t’i shpjegojmé mé lehté zgjidhjet (vijat integrale) e
ekuacionit (2.10).
Analizojmé piklén e léngut qé né castin fillestar ndodhet né pikén x,, dhe analizojmé
lévizjen e saj pérgjaté drejtézés reale. Perceptimi hidrodinamik, qé po i1 bé&mé

ekuacionit (2.10), na lejon t’1 pérgjigjemi me lehtési pyetjeve 1 dhe 2.

Pérgjigjet e pyetjeve 1 dhe 2
Duke u bazuar né fushén e drejtimeve té figurés 2.2, €shté skicuar vija integrale

(zgjidhja) e ekuacionit (2.10) qé plotéson kushtin fillestar x(0) = z/4 .
Figura 2.2 tregon qé pikla e léngut qé fillon 1évizjen nga x, = 7/4, [éviz gjithmoné e mé
shpejt derisa arrin né pikén x = z/2, ku sinx (pra dhe x") arrin vlerén mé t&€ madhe. N&

intervalin e kohés 0<s<¢ , gjaté t& cilit pikla 1éviz nga pika z/4 né pikén z/2,
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derivati x'(z) éshté rrit€s, q€ do t€ thoté se x"(¢) >0, pra vija integrale pérkatése

x = x(t) €shté e lugét.

Pas castit ¢, grimca léviz pérséri n€ t& djathté, por gjithmoné e mé ngadalé, duke iu
afruar nga e majta pikés x = 7. Meqenése pér ¢ > ¢,, derivati x" éshté zbrités, rrjedh se
x"(t)< 0 dhe g€ vija integrale x =x(¢) éshté ¢ mysét, dhe i afrohet asimptotikisht
drejtézés x =7z .[30]

Késhtu, vija integrale e ekuacionit (2.9), qé plotéson kushtin fillestar, ka trajtén e

treguar né figurén 2.3.

Po ashtu, nése fillimisht x"< 0, pikla x i afrohet pikés fikse mé té afért né té majté té

saj.

x()h

A

e I i e e
7 o T T B T T T T

s ST

]
—
~

Figura 2.3
Nése x' =0, gjé q¢ ndodh né pikat x, =k7z , (k =0;+1;£2,...), atéheré pikla e léngut, e
cila n€ ¢astin fillestar ndodhet n€ ndonjérén nga kéto pika, nuk I€viz, ndérsa vija
integrale gé plotéson kushtin fillestar x(0) = X, , €shté drejtéza horizontale me ekuacion
X=X.
I njéjti arsyetim mund té pérséritet pér ¢do kusht fillestar x,.
N¢ figurén 2.4 jané skicuar vijat integrale (zgjidhjet) e ekuacionit (2.10) pér njé kusht

fillestar té ¢farédoshém x(0) =x, .
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Figura 2.4

2.3.2 Pikat fikse dhe géndrueshméria

Ideté e zhvilluara né paragrafin e méparshém mund té pérdoren me sukses pér ¢do

sistem dinamik né drejtéz
x'= f(x) (2.15)

Pér kété, na duhet grafiku i funksionit f(x) né sistemin koordinativ xOx', i cili na

ndihmon pér t€ skicuar fushén vektoriale né drejtézén reale (fig. 2.5).

Pérkufizim 1. Pika x* pér té cilén kemi f(x")=0 quhet piké fikse (piké getésie ose

ekuilibri) e sistemit (2.15).

Sistemi dinamik i skicuar né€ Fig. 2.5 ka dy pika fikse: xl* e x: .

Pérkufizim 2. Njé funksion f:R" —R" thuhet g€ plotéson konditén e Lipschitz né njé

bashkési D — R" n.q.s ekziston njé konstante L e till€ qé

||f(x1)_f(xz)”S L”xl X%
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ku x,x,eD.

N¢é qofté se funksioni f* plot€son konditén e Lipschitz, atéhere thuhet qé ai €shté

1 vazhdueshém sipas Lipschitz.

\
a\//

Figura 2.5

i

Teorema e ekzistencés dhe unicitetit. Supozojmé q€ f &sht€ 1 vazhdueshém sipas

Lipschitz pér njé piké fillestare x, € D, at€here ekuacioni diferencial autonom

L

ka njé zgjidhje té vetme ¢ (x,) i cili Eshté i pércaktuar né ¢do interval t& dhéné.

Pérkufizim 3. Njé piké fikse x* e ekuacionit (2.15) thuhet se éshté lokalisht e
géndrueshme né qofté se Ve>0,30(e)>0 e tillé qé pér ndonjé kusht fillestar

x(2,) =x,, <g pérté gjitha t =1, .

Xo— X" H <= Hx(t)—x*

Né qofté se x* &shté jo e géndrueshme quhet e pagéndrushme.

Pérkufizim 4. Pika x" quhet lokalisht e géndrueshme né ményré asimptotike né qofté se

ekziston y >0 e tillé qé ‘xo - x*‘ <y= lim‘x(t) - x*‘ =0 pér njé kusht fillestar t€ dhéné.
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Pérkufizim 5. Pika x" quhet e pagéndrueshme né qofté se ekziston ¢ >0 e tillé qé pér

¢do &> 0 ekziston njé kohé ¢* dhe njé kusht fillestar x, i tillé qé on -x H < 8 plotéson

kushtin [lx(t")—x"|[> ¢
Nocioni i géndrueshmérisé asimptotike €shté mé 1 fort€ se géndrueshméria.

Interpretimi hidrodinamik

Mendojmé njé€ rrymé léngu q€ rrjedh pérgjaté boshtit Ox me njé€ shpejtési
lokale x'= f(x) . Boshti Ox ku rrjedh rryma quhet hapésiré fazore. Rryma rrjedh
djathtas né ato pika ku f'(x) >0, dhe majtas né ato pika ku f'(x)<0. Pér té gjetur
zgjidhjen (vijén integrale) x = x(¢) té ekuacionit x" = f(x), qé plotéson kushtin fillestar
x|t=0 =X, , vendosim, pér shembull, njé pikél 1éngu né€ pikén x,, dhe shikojmé sesi kjo

zhvendoset nga rryma.

Ndérsa koha kalon, grimca Iéviz pérgjaté boshtit Ox sipas ligjitx = x(¢).

Pjesa e boshtit Ox ku 1€viz kjo pikél, quhet trajektore ¢ sistemit dinamik (2.15)
qé del nga pika x, .

Tabloja e figurés 2.5, né t€ cilén jané skicuar trajektoret e sistemit dinamik
(2.15), quhet portret fazor 1 kétij sistemi. Natyra e portretit fazor pércaktohet nga pikat
fikse.
N¢ kéto pika rryma ndérpritet.

Né Fig. 2.5, pikat e paraqitura me rrathé té nxiré pérfaqésojné pikat fikse té
qéndrueshme (shpesh t€ quajtura pika térheqése ose pika zhytése, sepse rryma lokale
rrjedh drejt tyre), ndérsa pikat e paraqitura me rrathé bosh pérfaqésojné pikat fikse té
pagéndrueshme (gjithashtu t€ quajtura pika shtytése ose larguese, sepse rryma lokale
largohet prej tyre).

Né qofté se x* &shté njé piké fikse, atéheré pikla e léngut qé né castin fillestar

ndodhet né kété piké, géndron pérgjithmoné aty; do té thot€ qé trajektorja e saj
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reduktohet né njé piké. Ndérkohé drejtéza me ekuacion x=x" éshté zgjidhje (Vvijé
integrale) e ekuacionit (2.15), dhe quhet zgjidhje ekuilibri (t€ géndrueshém ose té
pagéndrueshém).

Shtrohet pyetja: Cili éshté dallimi thelbésor ndérmjet pikave fikse té
qéndrueshme dhe atyre té paqgéndrueshme?

Pérgjigjen e marrim piké&risht n€ portretin fazor. [30]

Né qofté se piklén e léngut, e cila ndodhet né pikén X, e nxjerrim nga ekuilibri
(qetésia), duke e zhvendosur até sadopak, né€ t€ majté ose t& djathté t& xl*, atéheré ajo
léviz pérséri drejt pikés X, duke synuar rivendosjen e ekuilibrit (qetésisé). Prandaj

themi né kété rast se pika fikse xf éshté piké fikse (ekuilibri) e géndrueshme.

Né qofté se piklén e léngut, e cila ndodhet né pikén X, e nxjerrim nga ekuilibri, duke e
zhvendosur até pak, né t€ majté ose té€ djathté té x; , at€heré€ ajo 1 largohet pér gjithmoné
pikés X;, duke mos synuar rivendosjen e ekuilibrit. Prandaj themi né kété rast se pika

fikse x;‘ éshté piké fikse (ekuilibri) e pagéndrueshme.

Koment

Qéndrueshméria ose pagéndrueshméria e njé€ pike fikse mund té ilustrohet me gjendjen
e ekuilibrit t€ njé guri, si né figurén 2.6. Mendojmé njé gur q€ ndodhet n€ nj€ majé€ mali.
Ai €shté n€ njé€ ekuilibér t€ paqéndrueshém, sepse pas ¢do zhvendosjeje t€ vogél qé

mund t’i béhet atij, guri synon t€ largohet nga pozicioni fillestar. [30]

/0""‘0
v

Figura 2.6
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Pérfundim. Nga analiza e mésipérme del pérfundimi i réndésishém: Pikat fikse,

kontrollojné sistemet dinamike nga piképamja e ekuilibrit.

2.4 Modelet e popullimit (Ekuacioni logjistik)

Aplikimet matematikore dhe modelet kané njé gamé té gjeré t€ pérdorimit né€ jetén e
pérditshme. Nj€ réndési t&€ vecanté kané ekuacionet diferenciale. Q€llimi i kétij seksioni,
éshté modelimi né€ fushén e popullimeve. Do t€ diskutohen konceptet themelore dhe
modelet matematikore t€ dinamikés sé€ popullatés, duke pérfshiré rritjen eksponenciale

dhe logjistike.

Njé€ popullim €shté€ "nj€ grup njerézish, i1 biméve, kafshéve, apo té organizmave t€ tjeré,

té gjithé t€ t€ njéjtit lloj, q€ jetojné s€ bashku dhe riprodhohen."
Si mund t€ ndryshojé madhésia e popullsisé?
Ka katér faktoré g€ mund t€ ndikojné né popullaté.

Lindjet né nj€ popullsi e rrisin madhésiné e popullsisé, ndérsa vdekjet e ulin madhésiné
e popullsis€. Gjithashtu, kemi hyrje t&€ reja né€ popullsin€ (imigrimet) ose largime té

popullsisé (t€ emigruar). [7], [15]
Deklaratat mé lart 1 paragesim né njé ekuacion shumé té thjeshté:
AP=L-V+I-F (2.16)
Ku:
AP = ndryshimi né madhésiné e popullsisé né ¢astin ¢
L =numri i lindjeve

V'=numri i vdekjeve
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I =numri 1 imigrimeve
E =numri 1 emigrimeve

Nése popullata supozohet té€ jet€ e “mbyllur” (habitat), at€éhere nuk kemi l&vizje té

popullsisé, késhtu gé:
AP=L-V (2.17)

Modeli mé i thjeshté €shté kur rritja e popullsisé konsiderohet té jeté densiteti i pavarur.
Densiteti 1 pavarur do té thot€ se normat e lindjeve dhe vdekjeve nuk jané t€ prekura nga

madhésia e popullsisé.
Prandaj, shkalla e lindjeve dhe vdekjeve &shté né€ pérpjesétim t&€ drejté me popullsiné:
P'=rP (2.18)

(Kété model e propozoi matematicieni anglez Thomas R. Malthus né 1798 pér rritjen e
popullimeve). N&é kété model, shpejtésia e ndryshimit pér frymé (per capita) r = P'/P

éshté konstante, pozitive kur P rritet dhe negative kur P zvogélohet.

Ky é&shté njé ekuacion diferencial me variabla t€ ndashém, ndajmé variablat dhe mé pas

integrojmeé:
ar =rP ar =rdt
dt P
dpP ,
I?:Im’t = In|Pl=rt+c= P=e""=P=¢"C

né castin /=0 kemi C = F,, nga kétu kemi:
P(t)=PRe"’ (2.19)

ku P, &shté popullsia né castin #=0.
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Né qoft€ se >0, rritja eksponenciale e popullsis€ nuk mund t€ vazhdojé
pérgjithmoné. Nga njé grafik eksponencial, ne mund t€ shohim se si kur ¢t >,

P(t) > 0.

NE¢ situata t€ jetés reale, nuk &shté e mundur qé nj€ popullsi t€ rritet né pérmasa té késaj

shkalle sepse pérndryshe popullata do té tejkalonte peshén e tokés.
Cfaré saktésisht e kufizon rritjen e popullsisé?

Furnizimi me ushqim, territori, kanibalizmi, konkurenca, grabitja, parazitét dhe

sémundjet gjithashtu mund t€ ndikojné né rritjen e popullsisé.

Pér t& modeluar efektet e mbipopullimit dhe burimet e kufizuara t€ jetes€s, biologét e

studimit t€ popullimeve dhe demografét shpesh pranojné kété hipoteze:

Shkalla (ritmi) e rritjes pér koké (per capita) d.m.th raporti P'| P zvogélohet gjithnjé e

mé shpejt kur P béhet gjithnjé e mé e madhe, sikurse tregohet né figurén 2.7.

Figura 2.7

Pér P té vegjél, P'/P1i afrohet vlerés s¢ méparshme . Megjithaté pér njé popullsi mé

té¢ madhe se njé kapacitet mbajtés specifik M , shkalla e rritjes n€ fakt béhet negative,
g€ do t€ thoté se shkalla e vdekjeve €shté mé e lart€ sesa ajo e lindjeve. [41], [49], [56]
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Njé ményré bindése matematikore pér té pérfshiré kéto ide éshté té pranojmé qé ritmi i
rritjes P'/P zvogélohet linearisht me rritjen e P, qé do té thoté se grafiku i P'|P éshté
drejtéz (fig 2.8)

Duke shkruar ekuacionin e drejtézés qé kalon népér pikat (0;7) dhe (M;0)

P!
P " P-0
0-r M-0
A}%)
)

(M.0)

Figura 2.8

pérftojmé barazimin
P
P,=FP(1—MJ (220)

i cili quhet ekuacioni logjistik.

Ky ekuacion u sugjerua né 1838 nga demografi Verhulst pér té pérshkruar rritjen

e popullsis€ njerézore, i cili €shté njé€ modifikim i modelit Malthus . [21], [38]

Ekuacioni (2.20) €shté i formés P'= f(P), ku

f(P)=rP—ﬁP2 .
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Grafiku 1 funksionit f &shté njé parabolé (Fig. 2.9).
Sistemi dinamik (2.20) ka dy pika fikse, té cilat jané:
B'=0, B =M,
Le t’a zgjidhim kété ekuacion, ndajmé variablat dhe integrojmé;

dP:rP(l PJ M dP

— -—— | ——=r
dt M) PM-P)

IP(AJ\?Z_PP)ZFM - j$+ MdfP =rfdi=

1n|P|—1n|M—P|=rt+c<:>1nMP |=rt+c:>
P _erH—c @ P :ertC1<:> _ —rtC1:>
M-P M-P
P= M
1+e"C
-5

né gastin £ =0 kemi C = , nga kétu kemi:

0

MP,

Py = P+(M-B)e "

(2.21)

ku P, éshté popullsia n€ ¢astin 1 =0.

Nése kalojmé né limit tek barazimi (2.21) kur # —c0 marrim limP(t)=M , pra i

afrohet kapacitetit mbajtés. [7], [16], [20]
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N¢ figurén 2.9, éshté paraqitur portreti fazor i1 sistemit dinamik pér P >0, sepse

nuk ka kuptim té flitet pér popullsi negative. Nga ky portret del se pika fikse f}* =0

éshté piké fikse e pagéndrueshme, ndérsa Pz* =M &shté piké fikse e géndrueshme.

W

Figura 2.9

Né terma biologjiké, fakti qé P1* =0 paraqet njé piké fikse t€ pagéndrueshme, do té
thoté g€ njé shmangie e vogél e P—sénga P =0, pra prezenca e njé popullsie sado t&
vogél, sjell g€ kjo popullsi t€ rritet shpejt, duke iu larguar numrit P=0 dhe duke iu

afruar numrit M .

N¢ anén tjetér, nése P shmanget sado pak nga M , atéheré pérséri P(t) > M .

Figura 2.9, né fakt, tregon qé cilado qofté popullsia fillestare P, >0, popullsia P(¢)

shkon te numri M , pra shkon drejt kapacitetit mbajtés té zonés.
Késhtu, popullsia P gjithmoné i afrohet kapacitetit mbajtés M .

Portreti fazor né figurén 2.9 na lejon gjithashtu t€ b&jmé njé analiz€ mé cil€sore. Pér

shembull, nése P, < M /2, atéheré popullsia P rritet né ményré t€ pérshpejtuar, sepse
derivati P’ &shté funksion rrit€s (P"(f)>0), dhe nése M/2< P, <M , popullsia P

pérséri rritet, por né ményré t€ ngadalésuar, sepse P’ éshté funksion zbrités (P"(z) <0).
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N¢ figurén 2.10 jané€ skicuar grafikét e zgjidhjeve (vijat integrale) té ekuacionit (2.20)
pér kushte fillestare t& cfarédoshme bashké me drejtimin e fushés duke pérdorur

programin MAPLE. [10], [14], [47]

>with(DEtools):

>DEplot(diff(P(t),t)=0.03*P(t)*(1-0.001*P(t)),P(t), t=0..300,{[0,2000], [0, 600],[0,
10001,[0, 200], [0,0]},P=0..2000,arrows=slim,linecolour=blue);

2000 1 + L "
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N T o " n  on
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- ] e A e e
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] A A
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A > - F
0 S0 100 150 200 250 300
t
Figura 2.10

2.5 Modelet matematikore pér projeksionin e popullsisé sé Shqipérisé

N¢ kété€ pjesé do t€ b&ymé nj€ test t& modelit eksponencial t€ rritjes s€ popullsisé pér
Shqipérin€. Duke pérdorur t€ dhéna nga dy pika (vite) t€ ¢farédoshme p.sh po t€ marrim
si cast fillestar # =0 vitin 1990 ku popullsia ishte £, =3,188,380, ne mund t& gjejmé r
duke pérdorur faktin qé popullsia pér ¢ =10 ishte P =3,080,124 e cila korrespondon
me vitin 2000. [16], [57]

Duke pérdorur barazimin (2.19) kemi:
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3,080,124
3,188,380
10

3,080,124 =3,188,380¢'" = r = ( j =-0.00345

Késhtu g€ modeli eksponencial mund té shkruhet

P(t)=3,188,380¢

Ne do té llogarisim tani popullsin€ pér vitet e mévonshme duke i krahasuar me t€ dhénat
reale. Tabela e méposhtme paraget té€ dhénat reale dhe parashikimin sipas modelit

eksponencial. [57], [58]

Popullsia Popullsia e
Viti reale parashikuar
2001 3,060,173 3,069,648
2002 3,051,010 3,059,076
2003 3,039,616 3,048,540
2004 3,026,939 3,038,041
2005 3,011,487 3,027,577
2006 2,992,547 3,017,150
2007 2,970,017 3,006,759
2008 2,947,314 2,996,404
2009 2,927,519 2,986,084
2010 2,913,021 2,975,800
2011 2,904,780 2,965,551

Ky model mund t€ pérdoret tani pér t€ parashikuar t€ ardhmen pér popullsiné si¢
tregohet ne Fig. 2.11. Shohim nj& pérputhje t&€ shkélqyer mes t€ dhénave reale dhe atyre
té parashikuara té viteve 2001 — 2011. Kjo gj€ na jep neve konfidencé né parashikimin e
té ardhmes. Késhtu qé, duke pérdorur modelin ton€, ne mund t€ marrim ¢ = 2030 pér té

llogaritur popullsiné né at€ vit né milioné,

P(2030) = 3,188,380 ""**** = 2,777,393
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Popullsia né vite - Shqipéria

3500000
3000000 e e el S
———
2500000
|
= 2000000
=
=
s 1500000
=
1000000
500000
0 P \ & & @ < < g <7 &> S
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
——Viti 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011
—m—Popullsia reale 3,060,173 | 3,051,010 | 3,039,616 | 3,026,939 | 3,011,487 | 2,992,547 | 2,970,017 | 2,947,314 | 2,927,519 | 2,913,021 | 2,904,780
—a—Popullsia e parashikuar | 3,069,648 | 3,059,076 | 3,048,540 | 3,038,041 | 3,027,577 | 3,017,150 | 3,006,759 | 2,996,404 | 2,986,084 | 2,975,800 | 2,965,551
Figura 2.11
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Gjithashtu modeli mund té pérdoret pér t€ pércaktuar vitin n€ t€ cilin do t€ arrihet njé
target popullsie specifike. Pé&r mé tepér, ne mund té€ pérdorim modelin e rritjes

eksponenciale pér té llogaritur ritmin e rritjes si mé poshté:
P(t)=PR¢"

na jep
P'(t)=rP e" =rP(t)=-0.00345 P(¢)

i cili pa dyshim éshté ekuacion diferencial qé i jep rritje modelit eksponencial. Prandaj,
ritmi 1 rritjes s€ popullsis€é né ¢do kohé€, né mijé pér vit éshté thjeshté popullsia e asaj
kohe e shumézuar me ritmin e rritjes r, t€ cilin ne tashmé e kemi t€ pércaktuar. Pér

shembull, n€ 2001, P(¢)=3,060,173 duke na dhéné P'(¢) =—-10,557 mijé/ vit .

Kjo na ¢on né njé popullsi t€ parashikuar prej 3,060,173 —-10,557 =3,049,616 ¢ cila

éshté shumé afér me shifrén aktuale té 2002.

Si pérfundim mund té themi se modeli Malthus na jep mundésiné pér té€ parashikuar
madhésiné e popullsisé. Eshté e qarté se t& dhénat e parashikuara jané pothuajse t& njéjta
me realet. Parashikimi pér popullsiné e Shqipérisé €éshté njé shembull se sa miré punon
ky model. Ka njé pérputhje t€ shkélqyer mes t&€ dhénave reale dhe ato té parashikuara
pér popullsiné e Shqipéris€é ne vitet 2001 — 2011. Kjo na mundéson njé mjet té
domosdoshém pér té parashikuar rritjen e popullsisé né€ té€ ardhmen. Modeli Malthus
supozon se ritmi i rritjes relative éshté konstante. Né fakt, edhe n€se ne nuk marrim
parasysh fatkeqé€sité natyrore, luftérat, edhe ndryshimet né€ sjelljen shoqérore, ritmi 1
rritjes do t&€ ndryshojé kur popullsia rritet pér shkak t€ mbipopullimit, sémundjeve, dhe
mungesés s€ burimeve natyrore. Modeli parashikon qé€ popullsia do rritet pa kufij.
Ekuacioni 1 rritjes llogjistike €shté njé model 1 dobishém pér t€ demonstruar efektet e
mekanizmave t€ varésis€ s€ densitetit. Sipas kétij modeli éshté e mundur q€ popullsia té

tejkalojé kapacitetin e saj mbajtés.
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2.6 Metoda e linearizimit pér studimin e qéndrueshmérisé

Deri kétu kemi studiuar géndrueshmériné e pikave fikse t€ sistemeve dinamike me
metodén grafike. Kétu do t€ njihemi me njé metodé tjetér, metodén e linearizimit. [20],

[30], [49]

Le t& jeté x™ njé piké fikse e sistemit dinamik né drejtéz
dx
—=f(x 2.22
7 f(x) (2.22)

dhe
h=x—x" (2.23)
njé shmangie (perturbacion) e vogél e x nga pika fikse x*, pra 2 #0.

Duam té dimé se si léviz pikla e léngut qé ndodhet né pikén x kundrejt pikés fikse x*.

Nga barazimi (2.23) pérftohet barazimi
x=x"4h (2.24)

Pas zévendésimit t& x me x" +/ né ekuacionin (2.22), ai shndérrohet si vijon:
i(x* +h)= f(x"+h)
dt

g

Ry (2.25)

Zbérthejmé f(x* + h) sipas serisé sé Teilorit:

" +h) = f)+ /(X +O00) (2.26)
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ku O(h?) éshté madhési e krahasueshme me A*. Meqenése x* éshté piké fikse, kemi

f(x") =0, késhtu qé barazimi (2.26) merr trajtén
F(X*+h) = f'(x)h+0(h?) (2.27)
Késhtu, barazimi (2.25) shkruhet

% = f'(x")h+O0(h*) (2.28)

Né kété ményré sistemin dinamik (2.22) me ndryshor dinamik x e shndérruam né njé

sistem dinamik me ndryshor dinamik /.
E zémése f'(x*)=0.

Atéheré, duke mos marré parasysh madhésiné O(h?), e cila éshté e njé rendi mé & larté

vogélsie se 4, barazimi (2.28) merr trajtén
dh *
—=f"(x")h 2.29
% S (2.29)

1 cili €shté nj€ ekuacion diferencial me ndryshore t€ ndashme. Zgjidhja e kétij ekuacioni

qé plotéson kushtin A(0) = A, = 0 &shté

h(ty=hye! )1 (2.30)
Nga formula (2.30) dalin kéto dy pérfundime:

(P;) Né gofté se f'(x") <0, atéheré shmangia A(t)i afrohet zeros, qé do té thoté

se x i afrohet pikés fikse x™ .
Né kété rast, x* éshté piké fikse e géndrueshme pér sistemin (2.22).

(P2) NE qofté se f'(x") >0, atéheré shmangia A(f)nuk i afrohet zeros, madje i

afrohet +00 0se —oo, qé do t& thoté se x i largohet pikés fikse x*.
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Né kété rast x* éshté piké fikse e pagéndrueshme pér sistemin (2.22).
Né qofté se f'(x") =0, metoda e linearizimit nuk jep pérgjigje.
N¢ kété rast mund t’i referohemi metodés grafike qé kemi pérdorur mé paré

Shénim. Metoda e pérdorur quhet metodé e linarizimit, sepse né sistemin dinamik

(2.22), ana e djathé f(x) éshté funksion i ¢farédoshém i ndryshorit x , ndérsa né

ekuacionin (2.29), ana e djathté f'(x")h éshté funksion linear i ndryshorit /.

2.7 Sistemi dinamik parametrik (Bifurkimi)

Pjesa interesante e sistemit nj¢ — dimensional shfaget tek sistemet dinamike

parametrike.

Sistemi dinamik parametrik éshté sistemi dinamik qé pérve¢ ndryshorit dinamik x, ai

pérmban edhe njé parametér r. [19], [27], [30], [40], [52]

Portreti fazor (fusha e drejtimeve) mund té ndryshojé kur parametrat marrin vlera té
ndryshme. N€ vecanti, pikat fikse mund t€ krijohen, té shkatérrohen ose géndrueshméria
e tyre mund t€ ndryshojé. Kéto ndryshime cilésore né€ dinamik€ quhen bifurkime

(bigézime), dhe vlera e parametrit né té cilat shfagen ato quhet vleré bifurkimi.

Pra bifurkimi €shté njé ndryshim n€ numrin e pikave fikse, apo njé€ ndryshim né€ vetité e
géndrueshmérisé s€ tij nése varijon parametri.

Késhtu pra teoria e bifurkimit éshté mekanizmi gelés pér analizén e sistemeve dinamike.
Kjo teori €shté béré fokusi i kérkimeve sidomos mbi dinamikat e popullimit né dekadat
e fundit.

Bifurkimet jané€ shkencérisht té rénd€sishme, ata mund€sojné modele kalimtare dhe
paqgéndrueshmérie, pérderisa mund t€ ndryshojmé parametrin e kontrollit.

Pér konkretizim, po marrim né konsideraté pérkuljen e njé trau. Nése njé peshé e vogél

vendoset n€ majé t€ traut, ai e pérballon peshén dhe géndron vertikalisht.
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Por, nése ngarkesén e rrisim gradualisht, do t€ gjejmé nj€ peshé kritike, kapércimi i sé&
cilés do ta pérkulte traun (fig. 2.12). [49]

N¢é kété rast, pesha luan rolin e parametrit t€ kontrollit, ndérsa zhvendosja mesatare e
traut nga pozicioni pingul luan rolin e ndryshorit dinamik x.

Njé nga géllimet e késaj pjese €shté qé té na ndihmojé t€ zhvillojmé gjykim té forté dhe
praktik té bigé€zimeve.

Mund t€ flitet pér bigézim lokal i cili mund té analizohet permes ndryshimeve né
karakteristikat e qéndrueshmerisé lokale t€ ekuilibrit, orbitave periodike ose té
strukturave t€ tjera invariante ku parametri kapércen pragun kritik, ose pér bigézim
global i cili haset shpesh atéheré kur struktura t€ gjera invariante t€ sistemit ndeshen me
njéra — tjetrén ose me ekuilibrin e sistemit. Ato nuk mund té zbulohen qarté nga analiza
klasike e géndrueshmérisé€ s€ ekuilibrit (pikave kritike).

Pikérisht vler€simi cilésor 1 sistemit dinamik njé — dimensional pércaktohet nga
ekuilibri (pika fikse) dhe géndrueshméria e tij, prandaj bigézimet jané klasifikuar sipas
ményrés sesi ndryshon géndrueshméria e pikave ekuilibér n€ njé zoné fare prané tyre,

lokalisht. [27], [30], [49]

Pesha

Trau 1 pérkulur

Figura 2.12

Kemi tre llojet mé€ té rénd€sishme t€ bigézimeve nj€ — dimensionale té
pércaktuara si mé poshté: [2], [25], [49]

a) Rasti kur pikat fikse zhduken duke eliminuar njéra — tjetrén, me ndryshimin e

parametrit 7, t& pérfaqésuara me ekuacionin diferencial x' = r+x* (nyje-samar)
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b) Rasti kur me lévizjen e parametrit », pikat fikse pérplasen duke ndryshuar
sjelljen e tyre nga té géndrueshme né t€ paqgéndrueshme dhe anasjelltas, duke
realizuar njé shkembim cilésor mes tyre, pérfagésuar me ekuacionin diferencial
x' =rx—x" (transkritik)

c¢) Rasti kur me ndryshimin e parametrit », shfagen pika t€ reja ekuilibri
X' =rx—x (sfurk)

Ekuilibri e humbet géndrueshmérin€ nése disa vlera t€ veta kapércejné€ nga gjysméplani

1 majté né€ até t€ djathté me ndryshimin e parametrit.

2.7.1 Bifurkimi i tipit samar

Bifurkimi i tipit samar &shté mekanizmi baz€ me ané t€ cilit krijohen dhe shkatérrohen
pikat fikse. Kur parametri ndryshon, dy pika fikse lévizin n€ drejtim t€ njéra — tjetrés,
pérplasen dhe zhduken reciprokisht. Shembulli mé tipik i njé bifurkimi té tipit samar

jepet nga sistemi i rendit té paré

X =r+x° (2.31)

Ku 7 &shté njé parametér, i cili mund té jeté pozitiv, negativ ose zero. [2], [20], [27],

[49]

(@) r<0 (5 r=0 (&) r>0

Figura 2.13
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Rastil. r<0

N& kété rast sistemi dinamik (2.31) ka dy pika fikse ,x, =++/—r, njéra e qéndrueshme
dhe tjetra e pagéndrueshme (Fig. 2.13/a). Nése pérdorim metodén e linearizimit kemi;
Fi(x)=2x, f'(x")=2(—-r)<0 d.m.th q& &shté e géndrueshme, f'(x})=2(+-r)>0

d.m.th q¢€ éshté e pagéndrueshme.
Rasti2. r=0

Kur r iafrohet pikés 0 nga e majta, parabola ngjitet sipér, nga poshté boshtit té
abshisave sipér tij, dhe dy pikat fikse 1évizin n€ drejtim té njéra — tjetrés. Kur » =0, dy
pikat fikse lx: =++/—r shkrihen né pikén fikse gjysmé té géndrueshme x" =0 (Fig.
2.13/b). Kjo lloj pike fikse éshté jashtézakonisht delikate — zhduket sapo » >0 bé&het
pozitiv, dhe tashmé nuk ka pika fikse (Fig. 2.13/c). Pér kété rast, metoda e linearizimit

nuk jep pérgjigje sepse del f'(x)=0 .

Ky fenomen thekson réndésin€ e zbulimit t€ bifurkimit n€ familjet e ekuacioneve
diferenciale, njé proceduré qé€ ne do t’a hasim shumé heré né€ kapitujt vijues. Ne
gjithashtu duhet t€ pérmendim se, pavarésisht thjeshtésis€ s€ kétij modeli t€ popullsisé,
parashikimi se ndryshimet e vogla né normat e vjeljes mund té€ ¢cojné€ né ndryshime

katastrofike t&€ popullatés, &shté vérejtur shumé heré né situata reale né toké.

Né kété rast thuhet qé pér » =0 ndodhi njé bifurkim (bigézim ose dyzim),

pérderisa fushat vektoriale pér <0, >0 jané cilé€sisht t€ ndryshme.

Vlera r, e parametrit r pér té cilén ndodh bifurkimi quhet vleré bifurkimi e

sistemit (2.31).
Pra, pér sistemin dinamik parametrik (2.31), bifurkimi ndodh pér r, =0.

Diagrama bigézuese pér bigézimin nyje — samar jepet si mé poshté: [17]
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o

e qéndrueshme

T e pagéndrueshme
——

i S —

Figura 2.14

Shénim. Né ményré t€ ngjashme analizohet sistemi dinamik

X' =r—x (2.32)

2.7.2 Bigézimi Transkritik

Ky lloj bigézimi ka t€ b&€jé¢ me k€émbimin e gé€ndrueshméris€ s€ pikave fikse. Forma

normale e kétij tipi jepet nga ekuacioni si mé poshté
X =r—x (2.33)
Rasti 1. r<0

Né két€ rast sistemi dinamik (2.33) ka dy pika fikse xl* =r, e cila &shté e
pagéndrueshme dhe x: =0 e cila éshté¢ e géndrueshme (Fig. 2.15/a). Nése pérdorim

metodén e linearizimit kemi: f'(x)=r—-2x, f’(xl*) =r—2r=-r>0 m.qs r<0, pra
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pika xl* =r éshté e pagéndrueshme, f'(x;)=r<0 d.m.th pika fikse x; =0 ¢ éshté ¢

géndrueshme.
Rasti2. r=0

Kur r 1 afrohet pikés 0,parabola zhvendoset djathtas, dhe nga dy pikat fikse tashmé
kemi njé piké fikse x* =0, e cila éshté gjysmé e géndrueshme (e géndrueshme nga e

djathta dhe e pagéndrueshme nga e majta) (Fig. 2.15/b). Pér kété rast, metoda e
linearizimit nuk jep pérgjigje sepse del f'(x)=0.

Rasti3. r>0

Né két€ rast sistemi dinamik (2.33) ka dy pika fikse xl* =0, ¢ cila éshté e
pagéndrueshme dhe x;k =r e cila ésht€ e géndrueshme (Fig. 2.15/c). Me metodén e
linearizimit kemi: f'(x)=r-2x, f'(x’)=r>0, pra pika x =0 &shté e

pagéndrueshme, f'(x))=-r <0 d.m.th q€ pika x;k =r &shté e pagéndrueshme.

il 4 - /—\3 -
/N /N N\
(@ r<0 (B r=0 () r>0
Figura 2.15

Vérejmé né kété rast se x° =0 éshté pike fikse sido qé té jeté r.

Diagrama e bigézimit mé posht€ jep pikat ekuilibér t€ géndrueshme me vijé té

vazhdueshme dhe vij€ t€ ndérpreré ato t€ pagéndrueshme. [17], [49]
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X

e géndrueshme ¢

-~
P -~ i}aqéndrueshme

Figura 2.16

2.7.3 Bigézimi sfurk

Tani 1 kthehemi llojit t& tret€ t€ big€zimit, 1 ashtuquajturi bigézimi sfurk. Ky
bigézim €shté€ 1 njohur né problemet fizike q€ kané njé simetri. N€ raste té tilla, pikat
fikse tentojné t&€ shfagen dhe zhduken né cifte simetrike. N&é shembullin e pérkuljes t&
Fig. 2.12, trau éshté i géndrueshém né€ pozicionin vertikal nése pesha €shté e vogél. N&
kété rast ekziston nj€ piké fikse e géndrueshme g€ 1 korrespondon pérthyerjes zero. Por
nése ngarkesa e kalon pragun e pérkuljes, ngarkesa mund té pérkulet nga e majta ose
nga e djathta. Pozicioni vertikal &shté béré i pagéndrueshém dhe dy pika fikse té reja
simetrike, qé i korrespondojné konfigurimeve pékulése né t€ majt€ ose né té€ djathté

kang lindur. Si¢ e tham& mé lart ekuacioni &shté i trajtés
X =r—-x (2.34)

Né Fig. 2.17 tregohet fusha vektoriale pér vlerat e ndryshme té r. [2]
Kur <0, origjina &shté e vetmja piké fikse dhe &sht€ e géndrueshme. Kur =0,
origjina €shté akoma e géndrueshme, por mé e dobét pérderisa linearizimi zhduket.

Tashmé zgjidhjet nuk prishen n€ ményré eksponenciale shpejt, por prishja éshté njé
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funksion kohor algjebrik mé i ngadalté. Kjo prishje e plogét €sht€ quajtur ngadalésim

Kkritik né literaturén e fizikés.

er lx’ lx’

o x e x \_/ o x
(@) r<0 ) r=0 (©)r>0
Figura 2.17

Dhe e fundit, kur » >0 origjina €sht€ béré e pagéndrueshme. Dy pika fikse té reja t&

géndrueshme shfagen né secilén ané t€ origjinés, té lokalizuara né ményré simetrike,
X = +r. Gjithashtu me metodén e linearizimit kemi: f'(x)=r-3x?,
f'(,x;)=r—3r=-2r<0, pra pikat lx: =+r jané t€ géndrueshme ndérsa pér pikén
fikse X =0kemi, f'(x" =0)=r >0, pra éshté e pagéndrueshme.

Arsyeja pér termin “sfurk” béhet e gart€ kur paragesim né ményré grafike diagramén e

bigézimit (Fig. 2.18). N& fakt, trigézim sfurk mund té jeté nj€ fjal€ mé e pershtatshme!

e géndrueshme

e géndrueshme
— — — - epaqéndrueshme

_-.-‘_

e géndrueshme

'
1
'
T
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2.8 Sistemet dinamike né plan

Né két€ paragraf do t€ shtjellojmé sistemet dy pérmasore lineare dhe jolineare. Pér
sistemet lineare problemi €shté i zgjidhur analitikisht, ndérsa pér sistemet jolineare
mund té€ zgjidhen me metoda analitike vet€ém né raste t€ rralla. Pér kéto sisteme do té
shohim metodén e linearizimit si dhe metodén gjeometrike duke pérdorur softwerin
MAPLE.

Gjérat kan€ ndryshuar né ményré dramatike né tre dekadat e fundit. Kompjuterat jané
kudo, pér mé tepér kemi shumé paketa programesh né dispozicion g€ mund t€ p&rdoren
pér t€ pérafruar zgjidhjet e ekuacioneve diferenciale dhe t€ shohim rezultatet grafikisht.
Si pasojé, analiza e sistemeve t€ ekuacioneve diferenciale jolineare éshté shumé mé i
kuptueshém se ajo q¢ ishte dikur.

Le t€ shohim dy shembuj sistemesh jolineare dhe t€ béjmé zgjidhjen e tyre me softwerin

MAPLE. [10], [47]

Shembull 1. Kurba e Lorenzit [10], [39], [47]

x'=10(y —x)
y'=28x—y—-xz x(0)=5,y(0)=0,z(0)=0
z'=xy—(8/3)z

>with(DEtools):

DEplot3d([diff(x(t),t)=10*(y(t)-x(t)),diff(y(t),t)=28*x(t)-y(t)-x(t)*z(t),
diff(z(t),t)=x()*y(t)-(8/3)*z(t)],

[x(1),y(1),2(t)], t=0..30, [[x(0)=5,y(0)=0,z(0)=0]],

stepsize=.01, linecolour=red, thickness=2);
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Figura 2.19

Shembull 2. Ekuacioni i Van Der POL [10], [39], [47]

{x’:y (0)=0.5, y(0)=0.7
x(0)=0.5, =0.
V= (=x")y—x g

>phaseportrait([D(x)(t)=y(t), D(y)(t)=(1-x(t)*2)*y(t)-x(D) ], [x(t),y(t)], t=0..10, [
[x(0)=0.5,y(0)=0.7] ],
stepsize=.05, linecolour=blue,arrows=none, thickness=4);

Figura 2.20

Pra njé tjetér qasje, e paraqitur né két€ paragraf, éshté ajo gjeometrike e cila t€ ¢on né t&
kuptuarit cil€sor té sjelljes s€ zgjidhjeve n€ vend t€ informacionit t&€ hollé€sishém sasior.

Njé€ kombinim i metodave éshté shpesh e nevojshme pér té arritur rezultate optimale.
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Qasjet numerike dhe gjeometrike plotésojné njéra — tjetrén mjaft miré: metodat
numerike japin informacion té detajuar rreth njé zgjidhje t€ vetme, ndérsa metodat
gjeometrike japin informacion cilésor pér t&€ gjitha zgjidhjet né té€ nj&jtén kohé. Sic e
thamé mé lart, tani analiza e sistemeve té ekuacioneve diferenciale jolineare &shté

shumé mé e qarté se ajo q¢€ ishte dikur.

2.8.1 Njohuri té pérgjithshme

Shqyrtojmé sistemin dinamik né plan,

dx

{x‘=f(x,y) a7 039
y'=g(x,y) %zg(x,y

Dimé g€ zgjidhje e sistemit (2.35), n€ nj€ interval T té kohés, &shté ¢do ¢ift funksionesh

(x(1), (1)) , pér t& cilat ekuacionet e sistemit (2.35) shndérrohen né identitete né 7.
Grafiku i ¢do zgjidhjeje (x(t), y(t)) né sistemin Oxy quhet trajektore e sistemit (2.35).

Né ¢do piké (x,y) t& njé zone w < R*, ku funksionet f dhe g jané t& pércaktuar,

sistemi  (2.35), pércakton njé€ drejtim, t€ pércaktuar nga  vektori

[x'y]=[f(x.).g(x.1)]. [30]

(EAd!

(x))

Késhtu, né zonén w c R’ sistemi (2.35) pércakton njé fushé drejtimesh (vektorésh).

Atéheré, trajektore e sistemit (2.35) éshté ¢do vijé né @, gé ka cilésiné: né ¢do piké té

saj, drejtimi i tangjentes pérputhet me drejtimin e fushés.
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Plani R’ &shté hapésira fazore e sistemit (2.35).

Mendojmé gé né njé zoné w < R* ka njé léng qé rrjedh duke iu bindur sistemit (2.35),

qé do té thoté se né€ qofté se njé pikél l€ngu ndodhet né€ pikén (x,y) € ® né castin e

cfarédoshém ¢, atéheré shpejtésia e saj né€ kété cast Eshté
v=[x\y]=[/(x1),8(x,)]

Teorema ekzistencés dhe e unicitetit

Né qofté se funksionet f, g, si dhe derivatet e pjesshme té tyre

g F %8 %2
ox oy ox’ oy

jané funksione té vazhdueshme né njé zoné té hapur e té lidhur D R, atéheré

ekziston vetém njé zgjidhje(x(t), y(t)) e sistemit

{x'=f(x,y)
y'=g(x,y)

e pércaktuar né intervalin T = (—7,7), qé né ¢astin fillestar t =0 plotéson kushtet
x|z:o =X yL:o =Vo-

Casti fillestar # =0 &sht€ mesi i intervalit (-7,7).

Nga kjo teoremé, dalin kéto pérfundime t€ réndésishme:

(P1) Nga ¢do piké (x,,y,) € D del vetém njé trajektore e sistemit (2.35)
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(Py) Trajektoret e sistemit (2.35) gé ndodhen né zonén D < R’ nuk mund té

ndérpriten.

(P3) Né qofté se C < D éshté njé trajektore e mbyllur e sistemit (2.35), atéheré

asnjé trajektore qé kalon nga ndonjé piké brenda vijés C, nuk del jashté késaj vije.

Pikat fikse dhe orbitat e mbyllura

Dy lloje trajektoresh t& sistemit dinamik, q€ luajné rol kryesor né studimin e

ekuilibrit t€ tij; ato jané: Pikat fikse dhe orbitat e mbyllura.
Pérkufizim 1. Pika (x*,y") quhet piké fikse (piké ekuilibri) e sistemit (2.35) né qofté se
{f(x*,y*) =0
g(x",y")=0
Cdo piké fikse (x",y") éshté njé “trajektore”. Né qofté se pika fazore(x, y) gjendet né

njé cast né pikén fikse (x*, y*), at€heré ajo mbetet gjaté gjithé kohés né kété piké. [49]

Pérkufizim 2. Orbité e mbyllur quhet grafiku i ¢do zgjidhje periodike (x(7), y(¢)), d.m.th
¢do zgjidhje qé plotéson kushtin V7, (x(t+7),y(t+7))=(x(1),y(1)), ku T &shté

perioda.
Teorema Puankaré — Bendikson

E zEmé se:
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1) D éshté njé nénbashkési e mbyllur, e kufizuar dhe e lidhur e planit R*,

2) f dhe g jané funksione me derivate té pjesshme té vazhdueshme né D,

3) D nuk ka piké fikse té sistemit (2.35),

4) ekziston njé trajektore C e sistemit (2.35), qé éshté e kufizuar né D, gé do té

thoté se del nga njé piké e zonés D dhe mbetet né D gjaté gjithé kohés.

Atéheré trajektorja C éshté vijé e mbyllur ose spirale qé i afrohet njé vije té

mbyllur (Fig. 5).

Figura 2.21 [20]

Shénim. Sikurse u pa né kreun paraardhés, dinamika e fushave vektoriale né drejtéz

éshté shumé e varfér.

N¢é hapésira fazore me dy ose mé shumé pérmasa, trajektoret kané mé tepér
hapésiré pér t€ manovruar, késhtu qé€ dinamika e fushave vektoriale €sht€¢ shumé e

larmishme dhe shumé mé komplekse.

Disa nga tiparet e pérgjithshme té portretit fazor té€ njé sistemi dinamik né plan

jané si ato t€ paraqitur né figurén e méposhtme.

Le t€ jené M|, M,, dhe M, tri pika fikse dhe (C) nj€ orbité e mbyllur.
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Vendosja e trajektoreve prané pikave fikse dhe orbitave té mbyllura mund té

keté, pér shembull, pamjen e paraqitur né€ Fig. 2.22. [49]

'
Ml M
- O TN £ -t
A

Figura 2.22
Koment. Po mendojmé se kemi té b&jmé me njé€ rrjedhé 1éngu. Modeli 1 rrjedhés Eshté i

ngjashém prané pikave M, M,,e M,dhe i ndryshém nga ai prané pikés M/, .

Kétu, pikat fikse M,,M,, dhe M, jan€ t€ pagéndrueshme, sepse trajektoret e

piklave t€ 1éngut largohen prej tyre, ndérsa orbita e mbyllur (C) &éshté e géndrueshme,

sepse té gjitha trajektoret qé dalin nga pika brenda apo jashté késaj orbite i afrohen

pambarimisht (asimptotikisht) orbités (C).

Si¢ e kemi pérmendur, pér sistemet jolineare, zakonisht nuk ka shpresé pér t€ gjetur
trajektoret analitikisht. Sjellja e trajektoreve duhet studiuar drejtpérdrejt, duke u

mbéshtetur né vetité e funksioneve f dhe g.

Po fillojmé me klasén mé té thjeshté t€ sistemeve dinamike té rendeve té dyté, sistemet
dinamike lineare . Kéto sisteme jané interesante, e sikurse do t€ shohim mé voné, ata
luajn€ nj€ rol t€ rénd€sishém né klasifikimin e pikave fikse t€ sistemeve dinamike

jolineare.
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2.8.2 Sisteme lineare (Pérkufizime dhe emértime)

Sistemi dinamik linear n€ plan modelohet me ané t€ sistemit diferencial linear:

dx b
x'=ax+by E—a;ﬁ- v
o 4 J (2.36)
ymetay —y:cx+dy
dt
Ku a,b,c dhe d jané parametra real€. [5], [28], [32], [40], [49]
Shembull. Jepet sistemi :
x'=ax
{ , (2.37)
y ==y

T€ paraqitet grafikisht portreti fazor kur & 1€viz nga —o né +o0.
Zgjidhje

Pér a#0 , sistemi (2.36) ka vet€m njé piké fikse, qé &shté origjina e

koordinatave O(0,0), ndérsa pér o =0, ¢do piké e boshtit Ox éshté piké fikse.

Ekuacionet diferenciale t€ sistemit jan€ t€ pavarura nga njéri tjetri, ké€shtu qé

secili nga ekuacionet mund té zgjidhet né vecanti. Nga zgjidhja e tyre marrim:
x(t)=ce™, yt)=ce”

Cifti (x(2), (1)) :(xoe‘”, yOe”) éshté trajektorja e sistemit (2.37) qé kalon nga pika e
¢farédoshme (x,, y, ) né castin fillestar 7 =0.

Portretet fazore pér vlera t€ ndryshme té parametrit & tregohen né Fig. 2.23.

Funksioni y(¢) zvogélohet né ményré eksponenciale drejt zeros kur ¢ — +oo, dhe tenton

né too kur ¢+ = —oo.

Ndérkohé pér funksionin x(¢) dallojmé disa raste.
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(D) Kur a <0, funksioni x(¢#) zvogélohet né ményré eksponenciale, késhtu té

gjitha trajektoret (xoe“‘,yoe’t)i afrohen origjinés sé koordinatave kur ¢— +oo, dhe
largohen pambarimisht kur ¢ — —oo.
(ID Kur o >0, funksioni x(z) ndryshon né ményré eksponenciale duke tentuar

né oo (né€ varési té shenjés sé y,) kur ¢ - +oo, dhe duke tentuar né zero kur ¢ — —oo.

[51, [18][30], [37]

Késhtu, té gjitha trajektoret (xoe“’, yoe"’) i afrohen origjinés s€ koordinatave kur

t >+ dhe largohen pambarimisht kur ¢ — —oo. Mbetet té tregojmé nése kéto
trajektore jané€ t€ lugéta apo t€ myséta. Pér két€ mjafton t€ studiojmé shenjén e derivatit

té dyté:

iy _ YOO~y O @) _ (20" )(@xe™)=(=re” )(@xe™) _ya+a)e”

dr’ [’C'(f)]3 [axoeat ]3 a’xie**

Vihet re se

2
sgn d )2} =sgn(a +1)y,
dx

qé€ do té thoté se:

<0 pér a<-1

1) pér y,>0 kemi: Y. 150 péer —l<a<0
yO d2
* >0 pér a>0
, >0 pér a<-1
2) pér y, <0 kemi: Y. <0 pér -1<a<0
yO d2
X

<0 pér a>0

Né két€ ményré shpjegohet portreti fazor né Fig. 2.23, né€ rastet (a), (c) dhe (e). [8], [9]
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\ 1)/

(@ e<- ® a=-1
Y ¥ 1 ¢ 9
——————
A Y S S |
() -l<a<0 (d) a=0

(@ a>0

Figura 2.23
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(TIT) NE rastin a =0, trajektoret (xoe””, yoe ) kané trajtén (xo, yoe”) qé do té thoté se

jané gjysmé — drejtézat pingule x = x,. (Fig. 2.23/d), ku —o0 < x, < +o0.

(IV) NEé rastina =—1, trajektoret (xoem, v ) kané trajtén (xoe", yoe"’). Pér x, =0,
trajektorja €shté (O, yoe”)qé pér y, >0 paraget gjysmé — boshtin Oy™, dhe pér y, <0
parget Oy .

Pér x, # 0, trajektoret (xoe_t ,vee ! ) paraqesin drejtéza té trajtés y =kx, ku k =y, /x,

(Fig. 2.23/b). [18], [28], [49]

Komente dhe emértime

N¢ rastin (a), kur ¢t — +oo, trajektoret 1 afrohen origjinés O(0;0), tangencialisht
me boshtin Ox. Nga ana tjetér, po t€ kthehemi prapa, qé do t€ thoté ¢t — —oo, trajektoret,

duke u larguar pambarimisht nga O(0;0), tentojné€ t& béhen paralele me boshtin Ox .

NE¢ rastin (c), sjellja e trajektoreve &shté e nj&jt€ me até té rastit (a), me ndryshimin qé

vendin e boshtit Ox né kété sjellje e zévend€son boshti Oy .

Né rastet (a) dhe (¢) pika fikse O(0;0) quhet “nyje e géndrueshme”.
Né rastin (b) pika fikse O(0;0) quhet “nyje simetrike” ose “yll”.
NE¢ rastet (a), (b) dhe (c) pika fikse O(0;0) quhet “piké térhegjeje” ose “piké thithése”.

T¢ gjitha trajektoret qé dalin nga pika rrotull origjinés O(0;0), i afrohen asaj
kur t > +o00. Né fakt, pika O(0;0) térheq té gjitha trajektoret e planit fazor, ndaj kjo
piké quhet “globalisht térheqgése”.

N¢ rastin (d), d.m.th. n€ rastin kur & =0, boshti Ox éshté 1 mbushur i té€ri me “pika

fikse té paizoluara”. Cdo trajektore i afrohet pikés fikse pérkatése sipas pingules.
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N¢ rastin (e), pjesa dérrmuese e trajektoreve largohen pambarimisht nga O(0;0);
pérjashtim bé&né vetém trajektoret qé€ dalin nga pikat e boshtit Oy, késhtu pika fikse

0(0;0) éshté e pagéndrueshme.

N¢ rastin (e), pika fikse O(0;0) quhet “piké samar” dhe boshti Ox quhet “kolektor
(mbledhés) i pagéndrueshém”. [30]

Shénim

Ka edhe kuptime té€ tjera pér qéndrueshmérin€, njéri nga té cilat njihet nén emértimin

“géndrueshméria sipas Ljapunovit” .

Thuhet qé pika fikse (x”, y") éshté e géndrueshme sipas Ljapunovit, né qofté se té gjitha
trajektoret qé dalin nga pika e ¢farédoshme (X, ), sado afér pikés (x*,y"), mbeten

afér saj gjat€ gjithé kohés, pra jo si¢ ndodh te pika fikse t€rheqése, ku ato jané afér pikés

fikse kur ¢ — +00.

2.8.3 Klasifikimi trajektoreve té sistemeve lineare

Shqyrtojmé sistemin dinamik linear.

{x'zax+by (238)

V' =cx+dy
Origjina O(0;0) &shté pikeé fikse e (2.38), sido qofshin koeficientet a,b,c,d.
Por, kur

=0,

a b
c d

pérveg pikés O, sistemi (2.38) ka njé bashkési t& pafundme pikash fikse té€ tjera.
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Do té& shohim si zgjidhet sistemi (2.38) duke pérdorur njehsimin matricor.

Shkruajmé (2.38) né trajtén e ekuacionit matricor diferencial

X'=AX (2.38%)

MRS o
X = , X'= dhe A= .
y V' c d

Zgjidhja (x(t), y(t)) tashmé& mund t€ shkruhet né trajtén e njé vektori apo matrice shtyllé

ku

4
X(t)= {X((t))} . I kérkojmé zgjidhjet e ekuacionit (2.38’) né trajtén
y
X(t)=e"V, (2.39)

. . v . e . ..
ku A &shté njé konstante reale ose komplekse, ndérsa :[ 1} njé vektor (matricé
Va

shtyll€) jo zero, 1 cili nuk varet nga koha ¢. Mbetet pér t€ gjetur Adhe V' . Pér kété

zévendésojmé X (¢) = €™V né (2.38’) :

(V] = 4"V © A"V = 4"V & AV = AV & (A= AV =0 (2.40)

ku matrica 7 €shté matrica njési.

Nga kursi 1 algjebrés dimé qé vlerat e A —és pér t€ cilat, ekuacioni (2.40) ka
zgjidhje V' # O quhen “vlera té veta”, ndérsa zgjidhjet pérgjegjése V', quhen “vektoré té

veté”.

NE¢ trajté t€ shtjelluar, ekuacioni (2.40) paraget sistemin homogjen me dy t€ panjohura :

(a=A)yv,+bv, =0
cev,+(d—-A)v, =0
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Gjithashtu nga kursi 1 algjebrés, dimé se sistemi (2.40) ka zgjidhje t€ ndryshme nga

zgjidhja zero vetém nése pércaktori i tij Eshté 1 barabarté me zero:

a—A b ‘

Barazimi i fundit mund t€ shkruhet né trajtén
A’ —(a+d)A+(ad —bc)=0 (2.41)
dhe quhet “ekuacion karakteristik” i matricés A .
Ekuacionin (2.41) e shkruajmé pér shkurt né€ trajtén
A —tA+A=0 (2.41°)
ku
T=a+d (gjurma e matricés 4 ),

A=ad—-bc  (pércaktori i matricés 4 ).

Vlerat e veta jan€ rrénjét e ekuacionit (2.41°):

Né két€ ményré, pasi t€ njehsohen vlerat e veta dhe vektorét e veté, gjenden trajektoret e

sistemit (2.38), si dhe béhet studimi i sjelljes sé tyre rrotull pikave fikse.

Eshté e qarté se sjellja e trajektoreve pércaktohet nga numrat 7 dhe A; pér rrjedhojé

edhe nga numrat 4, dhe 4,. [37], [48], [49]

Rregulla e leximit té sjelljes sé trajektoreve rrotull origjinés

NE qofté se vlerat 7 dhe A jané t€ tilla g€ pika (7,A) ndodhet né :
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(1) zonén e hapur dhe té kufizuar nga parabola A =7’ /4 dhe boshti Or*

(kuadrati i par€), at€heré O(0;0) &shté nyje e pagéndrueshme;

(2) zonén e hapur dhe té kufizuar nga parabola A =7’ /4 dhe boshti Or™
(kuadrati 1 dyt€), at€heré O(0;0) &éshté nyje e géndrueshme;

(3) zonén e hapur, té kufizuar nga parabola A =7?/4 dhe boshti OA™ (kuadrati

1 par€), at€heré O(0;0) Eshté spirale e pagéndrueshme;

(4) zonén e hapur dhe té kufizuar nga parabola A =7’ /4 dhe boshti OA™
(kuadrati i dyt€), at€¢heré O(0;0) &shté spirale e qendér;

(5) zonén e hapur poshté€ boshtit Or (kuadratet e dyté dhe té katért), at€heré

0(0;0) &shté samar i njérés nga dy format e tij;

(6) parabolén A =77 /4 (dega né kuadratin e par€), atéheré O(0;0) &shté yll i
pagéndueshm, kur 4, =1, =a=d >0 dhe b=c=0, ose nyje e pagéndrueshme kur
A =2y >0 dhe b* +c* > 0;

(7) parabolén A = 7? /4 (dega né kuadratin e dyt€), atéheré O(0;0) &shté yll i

géndrueshém kur A4, =4, =a=d <0 dhe b=c=0, ose nyje e qéndrueshme kur

A =2, <0 dhe b* +c* > 0;
(8) boshtin OA™, atéheré sistemi O(0;0) &shté qendér.

(9) boshtin Or d.m.th. A=0, at€heré sistemi (2.38) ka njé bashkési té
pafundme pikash fikse, t&€ paizoluara nga njéra tjetra, t€ cilat mbushin njé drejtéz t&

pjerrét, ose njé€rin nga boshtet e koordinatave, ku trajektoret sillen ndaj tyre si 2.8.2.

(Fig. 2.23/d).

Le t€ ilustroymé tani secilin rast me nga njé shembull duke p&rdorur dy ményra; vlerat

vetjake dhe programin MAPLE.
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Shembull 1. T€ klasifikohet pika fikse O(0;0) pér sistemin dinamik

{x' =X
y'=4y
Zgjidhje. Megenése

10
A:‘o 4‘=4>0, r=1+4=5,72-4A=9>0, 4 =1, 1, =4

késhtu gé€ origjina O(0;0) éshté “nyje e pagéndrueshme”.

Kodi me programin Maple bashké me zgjidhjen grafike &shté si mé poshté: [10], [14],
[44], [47], [51]

>with(DEtools):

phaseportrait([D(x)(t)=x(t),D(y)(t)=4*y(t)],

[x(t),y(V)], t=-3..3,[[x(0)=4,y(0)=5],[x(0)=-5,y(0)=10], [x(0)=-5, y(0)=5], [x(0)=10, y(0)
=-4], [x(0) = -5, y(0) = -5], [x(0)= -8, y(0) = -8], [x(0)=-10, y(0) =
51,[x(0)=10,y(0)=10],[x(0)=4,y(0)=-5],[x(0)=10,y(0)=-15]], x=-20..20, y= -
20..20,stepsize=.05, linecolour=blue, arrows=SLIM, thickness=2);
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Shembull 2. T¢€ klasifikohet pika fikse O(0;0) pér sistemin dinamik

{x'z—x
y'=-4y
Zgjidhje. Megenése
-1 0 5
=4>0,7=-1-4=-5,7"-4A=9>0, 4, =-1, 4, =—4

késhtu gé€ origjina O(0;0) éshté “nyje e géndrueshme”.
Kodi me programin Maple bashké me zgjidhjen grafike &shté si mé poshté:

>with(DEtools):

phaseportrait([D(x)(t)=-x(t),D(y)(t)=-4*y(t)],

[x(t),y(V)], t=-3..3,[[x(0)=4,y(0)=5],[x(0)=-5,y(0)=10], [x(0)=-5, y(0)=5], [x(0)=10, y(0)
=-4], [x(0) = -5, y(0) = -5], [x(0)= -8, y(0) = -8], [x(0)=-10, y(0) =
51,[x(0)=10,y(0)=10],[x(0)=4,y(0)=-5],[x(0)=10,y(0)=-15]], x=-20..20, y= -
20..20,stepsize=.05, linecolour=blue, arrows=SLIM, thickness=2);
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Shembull 3. T¢ klasifikohet pika fikse O(0;0) pér sistemin dinamik

x'=x+2y
y'==2x+y

Zgjidhje. Megenése

1 2
A:‘ l‘=5>0,r=1+1=2,r2—4A:—16<O oA =142i

Kemi té b&jmé me spirale dhe m.q.s @ =1> 0 atéhere origjina O(0;0) Eshté “spirale e

pagéndrueshme”.
Kodi me programin Maple bashké me zgjidhjen grafike &shté si mé poshté:

>with(DEtools):

phaseportrait(|[D(x)(t)=x(t)+2*y(t),D(y)(t)=-2*x(t)+y(t)],

[x(t),y(V)], t=-3..3,[[x(0)=4,y(0)=5],[x(0)=-5,y(0)=10], [x(0)=-5, y(0)=5], [x(0)=10, y(0)
=-4], [x(0) = -5, y(0) = -5], [x(0)= -8, y(0) = -8], [x(0)=-10, y(0) = 5]], x=-20..20, y= -
20..20,stepsize=.05, linecolour=blue, arrows=SLIM, thickness=2);
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Shembull 4. T¢ klasifikohet pika fikse O(0;0) pér sistemin dinamik

x'=—x+2y
y'=-2x-y

Zgjidhje. Megenése

-1 2

A=
‘—2 -1

‘:5>mr=—kq=—1fh4A=—M<o,2A=—uﬁi

Kemi t€ béjmé me spirale dhe m.q.s @ =—1<0 atéhere origjina O(0;0) Eshté “spirale e

géndrueshme”.
Kodi me programin Maple bashké me zgjidhjen grafike &shté si mé poshté:

>with(DEtools); phaseportrait([(D(x))(t) = -x(t)+2*y(t), (D(y))(t) = -2*x(t)-y(¢t)],
[x(®), y(O)], t=-3 .. 3, [[x(0) = 4, y(0) = 5], [x(0) = -5, y(0) = 10], [x(0) = -5, y(0) = 5],
[x(0) = 10, y(0) = -4], [x(0) = -5, y(0) = -5], [x(0) = -8, y(0) = -8], [x(0) =-10, y(0) =
511, x=-20 .. 20, y =-20 .. 20, stepsize = 0.5e-1, linecolour = blue, arrows = SLIM,
thickness = 2);
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Shembull 5. T¢€ klasifikohet pika fikse O(0;0) pér sistemin dinamik

x'=2x+y
V'=2x-y

Zgjidhje. Megenése

1
=—4<0,r=2-1=1,7"-4A=17>0

A=

vlerat vetjake jan€ me shenjé t€ kundért, kemi t&€ b&jmé me “piké samar” né ket rast.
Kodi me programin Maple bashké me zgjidhjen grafike &shté si mé poshté:

>with(DEtools):

phaseportrait([D(x)(t)=2*x(t)+y(t),D(y)()=2*x(t)-y ()],

[x(t),y(D)], t=-3..3,[[x(0)=4,y(0)=5],[x(0)=-5,y(0)=10], [x(0)=-5, y(0)=5], [x(0)=10, y(0)
=-4], [x(0) = -5, y(0) = -5], [x(0)= -8, y(0) = -8], [x(0)=-10, y(0) = 5]], x=-20..20, y= -
20..20,stepsize=.05, linecolour=blue, arrows=SLIM, thickness=2);
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Shembull 6. T¢€ klasifikohet pika fikse O(0;0) pér sistemin dinamik
{x' =-X
y'=4y
Zgjidhje. Megenése

-1 0
A:‘o 4‘:—4<0,z’=—1+4=3,r2—4A=25>O,ﬂqz—l, A =4

vlerat vetjake jané me shenjé t€ kundért, kemi t€ b&jmé me “piké samar” dhe né kéte

rast.
Kodi me programin Maple bashké me zgjidhjen grafike &shté si mé poshté:

>with(DEtools):

phaseportrait([D(x)(t)=-x(t),D(y)(t)=4*y(t)],

[x(t),y(V)], t=-3..3,[[x(0)=4,y(0)=5],[x(0)=-5,y(0)=10], [x(0)=-5, y(0)=5], [x(0)=10, y(0)
=-4], [x(0) = -5, y(0) = -5], [x(0)= -8, y(0) = -8], [x(0)=-10, y(0) =
51,[x(0)=10,y(0)=10],[x(0)=4,y(0)=-5],[x(0)=10,y(0)=-15]], x=-20..20, y= -
20..20,stepsize=.05, linecolour=blue, arrows=SLIM, thickness=2);
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Shembull 7. T€ klasifikohet pika fikse O(0;0) pér sistemin dinamik

{x' =X
y'=y
Zgjidhje. Megenése

1 0
A:‘o 1‘:1>0,r=1+1=2,r2—4A=0 L A=A =l=a=d>0,

b=c=0, kemi t&€ b&imé me “yll té pagéndrueshém’ né kété rast.
Kodi me programin Maple bashké me zgjidhjen grafike €shté si mé poshté:

>with(DEtools):

phaseportrait([D(x)(t)=x(t),D(y)(t)=y(t)],

[x(),y(V)], t=-3..3,[[x(0)=4,y(0)=5],[x(0)=-5,y(0)=10], [x(0)=-5, y(0)=5], [x(0)=10, y(0)
=-4], [x(0) = -5, y(0) = -5], [x(0)= -8, y(0) = -8], [x(0)=-10, y(0) =
51,[x(0)=10,y(0)=10],[x(0)=4,y(0)=-5],[x(0)=10,y(0)=-15],[x(0)=-10,y(0)=-15],[x(0)=-
10,y(0)=-5],[x(0)=10,y(0)=10],[x(0)=5,y(0)=5],[x(0)=5,y(0)=5],[x(0)=1,y(0)=-
10],[x(0)=5,y(0)=3]], x=-20..20, y= - 20..20,stepsize=.05, linecolour=Dblue,
arrows=SLIM, thickness=2);

Figura 2.30
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Shembull 8. T¢ klasifikohet pika fikse O(0;0) pér sistemin dinamik

{x' =-X
y'=-y
Zgjidhje. Megenése

0
A:‘O ‘:1>O,T=—1—1=—2,12—4A:O,ﬂ,l=/12=—1=a=d<0,

b=c=0
kemi t€ béymé me “yll té géndrueshém” né k&t rast.

Kodi me programin Maple bashké me zgjidhjen grafike &shté si mé poshté:

>with(DEtools):

phaseportrait([D(x)(t)=-x(t),D(y)()=-y ()],

[x(t),y(V)], t=-3..3,[[x(0)=4,y(0)=5],[x(0)=-5,y(0)=10], [x(0)=-5, y(0)=5], [x(0)=10, y(0)
= -4, [x(0) =-5, y(0) = -5], [x(0)= -8, y(0) = -8], [x(0)=-10, y(0) =
51,[x(0)=10,y(0)=10],[x(0)=4,y(0)=-5],[x(0)=10,y(0)=-15],[x(0)=-10,y(0)=-15],[x(0)=-
10,y(0)=-5],[x(0)=10,y(0)=10],[x(0)=5,y(0)=5],[x(0)=S5,y(0)=5],[x(0)=1,y(0)=-
10],[x(0)=5,y(0)=3]], x=-20..20, y= - 20..20,stepsize=.05, linecolour=blue,
arrows=SLIM, thickness=2);

Figura 2.31

Punoi: Alfred DACI

63



SISTEMET DINAMIKE, ZBATIME TE TYRE NE POPULLIME

Shembull 9. T¢ klasifikohet pika fikse O(0;0) pér sistemin dinamik
x'=2x
y'=2x+2y
Zgjidhje. Megenése
2 O 2 2 2
A:2 2:4>0J:2+2=4ﬂ'—4A:01fa@=2>0,b +c°=4>0
kemi t€ b&jmé me “nyje té pagéndrueshme” né kété rast.
Kodi me programin Maple bashké me zgjidhjen grafike &shté si mé poshté:
>with(DEtools); phaseportrait([(D(x))(t) = 2*x(t), (D(y))(t) = 2*x(t)+2*y(t)], [x(t),
y(®)l, t=-3..3, [[x(0) = 4, y(0) = 5], [x(0) = -5, y(0) = 10], [x(0) = 15, y(0) = 15, [x(0)
=10, y(0) = -4], [x(0) = -5, y(0) = -5], [x(0) = -8, y(0) = -8], [x(0) =-10, y(0) = 5], [x(0)

=5, y(0) =-10]], x =-20 .. 20, y = -20 .. 20, stepsize = 0.05, linecolour = blue, arrows
= SLIM, thickness = 2);
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Shembull 10. T¢ klasifikohet pika fikse O(0;0) pér sistemin dinamik

x'=-2x
y'=2x-2y

Zgjidhje. Megenése

‘—2 0
A=
2

‘=4>o,r:—2—2=—4, P—4A=0 2 =2,=-2<0, b’ +c*=4>0

kemi t&€ b&jmé me “nyje té géndrueshme” né kéte rast.
Kodi me programin Maple bashké me zgjidhjen grafike &shté si mé poshté:

>with(DEtools); phaseportrait([(D(x))(t) = -2*x(t), (D(y))(t) = 2*x(t)-2*y(t)], [x(t),
y(®Ol, t=-3..3, [[x(0) = 4, y(0) = 5], [x(0) = -5, y(0) = 10], [x(0) = 15, y(0) = 15], [x(0)
=10, y(0) = -4], [x(0) = -5, y(0) = -5], [x(0) = -8, y(0) = -8], [x(0) = -10, y(0) = 5], [x(0)
=5,y(0)=-10]], x =-20 .. 20, y = -20 .. 20, stepsize = 0.05, linecolour = blue, arrows
= SLIM, thickness = 2);

Figura 2.33
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Shembull 11. T¢ klasifikohet pika fikse O(0;0) pér sistemin dinamik

x'=y
y'=-x
Zgjidhje. Megenése

0 1 5
A= =1>0,7=0,7"-4A<0 ,A, =%i
-1 0

kemi t&€ b&jmé me “gendér” né ket rast.
Kodi me programin Maple bashké me zgjidhjen grafike &shté si mé poshté:

>with(DEtools); phaseportrait([(D(x))(t) = y(t), (D(y))(t) = -x(t)], [x(1), y(D], t=-3 ..
3, [[x(0) =5, y(0) = 5], [x(0) = -5, y(0) = 5], [x(0) = 10, y(0) = 10], [x(0) = 10, y(0) = -
10, [x(0) = -5, y(0) = -5], [x(0) = -8, y(0) = -8], [x(0) = -1, y(0) = 5], [x(0) =5, y(0) = -
10]], x =-20 .. 20, y =-20 .. 20, stepsize = 0.05, linecolour = blue, arrows = SLIM,
thickness = 2);

Figura 2.34

T¢€ gjitha sjelljet e trajektoreve t€ sistemit dinamik (2.38) rrotull pikés fikse O(0;0) si
dhe klasifikimi i tyre, pérmblidhen n€ dy diagramet e Fig.2.35 dhe 2.36. [8], [9]
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Paraqitja e gjithé kétij informacioni n€ planin 7 A na jep njé pé€rmbledhje vizuale t& té
gjitha llojeve té ndryshme t€ sistemeve lineare.

Jané disa gjéra pér t’u marré€ né konsideraté. S€ pari, plani 7 A &shté njé pérfaqésim dy
— dimensional i1 asaj q€ €shté€ me té vérteté njé hapésiré katér — dimensionale, pérderisa
matricat 2x2 jané t€ pércaktuara nga katér parametra, koeficientét e matricés. Késhtu
g€ ka pafundésisht matrica t€ ndryshme g€ i korrespondojné ¢do piké né€ planin 7 A .
Ndérsa t€ gjitha kéto matrica ndajné t€ njéjtin konfigurim t€ vler€s vetjake, mund t€ keté
dallime delikate n€ portretet fazore, t€ tilla si¢ jan€ gendra dhe spiralet, ose mundésing e
nj€ ose dy vektoréve vetjaké t€ pavarur né rastin e vlerés vetjake t€ pérséritur .

Ne gjithashtu mendojmé planin 7 A si analog t€ diagramit t€ bifurkimit pér sistemet

lineare planare. Prabola 7> —4A =0 e portretit fazor i nénshtrohet njé bifurkimi: Njé
ndryshim i madh ndodh né gjeometriné e portretit fazor.

Sé fundi, v€mé re se ne mund t€ pérftojmé mjaft informacion né€ lidhje me sistemin nga
A dhe 7 pa llogaritur vlerat vetjake. Pé&r shembull, né qofté se A<0, ne e dimé se

kemi nj€ piké samar.

__ Spi
: J’/f ose ri_y]’e
e [@bfwrzmr

Pika ﬁé‘é’ e
pa izoluara

Figura 2.35
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f%v//

b2 +2>0

AAP\W AP\wﬂ\W

\\__Vo\‘mvc\\__ ﬂ\,_u

Figura 2.36
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2.8.4 Sistemet dinamike jolineare dhe metoda e linearizimit

Shqyrtojmé sistemin dinamik jolinear

{x' =/ (2.42)

y'=g(x,y)
Le té jeté (x*,y") njé piké fikse e tij, d.m.th jané té vérteta barazimet
f(x",y")=0 dhe g(x",»")=0 (2.43)

Le t€ jené

komponentét e njé shmangieje t€ vogél

(Jf,y)

v - — - —
nga pika fikse (x*,y") te pika (x,y).[30], [49] li" '
(x*,y%) u

Po t€ kryejmé né sistemin (2.42) z€vend€simet
x=x+u, y=y +v

merr trajtén

{(x* +u) = f(x" +u, y*+v) (2.44)

O +v) =g(x" +u, y" +v)
Meqé x* dhe y* jané konstante, derivatet e tyre jané zero, késhtu qé sistemi (2.44) ka

trajtén

{u’ = f(x"+u, y" +v) (2.45)

V=g(x +u, y +v)

Po té zbérthejmé funksionet f(x"+u, y*+v) dhe g(x" +u, y* +v)né seri t& Teilorit me

gendér né pikén (x*,y"), sistemi (2.45) merr trajtén:
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u' = f(x*,y*)+@(x*,y*)-u+@(x*,y*)-v+ Ow?)+0(*) +O(uv)
ox oy

v':g(x*,y*)+g_g(x*,y*).u+Z_g(x*,y*).v+0(u2)+o<v2)+0(uv)
X y

ku O®w?), O(v*), O(uv) jané shumat e kufizave té serisé sé Teilorit té rendit té njéjté
té madhésisé me pérkatésisht w v .
Megenése f(x",y")=0 dhe g(x",y")=0 (nga barazimet (2.43)), sistemi i
mésipérm merr trajtén
u'z@(x*,y*)-u+Zl(x*,y*)-v+0(u2)+0(v2)+0(uv)
Y

ox
(2.46)

V' :a—g x*,y*)-u+a—g(x*,y*)-v+0(u2)+0(v2)+0(uv)
ox oy

Pér té kuptuar se ¢faré ndodh me njé trajektore q€ del nga njé piké (x, y) rrotull

pikés fikse (x*,y"), marrim x pambarimisht afér x* dhe y pambarimisht afér y*, qé

do té thot€ marrim u dhe v pambarimisht t€ vogla.

Pérderisa u dhe v jané pambarimisht té vogla, kufizat O(u*), O(v*) dhe O(uv) mund

t€ mos merren parasysh (neglizhohen), késhtu qé sistemi (2.46) mund t€ pérafrohet me

sistemin dinamik linear [28], [40], [49]

LY A

) 0

.. - (2.47)
po08x,y)  Og(xLy)

ox oy

1 cili si ndryshore dinamike ka ndryshoret u dhe v.

Matrica
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GACES DINCACHS

. Ox Oy
"](x 7y ): E3 * * *
og(x,y ) og(x,y)

ox oy

quhet matrica e Jakobit né pikén fikse (x*,y").

Thelbi i metodeés sé linearizimit

Pér té studiuar sjelljen e trajektoreve té sistemit jolinear (2.42) rrotull pikés fikse
(x*,y"), mjafton té studiojmé sjelljen e trajektoreve té sistemit linear (2.47) rrotull

pikes fikse té tij (0;0).

Klasifikimi i pikés fikse (0;0) té sistemit (2.47) béhet me ané té matricés sé Jakobit

J(x",p").

Até lloj sjelljeje qé kané trajektoret e sistemit (2.47) kundrejt pikés (0;0) kané edhe

trajektoret e sistemit dinamik (2.42) kundrejt pikés (x*,y").
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Kapitulli 3

MODELET LOGJISTIKE

3.1 Hyrje

Modelet matematikore jané pérdorur gjerésisht pér t€ vlerésuar sistemet
dinamike t€ popullimit tek kafshét pér vite me rradhé, po ashtu edhe pér sistemet
dinamike t&€ popullimit njerézor.
N¢ kété kapitull do t€ studiojmé strategjité€ pér kultivimin e peshkut kocg.
Kemi pérdorur tre modele rritjeje logjistike, konkretisht, strategjia konstante, strategjia
proporcionale dhe strategjia periodike.
Objektivi i kétij kapitulli Eshté qé t€ pércaktojmé njé rritje dhe riprodhim sa mé optimal
pér peshqit.
S€ fundmi pérdorimi i modeleve matematikore €shté shtriré né sektorin agrokulturor
vecanérisht né blegtori, pér t€ siguruar ofert€ t€ vazhdueshme dhe optimale. Modeli
logjistik i rritjes lidhur me gjueting éshté pérdorur pér té studiuar dukuriné e peshkimit.
Gjéja mé e réndésishme né menaxhimin me sukses t€ gjuetisé €shté g€ strategjité e
gjuetisé jan€ mbéshtetése, nuk té drejtojné drejt pagéndrueshmérive apo shfarosjeve dhe
prodhojné rezultate t& mira pér vite me rradhé, me luhatje té vogla mes viteve. Si pasojé,
ato mund pérmbushin kérkesén e tregut pérgjaté gjithé vitit. [46]
Malthus ishte 1 pari qé formuloi njé trajtim teorik té dinamikés s€ popullsis€ né 1798
dhe Verhulst shndérroi teorin€ e Malthus né€ njé model matematikor t€ quajtur ekuacion
logjistik.
Qeéllimi kétu éshté paraqitja e disa prej tipeve té bigézimit né sistemet dinamike njé —
dimensionale dhe aplikimi i tyre né modelet dinamike té popullimit vegcanérisht né

kulturat ujore.
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Ndryshimi i popullsis€ mund t€ keté€ pasoja t€ réndésishme ekonomike dhe sociale. Pér
shembull, fermeri do t€ dijé¢ sa e madhe éshté popullsia e insekteve shkatérrues kur
prodhimi/t€ korrat e tij jan€ n€ pikén mé delikate dhe ¢faré efektesh do té keté spérkatja
e pesticideve. Peshkatari do t&€ dijé c¢faré efektesh do té keté€ kuota e peshkimit né
rezervat e peshkimit dhe si pasojé n€ zénien/kapjen e peshkut.

Peshku &sht€ njé nga burimet kryesore t€ dietés njerézore dhe burimi kryesor i
proteinave dhe yndyrnave. Kohét e fundit, konsumatorét jané béré mé té vetédijshém
pér peshkun si njé mish alternativ mé t€ shéndetshém. Kjo €shté€ vecanérisht pér shkak
té problemeve me sémundjet kardiovaskulare dhe mbipeshés, t€ cilat jané kthyer né njé
nga problemet mé t€ médha pér shéndetin e njeriut. Ndérgjegjé€simi pér peshkun si dieté
ushqyese ka shkaktuar rritjen e kérkesé€s pér konsum té tij. Konsumimi mé i madh i
peshkut nga njeriu vjen nga peshkimi n€ ujérat e oqeaneve dhe té deteve, por ajo qé
ofron natyra nuk €shté e mjaftueshme pér t€ kénaqur nevojén né rritje pér konsumimin e
ketij burimi. Gjithashtu kostot e kapjes s€ peshkut jané duke u rritur.

Duke rritur prodhimin e kulturave ujore, jo vetém qé kénaqim kérkesén pér produktin e
peshkut, por gjithashtu mund t€ mbrojmé disa specie me vleré t€ larté¢ nga zhdukja e
tyre. Kétu do té pérdoret modeli logjistik 1 rritjes pér té treguar rritjen e popullimit té
peshkut, si dhe do t€ merren né konsideraté tre strategji gjuetie si¢ 1 pérmendém mé lart.
Pér secilén strategji €shté llogaritur shuma optimale e kapjes sé peshkut pér t&€ mbrojtur
popullimin nga zhdukja. Rezultatet tregojné qé€ peshkimi né vlerén e shumés ose me njé
vleré mé té larté sesa pika e big€zimit sjell zhdukjen e ketij popullimi. Késhtu qé kéto
arritje mund t’u vijné€ né ndihmé peshkataréve pér t€ garantuar popullimin e peshkut dhe
pér té reduktuar kostot e ripopullimit.

Si¢c thamé konsumimi mé i madh i peshkut nga njeriu vjen nga peshkimi né ujérat e
deteve e ogeaneve dhe ajo ¢faré ofron natyra nuk €shté e mjaftueshme pér t€ kénaqur
nevojén né rritje pér konsumimin e kétij burimi, késhtu hidrokultura do keté kapacitet té
madh kudo né bot€ né nj€ t€ ardhme t€ afért. N& shumé vende hidrokultura kufizohet
nga hapésira tokésore dhe disponueshméria ujore, pavarésisht se kérkesa pér peshkimin

e peshqgéve po rritet.
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Pérdorimi i modeleve matematikore né gjuetin€ e peshkut ndihmon sektorin e
hidrokulturés pér té vlerésuar kur dhe sa peshk mund té€ peshkohet pér t€¢ maksimizuar
vlerén e sasis€ s€ peshkut t€ pérvetésuar, pa e zhdukur komplet popullimin. Kjo u jep
mundési atyre g€ t€ jené gati me zgjidhje efektive pér t&€ siguruar qé oferta pér peshk
mund t€ pérmbushé kérkésén pér konsum.

N¢ vitet e fundit &shté zhvilluar mjaft kultivimi i1 peshkut n€ Shqipéri. Né vitin 2014,
zénia e peshkut ka gen€ 5.813 ton nga 5.369 ton q¢ ishte né€ vitin 2013, duke u rritur né
terma vjetoré me 7,6 %. Njé rritje t&€ dukshme ka pésuar dhe zénia e midhjeve me rreth
50 % né vitin 2014 krahasuar me 2013 me njé prodhim total 1.500 ton né€ vitin 2014 nga
750 ton g€ ishte né€ vitin 2013. Akuakultura ka pésuar njé rénie gjaté vitit 2014 me 785

ton krahasuar me njé vit mé par€ si¢ e shohim grafikun e méposhtém. [60]

Zénie peshku sipas kategorive ujore né ton

2500 -
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1500

1000
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Detar Bregdeti Laguna Ujrate Akuakultura  Molusge
bréndéshme

m2012 ®m2013 =2014
Figura 3.1 [60]

Sot flota e peshkimit &shté e pérqéndruar né katér portet e peshkimit, até t&¢ Sarandés,
Vlorés, Durrésit dhe Shéngjinit. Flota mé e madhe &shté flota e Durrésit me 94 anije dhe
mbas késaj vjen Vlora me 78 anije, Shéngjini me 41 dhe Saranda me 34 anije, Fig. 3.2.
Mosha e madhe e flotés s¢ peshkimit, sjell q¢ edhe gatishméria teknike e tyre dhe si
rrjedhojé edhe sforcoja e peshkimit té jet€¢ e ulét. Pjesa mé e madhe e anijeve té

peshkimit shqiptar kané njé moshé nga 25 vjecare deri 40 vjecare, por nuk mungojné
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edhe anijet mbi 60 vjecare. Gjithashtu njé numér relativisht i madh i anijeve té
peshkimit nuk jan€ né gjendje pune, pér arsye t€ nevojés s€ riparimeve dhe pjeséve té
kémbimit. Mosha e madhe, gatishméria e ulét teknike, si dhe manggsité e infrastrukturés
ndihmése t€ riparimit t€ anijeve, jané faktoré t& rénd€sishém kufizues t& zhvillimit t&
aktivitetit t& peshkimit. K&to probleme kané€ ¢uar né zhvillimin e akuakulturés. N& 5
vitet e fundit jané rritur kérkesat pér t&€ investuar n€ kultivimin e peshgeve detaré me
kosha né zonén bregdetare Karaburun — Sarand€. N sajé t€ pérmirésimit né vitet e
fundit t€ pérpunimit, industrializimit dhe konfeksionimit t€ midhjes ka tendenca pér
rritje t& prodhimit dhe pérmiré€simit té cilésisé. [59]

Sot né hidrokulturén detare po vérehen disa fenomene g€ jané zhvillimi 1 shpejté t&

kultivimit t€ kocés dhe levrekut, sidomos né tre vitet e fundit. [53], [54]

Figura 3.2 [59]

3.2 Modelet matematikore té menaxhimit té peshkimit

Né kété pjes€ analizohen disa modele té thjeshta t&€ menaxhimit t€ peshkimit pér
té ilustruar analizén e bifurkimeve né situata reale. Marrim né€ shqyrtim ekuacionin
logjistik t&€ rritjes pér t€ modeluar popullimin e peshkut né mungesé t€ gjuetisé sé

peshkut. [6], [33], [48], [50], [55]
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Ekuacioni pér modelimin e popullimit té peshkut né mungesé té gjuetisé éshté:

dP P
= —rpl1-—1|, P(0)=P 3.1
Ku: P- masa e popullimit, » - koeficienti i shtimit gjaté riprodhimit (ritmi i rritjes),

M - kapaciteti mbajtés. [44], [46], [36], [35]

Kétu gjykohet mbi modelimin e popullimit dhe gjuetiné e njé pjesé t€ tij duke pérdorur
disa strategji t€ pérgjithshme gjuetie: gjueti konstante, proporcionale dhe periodike.
Gjueti konstante konsiderohet ajo kur nj€ sasi fikse peshku nxirret ¢do vit, né gjuetiné
proporcionale sasia e peshkuar &shté né proporcion me popullimin, ndérsa gjuetia
periodike &shté zakonisht rezultat i ndikimit t€ faktoréve sezonal€ klimaterik. Mund té
pérdoret analiza sasiore (gjeometrike) pér t€ vlerésuar se sa peshk mund té peshkohet

dhe nj€kohésisht t&€ mos cé€nohet popullimi i1 késaj specie. [24], [33], [36]

Programi Maple é€sht€ pérdorur pér t€ paraqitur zgjidhjet ose trajektoret e modelit
grafikisht. Njé paragqitje e till¢ grafike ésht¢ mé shumé iluminuese dhe e dobishme pér

té kuptuar dhe interpretuar zgjidhjen e modelit.

3.2.1 Strategjia Konstante e Gjuetisé

Njé nga metodat mé t& thjeshta €shté g€ si fillim zona ku do merret peshku té
konsiderohet e kufizuar (p.sh ligen). Supozojmé se dinamika me t€ cilén popullohet
peshku kénaq modelin logjistik té rritjes (3.1) dhe gjuetia konstante / &shté pérfshiré né

model pér t€ treguar sasiné konstante t€ peshkut t€ marré€ brenda njé intervali kohor.

Atéheré modeli do kishte formén e méposhtme: [2], [6], [45]

l—ﬁj—h, P(0)=PR, (3.2)

Pikat fikse P" jané zgjidhjet e ekuacionit 7P" (1 -P %/I) =h.
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nga zgjidhja kemi:

= dypika fikse £, =%(Mi1/M2—4hMJ nése 0<h<rM /4
r

= njé piké fikse P" =M /2 nése h=rM /4

= asnjé€ piké fikse kur A >rM /4

Ne do t’a aplikojmé kété model pér kultivimin e peshkut koc€. T¢ dhénat jané marré nga
“Qendra Sh.p.k”, né Sarandé. Sipérfaqja e rezervuarit &shté 100 m*. 1 m? mban 80 peshq
kocé. Kapaciteti mbajtés i rezervuarit &shté 8000 peshq kocé. Periudha e maturimit té
peshkut éshté 15 muaj dhe pérllogaritet g€ 80% e tyre do t€ mbijetojné deri né maturim.
[6], [42]

Figura 3.3

Pikat fikse kur #=0 ,jané P" =0 dhe P" =M =8000

Me rritjen e parametrit t€ gjuetisé s€ peshkut 4 do té kemi lévizjen e dy pikave fikse
prané njéra — tjetrés, ku pika fikse e poshtme &éshté e pagéndrueshme dhe pika fikse e
sipérme éshté e géndrueshme si né Fig. 3.4 [6], [49]

Kur parametri £ léviz drejt vleré€s 1600 (q€ &shté maksimumi i normés s€ shtimit té

peshkut né ekuacionin logjistik) dy pikat fikse bashkohen tek vlera P =4000 e cila
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éshté gjysmé e géndrueshme si¢ shihet né€ Fig. 3.5. Kjo piké éshté shumé delikate pasi
kur 2 >1600 nuk do kemi pika fikse dhe modeli tregon qé popullimi shkon drejt
zhdukjes (Fig. 3.6). Ky model €shté rasti tipik 1 bigézimit te tipit nyje-samar.
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Figura 3.4

Viera e bigézimit ne kété rast té shqyrtuar éshté h = rM/4 = 1600
Drejtimi 1 fushés sé€ ekuacionit diferencial pér disa vlera t&€ 4 tregon sé€ pari pér
ekzistencen e dy pikave fikse, njéra e géndrueshme tjetra e pagéndrueshme dhe mé pas

pér vlerat e & kur nuk ka pika fikse.
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Figura 3.5 (h=1600)
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Figura 3.6 (h=2000)

Késhtu rezultatet tregojné€ q€ mbipeshkimi (sipas modelit pér & >rM /4) pérgjaté njé
viti mund t€ rezultoj€ potencialisht né njé shkatérrim t€ papritur té gjuetisé€ s€ peshkut
né vitin pasardhés, késhtu qé €shté e nevojshme g€ organet pérgjegjése qeveritare t&
tregohen t€ matura kur vendosin dhe parashikojné kuotat e lejimit té€ peshkimit. Me
gjueti t& pakontrolluar, njé popullim mund té zhduket mjaft lehté, prandaj do ishte
normal kufizimi i sasis€ sé peshkut t€ pérvetésuar ose lejimi i peshkimit né periudha t&

caktuara té vitit.

3.2.2 Strategjia Proporcionale e Gjuetisé

Njé tjetér formé e njohur e gjuetisé éshté kur b&het njé pérpjekje konstante pér gjueti.
Né kété rast sasia e vjelur do ishte proporcionale me popullimin dhe modeli

matematikor do ishte si mé poshté: [2], [50]

dP P
Pl 1= |—np, P(0)=P 33

Ku: P - masa e popullimit, » - koefigienti i shtimit gjaté riprodhimit (ritmi i

rritjes), M - kapaciteti mbajtés dhe 4 - norma proporcionale e gjuetisé.
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Pérséri zgjidhja algjebrike do ishte komplekse dhe e véshtiré pér t’u interpretuar, késhtu
g€ do béhet analiz€ gjeometrike e modelit. Pikat fikse t&€ modelit (3.3) jané zgjidhjet e
_(r=h)M

r

ekuacionit 7P (1—-P /M) =hP", nga ku dalin zgjidhjet: P" =0 dhe P’

Pika fikse P" =0 é&shté e pagéndrueshme pér 4 <r. Me rritjen e h-sé ekuilibri mé i
madh (kapaciteti mbajtés ) tkurret por mbetet 1 g€ndrueshém pér A< r.

Pér t€ njéjtat t& dhéna si né rastin mé paré né paragrafin 3.2.1 pér 4 t€ ndryshme kemi
lévizjen e grafikut si ne Fig. 3.7 ku h né kété rast éshté proporcionale. Me rritjen e /-
sé pika fikse jo triviale 1&viz prané pikés fikse té shuar.

Me l€vizjen e h-s€ drejt vlerés 0.8 pika fikse jozero shuhet né zero nga e cila rrjedh se
kemi zhdukje t€ species meqé norma e gjuetis€ i afrohet normés s€ shtimit té tij. Kur
h>0.8 kemi q¢ norma e gjuetis€ e kalon até t€ riprodhimit, késhtu qé zhdukja e
popullimit €shté e pashmangshme. Ky &shté rasti tipik 1 bigézimit transkritik. Pika e
bigézimit éshté h=0.8.[6]

Drejtimi 1 fushés 1 ekuacionit diferencial pér disa vlera t€ 4 tregon pér ekzistencén e dy
pikave fikse, njéra e géndrueshme dhe njé zero e pagéndrueshme, e mé pas me 1€vizjen
e h kemi njé pike fikse tek zeroja si né Fig.3.8.

Rezultatet tregojné q€ mbipeshkimi (pra sipas modelit pér 4 > r) pérgjaté njé viti mund

té sjellé zhdukjen e peshkut né kété mjedis, Fig.3.9.
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Figura 3.7 (h=0.4)
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Figura 3.9 (h=1)

3.2.3 Strategjia Periodike e Gjuetisé

Njé formé tjetér e pérdorshme e gjuetisé éshté kur kjo béhet pérgjaté njé periudhe té

caktuar té€ vitit, k€shtu qé nuk do kemi zhdukje t€ popullimit gjaté kohés sé gjuetisé dhe
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né€ disa periudha mund t€ ndalohet gjuetia duke béré q€ popullimi 1 peshkut t& rritet

pérséri. Modeli matematikor do ishte si mé poshté: [2], [36]

dP P
ar _ _L ' 34
% rP(l Mj h(l +sin 2m) ( )

Modeli (3.4) éshté njé ekuacion diferencial jo — autonom, késhtu qé zgjidhjet e tij jané
periodike dhe kané té njéjtin trend t€ pérgjithshém me modelet e méparshme.

Rezervuari éshté né€ kapacitetin e tij mbajés M =8000 peshq kocé si popullsi fillestare
me normé rritjeje » =0.8. [42] Le t& supozojmé g€ 6 muajt e paré ne kemi vjelur 1600
peshq kocé dhe té ndalohet gjuetia pér 6 muajt e tjeré pasardhés deri sa popullsia té
arrijé kapacitetin mbajtés M =8000. Supozohet se me kété rit€m gjuetie t€ vazhdohet
pér disa vite. [6]

Kétu kemi dy zgjidhje gé lékunden rreth pikave fikse si né€ (Fig.3.10). Zgjidhjet
konvergjojné te njé zgjidhje periodike g€ 1€kundet rreth pikés fikse t&€ géndrueshme. Pér
h=1600 ka njé pike fikse si né (Fig.3.11). Popullimi arrin pikén fikse dhe aty qéndron.
Me rritjen mé tej t€ /4 -s€ popullimi do t€ zhduket si n€ (Fig.3.12). Si pasojé ky
ekuacion periodik ka t€ nj&jtén piké bigézimi si modeli (3.2.1).

Strategjia e gjuetisé sezonale periodike &shté forma mé optimale e gjuetis€é g€ mban
ndérkohé popullimin e peshkut t€ géndrueshém. Duke pérdorur kété lloj strategjie
gjuetie, pérmirésohet produktiviteti, koha e kthimit t€ investimeve afatshkurtér si dhe
reduktohet risku nga ndryshimi i ¢mimit té shitjes, kostot e prodhimit veganérisht kur
pérdoren norma periodike afatshkurtra. Mund té ishte normale té kishim p.sh 3 muaj ku
lejohet peshkimi i pakufizuar dhe muajt e tjeré té lejohet peshkim mé i rezervuar.
Popullimi rikthehet pérséri te pika fikse por i duhet mé shumé kohé té gjej€ pikén fikse
té géndrueshme sepse kemi t€ b&jmé me njé sasi t&€ vogél peshku qé pérvetésohet gjaté

pjesés tjetér t€ vitit. [6], [42]
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Figura 3.12 (h=2000)

Nga krahasimi i tre modeleve t€ strategjive t€ gjuetisé rezulton se :

v" Nga pérdorimi i strategjisé konstante, popullimi i peshkut nuk do té keté kohé t&
mjaftueshme t€ rimarré veten né€se niveli 1 gjuetis€ konstante &shté mé i madh se

pika e bigézimit.

v" Nga pérdorimi i strategjis€é proporcionale, popullimi i peshkut do té zhduket
nése norma proporcionale e gjuetisé €sht€ mé e madhe se norma e shtimit té

popullimit ose pika e bigézimit.

v’ Pérdorimi i strategjisé sezonale periodike t€ gjuetisé optimizon nivelin e
gjuetisé, ndérsa mban t€ géndrueshém popullimin e peshkut, nése gjuetia éshté

mé e vogél ose e barabarté me pikén e bigézimit.

v Strategjia e gjuetisé sezonale periodike éshté forma mé optimale e gjuetisé qé
mban ndérkohé popullimin e peshkut t€ géndrueshém. Duke pérdorur kété lloj
strategjie gjuetie, pérmirésohet produktiviteti, koha e kthimit t€ investimeve
afatshkurtér si dhe reduktohet risku nga ndryshimi i ¢mimit té shitjes, kostot e

prodhimit vecanérisht kur pérdoren norma periodike afatshkurtra.
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Kapitulli 4

MODELET E POPULLIMIT ME DY SPECIE

4.1 HYRJE
Pér t€ modeluar dinamikat e popullsisé do marrim né€ konsideraté njé sistem t&€ mbyllur,
habitat, né té cilin kemi vet€ém dy specie t€ cilat ndérveprojné me njéra — tjetrén. [13],
[23], [29], [43], [44] Ne do té pérdorim metodat e planit fazor pér t€ hetuar disa
probleme g€ pérfshijné konkurrencén pér burimet e pakta. Do t€ shprehim ekuacionet
pérsa i pérket t€ dy llojeve q€ konkurojné pér t€ njéjtén furnizim me ushqime.
Megjithaté modele té ngjashme jané pérdorur edhe pér té studiuar situata té tjera
konkuruese, pér shembull, bizneset qé konkurrojné né t€ njéjtat tregje ekonomike.
Marrédhéniet midis specieve né botén natyrore shpesh jané komplekse dhe delikate. Ne
nuk duhet t€ presim shumé nga njé sistem i thjeshté i dy ekuacioneve diferenciale né
pérshkrimin e marrédhénieve té tilla. Edhe né qofté se ne jemi t&€ bindur se forma e
pérgjithshme e ekuacioneve €shté e shéndoshé, pércaktimi i vlerave numerike pér
koeficientét mund té paragesin véshtirési serioze.

Pérpara se t€ marrim né konsideraté ¢do ndérveprim t€ mundshém, ne kemi
nevojé fillimisht t€ modelojmé problemin.
Le t€ shénojmé popullsiné e dy specieve x(¢) dhe y(t), respektivisht. [4], [28], [29],
[44] At€here ne mund té pranojmé si t€ vértet€ q€ rritja e dy specieve, pa migrim té
asnjérés prej tyre, éshté

x'=Px(t)
V'=8y@)

ku P tregon rrjetin e kontributit t€ ¢do individi né popullsiné x dhe S tregon rrjetin e

4.1)

kontributit t€ ¢do individi n€ popullsiné y.Masa né€ té cilén njé anétar tipik i popullsisé

x kontribuon te kopeja varet jo vet€tm nga lindjet dhe vdekjet, por gjithashtu né

Punoi: Alfred DACI

85




SISTEMET DINAMIKE, ZBATIME TE TYRE NE POPULLIME

ndérveprimin e tij/saj me popullsiné y. E njéjta gj€é ndodh edhe me popullsiné y.

Konsiderojmé nj€ specifikim ndérveprimi shumé t€ pérgjithshém,

P=a+ px(t)+yy(t)

(4.2)
S=38+ey(t)+Cx()

Pér ¢do popullsi, @ dhe o tregojné koefigentin e rritjes natyrale t€ specieve. Termi 1

dyté tregon koeficentin e mbipopullimit t& specieve. Nése S dhe & jané€ negative,

atéheré mbipopullimi do t&€ ndodhé dhe speciet hyjné né konkurencé me njéri-tjetrin

brenda llojit. Nga ana tjetér nése [ dhe ¢ jané pozitive, at€here rritja zgjerohet ndérsa
pérmasa e popullsisé rritet, gjé q€ ne i referohemi si mutualizém. Nése y dhe ¢ jané té
dyja zero atéheré t€ dyja speciet jané té pavarura nga njéra — tjetra. Nése » dhe ¢ jané

t¢ dyja negative, at€heré secila €shté né konkurencé pér shkak t€ burimeve té
pamjaftueshme t€ habitatit. Rritja e njé specie €shté n€ kurriz té tjetrés. Nga ana tjetér,

nése y dhe £ jané té dyja pozitive, at€heré ne kemi njé sistem te mbyllur mbéshtetés té

dyanshém: rritja e secilés specie éshté e dobishme pér t€ dyja palét. Mé né€ fund ne kemi

njé marrédhénie gjahtar — pre. Nése y €shté pozitive dhe ¢ €shté negative atéhere x
éshté gjahtari dhe y preja; nése y €shté negative dhe ¢ €shté pozitive, atéhere x €shté
preja dhe y &shté gjahtari.

Duke na dhéné kéto specifika t& pérgjithshme &shté e mundur té konsiderojmé modelet

g€ kombinojné mbi popullimin dhe kané disa tipare t€ modelit gjahtar — pre ose vetém

karakteristika t&€ kétij modeli. [8]

4.2 Modeli me konkurencé dhe pa mbipopullim

Konsiderojmé modelin e méposhtém ku ¢do specie €shté né konkurencé pér

shkak té burimeve té kufizuara té habitatit:
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xX'=(a-by)x x(0)=x,, a>0,b>0

43
V=(e=dv)y  wO)=yy, ¢>0,d>0 #3)

Pikat fikse t€ sistemit mund té pérftohen duke vendosur x’ dhe )’ t€ barabarté me zero.
Jané dy pika fikse (x,1,)=(0,0) dhe (x5,y;)= (g,%) sikurse tregohet nga pikat E,

dhe E,, respektivisht n¢ Fig. 4.1. Figura 4.1 gjithashtu ilustron natyrén cilésore t&
trajektoreve. Konsiderojmé fillimisht trajektoret né kuadrantin I: pérderisa y<a/b,

atéhere x' >0 dhe prandaj x rritet né ményré té njéjté, x <c/d dhe késhtu y'>0, y

rritet.
=0
x=0 . y= .
0o I
oA e
alk TA ‘El x':'O - z .
o / =
I N]I oy \;‘x'—ﬂ
k‘ > =0
E, cid x y_ cfd x
Figura 4.1 Figura 4.2

Duke pérdorur t€ njéjtin arsyetim, ne mund t€ specifikojmé vecorit€ e kuadranteve t&
tjera. Trajektoret duken komplekse. Pér disa trajektore né kuadrantin I sistemi duket se

tenton drejt pikés fikse E,, megjithaté, nése trajektoret kalojné né kuadrantin II atéheré

largohet nga E, Kjo ndodh pér shkak se x dominon habitatin dhe ferteliteti i y €shté

tashmé aq 1 voggél sa fillon t€ bjeré. Nj€ problem 1 njéjté ndodh nése trajektorja 1éviz nga

kuadranti I né até t€ IV. Né kété rast, megjithaté, speciet y dominojné habitatin dhe x

shkojné deri n€ zhdukje. Njé logjiké e nj&jt€ éshté nése sistemi fillon né kuadrantin III.

Njé situaté fillestare qofté n€ kuadrantin II apo IV thjeshté zhvendos sistemin larg nga

pika fikse £,
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Pér t€ theksuar vetit€ e géndrueshmérisé dhe pagéndrueshmeérisé€ sé€ ekuilibrit jo — zero

E, ne mund té konsiderojmé portretin fazor, i cili tregohet né Fig. 4.2. Kjo figuré
tregon qé: ekuilibri £, &shté njé piké samar, 1évizja e sistemit éshté nga kuadranti I né
kuadrantet II dhe IV; dhe nga kuadranti III né€ kuadrantet II, IV dhe nuk &shté i dukshém

nése ¢do trajektore t€ ¢on drejt pikés fikse £, .

4.3 Modeli gjahtar — pre pa mbipopullim: modeli Lotka—Volterra

Konsiderojmé& modelin e méposhtém ku x &shté preja dhe y &shté gjahtari.

x'=(a—by)x =ax—bxy x(0)=x,, a>0,b>0 4.4)
V'=(—c+dx)y=—-cy+dxy  y(0)=y,, ¢>0,d>0 '

Sistemi ka dy pika fikse: (x;,;)=(0,0) dhe (x},y;) = (%,%} pérfagésuar nga dy pika

E, dhe E|, respektivisht né figurén 4.3.

x=0
7\ y=0 !
IV‘7L 11}
alk .El x':()

78 g

E, cid x E, c/d =

Figura 4.3 Figura 4.4
Fig. 4.3 ilustron gjithashtu natyrén cil€sore té trajektoreve. Ne mund té studiojmé vetité
e t€ katér kuadranteve né€ t€ nj&jtén ményré si meé lart. Pér t€ pérftuar depértim fillestar
né at€ se ¢faré po ndodh me speciet e ekuilibrit jo — zero, ne pérdorim portretin fazor pér

kété sistem, i cili tregohet n€ Fig 4.4. Figura 4.4 tregon q¢& sistemi ka njé strukturé

ciklike rreth pikés fikse £, dhe l€vizja e sistemit éshté kundérorar. Nga Fig. 4.3 dhe 4.4

éshté e qarté€ se trajektoret formojné kurba #¢ mbyllura. Kjo do té€ thoté se as gjahtari dhe
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as preja nuk kané rrezik zhdukjeje. Cdo specie qarkullon mes nivelit minimal dhe

maksimal té saj.

4.4 Modeli me konkurencé dhe me mbipopullim

Né kété model ne supozojmé qé dy specie jané né konkurencé pér burimet e
pamjaftueshme dhe gjithashtu né€ konkurencé brenda specieve; me fjalé té tjera, ka

mundési pér mbipopullim. Ne mund t€ paragesim situatén né€ kété ményré:

x'=(a—by—ux)x

4.5
Y =(c—dx—vy)y (%)

Ky sistem é&shté jolinear dhe mé shumé kompleks se sa modelet tona t&€ méparshme.

Megjithaté ne mundemi akoma té pérftojmé pikat fikse té sistemit duke barazuar x’ dhe
y' me zero. Kjo plotésohet pér (x;,1,)=(0,0), (x;,y})= (0,2) , (X, p5) = (2,0) dhe
v u

pika tjetér merret nga sistemi:

a—by—-ux=0
c—dx—vy=0

Kéto pérfagésojné dy vija té drejta né planin fazor, nga t€ cilat jané katér konfigurime
g€ varen nga vlerat e gjashté parametave a,b,c,d ,u dhe v, sikurse ilustrohet né¢ Fig.

4.5. N¢€ diagramat né figurén 4.5 a), b) zhdukja do té ndodhé né€ njérén nga speciet. Pér

sa kohé qé sistemi nuk fillon né€ origjiné, ai ose do t& 1€vizé drejt pikés fikse E, , né€ t&

cilén speciet y vdesin, ose pér né pikén ekuilibér £, né t€ cilén speciet x vdesin. [22],

[34]
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v A 7A

/ (a) o ) (b)
A
X
[
)
i

el £, ’/ civ
’/—‘\
alh %
>
E: afu cfd x E, cld aju x
7\ @
alb
cfvg\
BN\ ’/
| x
E, aju c/d x

Figura 4.5

N¢ figurat e mésipérme (Fig.4.5 (¢), (d)) éshté gjithashtu e mundur pér té€ dyja speciet qé
té bashké&jetojné. Njé€ situaté e tillé ndodh kur dy izoklinet ndérpriten, edhe kjo jepet

av—cb cu—ad
uv—bd’ uv—bd

nga zgjidhja (x;, ;) = ( )

Por njé€ pyetje e réndésishme &shté nése njé ekuilibér bashké ekzistues i tillé éshté njé

zgjidhje e géndrueshme e modelit. Figura 4.5 (c) tregon qé E; nuk &shté njé ekuilibér i

géndrueshém, ndérsa né Fig. 4.5 (d), E; shfaqet si ekuilibér i géndrueshém.

4.5 Modeli gjahtar- pre me mbipopullim

Modeli 1 mésipérm né€ 4.4 pérfshin konkurencé jo brenda specieve. Megjithaté
supozojmé g€ ka shumé gjahtaré dhe n€ kété€ ményré ata jané né konkurencé€ mes vetes

pér prené. Supozojmé gjithashtu g€ preja (speciet x ), pérvegse jan€ nén sulmin e

Punoi: Alfred DACI

90



SISTEMET DINAMIKE, ZBATIME TE TYRE NE POPULLIME

gjahut (speciet y) gjithashtu jané né konkurencé me anétarét e llojit t€ vet pér burimet
né habitat.
Atéheré konsiderojmé situatén mé té pérgjithshme e gjahtar — pre me mbi popullimin e
té dyja specieve né modelin
x'=(a—by—ux)x “6)
V'=(—c+dx—wy)y
Origjina (x",»")=(0,0) shénon njé zgjidhje ekuilibri, por njé zgjidhje jo interesante.
Zgjidhja tjetér gjendet duke véné shprehjet né kllapa né€ zero, e cila jep ekuilibrin

av+chb ad—cu

jotrivial: (x*,y") = ,
Joty (77 (uv+bd uv+bd

I
|
I
I
I
|
|
|
|
\
\

Figura 4.6

Ky &shté njé sistem shumé& mé i véshtir€ se sa modeli gjahtar — pre 1 drejté. Pérderisa ka
konkurencé€ brenda secil€s specie, sistemi 1€viz drejt pikés ekuilibre jotriviale né kufi.
Fig. 4.6 portretizon fushén e drejtimit bashké me njé numér tipik trajektoresh né€ planin
fazor. Eshté pothuajse e qarté qé, duke u dhéné vlerat e parametrave, ky sistem
gjithmoné do té€ konvergjojé né€ limit drejt ekuilibrit. Prandaj, pika ekuilibre jotriviale

(x*, y*) éshté e géndrueshme asimptotikisht. Pér vlera t&€ ndryshme parametrash pika
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fikse mund t€ jeté e pagéndrueshme asimptotikisht, por nuk konvergjon né€ njé€ orbité t&
mbyllur rreth ekuilibrit.

Pasi analizuam t€ katér modelet gjeometrikisht, po e pérmbyllim kété paragraf me njé
analiz€ matematikore pér njé nga kéto modele, té cilat pérfshijné linearizimin,
pércaktimin e géndrueshméris€ sé pikave fikse jo negative dhe diagramén e planit fazor

té njérit nga modelet e popullsisé.

Konsiderojmé modelin konkurues midis dy specieve pa mbipopullim (Lotka —

Volterra): [40]

Figura 4.7 [61]

Le t& shénojmé popullsin€ e dy specieve x(z) dhe y(¢), respektivisht. Kujtoymé qé x(¢)
tregon popullsiné e presé sé pranishme né€ kohén ¢ dhe se y(¢) tregon popullsiné e
grabitqaréve n€ kohén 7. Supozojmé se t€ dyja x(¢) dhe y(¢)jané€ jonegative.

Njé sistem i ekuacioneve diferenciale g€ mund t€ modelojné ndryshimet né popullsing e

kétyre dy specieve éshté
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dx
—=x"=2x-x
dr 4
dy _

— =y =—y+x
d y yTXxy

Termi 2x né ekuacion pér ” paraqet rritjen eksponenciale t€ presé¢ né mungesé té
t

grabitqaréve, ndérsa termi —xy korrespondon me efektin negativ mbi prené (gjahun) e

ndérveprimit predator — pre (gjahtar — gjah). Termi —y né % korrespondon me

supozimin se grabitqarét vdesin nése nuk ka pre pér t€ ngréné, ndérsa termi xy
korrespondon me efektin pozitiv mbi grabitqarét e ndérveprimit gjahtar — pre.
Koeficientét 2, -1, -1, dhe 1 varen nga speciet e pérfshira.
E zgjidhim kété sistem duke marré {x": 2v-y=0 dhe gjejmé pikat fikse
y=-y+xy=0
(x,,)=(0,0) dhe (x,,y,)=(1,2). Pika fikse (x;,¥,)=(0,0) ka kuptim t& pérsosur;
nése t€ dy popullsité grabitqar dhe pre zhduken, ne sigurisht nuk presim qé popullsia té
rritet né ¢do kohé t€ mévonshme.
Zgjidhja tjetér (x,,¥,)=(1,2), do t& thoté se, né qofté se popullsia e presé éshté 1 dhe
popullsia e grabitqaréve éshté 2, sistemi &shté né ekuilibér té pérsosur. Ekziton pre e
mjaftueshme pér t€ mbéshtetur njé popullsi konstante grabitqare prej 2, si dhe né
ményré t€ ngjashme nuk ka as shumé grabitqaré (e cila do t€ shkaktonte zhdukjen e
popullsis€ s€ pres€¢) dhe as shumé pak (né ¢'rast numri i pres€ do té rritej). Shkalla e
lindjes s€ secil€s specie éshté ekzaktésisht e barabart€ me normén e saj t€ vdekjes, kéto
popullata jané mbajtur n€ njé€ koh€ t€ pacaktuar. Sistemi €shté né ekuilibér. Nése x =0,

ekuacioni 1 paré né kété sistem zhduket. Prandaj funksioni x(z) =0 p&rmbush kété
ekuacion diferencial pa marré parasysh se c¢faré kushti fillestar kemi zgjedhur pér y .
N¢é kété rast ekuacioni i dyté diferencial reduktohet né

@ _
di
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té cilén ne e njohim si model eksponencial 1 zhdukjes pér popullatén e grabitqaréve.
Nga ky ekuacion ne e dimé se popullsia e grabitqaréve tenton drejt zeros né ményré
eksponenciale. Gjithé ky skenar pér x =0 &shté i arsyeshém, sepse né qofté se nuk ka
pre né njé kohé, at€heré kurré nuk do t€ ket€ asnjé pre pa marré parasysh se sa

grabitqarét ka. Pér mé tepér, pa nj€ furnizim me ushqim, grabitqarét do t€ vdisnin.

Né ményré t€ ngjashme, vémeé re se ekuacioni pér ? zhduket nése y =0, dhe
t

ekuacioni pér ? reduktohet né
t

dx _
dt

2x

i cili éshté nj€ model i rritjes eksponenciale. Kjo do té thoté se ¢do popullsi preje jozero
rritet pa detyrim nén kéto supozime. Pérséri, kéto pérfundime kané kuptim sepse nuk ka
grabitqar€ pér t€ kontrolluar rritjen e popullsisé s€ presé.

Né ményré qé té kuptojmé t€ gjitha zgjidhjet e kétij sistemi predator — pre

—=x'=2x-x

di 4
dy .,

=y =—p+x

dt y yrxy

&shté e réndésishme t€ theksohet se shkalla e ndryshimit té secilés popullsi varet si nga
x(¢) ashtu dhe nga y(¢).
Portreti Fazor pér kété sistem pér njé zgjidhje t€ vecanté €shté [8], [9], [40], [47], [64]

v(t) &

; 2 é 4 x (I)

Figura 4.8
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Shpesh &shté e dobishme pér t& paré njé kurbé zgjidhjeje pér nj€ sistem t€ ekuacioneve
diferenciale jo thjesht si njé grup i1 pikave né€ plan, por mé tepér né njé ményré mé
dinamike, si njé piké q€ ndjek njé kurbé qé éshté pércaktuar nga zgjidhja e ekuacionit
diferencial. Né Fig. 4.8 kemi treguar njé zgjidhje t€ vecanté q¢ fillon nga pika P . Me
rritjen e ¢ - s&, x(¢) &shté né rritje fillimisht, ndérsa y(z) fillimisht géndron relativisht
konstante. Prané x = 3.3, kurba e zgjidhjeve kthehet né ményré t&€ konsiderueshme lart.

Késhtu popullsia e grabitqaréve y(z) fillon té rritet né ményré t€ konsiderueshme. Kur
y(t) 1 afrohet y=2, kurba fillon t€ shkojé né t€ majte. Késhtu x(¢) ka arritur njé
maksimum dhe ka filluar t€ ulet. Me rritjen e ¢ - s€, vlerat e x(¢) dhe y(¢#) ndryshojné

si¢ tregohet nga forma e kurbés s€ zgjidhjes. Pérfundimisht kurba kthehet né pikén e saj
fillestare P dhe fillon ciklin e saj pérséri.

Ne mund té paragesim grafikisht njékohé&sisht shumé kurba zgjidhjeje né€ planin fazor
duke pérdorur programin Maple. N¢ Fig. 4.9 shohim portretin e ploté fazor pér sistemin
ton€ predator — pre. Sigurisht, ne e kemi kufizuar vémendjen toné né kuadrantin e paré

pasi nuk ka kuptim t€ flasim pér popullata negative. [10], [13], [14], [47]

>with(DEtools); phaseportrait([(D(x))(t) = x(t)*(2-y(1)), (D(y))(t) = (x(t)-1)*y(t)],
[x(t), y(©)], t=-10 .. 10, [[x(0) = 1, y(0) = 2], [x(0) = 2, y(0) = 1], [x(0) =4, y(0) = 1],
[x(0) = 1.1, y(0) = 3.1],[x(0) = 2.1, y(0) = 4.1],[x(0) = 2.19, y(0) = 4.19],[x(0) = 2.199,
y(0)=9.199]],x=0..5,y=0.. 5, stepsize = 0.5e-1, linecolour = blue, arrows =
SLIM, thickness = 2);

5 RN
W
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N

; 33
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Figura 4.9
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N¢ kété sistem predator — pre, t€ gjitha zgjidhjet e tjera pér té cilat x, >0 dhe y, >0
japin kurba qé I1&vizin rreth pikés sé ekuilibrit (x,, ;) =(1,2), né ményré anti — orar.

N¢ fund, ata kthehen né pikat e tyre fillestare, késhtu ky model parashikon qé pérveg
zgjidhjes s€ ekuilibrit, si x(¢) ashtu dhe y(¢) rriten dhe zvog€lohen né€ ményré

periodike.
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PERFUNDIME

Né mbyllje, dé€shirojmé t€ vémé né€ dukje disa nga pérfundimet mé té réndésishme qé

arritém gjaté kétij studimi:

1. Shumica e dinamikéve q€ hasen né praktik€ dhe né teori jan€ jolineare, cka e

bén teorikisht gati t€ pamundur pérpunimin e metodave analitike pér studimin e

tyre.

2. Paraqitja gjeometrike t€ ¢on né t€ kuptuarit cilé€sor té sjelljes s€ zgjidhjeve né
vend t€ informacionit t€ holl€sishém sasior. Qasjet numerike dhe gjeometrike
plotésojné njéri — tjetrin mjaft miré: metodat numerike japin informacion té
detajuar rreth njé zgjidhje t€ vetme, nd€rsa metodat gjeometrike japin

informacion cilésor pér t€ gjitha zgjidhjet né té nj€jtén kohé.

3. Shkalla e sotme e zhvillimit t€ “grafikés kompjuterike” mundéson paraqitjen

numeriko — grafike t€ portretit fazor té sistemit dinamik dy — pérmasor jolinear.

4. Njé metodé efikase pér studimin e sistemeve dinamike jolinearé €shté “Metoda e
linearizimit”. Gjithsesi mbetet pér t’u thelluar n€ kushtet teorike né té cilat kjo

metodé mund té pérdoret.

5. Pikat fikse kontrollojné sistemet dinamike, késhtu g€ studimi i tyre merr rol té
dorés sé& paré pér t’i orientuar ato drejt ekuilibrit nése jané t€ dobishém, ose né

té kundért, pér t’i cuar drejt shkatérrimit.

6. NE& rastin e sistemit dinamik parametrik, &shté parametri ai qé kontrollon pikat
fikse t€ sistemit pra, edhe veté sistemin. Me ané t€ zgjedhjes s€ vlerave té
pérshtatshme t€ parametrit mund t’u lihet hapésiré dukurive pér té cilat jemi té
interesuar. Késhtu pra teoria e bifurkimit ésht€ mekanizmi ¢el€s pér analizén e

sistemeve dinamike.
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7. Modeli Malthus na jep mundésin€ pér t€ parashikuar madhésiné e popullsisé.
Parashikimi pér popullsiné e Shqipérisé €shté njé shembull se sa miré punon ky
model. Kjo na mundéson njé mjet t€ domosdoshém pér té parashikuar rritjen e

popullsisé né t€ ardhmen.

8. Pérdorimi i modeleve matematikore né gjuetiné e peshkut ndihmon sektorin e
hidrokulturés pér té vlerésuar kur dhe sa peshk mund t€ peshkohet pér té
maksimizuar vlerén e sasis€ s€ peshkut t€ pérvetésuar pa e zhdukur komplet

popullimin.

9. Rezultatet tregojné qé peshkimi né vlerén e shumés ose me njé vleré mé té larté
sesa pika e bigézimit sjell zhdukjen e ketij popullimi. Késhtu g€ kéto arritje
mund t’u vijn€ n€ ndihmé peshkataréve pér t€ garantuar popullimin e peshkut

dhe pér té reduktuar kostot e ripopullimit.

10. Studimi i konkurencés s€ gjallesave me ané té€ sistemeve dinamiké éshté ményra
mé e miré q¢ ekziston deri mé sot, gj€é q€ dikton ndryshimin e ményrés sé
sjelljes toné kundrejt tyre né drejtim té ruajtjes sé ekuilibrave dhe ekosistemeve
biologjike t& krijuara nga procesi i gjaté i evolucionit natyror, i realizuar nga

konkurenca brenda specieve dhe midis specieve.
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