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Deklaraté

Kapitulli 1 pérmban njohuri nga Teoria e Gjysmégrupeve si dhe ajo e Latisave si edhe
disa rezultate té punimeve té autoréve té ndryshém té cilave ju referonem mé tepér né
kété tezé. Gjithashtu né kapitullin e paré jané pérfshiré disa njohuri hyrése nga Teoria
e Kategorive té cilat kané kryesisht té béjné me funktorét e bashkéngjitur dhe T-
algjebrat.

Rezultatet origjinale ndodhen tek kapitujt 2,3,4,5 dhe 6.



Falenderime

Déshiroj té falenderoj udhéhegésin tim Prof. Asoc. Elton. Pasku pér punén e palodhur
dhe pér ndihmén e pakursyer gjaté kohés sé pérgatitjes sé késaj teze doktorate. Njé
falenderim i vecanté shkon pér familjen time, bashkéshortin, vajzat dhe prindérit e mi,
pér mbéshtetjen qé¢ mé kané dhéné gjaté periudhés sé véshtiré e té lodhshme té
pérgatitjes sé disertacionit.

Gjithashtu déshiroj té falenderoj Fakultetin Inxhinierisé Matematike dhe Inxhinierisé
Fizike i cili mé dha mundésiné gé té kryej doktoratén prané Departamentit té
Matematikés sé kétij fakulteti.



Hyrje

Qéllimi i késaj teze éshté studimi i njé klase té vecanté gjysmégrupesh, atyre té
renditur teoria e té ciléve éshté pérgjithésim i teorisé sé gjysmégrupeve té zakonshém.
Né ményré té vecanté jemi ndalur tek disa veti té gjysmégrupeve té renditur kur kéta
kané njé numér té fundém pérftuesish.

Teoria e gjysmégrupeve té renditur zé fill né fillim té viteve 80’ me punimet ¢ Niovi
Kehayopulu [13], [14], [15], [16], [17], [18] dhe [19] tek té cilat duket gartazi
tendenca pér té pérgjithésuar disa rezultate té teorisé sé gjysmégrupeve duke pérdorur
si model le-gjysmégrupet té cilat nga ana e vet pérgjithésojné gjysmégrupin fuqi té njé
gjysmégrupi té dhéné. Arsyeja gqé u ndoq kjo linjé géndron né suksesin gé patén né ato
vite punimet e Lajos, Szazs dhe Steinfeld (shiko p.sh. [56]) njé pjesé e té cilave kishin
té bénin me karakterizimin e rregullsisé dhe intra rregullsisé sé gjysmégrupeve me
anén e kuazi idealeve gjé qé rriti shpresat se veti té gjysmégrupeve té cilat kané té
béjné me elementét mund té pérshkruhen me anén e disa nénbashkésive té vecanta si¢
jané kuazi idealet. Mé voné Kehayopulu sé bashku me le-gjysmégrupet filloi té
studiojé struktura mé té pérgjithshme si v -gjysmégrupet dhe po-gjysmégrupet duke
hequr doré fare nga kushti gé gjysmégrupi lidhur me renditjen té formojé latisé.
Qéllimi ishte pérgjithésimi i métejshém i rezultateve té Lajos, Szazs dhe Steinfeld.
Njé gjé u vu re qysh né fillim, qé vértetimet e rezultateve pér po-gjysmégrupet

ngjasonin me ato té rezultateve analoge tek le -gjysmégrupet pothuajse fjalé pér fjalé.
Né disa raste si p.sh. tek [24] apo tek [35] veté Kehayopulu deklaron se teoria e le -
gjysmégrupeve bazuar né elementét idealé dhe ajo e po-gjysmégrupeve bazuar né

idealet e renditur jané paralele me njéra tjetrén por né asnjé rast nuk éshté pérshkruar
ndonjé mekanizém me anén e té cilit rezultatet té kaloheshin pa kosto nga njéra tek
tietra. Njé nga géllimet e késaj teze éshté pikérisht gjetja e kétij mekanizmi. Ky
mekanizém bazohet né teoremén e zhytjes sé njé po-gjysmégrupi S né njé le-
gjysmégrup 2. té vértetuar nga Kehayopulu, Pasku dhe Tsingelis né [32]. Celési i
mekanizmit géndron né faktin gé idealeve té renditur t¢ S ju korrespondojné
elementé idealé t& ) -8s dhe anasjellas. Pér té déshmuar gé mekanizmi éshté
rezultativ ne kemi vértetuar né kapitullin 4 pér po-gjysmégrupet rezultate té

ngjashme me ato té vértetuara tek [26] dhe tek [36] pér le -gjysmégrupet. Theksojmé
se Vveértetimet nuk jané imitime vértetimesh rezultatesh analoge por pérdorin
mekanizmin e sipérpémendur.

Arsyeja pérse teorité né fjalé ngjasojné kag shumé me njéra-tjetrén mund té jeté edhe
mé e thellé sesa kaq sa pérmendém mé sipér. Pér kété jemi detyruar té studiojmé né
kapitullin 3 lidhje gé ekzistojné midis dy kategorive pérkatése, asaj té £-
gjysmégrupeve dhe asaj té po-gjysmégrupeve. Konkretisht kemi treguar se kategoria
£—-sgrp me objekte le-gjysmégrupet me pérftim té fundém gé jané edhe
shpérndarése dhe morfizma homomorofizmat gé ruajné superiorét éshté nénkategori
reflektive e kategorisé v -sgrp gé ka pér objekte \ -gjysmégrupet me pérftim té

fundém dhe pér morfizma homomorfizmat gé ruajné superiorét. Theksojmé se ky
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rezultat u bé i mundur falé njé pérmirésimi té teoremés sé zhytjes né [32] tek e cila
zhytja e pérdorur aty nuk i ruan né pérgjithési superiorét qé mund té ekzistojné né
burim. Pérmirésimi i béré jo vetém eviton pikérisht kété defekt por edhe mundéson
zhytjen e njé v -gjysmégrupi me pérftim té fundém (si Q-algjebér) tek njé £-
gjysmégrup me pérftim té fundém. Gjithashtu né kété kapitull éshté treguar se
kategoria £—sgrp éshté izomorfe me kategoriné e T -algjebrave mbi kategoring v -

sgrp ku T éshté monadi gé lind nga reflektiviteti i sipérpérmendur. Pra né njé faré
ményre ¢do £ -gjysmégrup me pérftim té fundém éshté njé algjebér e liré me bazé njé
v -gjysmégrup me pérftim té fundém. Ideja pér kété rezultat lindi kur po ndértoheshin
né fillim té kapitullit v -gjysmégrupet e liré me bazé njé bashkési té renditur ¢fardo si
dhe u frymézua nga disa rezultate té Ernest Manes tek [41].

Eshté e réndésishme té theksojmé se pér heré té paré né kété tezé jané pérkufizuar
paragitjet e v -gjysmégrupeve dhe né vecanti paragitjet e fundme. Arsyeja gé deri mé
sot nuk ka géné e mundur té realizohej kjo gjé éshté se né ndryshim nga gjysmégrupet
e zakonshém, tek ata té renditur faktori i njé gjysmégrupi té liré té renditur sipas njé
kongruence té pérftuar nga njé bashkési relacionesh nuk éshté né pérgjithési njé
gjysmégrup i renditur. Ndonése ka pasur tentativa nga autoré té ndryshém si
Kehayopulu dhe Tsingelis apo Xie Xiang-Yun, té cilét kané pérkufizuar pseudo
renditjet apo kongruencat e rregullta dhe ato fortésisht té rregullta, pérséri kéto kané
géné té papérshtatshme pér té pérkufizuar paraqitjet e fundme pasi kongruencat e
sipérpérmendura pérftohen nga njé numér i pafundém relacionesh. Né kété tezé ne i
kemi paré v -gjysmégrupet si Q-algjebra dhe kjo na ka mundésuar té béjmé njé
pérshkrim sistematik té kongruencés sé pérftuar nga njé bashkési relacionesh né njé
v -gjysmégrup té liré me bazé njé bashkési té renditur, dhe té tregojmé se faktori
éshté njé v -gjysmégrup. Mé tej jemi ndalur né gjetjen e kushteve gé sjellin
pérfundueshméring e sistemit té reduktimit gé i shogérohet njé paragitjeje té dhéné té
njé v -gjysmégrupi.

Njé vend né kété kapitull i éshté 1éné edhe ndértimit té gjysmégrupeve té renditur
metriké té liré. Gjysmégrupet e renditur metriké jané pérkufizuar pér heré té paré né
kété tezé né analogji me gjysmégrupet e zakonshém metriké té pérkufizuar dhe té
studiuar nga Saunders tek [1] me géllim gjetjen e konditave pér zhytjen e njé
gjysmégrupi té cfardoshém tek njé gjysmégrup i liré.

Né teoriné e gjysmégrupeve té zakonshém njé rol té dorés sé paré luan studimi i
relacionit 7 té Grinit. Arsyeja pér kété lidhet me faktin gé njé # -klasé e Grinit H
gé plotéson té ashtéquajturén kondité té Grinit: H?> "H =& éshté néngrup i
gjysmégrupit. Kjo éshté né fakt teorema e famshme e Grinit. Nése ¢do 7 -klasé
plotéson kété kondité, atéheré gjysmégrupi do té sillet lokalisht si njé grup. Té tillé
gjysmégrupe quhet plotésisht té rregullt dhe jané mjaft té studiuar. Deri né vitin 2003
nuk ishte béré asnjé pérpjekje nga Kehayopulu apo té tjeré gé studionin le-
gjysmégrupet pér té ekzaminuar strukturén e njé # -klase té Grinit né rastin e le-
gjysmégrupeve. Kjo u bé e mundur pér heré té paré nga Petro dhe Pasku tek [42] ku u
vértetuan disa rezultate interesante gé hedhin drité mbi strukturén e # -klasave. Aty u
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tregua se né pérgjithési A -klasat gé kénagin konditén e Grinit nuk formojné as
néngjysmégrup dhe u la i hapur problemi i gjetjes sé konditave shtesé nén té cilat 7 -
klasa formon néngjysmégrup. Kapitulli 2 i késaj teze i kushtohet térésisht kétij
problemi, gjetjes sé konditave né fjalé. Arsyeja qé kérkojmé té tilla kondita lidhet me
njé projekt ende né progres té autores sé késaj teze pér pérgjithésimin né rastin e le-
gjysmégrupeve te disa rezultate té de Luca dhe Varricchio gqé kané té béjné me
fundshmériné lokale té gjysmégrupeve mé pérftim té fundém dhe gé plotésojné
konditén e minimalitetit pér bi-idealet kryesore. Pérgjithésimi i synuar do té kérkonte
domosdoshmérisht qé # -klasat e Grinit gé plotésojné konditén e Grinit té jené
néngjysmeégrupe.

Kondita e cila éshté gjetur kérkon gé ¢do dy elementé kuazi idealé té ndérrojné me
njéri tjetrin. Eshté interesante té pérmendim se nése kondita té ngjashme plotésohen
pér elementét idealé té majté (pérk. elementét idealé té djathté) atéheré éshté treguar
se c¢cdo < -klasé (pérk. & -klasé) qé plotéson konditén e Grinit formon
néngjysmégrup. Njé rezultat i ngjashém vlen edhe pér relacionin 7 madje pér té
éshté vértetuar se le -gjysmégrupet gjysmé té thjeshté tek té cilét elementét idealé té
majté ndérrojné, zbérthimi né 7 -klasa formon njé semilatisé v e-gjysmégrupesh té
thjeshté majtas. Ky rezultat éshté analog me teoremén e zbérthimit té vértetuar nga
Kehayopulu dhe Tsingelis né [34] e cila né thelb pohon se po-gjysmégrupet e

renditur tek té cilét idealet e majté té renditur formojné njé semilatisé jané pikérisht
ata gé zbérthehen si semilatisa po-gjysmégrupesh té thjeshté majtas. Njé paragraf i

vecanté kapitullit 2 i kushtohet té ashtéquajturve elementé £ (pérk. Z dhe %)
idempotenté gé jané ata elementé qé jané £ (pérk. Z dhe # ) ekuivalenté me
katrorét e tyre. Eshté treguar se té tillé elementé formojné néngjysmégrup té klasés
pérkatése dhe se ky néngjysmégrup kénaq té njéjtin relacion lidhur me klasén gé do té
kenaqgte njé kuazi ideal sikur klasa té ishte gjysmégrup.

Frymézuar nga rezultati kryesor i [34], né kapitullin 5 éshté vértetuar njé rezultat
analog me até té [34] ku né vend té idealeve té majté jané marré bi-idealet. Leverdia
né kété rast éshté qé zbérthimi &shté mé i imét pasi dihet se relacioni & éshté mé fin
se ai £ . Si njé zbatim i kétij rezultati éshté dhéné njé karakterizim i panjohur mé
paré i gjysmégrupeve té Klifordit si semilatisa gjysmégrupesh & té thjeshté.

Njé rrjedhim interesant i teoremés toné té zbérthimit éshté se kur po-gjysmégrupi
éshté edhe me pérftim té fundém dhe plotéson konditén e minimalitetit pér bi-idealet e
renditur, atéheré ai zbérthehet si njé semilatisé e fundme po-gjysmégrupesh 5 -té
thjeshté. Sigurisht, duke marré si renditje barazimin, pérftohet analogu i rezultatit mé
lart pér gjysmégrupet e zakonshém. Edhe ky éshté njé rezultat i panjohur mé paré.

Né kapitullin e fundit éshté béré njé pérpjekje pér té studiuar relacionet e Grinit né
disa lloje po-gjysmégrupesh gé ju pérngjasin gjysmégrupit fuqi té njé gjysmeégrupi si
dhe pér té gjetur kushte nén té cilat 7 -klasat formojné néngjysmégrupe.
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KAPITULLI 1

Njohuri Hyrése

1.1 Bashkésité e renditura

Po e fillojmé kété kapitull hyrés me dhénien e disa koncepteve bazé té cilat marin
pjesé né ndértimin e teorisé sé gjysmégrupeve té renditur. Sé pari nje relacion binar <
né njé bashkési joboshe X do té quhet relacion renditjeje (renditje e pjesshme) né
qofté se

(i) Pércdo xe X,x<x;
(if) Pércdox,ye X , né qofté se x<y dhe y<x, atéheré x=y dhe
(iii) Pércdo x,y,ze X, né gofté se x<y dhe y<z, atéheré x<z.

Sa heré gé né njé bashkési X éshté pércaktuar njé renditje e pjesshme < do té themi
se X éshté njé bashkési e renditur lidhur me <. Zakonisht ky fakt shkruhet né formén
(X,5).

Shembull 1.1.1 Bashkésia e numrave natyroré N lidhur me renditjen e zakonshme
formon njé bashkési té renditur. Po ashtu né qofté se si relacion né N merret ai i
plotpjestueshmérisé.

Njé shembull mé interesant dhe gé do té pérdoret mé voné né njé situaté té vecanté né
punim éshté ai i méposhtmi.

Shembull 1.1.2 Le té jeté (X,<) njé bashkési e renditur e ¢fardoshme. Shénojmé me
7 (X) bashkésing e té gjithé transformimeve té X -it né X dhe né té futim
relacionin < duke pozuar

f <g vetém kur pér ¢do x € X, f(x) < g(x).
Njé shembull tjetér éshté ai i bashkésisé fugi té njé bashkésie X .

Shembull 1.1.3 Le té jeté 2 (X) bashkésia fugi e njé bashkésie joboshe X . Njé
relacion i natyrshém renditjeje né 2 (X) éshté ai i pércaktuar nga pérfshirja,
domethéné A<B vetémkur Ac B.

Né gofté se (X,<) éshté njé bashkeési e renditur, elementi ae X do té quhet minimal
né qofté se

Vxe X, x<a=Xx=a,

dhe do té quhet elementi mé i vogél né qofté se
1



Vxe X,asX.

Njé element ae X do té quhet elementi mé i madh né qofté se

Vxe X,x<a.
Eshté e qarté qé a éshté i vetém kur ekziston.

Shembull 1.1.4 N ka element minimal 1 lidhur me té dyja renditjet e pércaktuara né
té mé lart, por ajo nuk ka element mé té madh lidhur me asnjérén prejt tyre. Ndérkaqg,
né qofté se a éshté element minimal i (X,<), atéheré a7 (X) itillé g¢ a(x)=a
pér cdo xe X do té jeté element minimal né (7(X),<). Né qofté se a éshté
elementi mé i madh i X, atéheré a7 (X) itillé gé¢ a(x)=a pércdo xe X do té
jeté elementi mé i madh né (77(X),<). Né (P(X),<) elementi X éshté elementi
mé i madh aty dhe & éshté minimal.

Né gofté se Y éshté nénbashkési joboshe e bashkésisé sé renditur (X,<), atéheré do
té themi se ce X éshté njé kufi i poshtém pér Y kur c<y pércdo yeY . Né qofté
se bashkésia e kufijve té poshtém té Y éshté joboshe dhe ka element mé té madh d
atéheré d do té quhet kufiri i pérpikté i poshtém (inferiori) i Y . Ky é&shté i vetém kur
ekziston dhe shénimi pérkatés éshté d = A{y:yeY}. Né qofté se Y ={a,b} atéheré

shénimi éshté d =aAb. Sa heré gé kufiri i pérpikté i poshtém i ¢do dy elementéve té
(X,<) ekziston do té themi se X éshté semilatisé e poshtme. Ndérkag, né qofté se ky

kufi ekziston pér ¢do nénbashkési Y té X do té themi se X é&shté semilatisé e
poshtme e ploté. Veprimi A né X éshté njé veprim shogérimtar, ndérrimtar dhe
idempotent, domethéné pér ¢do a,b,ce X,

an(bac)=(anb)ac,anb=bradhearna=a

Pérkufizime analoge mund té jepen pér kufijté e pérpikté té sipérm (superiorét) dhe
shénimet pérkatése jané

v{y:yeY},

dhe avb né rastin kur Y ={a,b}. Bashkésia e renditur X do té quhet semilatisé e
sipérme kur av b ekziston pér ¢do a,be X dhe do té quhet semilatisé e sipérme e
ploté kur superiori ekziston pér ¢do Y < X . Si tek rasti i semilatisave té poshtme,

edhe tek ai i té sipérmeve veprimi v éshté shogérimtar, ndérrimtar dhe idempotent.
Bashkésia e renditur (X,<) do té quhet latisé né qofté se éshté njéherazi semilatisé e

sipérme dhe e poshtme. Ajo do té quhet latisé e ploté kur éshté semilatisé e poshtme
dhe e sipérme e ploté. Kur duam ti vemé né dukje té dy veprimet A dhe v tek njé
latisé atéheré até e shkruajmé (X,<,A,v). Latisa do té quhet shpérndarése kur pér ¢do

a,b,ce X kemi



an(bvc)=(anb)v(anc).

Shembull 1.1.5 (P (X),<) formon latisé té ploté shpérndarése ku veprimet A dhe v
jané pérkatésisht n dhe . Ndérkaq pér ¢do latisé (X,<,A,v), (77 (X),<) formon
po ashtu latisé ku f Ag dhe f v g jané pércaktuar duke pozuar

(f A9)() = T() Ag(x) dhe (f vg)=f(x)vg(x).

Lidhur me kéto dy veprime, 7 (X) éshté shpérndarése sa heré qgé e tillé ka gené
(X, SA,V).

1.2 Gjysmégrupet e renditur

Njé gjysmégrup i renditur ose shkurt nj¢ po-gjysmégrup éshté njé treshe (S,-,<) ku
< éshté njé relacion renditjeje né S dhe - &shté njé veprim shogérimtar né S i cili
plotéson vetité

a<b=xa<xb dheax<bx pérc¢doxeS.

Né qofté se (S,,<) éshté nj¢ po-gjysmégrup gé ka njé element e mé té madh,
atéheré ai do té quhet poe-gjysmégrup dhe nése (S,<) é&shté njé semilatisé e
sipérme, atéheré ai do té quhet njé v e-gjysmégrup. Né qofté se pér mé tepér ndodh
gé (S,<) éshté latisé, atéheré S do té quhet le -gjysmégrup. Shénimi standart pér njé
le -gjysmégrup éshté (S,,v,A). Kétu relacioni i renditjes nuk shkruhet né ményré

eksplicite por kuptohet nga ekuivalenca a<b vetém kur aAnb=a. Né qofté se
(S,,<) éshté njé po-gjysmégrup dhe nése (S,<) éshté njé latisé atéheré ai do té
quhet £ - gjysmégrup.

Shembull 1.2.1 Né qofté se (S,:) éshté njé gjysmégrup i ¢fardoshém, atéheré treshja

éshté njé le-gjysmégrup ku - éshté veprimi i induktuar i veprimit - té gjysmégrupit
(S,) né 2(S). Sielement mé té madh kétu kemi S -né.

Shembull 1.2.2 Le té jeté {1< 2 <---<n} njé zinxhir i fundém dhe @ bashkésia e té
gjithé transformimeve té zinxhirit té dhéné né vetvete gé ruajné renditjen, domethéné

fe@ négoftései< j= f(i)<f(j).

Eshté e qarté gé lidhur me kompozimin e pasqyrimeve @, formon njé gjysmégrup. Si

renditje né @, mund té pércaktohet ajo e shembullit 1.1.2 dhe tregohet lehtésisht se



(@,,0,<) éshté njé le-gjysmégrup me element mé té madh e ku e(i)=n pér ¢do
i =1,..,n. Né kété rast veprimet A dhe v jepen si mé poshté

(f A9)(i) =min{f (i), (1)} dhe (T v g)(i) = max{f (i), g()}-

Njé element x injé poe-gjysmégrupi S do té quhet element ideal i djathté (pérk. i

majté) né qofté se xe <x (pérk. ex<x). Ai do té quhet element ideal né gofté se
éshté njéherazi element ideal i majté dhe i djathté i S. Njé element x do té quhet
element kuazi-ideal né qofté se xenex<x. Vihet re lehté se elementét idealé té
njéanshém jané elementé kuazi-idealé. Njé element x i S do té quhet element bi-
ideal i S né gofté se xex <x. Eshté e garté gé elementét kuazi-idealé té S jané
gjithashtu elementé bi-idealé té S .

Shembull 1.2.3 Né qofté se B éshté njé bi-ideal i gjysmégrupit (S,"), domethéné B
éshté njé néngjysmégrup i S i tillé g¢é BSB < B, atéheré elementi B i le-
gjysmégrupit 2(S) do té jeté element bi-ideal aty.

Njé element x injé le-gjysmégrupi S do té quhet i rregullt né gofté se x < xex dhe
intra i rregullt né qofté se x <ex’e. Elementi x do té quhet gjysmé i thjeshté né qofté
se x<exexe. Mé& voné do té shohim se né rastin e le-gjysmégrupeve gjysmé
thjeshtésia karakterizohet me anén e idempotencés sé elementéve idealé.

Njé le-gjysmégrup S do té quhet i rregullt (pérk. intra i rregullt, gjysmé i thjeshté)
kur ¢cdo element i tij éshté i rregullt (pérk. intra i rregullt, gjysmé i thjeshté).

Shembull 1.2.4 Le té jeté x njé element i rregullt sipas Von Neumann né njé
gjysmégrup (S,-), domethéné ka ekzistuar njg¢ x'eS i tillé gé x=xxx. Atéherg,
elementi {x}e 2(S) éshté i rregullt sipas pérkufizimit té rregullsisé pér elementét e
le -gjysmégrupeve pasi {G={3{X3-{G<{G-S-{x}. Né& ményré té ngjashme
intra-rregullsiae x né S sjell intra-rregullsing e {x} né 2(S). Kujtojmé se x quhet
intra i rregullt né S né qofté se kané ekzistuar a,beS té tillé gé x = ax®b. Gjithashtu
ka vend edhe e anasjella, rregullsia (pérk. intra-rregullsia) e {x} né 2(S) sjell
rregullsiné (pérk. intra-rregullsing) e x né S . Ndérkag, né qofté se | nga S éshté
njé ideal gjysmé i thjeshté, domethéné qé | < S(ISI)S atéheré elementi ideal | né
A(S) do té jeté aty njé element ideal gjysém i thjeshté.

Lidhur me elementét idealé té njéanshém, Kehayopulu né [20], [21] pércaktoi
relacionet e méposhtém té ekuivalencés né njé le -gjysmégrup (S,-,v,A):

L ={(X,y)eSxS|xvex=yvey},
R={(x,y)eSxS|xvxe=yvye},
H=RRNL



Relacioni Z mé voné éshté quajtur nga Petro dhe Pasku né [42] relacioni i Grin-
Kehayopulu. Ndérsa lidhur me elementét bi-idealé Kehayopulu pércaktoi né [27]
relacionin e méposhtém té ekuivalencés.

L ={(X,y) eSxS|xvxex=yv yey}

Relacionet Z dhe £ jané interesanté pérsa i pérket masés me té cilén rregullsia dhe
intra-rregullsia transmetohen nga elementét e vecanté tek nénbashkésité. Konkretisht,
né [42] Petro dhe Pasku vuné re se ¢cdo 7 -klasé H pérmban njé element kuazi-ideal
té vetém g idempotenca e té cilit sjell rregullsiné e gjithé H -sé. Ndérkag, né qofté se

H kénaq té ashtéquajturén kondité e Grinit H> H =, atéheré H éshté intra e
rregullt. Né rastin e relacionit &, ashtu si¢ edhe pritet, situata éshté edhe mé e
favorshme. Konkretisht, né [45] Pasku dhe Petro vértetuan se rregullsia (pérk. intra-
rregullsia) e njé elementi x sjell rregullsiné (pérk. intra-rregullsing) e té gjithé 5 -
Klasés B Q€ e pérmban até. Né qofté se pér mé tepér B kénaq konditén e Grinit
B> B =, atéheré B éshté e rregullt dhe intra e rregullt.

Mé tej po japin kuptime analoge me té mé sipérmet né po-gjysmégrupet né
pérgjithési.

Sé pari, né gofté se A éshté njé nénbashkési joboshe e njé po-gjysmégrupi (S,-<),
atéheré do té shénojmé me

(A]l={xeS:Jac Agéx<a},

pra bashkésiné e elementéve t¢é S Qé jané poshté ndonjé elementi té A-sé. Njé
nénbashkési joboshe A e njé po-gjysmégrupi (S,,, <) do té quhet ideal i majté (pérk.
i djathté) i S né qofté se

(1) SAc A (pérk. SAc A) dhe
(2) (Al=A.

Ideal do té quhet ajo nénbashkési qé éshté ideal i majté dhe i djathté njékohésisht. Pér
njé element a té S, shénojmé me L(a) (pérk. R(a)) idealin e majté (pérk. té djathté)

té S té pérftuar nga a. Tregohet se L(a) =(awSa] dhe se R(a)=(awaS]. Ndérsa
ideali 1(a) i S ipérfuar nga a éshté (awaSuwSauSas].

Njé nénbashkési joboshe Q e njé po-gjysmégrupi (S,,<) do té quhet kuazi-ideal i
S né gofté se

(1) (QSIN(SQ]=Q dhe
() QI=Q.

Mund té provohet lehtésisht se pér ae S, kuazi-ideali i S i pérftuar nga a éshté
Q(a) = (au((aS](Sa])]. Eshté e garté gé idealet e njganshém dhe ata té dyanshém

té S jané kuazi-ideale.



Mé tej po japim njé pérkufizim té bi-idealeve né po-gjysmégrupe pak mé té
ndryshém sesa ai i dhéné né [30]. Njé nénbashkési joboshe B e njé po-gjysmégrupi
(S,,<) do té quhet bi-ideal i S né qofté se

(1) (BSB]=B;
(2) (B]=B dhe
(3) (B] éshté néngjysmégrup i S.

Duket sheshit gé ¢do kuazi-ideal éshté edhe njé bi-ideal.

Njé po-gjysmégrup S quhet i thjeshté majtas (pérk. i thjeshté djathtas, i thjeshté 5 -
i thjeshté) né qofté se S éshté i vetmi ideal i majté (pérk. ideal i djathté, ideal, bi-
ideal) i S. Do té themi gé njé po-gjysmégrup S zbérthehet si njé semilatisé po-
gjysmégrupesh té thjeshté majtas (pérk. té thjeshté djathtas, & -té thjeshté) né qofté
se ekziston njé semilatisé Y dhe njé familje {S, : @ €Y} po-néngjysmégrupesh té S
té thjeshté majtas (pérk. té thjeshté djathtas, & -té thjeshté) S té tillé gé:

1) S, NS, =D pércdo a= B né Y,
2) S=S, xeY},
3)S,-S,=S,,.

Ky pérkufizim éshté ekuivalent me supozimin e ekzistencés sé njé kongruence o né
S té tille gé pér ¢do a,beS, (ab,ba) e o dhe (a,a®) eo. Né fakt klasat e & jané
pikérisht néngjysmégrupet S, té zbérthimit té mésipérm. Kongruenca té tilla quhen
edhe kongruenca semilatisé. Né qofté se ndodh qé a<b té sjellé gé (a,ab)eo,
atéheré o do té quhet kongruencé e ploté.

Njé element a i nj¢ po-gjysmégrupi (S,,<) do té quhet i rregullt né qofté se
ae(aSa], dhe S do té quhet i rregullt kur cdo a < S éshté i rregullt. Elementi ae S
quhet intra i rregullt né gofté se a<(Sa®S] dhe S do té quhet intra i rregullt kur ¢do

ae$S éshtéitillé.
Njé element ae S do té quhet i rregullt majtas (pérk. i rregullt djathtas) né qofté se

ac(Sa’] (pérk. ae(S*a]). Kur ¢cdo element aeS éshté i rregullt majtas (pérk. i

rregullt djathtas) do té themi gé S éshté i rregullt majtas (pérk. i rregullt djathtas).
Njé element ae S do té quhet prim kur xy<a—=x<aosey<a. Njé element aeS

do té quhet dobésisht prim né qofté se pér cdo dy elementé idealé x,yeS,
xy<a=>x<aosey<a. Njé element aeS do té quhet gjysmé prim Kkur

x> <a=>x<a.Mé tej do té zbulojmé se si elementét prim dhe gjysmé prim pérdoren
pér té studiuar intra rregullsiné e po-gjysmégrupeve.



1.3 Kategorité dhe funktorét

Pérkufizim 1.3.1 Me kategori C do té kuptojmé njé klasé &, sé bashku me njé
klasé A7 gé éshté bashkim i ndaré i formés

M= | home(ab).

(a.b)eOxO

Elementét e A7 do ti quajmé morfizma ose shigjeta dhe ato t&é & do ti quajmé
objekte. Pér c¢do tre objekte (a,b,c)e@xOx@, ekziston nje funksion

homc(b, €) xhomc(a,b) — homc(a,c). Imazhi i ciftit (3,«) sipas kétij funksioni do
té quhet kompozim i S dhe «, dhe do té shkruhet Ao . Kompozimi kénaq dy
aksiomat e méposhtme.

(i) Shogérimtaria: Sa heré gé& kompozimet kané kuptim, kemi té vérteté
OP)a = y(fa).

(i) Ekzistenca e njéshave: Pér ¢cdo a e @ ekziston njé element 1, € homc(a,a) i tillé

gé Lo =« dhe p1, = S kurdoheré gé kompozimi éshté pércaktuar.

Nése nuk ka ngatérresa, do té shkruajmé C(a,b) né vend té homc(a,b) ose
ndonjéheré hom(a,b). Vérejmé se hom(a,b) mund té jeté boshe pér gifte té caktuara
(a,b). Pér ¢cdo morfizém « € hom.(a,b), do té themi se a éshté fillimi i « dhe b
éshté fundi i «. Cdo dy morfizma «, < C(a,b) do té quhen paralelé. Né qofté se

éshté dhéné morfizmi « dhe duam té vemé né dukje fillimin dhe fundin e tij, ne
pérdorim shénimet o pér fillimin dhe 7o pér fundin.
Me shénimin ceC do té nénkuptojmé gé c éshté objekt i C dhe objektet e njé

kategorie do té shénohen me shkronjat e para té alfabetit Latin a, b, c, d,.... Pér
morfizmat do té pérdorim shkronjat e, f, g, h, ose shkronjat Greke o, g, 7, o .

MEé poshté po rendisim njé listé kategorish té mirénjohura dhe mjaft té pérdorshme.

Set : kategoria e bashkésive dhe pasqyrimeve mes tyre.
Grp : kategoria e grupeve dhe e homomorfizmave mes tyre.

Ab : kategoria e grupeve abeliané dhe e homomorfizmave mes tyre.

Rings: kategoria e unazave dhe homomorfizmave mes tyre

R - Mod : kategoria e R -moduleve té majté dhe e homomorfizmave mes tyre.

Top : kategoria e hapésirave topologjike dhe e funksioneve té vazhdueshém
mes tyre



Po ashtu edhe ¢do monoid S (¢do grup né vecanti) mund té konsiderohet si kategori
me njé objekt i cili éshté bashkésia S kurse si shigjeta merren translacionet e majta
A,:S — S pércdo seS. Né kété rast njéshi do té jeté 4, ku 1 éshté njéshii S -sé.
Njé kategori i pérngjet deri diku njé strukture algjebrike gé ka si elemente struktura
algjebrike té njé lloji té caktuar, pér shembull grupe, unaza, module apo thjesht
bashkési, té cilat jané né relacion me njéra-tjetrén népérmjet té ashtéquajturave
morfizma midis kétyre strukturave. Eshté e natyrshme gé analogjiné ta shtyjmé mé
tej. Ashtu sikurse midis strukturave algjebrike ekzistojné homomorfizmat Qé
shérbejné pér ti dalluar nga njéra-tjetra ato, pér kategorité pérkufizohen funktorét me
njé géllim té ngjashém.

Pérkufizim 1.3.2 Le té jené dhéné C dhe B dy kategori. (i) Njé funktor kovariant

T:C—B me fillim C dhe fund B, konsiston né dy funksione: funksioni i objekteve
T, gé i lidh ¢do objekti ceC njé objekt T(c)eB dhe funksioni i shigjetave i

shénuar pérséri me T, gé i lidh ¢do shigjete a:c—c t& C njé shigjeté
T():T(c) > T(c) té B. Funksioni T duhet té kenagé konditat

T(1,) =1, pércdoceC

dhe T(Sa) =T (B)T («) sa heré qgé pa éshté pércaktuar.

(i) Njé funktor kontravariant T:C—>B pérséri konsiston né dy funksione:
Funksioni i objekteve T, i cili i lidh ¢do objekti c e C njé objekt T(c)eB dhe
funksioni i shigjetave i shénuar pérséri me T, gé i lidh ¢do shigjete a:c—c té C
njé shigjeté T(a):T(c) —T(c) t&¢ B. Ky funksion duhet t& kénagé kushtet

T(1,)=1, pércdoceC
dhe T(fa) =T (x)T(L) sa heré qgé¢ pa éshté pércaktuar.

Shembull 1.3.3 Le té jeté R njé unazé unitare ¢fardo. Funktori F:Set—>R—Mod i
lidh ¢do bashkésie X R-modulin e lire @ _ R, me bazé X dhe ¢do pasqyrimi

a:X — X', R-homomorfizmin F(a): P, R, ~>P, R
rrjedh nga vetia universale e moduleve té liré.

ekzistenca e té cilit

X'

Shembull 1.3.4 Funktori U :Grp — Set gé ¢do grupi G i lidh bashkésiné G dhe

¢do homomorfizmi h:G — G’ i lidh pasgyrimin e bashkésive h:G — G’ do té quhet
funktor harraq pasi harron strukturén e objekteve dhe té morfizmave né kategoriné e
paré.

Shembull 1.3.5 Shénojmé me .4:Grp — Grp ¢iftin e pasqyrimeve i pari prej té
ciléve ¢do grupi G i vé né korrespondencé abelianizimin e tij G/[G,G] ku [G,G]



éshté néngrupi i komutatoréve i G -sé, kurse i dyti ¢do homomorfizmi h:G -G’
grupesh i vé né korrespondencé homomorfizmin 4(h):G/[G,G]—>G'/[G',G'] té
tille q¢ .4(h)(g[G,G]) =h(g)[G',G']. Tregohet qé .4 éshté funktor. Ky funktor
quhet funktori faktor-komutator.

Pérkufizim 1.3.6 Le té jené S dhe T dy funktoré kovarianté t¢ C né 2.
Transformim natyral h:S —T do té quhet njé funksion qé cdo objekti CeC |
cakton njé morfizém h(C):S(C) >T(C) né 20 té tillé qé pér cdo morfizém
y:C —C’ diagrami

éshté ndérrimtar. E théné mé thjesht, transformimi natyral h:S—T mund té
kuptohet si njé familje shigjetash h(C):S(C) »>T(C) né 2 e indeksuar sipas té
gjitha C € € gé kénaq kushtin e véné pér diagramin mé sipér. Shpesh heré do té jeté
mé praktike né gofté se elementét e familjes gé pércakton njé transformim natyral h
té mos i shénojmé né trajtén h(C) por h.. Transformimi natyral h:S —>T do té
quhet ekuivalencé natyrale né qofté se ¢do h(C):S(C) »>T(C) me vetiné e

mésipérme éshté izomorfizém né 2. Né kété rast funktorét T dhe S quhen
natyralisht ekuivalenté ose natyralisht izomorfeé.

Shembull 1.3.7 Le té jené dhéné Z:Grp—>Grp funktori identik dhe
A :Grp—Grp funktori faktor-komutator. Pasqyrimi h qé ¢do grupi G i lidh
homomorfizmin h(G):G — G/[G,G] té tillé gé h(G)(g) = g[G,G] Vértetohet lehté
qé éshté njé transformim natyral h: Z — A4 .

Pérkufizim 1.3.8 Né qofté se A dhe B jané kategori, do té shénojmé me B*
kategoriné gé ka pér objekte funktorét kovarianté t¢ A né B dhe né qofté se S, T

jané dy funktoré té tillé, atéheré B*(S,T) ={r|r éshté transformim natyral i S né T}.

Kompozimi 7’7 idy transformimeve natyrale r dhe 7' é&shté pércaktuar me anén e
barazimit (z'o7)(a) =7'(a)oz(a) pér¢do ac A.

Pér dy kategori té dhéna A dhe X, bashkéngjitje nga X né A éshté njé treshe
(F,G,p): X —> A ku F dhe G jané funktoré

X#A



dhe ¢ éshté njé funksion i cili i cakton c¢do cifti objektesh xe X dhe ae A njé
bijeksion bashkésish

o: A(Fx,a) = X(x,Ga)

i cili éshté natyral né x dhe a. Kétu natyraliteti ka kuptimin gqé né qofté se
k:a—a'dheh:x— X" jané shigjeta né A dhe X , atéheré diagramét e méposhtém
jané ndérrimtaré

A(Fx, a) X (z,Ga) A(Fz, a) ¥, Xz, Ga)
k. l;{l'.ﬁ']- I_'.f-'h]‘l (k)=

A(Fz,a')— X(z,Ga') A(Fa', ya) —= X (2', Ga')

Cdo bashkéngjitje ¢con né lindjen e njé transformimi natyral 7:1, —GF i quajtur
njéshi i bashkéngjitjes i tillé gé pér ¢do xe X ,7, éshté universal nga x né G.
Gjithashtu ajo ¢on né lindjen e njé tjetér transformimi natyral ¢:FG — 1, i quajtur
ko-njéshi i bashkéngjitjes i tillé qé pér cdo a e A, &, éshté universal nga a né F .

Njé monad T =(T,7, ) né njé kategori X pérbéhet nga njé funktor T: X — X dhe

dy transformime natyrale
n:l, >T dhe u:T? >T

té cilat béjné diagramet e méposhtme ndérrimtaré

o g o2 T
g:!l ‘H L: it \:
—=T7, T—=T—T,

Cdo bashkéngjitie (F,G,¢): X — A ¢on né lindjen e njé monadi X . Kjo béhet duke
marré si T:X — X funktorin kompozim GF, njéshi n i bashkéngjitjes éshté
transformimi natyral 7:1, - T dhe ko-njéshi ¢:FG —1, ¢on né lindjen e njé
transfromimi natyral u=GeF :T> =GFGF —»GF =T .

Né qofté se T =(T,n,4) éshté monad né X, njé T -algjebér (x,h) éshté njé cift i

pérbéré nga njé objekt x € X (objekti pérkatés i algjebrés) dhe njé shigjeté h:Tx — x
e X (pasqgyrimi strukturor i algjebrés) i cili i bén té dy diagramét
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o ..Irll: :Ill-l'
T2y o Tr r1——Tx

TN

Fr——=7T L

h

ndérrimtaré. Diagrami i paré éshté ligji i shogérimtarisé dhe i dyti &shté ligji i njéshit.
Njé morfizém f :(x,h) —>(x’,h’) 1 T -algjebrave é&shté njé shigjeté f:x >x" e X e
cila bén ndérrimtar diagramin e méposhtém.

Tz —g
o I
T.E'j T"‘ .i!'j.

Njé rezultat thelbésor pohon se ¢do monad pércaktohet nga T -algjebrat e tij. Né fakt,
né qofté se (T,n, 1) éshté monad né X , atéheré bashkésia e té gjithé T -algjebrave

dhe morfizmave té tyre formojné njé kategori X' . Ka njé bashkéngjitje
(FT,GT, ", ") : X > X7
né té cilén funktorét G™ dhe F' jepen té pércaktuara si mé poshté

G': (z.hy——==z F': o——=(Tz. p,)

T A

(' h') —=2' ' ——= (T2, py)

Shembull 1.3.9 Shembulli gé do té paragisim éshté marré nga teza e doktoratés sé E.
Manes [41].

Le té jeté 2 funktori kovariant i bashkésisé fugi mbi Set i cili i cakton ¢do bashkésie
X bashkésiné fugi 2X dhe ¢do pasgyrimi bashkésish f: X —Y pasgyrimin

Pt . PX > PY tétillé g¢ (P f)S éshté imazhi i drejté i S sipas f. Pér ¢do
bashkési X, le té jeté n, : X —> 2 X pasqgyrimi i cili gon ¢do x e X te bashkésia me
njé element {x}, ndérsa p, : PPX — PX c¢on ¢do bashkési bashkésish te bashkimi
i tij. Eshté provuar né [41] qé (2,n, u) éshté monad 2 mbi Set. Gjithashtu éshté
vértetuar qé ¢do 2 -algjebér (x,h) éshté njé po-bashkési v -e ploté ku x<y éshté
pércaktuar nga h{x,y}=vy, dhe vS=hS pércdo S < X . Eshté provuar se ¢do po-
bashkési v -e ploté éshté njé 2 -algjebér né kété ményré. Pra si pérfundim, kategoria
e A -algjebrave éshté kategoria e té gjithé po-bashkésive v -té plota me morfizma
renditjen dhe funksionet v -ruajtés.
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Duke u kthyer pas te bashkéngjitjet dhe monadét gé ato pércaktojné, kujtojmé gé me
dhénien e njé bashkéngjitjeje (F,G,n,&): X — A, ne mund té ndértojmé njé monad
T =(GF,,,G&F) mbi X dhe pastaj kategoriné X' té T -algjebrave té tij. Eshté
provuar se ekziston njé funktor i vettm ¢:A— X" i tille g¢ G'c=G dhe
CF = F'. Ky éshté quajtur funktori i krahasimit. Teorema e méposhtme, e njohur si

teorema Beck-ut qé karakterizon algjebrat jep kondita ekuivalente nén té cilat funktori
C éshté izomorfizém.

Teoremé 1.3.10 Le té jeté

(F,.G,n,e): X > A

njé bashkéngjitje, (T,7, ) monadi i cili ajo pércakton né X, X' kategoria e T -
algjebrave pér kété monad, dhe

(FT,G", 7", ") : X > XT
bashkéngjitja korresponduese . Atéheré kushtet e méposhtme jané ekuivalente.

(i) Funktori i krahasimit ¢: A— X' éshté izomorfizém;
(if) Funktori G: A— X krijon bashkébarazues pér ato ¢ifte paralele f,g né A pér

té cilét Gf,Gg ka njé bashkébarazues absolut né X ;
(iii) Funktori G: A— X krijon bashkébarazues pér ato cifte paralele f,g né A pér
té cilét Gf,Gg ka njé bashkébarazues té ndashém né X .

Sé fundmi do té japim nocionet gé lidhen me bashkébarazuesat gé pérdoren né
teoremén e Beck-ut. Me pirun né njé kategori A do té kuptojmé njé diagram
an

a——=b——==¢

Z (1.1)

né A ku ed,=e0d,. Do té themi se e &shté bashkébarazues i njé cifti shigjetash
paralele 0, dhe 0, né qofté se ai éshté pirun dhe né qofté se pér ¢cdo f:d —>d, ka
njé shigjeté té vetme f':c—d etillé g¢ f = fé. Njé pirun shpérndarés éshté njé
pirun si né (1.1) me dy shigjeta shtesé

a<—Dh«——-c
té cilat kénagin vetité
€0, =e0,,es=1,0,t =1,0,t = se.

Do té themi se njé funktor G: A— X krijon bashkébarazues pér njé cift paralel
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fig:a—=hb

né A kur pér secilin bashkébarazues u:Gb— z té Gf,Gg né X gjendet njé objekt i

vetém c dhe njé shigjeté e vetme e:b —c me kushin g¢ Gc=1z dhe Ge=u dhe pér
mé tepér kjo shigjeté e vetme éshté bashkébarazuesi f dhe g.

1.4 Kombinatoriké mbi fjalét

L& té jeté A njé bashkési jo boshe dhe A" bashkésia e té gjithé vargjeve té fundme me

elemente nga A. Kéto vargje shpesh quhen fjalé dhe shkruhen né formén a, ---a,, dhe
a, -té gé e pérbéjné quhen shkronja té fjalés. Gjatési |u| e fjalés u quhet numri i

shkronjave pérbérése té saj. Pér cdo n>1 shénohet me A" bashkésia e té gjitha
fjaléve me gjatési n. Né bashkésiné A" futet veprimi i bashkéngjitjes sé fjaléve

(a2,)(B,++b,) =8, -0 b,

Me kété veprim A" kthehet né njé gjysmégrup i cili quhet gjysmégrupi i liré me bazé
A. Njé gjysmégrup (S,) do té quhet me pérftim té fundém né qofté se éshté
shémbéllim epimorfik i njé gjysmégrupi té liré A" ku A éshté bashkési e fundme.
Krahas A" kemi edhe A® gé éshté monoidi i liré me bazé A. Ky ka njé fjalé mé tepér
sesa A" qé éshté fjala boshe A . Produkti i A -&s me ¢do fjalé tjetér jep kété té
fundit. Njé fjalé ue A* do té quhet faktor i njé fjale v né qofté se v=pug ku
p,g e A". Né qofté se té paktén njé nga p,q éshté joboshe, atéheré u quhet faktor i
pérpikté i v. Fjalé e pafundme e dyanshme mbi njé alfabet A do té quhet ¢do
pasqyrim
w7 —> A

Pér ¢do neZ, shénojmé me @, =w(n) dhe tani fjaléen @ mund ta shkruajmé né
formén

a) — . 'a)_3a)_2a)_1a)0a)_[a)2a)3 cen

Bashkésiné e té gjitha fjaléve té tilla e shénojmé me A*”. Njé fjalé ue A" do té quhet
faktor i e A™ né qofté se ekzistojne i, jeZ té tillagé i< j dhe g¢ u=a, - ;.
Do té themi se vargu i, j]=, ---@; €shté njé shfagje e u -sé né o . Fjalét e

pafundme djathtas do té jepen si pasqyrime
o:N, - A

Bashkésia e fjaléve té pafundme djathtas shénohet me A“.Kuptimi i faktoréve pér to
jepet ngjashmérisht me meé sipér.
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Njé faktor u i njé fjale té pafundme t do té thuhet se shfaget né menyré uniforme ose
me boshllége té kufizuara, né qofté se ekziston njé k e N e tillé gé né ¢do faktor té t-
sé me gjatesi k ekziston té paktén njé shfagje e u-sé. Pér njé fjalé té pafundme t, ne
pércaktojmé né bashkésiné F(t) té faktoréve té t-sé madhésiné

k(t,u) =sup{| @|| @ € F(t) dhe u ¢ F(t)}.

Kuptohet se u shfaget né ményré uniforme né t, atéheré dhe vetém atéheré kur
k(t,u) <oo.

Do té themi se njé fjalé e pafundme t éshté uniformisht rekurente né qofté se té gjithé
faktorét e saj shfagen uniformisht né té. Pér fjalét uniformisht rekurente ka vend
rezultati i méposhtém.

Rrjedhim 1.4.1. (Rrjedhimi 2.3.2 [8]) Le te jete J nje ideal i A™ . Né qofté se pér ¢do
fjalé uniformisht rekurente we A” kemi qé¢ F(w)NJ =, atéheré ekzistonn > 0 e

tillé g& A"A" = J.

Njé gjysmégrup (S,-) do té quhet lokalisht i fundém né qofté se ¢do néngjysmeégrup i
S me pérftim té fundém éshté i fundém. Le té jené S njé gjysmégrup dhe S’
néngjysmégrup i S. Do té themi sé néngrupet e S jané lokalisht té& fundém né S' né
qofté se pér cdo néngrup G té S éshté e vérteté gé ¢cdo néngrup i tij i pérftuar nga njé
bashkési e fundme e S* do té jeté i fundém.

NEé njé gjysmégrup c¢fardo (S,-) mund té pérkufizohet njé renditje e pjesshme

s <g t vetém né qofté se B(s) < B(t),

ku B(s) =sSsw{s} éshté bi-ideali i S i pérftuar nga s. Do té themi se njé gjysmégrup
S plotéson konditén min, né qofté se ¢do zinxhir zbrités ...<; s, <;..<; 8,58
pérfundon.

Teoremé 1.4.2. (Teorema 3.6.4 [8]) Le té jeté T njé gjysmégrup gé kénaq min, dhe
T' njé néngjysmégrup i T i tillé gé té gjithé néngrupet e T jané lokalisht té fundem né
T'. Atéheré, T éshté lokalisht i fundém.

1.5 Disa rezultate utilitare

Né kété paragraf do té listojmé disa rezultate té cilat do té pérdoren gjaté késaj teze
doktorate. Po e fillojmé me dhénien e dy karakterizimeve pér rregullsiné dhe intra-
rregullsiné e njé le -gjysmégrupi té marra sé bashku.

Teoremé 1.5.1 (Teorema [26]) Njé le-gjysmégrup S éshté i rregullt vetém kur
bashkésia © e té gjithé elementéve kuazi-idealé lidhur me veprimin - té S -Sé
formon njé gjysmégrup té rregullt sipas von-Nojmanit.
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Rrjedhim 1.5.2 (Rrjedhimi [26]) Njé le-gjysmégrup S &shté i rregullt dhe intra i
rregullt vetém kur bashkésia © e té gjithé elementéve kuazi-idealé lidhur me
veprimin ~- " té S -sé formon njé bandé.

Né qofté se S éshté njé le-gjysmégrup dhe H éshté njé # -klasé e tij, Petro dhe
Pasku né [42] treguan se H pérmban njé element kuazi-ideal q i cili éshté elementi

mé i madh i klasés gé quhet elementi kuazi-ideal pérfagésues i H -sé dhe shénohet me
g, . Kur H plotéson konditén e Grinit (H*> "H =), si¢ vihet re nga teorema qé
pason, ky element pércakton rregullsiné dhe intra rregullsiné e H -sé.

Teoremé 1.5.3 (Teorema 2.1 [42]) Le té jeté H njé A -klasé e njé le -gjysmégrupi

S ecila kénaq konditén e Grinit dhe le té jeté q = q,, . Atéheré:

(1) 9g°cH dhe gq=genreq;

(2) q éshté i vetmi element kuazi-ideal i H ;

(3) né gofté se x,y e H, atéheré y<xe dhe y<ex;

(4) 9° =geq=q" pércdo n>2, névecanti g° éshté idempotent;

(5) cdo elementi H -sé éshté intra i rregullt;

(6) g éshté idempotent vetém kur q éshté i rregullt rast né té cilin ¢do element i H -
sé éshté i rregullt.

Teoremé 1.5.4 (Teorema 3.1 [42]) Le té jeté H njé A -klasé e njé le -gjysmégrupi
S . Pohimet e méposhtme jané ekuivalente.

(1) H formon néngjysmégrup té S -sé;

(2) x*eH pércgdo xeH;

(3) H kénag konditén e Grinit dhe gx =q* = xq pércdo xe H ku q=q, .

Lidhur me relacionin & né le -gjysmégrupe Pasku dhe Petro treguan né [45] se ¢do
B -klasé B pérmban njé element bi-ideal té vetém b =b, gé quhet elementi bi-ideal

pérfagésues i B-sé. Ky element pércakton rregullsiné dhe intra rregullsingé e & -
Klasés si¢ tregohet mé poshté.

Pohim 1.5.5 (Pohimi 2.1 [45]) Njé & -klasé B é&shté e rregullt vetém kur b, éshté
element i rregullt.

Pohim 1.5.6 (Pohimi 2.2 [45]) Njé & -klasé B éshté e intra e rregullt vetém kur by
éshté element intra i rregullt.

Kur B plotéson konditén e Grinit (B* B =), atéheré cilésité e B-sé
pérmirésohen.

Teoremé 1.5.7 (Teorema 2.1 [45]) Né qofté se njé & -klasé B kénaq konditén e
Grinit, atéheré:
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(1) B éshté e rregullt;
(2) Elementi bi-ideal pérfagésues b, éshté idempotent dhe b, = bgeb,;
(3) B éshté intra e rregullt.

Teoremé 1.5.8 (Teorema 3.1 [45]) Le té jeté B njé & -klast e S. Pohimet e
méposhtme jané ekuivalente.

(1) B éshté néngjysmégrupi S ;

(2) x*eB pércdo xeB;

(3) by éshté zeroe B.

Kehayopulu, Pasku dhe Tsingelis né [32] treguan se ¢do po-gjysmégrup mund té
zhytet izomorfikisht né njé le -gjysmégrup. Mé tej po japim disa detaje té zhytjes sé
paraqitur né [32].

Né gofté se (S,,<) éshté njé po-gjysmégrup, atéheré ne mund ta zgjerojmé S né
ményré té tillé qé té keté njé element mé té vogél i cili éshté njékohésisht edhe zero
shumézimi. Kjo realizohet duke i shtuar S njé element 0 dhe duke pércaktuar né

S°% =S {0} shumézimin e ri * dhe renditjen e re té tilla qé

b bes
a*b:{a ngs - ane dhe < ;=< {(0,%)| x e S°}.

0 ngs a=0o0seb=0
Né gofté se tani @@= A< S°, shénojmé
(A], :={xeS°|x<, y pérndonjé y € A}.

Eshté e qarté gé (A], = (A]u{0} ku (A]={xeS|x<y pérndonjéy e S}. Mé tej le
té jeté
>={(Al,|D=AcS"}.
Né > pércaktojmé shumézimin o dhe renditjen e pjesshme < té tilla qé
(A], 2 (B], := (A= B], dhe (A], < (B],vetém né gofté se (A], = (B],.

Eshté provuar tek [32] ¢ (3,o,c) formon njé le-gjysmégrup me element mé té
madh S ku inferiori dhe superiori jepen me anén e barazimeve

(Al, A (B], = (AN B],, (A, v (B], = (AUB],.

Gjithashtu éshté provuar se (S, <) zhytet né (3.,o,<) me anén e pasqyrimit a+ (a].
Njé drejtim i réndésishém né teoriné e po-gjysmégrupeve éshté edhe ai i zbérthimit
té po-gjysmégrupeve si semilatisa po-gjysmégrupesh mé té thjeshté pér tu studiuar.
Mé poshté po pérmendim dy prej tyre, i pari prej té ciléve karakterizon po-
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gjysmégrupet intra té rregullt ndérsa i dyti po-gjysmégrupet qé kénagin njé kondité
interesante komutativiteti pér idealet e majté té renditur.

Teoremé 1.5.9 (Teorema 1 [22]) Njé gjysmégrup i renditur S éshté intra i rregullt
vetétm kur S éshté njé semilatisé gjysmégrupesh té thjeshté. Né ményré té
njévlershme, kur S éshté bashkim néngjysmégrupesh té thjeshté.

Teoremé 1.5.10 (Teorema 6 [34]) Le té jeté (S,-,<) njé po-gjysmégrup. Pohimet e

méposhtme jané ekuivalente.

(1) S éshté semilatisé po-gjysmégrupesh té thjeshté majtas.

(2) Né gofté se L, L, dhe L jané ideale té majté t¢ S, atéheré (L,L,]=(L,L,] dhe
(L']=(L].

(3) Neé qofté se L, L, jané ideale té majté té S, atéheré L nL, =(LL,].

(4) (aS]c(Sa]=L(a)=L(a®) pércdo acS.

(5) S éshté i rregullt majtas dhe ¢do ideal i majté éshté ideal i dyanshém.

6) N=Z=CL.

(7) £ éshté njé kongruencé semilatisé e ploté né S .

(8) S éshté njé semilatisé e ploté gjysmégrupesh té thjeshté majtas.

Tek [36] Kehayopulu ka dhéné disa karakterizime té intra-rregullsisé né po-

gjysmégrupet gé kané element mé té madh me anén e elementéve prim dhe gjysmé té
thjeshté. Po renditim mé poshté kéto rezultate.

Pohim 1.5.11 (Pohimi 9 [36]) Le té jeté S njé le -gjysmégrup. Pohimet e méposhtme
jané ekuivalente.

(1) Elementét idealété S jané idempotenté.

(2) Né qgofté se a,b jané elementé idealé atéheré anb=ab.

(3 rd@)Ard®m))=rd@)r((b)) pércdo a,beS.

4) r(l(a)) = (r(1(a)))? pércdo aeS.
(5) S éshté gjysmé i thjeshté.

Pohim 1.5.12 (Pohimi 10 [36]) Le té jeté S njé poe -gjysmégrup. Né qofté se idealet
e S jané dobésisht prim, atéheré ata jané idempotenté dhe formojné njé zinxhir.

Teoremé 1.5.13 (Teorema 12 [36]) Le té jeté S njé le -gjysmégrup. Elementét idealé
té S jané dobésisht prim vetém kur ata formojné njé zinxhir dhe plotésohet njé nga
konditat ekuivalente te Pohimit 1.4.11.

Pohim 1.5.14 (Pohim 13 [36]) Njé poe-gjysmégrup S éshté intra i rregullt vetém
atéheré kur elementét idealé té S jané gjysmé té thjeshté.
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Pohim 1.5.15 (Pohimi 14 [36]) Le té jeté S njé poe-gjysmégrup. Né qofté se
elementét idealé té S jané prim, atéheré ata formojné njé zinxhir dhe S éshté intra i
rregullt.

Pohim 1.5.16 (Pohimi 15 [36]) Le té jeté S njé le-gjysmégrup intra i rregullt. Né
qofté se elementét idealé té S formojné njé zinxhir, atéheré ata jané prim.

Teoremé 1.5.17 (Teorema 16 [36]) Le té jeté S njé le -gjysmégrup. Elementét idealé
té S jané prim atéheré dhe vetém atéheré kur ata formojné njé zinxhir dhe S éshté
intra i rregullt.

Teoremé 1.5.18 ([6]) Né qofté se S éshté njé gjysmégrup me pérftim té fundém gé
kénag ming dhe i tillé gé té gjithé néngrupet i ka té fundém, atéheré S éshté i fundém.

Pohim 1.5.19. ([43]) Le té jeté S njé gjysmégrup me pérftim té fundém i cili kénaq
ming. Cdo kongruencé A~ né S gé pérmban & éshté me indeks té fundém né S.

Teoremé 1.5.20. ([7]) Njé gjysmégrup me pérftim té fundém S éshté i fundém vetém
né qofté se kénaq konditén e minimalitetit pér idealet kryesore té majté (pérk. té
djathté) dhe té gjithé néngrupet e tij me pérftim té fundém jané té fundém.
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KAPITULLI 2

Teorema teé tipit té Grinit né le-gjysmégrupe

Studimi i relacioneve té Grinit né teoriné e gjysmégrupeve ka pasur shumé ndikim gé
kur ato u pérkufizuan né mes t€ viteve 50°. Relacionet ¢ Grinit béhen té dobishme kur
duam té shohim se sa larg éshté njé gjysmégrup i dhéné nga struktura mé té thjeshta té
tilla si gjysmégrupet e thjeshta ose plotésisht té thjeshta, semilatisat e grupeve,
gjysmégrupeve té rregullta ose inverse dhe késhtu me rradhé. Njé nga rezultatet mé té
spikatur gé lidhet me kéto relacione éshté Teorema e Grinit e cila pohon se ¢do 7 -
klasé H e njé gjysmégrupi S gé kénaq kushtin H nH? =& (zakonisht kjo quhet
kondita e Grinit) formon njé néngrup té S. Eshté e qarté se gjysmégrupet gé plotésojné
konditén e Grinit pér ¢do # -klasé jané lokalisht té& ngjashme me grupet. Ata né fakt
njihen si gjysmégrupe plotésisht té rregullt dhe luajné njé rol thelb&sor né teoriné e
gjysmégrupeve.

Né kontrast me relacionin 7 té Grinit né gjysmégrupet e zakonshém, relacioni i
Grin-Kehayopulu né le -gjysmégrupe déshton té keté vetiné e pérshkruar tek teorema
e Grinit.

Né fakt # -klasat gé kénagin konditén e Grinit nuk é&shté e théné té jené
néngjysmégrupe. Shembulli i méposhtém gé iu propozua autoréve té [42] nga
M.V.Volkov tregon ekzistencén e njé # -klase né le-gjysmégrupin té té gjithé
pasqyrimeve gé ruajné renditjen té& njé zinxhiri té fundém i cili kénag konditén e
Grinit por gé déshton té jeté njé néngjysmeégrup.

Shembull 2.0.1 Konsiderojmé le-gjysmégrupin S e té gjithé transformimeve qé ruajné
renditjen té njé zinxhiri té fundém {1<2<-.-<n}. Eshté e thjeshté té pérshkruajmé
relacionin e Grinit t¢ Z mbi S:

(a,b) e Z vetém né qofté se na=nb

Atéheré pér n=3 transformimet

dhe
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jané 7/ -ekuivalente. # -klasa e tyre H plotéson konditén e Grinit megénése a

1 3
éshté idempotent, por bzz(l ng, prej nga H déshton té jeté njé

11
néngjysmeégrup.

Né Kkéto rrethana vlerésohet té gjenden kondita t& moderuara nén té cilin 7 -klasat
0se mé né pérgjithési £ -klasat (pérk. & -klasat) formojné néngjysmégrupe.
Arsyeja pérse kérkojmé kondita té tilla lidhet me njé projekt tonin ende né progres gé
synon pérgjithésimin e rezultatit t8 méposhtém né rastin e le-gjysmégrupeve.
Rezultati né fjalé éshté Teorema 3.6.4 e de Luca dhe Varricchio tek [8] e cila
formulohet si vijon: Nése (T,-)éshté njé gjysmégrup i zakonshém i cili kénaq
konditén e minimalitetit pér bi-idealet kryesore dhe i tillé gé ¢do néngrup i tij é&shté
lokalisht i fundém, atéheré T éshté lokalisht i fundém. Njé rezultat i ngjashém me kété
éshté provuar nga Coudrain dhe Schutzenberger tek [6] ku té génit lokalisht i fundém
éshté zévendésuar me té fundem. Tek analogu i mundshém i rezultatit té sipér cituar
termi néngrup do té zévendésohej me termin néngjysmégrup pasi analogu i vértetimit
té teoremés né fjalé pér le-gjysmégrupet né njé fazé té caktuar té tij do té Kishte té
bénte me njé Z -klasé té Grin-Kehayopulu gé plotesonte konditén e Grinit.

Mirépo, si¢ u pa mé sipér né pérgjithési # -klasa né kéto kushte nuk formon
néngjysmeégrup, ndérsa vértetimi i analoges sé Teoremés 3.6.4 pér le-gjysmégrupet
kérkon gé kjo té ndodhé gjithmoné. Pér kété arsye ne duhet té supozojmé ndonjé
kondité shtesé nén té cilén 7 -klasat qé plotésojné konditén e Grinit formojné patjetér
gjysmégrupe. Meqgé rezultate analoge me até té de Luca dhe Varricchio kané vend
edhe pér idealet e njéanshém (shih [7]), e pér pasojé éshté me vend té kérkojmé ti
pérgjithésojmé ato pér elementét idealé té njéanshem tek le-gjysmégrupet, atéheré
éshté me interes gé té gjenden kondita nén té cilat nj¢ £ apo & -klasé e Grin-
Kehayopulu gé plotéson konditén e Grinit té formojé néngjysmégrup.

Né kété kapitull ne propozojmé kushtin: ¢do dy elementé idealesh té majté ndérrojné
me njéri-tjetrin. Ky kusht nuk éshté artificial. Né [34] Kehayopulu dhe Tsingelis
konsideruan gjysmégrupe té renditur qé kané vetiné gé ¢do dy ideale té majté L, dhe
L, plotésojné (LL,]=L NL,, e cila né ményré té garté implikon analogen e
kondités toné, dhe i karakterizuann ata si gjysmégrupe té renditur gé zbérthehen né
njé semilatisé gjysmégrupesh té thjeshté majtas, duke pérgjithésuar késhtu njé rezultat
té Saitd pér gjysmégrupet pa renditje né [48]. Gjithashtu né [11] Kehayopulu ka
treguar se né le-gjysmégrupet kondita gé ne propozuam sé bashku me rregullsiné e
majté éshté ekuivalent me | >r e cila nga ana e saj nénkupton rregullsiné e majté dhe
gé elementét ideal té majté jané né té njéjtén kohé elementé ideal té djathté.

Ne provojmé né teoremén toné 2.3.7 se ¢cdo £ -klasé gé plotéson konditén e Grinit
formon njé néngjysmégrup me kushtin qé cdo dy ideale té majta ndérrohen.

Pérsa i pérket teoremés analoge té Grinit pér # -klasat né le-gjysmégrupet ne
propozojmé njé kondité tjetér: ¢cdo dy elementé kuazi idealé ndérrojné me njéri-tjetrin.
Gjithashtu ky kusht nuk éshté i pazakonshém. Né ményré té garté ai pérgjithéson
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konditén toné té méparshme gé elementét idealé té majté jané elementé kuazi-idealé.
Gjithashtu dihet gé né gjysmeégrupet e zakonshme vetia QQ, =Q, N Q, pér cdo

kuazi-ideal Q,,Q, karakterizon gjysmégrupet Klifordit.

2.1 £ -klasat gé jané néngjysmeégrupe
Do té japim mé poshté disa nocione bazé gé do té pérdoren pérgjaté paragrafit tjetér.
Shénojmé me S njé le-gjysmégrup (S, v,A) . Pércaktojmé pasqyrimin

(:S — S duke pozuar ((X) = ex v X,

dhe tregojmé gé ¢(x) éshté elementi ideal i majté mé i vogél i cili &shté mé i madh se
X. Q& /(x) éshté njé element ideal rrjedh nga fakti se

e-(exv x) =e’xvex =ex </(X).

Gjithashtu pérkufizimi i ¢(x) tregon gé ¢(x)>x. Mbetet pér té treguar se nése A
éshté njé element ideal i majté i Sitillé g¢ x< A, atéheré ¢(x) <A . Vértet,

((X) =exv X
<eivAd megénése x< A
<A megénése A éshté njé element ideal i majté.

Tani ne jemi gati qé té pércaktojmé relacionin e £ né S. Do té themi se dy elementet
X,y €S jané né relacion £ me njéri-tjetrin, e shkruajmé si (x,y) e L vetém dhe

vetém nése /(x) = £(y) . Me fjalé té tjera

£ ={(x,y) e SxS[L(x) = ((y)}-

Eshté e qarté se £ éshté njé relacion ekuivalence, késhtu gé ne mund té flasim pér
£ -klasat e saj. Njé veti kyce e £ -klasave éshté pérshkruar né vijim.

Lemé 2.1.1. Cdo £ -klasé L e S ka njé element ideal te vetém /(a) ku a éshté njé
element ¢fardo i L.

Veértetim. Sé pari, pér ¢cdo a< L tregojmé gé /(a) e L. Vértet, meqénése /(a) éshté
njé element ideal i majté, ¢(/(a))=/(a) dhe pastaj pérkufizimi i £ tregon gé
(a,((a)) e £ ose né ményré ekuivalente, /(a) e L,. Sé fundmi, nése 1L éshté njé
element ideal i majté, atéheré nga njéra ané /(1) = A dhe nga ana tjetér ¢(1) = /¢(a)
meqénése a € L, dhe késhtu marrimqgé A =/(a).m

Elementi /(a) ilemés sé mésipérme quhet elementi ideal i majté pérfagésues i L.
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Njé £ -klasé L thuhet se kénaq konditén e Grinit nése ekzistojné b,c e L té tilla gé

bcel.
Elementi ideal pérfagésues luan njé rol ky¢ pérsa i pérket kondités sé Grinit si
tregohet mé poshté.

Teoremé 2.1.2 Njé £ -klasé L kénag konditén e Grinit vetém nése elementi ideal
pérfagésues A éshté element idempotent.

Veértetim. Kondita e nevojshme é&shté e garté prandaj ngelet té vértetohet gé nése
b,c,bceL, atéheré A1 =4>. Megénése nga lema 2.1.1, b,c< A, atéheré bc<A*.
Duke kaluar tek elementi ideal i majté i gjeneruar nga té dyja anét né mosbarazimin e
fundit marrim gé ¢(bc) < ¢(A%). Por A? éshté njé element ideal i majté gjithashtu dhe

pér kété arsye ¢(bc) < A*. Duke kujtuar g¢ bcel,, kemi 1< i cili bashké me

mosbarazimin e qarté A*> <A implikon barazimin e kérkuar 1 = 4°.m

Eshté interesante té kérkojmé se pér ¢faré kushtesh njé £ -klasé gé kénag konditén e
Grinit formon njé néngjysmégrup té S. Pérgjigjja e rastit kur njé klasé kérkohet té jeté
njé grup éshté shumé e lehté dhe provohet né pohimin 2.1.4. Mé paré na duhet lema e
méposhtme.

Lemé 2.1.3 Supozojmé se £ -klasa L éshté néngjysmégrup i S. Nése A éshté
elementi ideal i majté pérfagésues i L atéheré pér ¢cdo element xeL,AX=A1=ex
Veértetim. Eshté e garté gé Ax éshté njé element ideal i majté i S. Megénése L
supozohet té formojé njé néngjysmégrup dhe xe L, atéheré Ax e L dhe késhtu nga
lema 2.1.1 marrimgé Ax=A1.

ME tej,

A=AX<ex< A4,
gé provon se AX =ex.m
Pohimi i méposhtém éshté analog i pohimit 2.3 té [42].

Pohim 2.1.4 Njé £ -klasé L éshté néngrup i S vetém nése L pérbéhet nga njé element
i vetém idempotent.
Veértetim. Kondita e nevojshme éshté e garté. Supozojmé tani se L éshté néngrup i S

dhe le té jeté A elementi ideal i majté pérfagésues i L, A éshté inversi i tij dhe i
element njési. Sé pari shohim qé i éshté njé element ideal i majté.Vértet,

ei=elld
= nga lema 2.1.3

duke provuar até gé donim. Por A éshté i vetmi element ideal i majté i L prandaj
A=1.
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Pér mé tepér nése x € L, atéheré

i=A nga mé sipér
= AX nga lema 2.1.3
=iXx=X meqgénése i éshté njéshi

Qé provon se L ={i} ka vetém njé element.m

Né vijim do té konsiderojmé le-gjysmégrupet gé kénagin kushtin: ¢do dy elementé
idealé t& majté ndérrohen me njéri-tjetrin. Ne provuam ne teoremén 2..1.3 qé né
gjysmégrupe té tilla cdo £ -klasé gé kénaq konditén e Grinit éshté néngjysmégrup.
Supozojmé se na jepet njé le-gjysmégrup (S,,v,Ay me elementin mé té madh ¢ dhe
le té jeté 1L bashkésia e elementéve ideal té majté té S. Pér ¢do el shénojmé
Je]={x S :x<e}. Eshté e qarté gé ]e] &shté néngjysmégrup i S sepse nése x,y €le],
atéheré xy <ee<ese<e. Me relacionin e renditjes té S té ngushtuar né Je], kjo e
fundit formon njé le-gjysmégrup me element mé té madh e.

Shénojmé me £ relacionin £ té pércaktuar né Je]. Me shénimet e mésipérme ne
kemi lemén né vijim.

Lemé 2.1.5 Nése e eI éshté idempotent, atéheré L éshté néngjysmégrup.
Veértetim. Sé pari, pér ¢do x e S, ex é&shté njé element ideal i majté i S megénése
eg(ex) = (ee)x<ex.

Sé dyti, éshté e thjeshté té shohim gé pér ¢do x e L kemi e =ex.

Mé tej, nése x,y e L atéheré mund té shkruajmé

e=(ex)(ey) =e(ex)y idealet e majté ndérrohen
=e(xy)<e’ =e,

nga e cila rrjedh lehté gé xy e L®.m

Teoremé 2.1.6 Nése S éshté njé le-gjysmégrup né té cilin ¢cdo dy elementé ideal té
majté ndérrohen, atéheré c¢do £ -klasé qé kénaq konditén e Grinit éshté
néngjysmégrup i S.

Veértetim. Supozojmé se L éshté njé £ -klasé né S gé kénag konditén e Grinit.
Shénojmé A elementin ideal té majté pérfagésues té L i cili nga lema 2.1.1 ka pér té
géné idempotent dhe nga lema 2.1.3 kénaq barazimin A=&l. Pohojmé qé
L=L, c L. Pérté paré kété vérejmé sé pari se pérgdo xelL=1L,, & = &.

Rrjedh qé pér elementin ideal t& 4] té gjeneruar nga X kemi se,
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AXV X = (eA)X Vv X

= (Ae)Xv X idealet e majté ndérrohen
= Alex)vx=A4AvXx ngalema2.1.3
=A megénése X < A,

e cilatregon se x e LYY duke provuar késhtu pérfshirjen L=1L, < L.
Le té jeté a,bel,. Megénése L, c L dhe LYY éshté néngjysmégrup nga lema
2.1.5kemigé A= 1abvab. Por

Alabvab<eabvab
<el®*vA® megénéseab<A
=glv A megénése 1=1°
= j/,

e cila provonse A =¢gabvab ose njésoj gé abe L, duke e pérfunduar vértetimin.m

2.2 # -klasat gé jané néngjysmégrupe

Le té konsiderojmé le-gjysmégrupet té cilat plotésojné kushtin gé ¢do dy elemente
kuazi-idealé ndérrohen me njéri tjetrin dhe vértetojmé sé né té tilla le-gjysmégrupe
cdo A -klasé gé kénaq konditén e Grinit éshté néngjysmégrup. Supozojmé se na
éshté dhéné njé le-gjysmégrup (S,,v,A) me elementin mé té madh e dhe le té jeté I

bashkésia e elementéve ideal té S. Pér ¢do £ eI shénojmé Je]={x eS:x < &}. Eshté
e garté se ]e] éshté néngjysmégrup i S sepse nése X,y €le], atéheré xy <e <e<e¢.
Me relacionin e renditjes té S t& ngushtuar né J&], kjo e fundit formon le -gjysmégrup
me element mé té madh . Shénojmé me A relacionin e 7 té pércaktuar né ]e].

Teoremé 2.2.1 Nése S éshté njé le-gjysmégrup né té cilin elementét kuazi-ideal
ndérrohen, atéheré ¢do # -klasé gé kénag konditén e Grinit éshté néngjysmégrup i S.
Vértetim. Le té jet¢ H, 7 -klasa e dhéné ku q éshté kuazi-ideali i tij pérfagésues.

Nga [42] dimé gé g<eq dhe g<qe. Rrjedh gé q<eqe, prandaj g <Jege] . Le té jeté
H® njé 7 -klasa e g né le-gjysmégrupin Jege]. Pohojmé sé pari se H, < H{.

Vértet, nése xe H_, atéheré nga [42] kemi xe=qe dhe ex=eq. Duke pérdorur

q1
barazimin e paré shohim qé

x(ege) v x = (xe)(qe) v x =(qge)(ge) v x=qgev x = ge = q(eqe) v q. (2.1)
Né njé ményré simetrike duke pérdorur barazimin e dyté té dhéné mé sipér, gjejmé qé
(ege)x v x=(eq)(ex)vx=(eq)(eq) vx=eqv x=eq=(ege)qvq. (2.2)
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Tani, (2.1) dhe (2.2) implikojné se x e H**® gjé qé provon pohimin toné té paré.
Sé dyti pohojmé se H{ formon néngjysmégrup té S. Vérejmé se H* kénaq
konditén e Grinit sepse Héeqe) pérmban H dhe kjo e fundit e kénaqg konditén.

Le té jené tani X,y € H{*. Meqgénése

(eqe)x = (eqe)q = eq,

atéheré
(eqe)xy = (eq)y.
Mé tej kemi
eq>e’q =ege kuazi-idealet ndérrohen

= (eq)(eqge) = (eq)y = (eqe)(xy)
= (ex)(eq)y kuazi-idealet ndérrohen
>e(ex)(eq)y > (ex)(eqe)y si mé paré
= (ex)(eq) meqgénése (ege)y = (eqe)q =eq
>e(ex)(eq) = (ex)(eqe) kuazi-idealet ndérrohen
=ege meqgénése x(eqe) = ge
> eq,

gé provon se (ege)(xy) =eq. Tani vértetojmé gé (xy)(ege) = ge.

ge >0e’ =eqe kuazi-idealet ndérrohen
= (eqe)(ae) = x(qe)
= x(y(eqge)) = x(qe)(ye) kuazi-idealet ndérrohen
> x(ge)(ye)e = x(eqe)(ye) kuazi-idealet ndérrohen
= x(eqe)e = exege kuazi-idealet ndérrohen
=eqe > Qe,

gé tregon se (xy)(eqe) =qe. Kjo bashké me barazimin e paraardhés sjell gé
xy € H{**® gjé gé provon pohimin e dyté.
Sé fundmi vértetojmé gé H, éshté néngjysmégrup. Le té jené x,y e H,. Megénése
H, = H® dhe kjo e fundit éshté néngjysmégrup, atéheré xy e H*®, pér rrjedhojé
kemi

(xy)(eqe) = q(eqe) = qe.

Tani mund té shkruajmé
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ge = (xy)(eqe) < (xy)e <q’e <qe,

gé vérteton se (xy,q) € Z2. Né meényré té ngjashme (xy,q) € £ pér rrjedhim xy e H,
gé pérfundon vértetimin e teoremés.m

Po supozojmé tani se le -gjysmégrupi S plotéson konditén

& : Pércdo xeS, né qofté se x<ab, atéheré ekzistojné Ac (a]
dhe B < (b] tétillagé x=v,_, 5.5 B

Shembull i njé le-gjysmégrupi té tille éshté ai (2(S),-<). Pér té tille le-
gjysmégrupe ka vend ky pohim.

Pohim 2.2.2 Né qofté se ekzistojné elementét minimalé m,ne H té tillé g¢ mneH ,
atéheré kemi gé H éshté néngjysmégrupi S.

Veértetim. Megé jemi né kushtet e Grinit pér 7 -klasén H, atéheré pér ¢cdo xeH
kemi g¢ x<em. Nga kondita & ekzistojné E c]e] dhe M <]m] té tilla gé

X =V, e em Sy - POT M éshté minimale késhtu gé M ={m} dhe
X=V, g &M= (vgieEgi)m = em.

Njélloj tregohet se

!/

X=ng'.
Nga kushti kemi g8 me=mne prej nga merret barazimi eme=emne ose e théné
ndryshe gé xe =(xn)e barazim i cili siguron gé (x,xn)e Z. Megénése (x,n)e &
dhe & &shté kongruencé e majté, kemi (x*,xn)e&. Si pérfundim (x,x*)e&.
Njélloj si mé sipér en=enm prej nga (en)e’ = (emn)e’ ose ndryshe gé ex =e(mx).
Kjo do té thoté se (x,mx) e £ e megé (x,m) e £, edhe (x*,mx) € £ prej nga merret
qé (x,x*) e .£. Atéheré kemi gé pér ¢cdo xeH, x> eH gjé gé sjell se H éshté
néngjysmégrup.m

2.3 7 - klasat gé jané néngjysmégrupe
Shénojmé me S njé le -gjysmégrup <S,-,v,A) . Pércaktojmé pasqyrimin
t:S — S duke pozuar t(x) =exev xevexv X,

dhe do tregojmé qé t(x) éshté elementi ideal mé i vogél i cili éshté mé i madh se x.
Qé t(x) éshté element ideal rrjedh nga fakti qé
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(exev xevexvx)-e=exe’ v xe’ vexev xe<exev XevexvXx,
dhe gé
e-(exev xevex v x) =e’xevexeve’xvex <exev Xevexv X.

Gjithashtu pérkufizimi i t(x) tregon gé t(x) > x. Mbetet té tregojmé gé né qofté se ¢
éshté njé element ideal i S itillé g8 x <z, atéheré t(x) <z. Vértet,

t(x) =exevxevexv X
<erevrevervrc megenese x<rt
<7 meqénése 7 éshté element ideal.

Tani jemi gati té pércaktojmé relacionin .7 né S. Do té themi se dy elementé
X,y €S jané té lidhura sipas .7, gjé qé shénohet (x,y) e 7 vetém nése t(x) =t(y).
Me fjalé té tjera

J ={(xy) e SxS[t(x) =t(y)}.

Del menjéheré se .7 éshté relacion ekuivalence, prandaj ne mund té flasim rreth .7
-klasave té tij. Njé veti kyce e 7 -klasave éshté pérshkruar né lemén e méposhtme.

Lemé 2.3.1 Cdo 7 -klasé J e S ka njé element ideal té vetém t(a) ku a éshté njé
element ¢fardoi J.

Veértetim. Sé pari, pér cdo a<J do té tregojmé gé t(a) e J . Vértet, meqénése t(a)
éshté element ideal, t(t(a))=t(a) dhe atéheré pérkufizimi i 7 tregon se
(a,t(a)) e J ose njésoj, t(a) e J,. Sé fundmi, né qofté se r e J éshté element ideal,
atéheré nga njéra ané t(z) =z dhe nga ana tjetér t(z) =t(a) megénése a<J, késhtu
marrimgé r=t(a).m

Elementi t(a) i lemés sé mésipérme quhet elementi ideal pérfagésuesi J .

Njé 7 -klasé thuhet se kénaq konditén e Grinit né qofté se gjenden b,c € J té tilla gé

bc e J . Elementi ideal pérfagésues luan njé rol kyc lidhur me konditén e Grinit si¢ e
tregon teorema e méposhtme

Teoremé 2.3.2 Njé 7 -klasé J kénaq konditén e Grinit vetém né qofté se elementi
ideal pérfagésues i tij = éshté idempotent.

Veértetim. Kondita e nevojshme éshté e garté késhtu gé mbetet té provojmé qé nése
b,c,bceJ, atéheré 7 =7>. Megénése nga lema 2.3.1 b,c <7, atéheré bc <r*. Duke
kaluar te elementi ideal i gjeneruar nga té dyja anét né mosbarazimin e fundit ne
marrim t(bc) <t(z?). Por 72 éshté element ideal gjithashtu prandaj t(bc) < z*. Duke
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kujtuar gé bceJ_, kemi <z e cila sé bashku me mosbarazimin e garté¢ 7°<r

implikojné barazimin e déshiruar 7 =7°.m

Eshté interesante té dimé se né cilat kushte njé¢ .7 -klasé gé kénaq konditén e Grinit

formon njé néngjysmégrup té S. Pérgjigjja e kétij rasti kur klasa kérkohet té jeté grup
éshté e lehté dhe éshté provuar né pohimin 2.3.5. Mé paré na duhet lema e
méposhtme.

Lemé 2.3.3 Supozojmé se 7 -klasa J éshté néngjysmégrup i S. Né qofté se r éshté
elementi ideal pérfagésues i J, atéheré pér ¢do element x € J

Xz =7 =exe dhe 7xe = 7 = exr.
Né vecanti kemi ze=r=er.

Vértetim. Eshté e garté se 7xr éshté element ideal i S. Megénése J éshté supozuar
té formojé néngjysmégrup dhe xeJ, atéheré xzreJ dhe késhtu nga lema 2.3.1
marrim 7xz =7 . Mé tej,

T=tXt<tXxe<exe<r,

gé provon se 7xe=r7=exe. Né ményré té ngjashme provohet se exr=7=exe. Né
qofté se zévendésojmé x me r né dy barazimet e fundit dhe té kujtojmé nga teorema

2.3.2 qé 7 =1, atéheré pérftojmé re=r=er.m

Lema e méposhtme tregon gé barazimet e mésipérme jané gjithmoné té sigurta né
qofté se e supozojmé S té rregullt dhe intra té rregullt.

Pohim 2.3.4 Supozojmé se S &shté i rregullt dhe intra i rregullt atéheré pér cdo
x e S elementi ideal 7 igjeneruar nga x kénaq barazimet e lemés 2.3.3.
Veértetim. Vértet,

TXT = (EXe v exX v Xev X)-X-(exevexv xev x)
>Eexe-X-exevexe-X-exvexe-xX-Xev xe-x-exe
>exevexvxvxe=r.

Nga ana tjetér xz <ze <, pér rrjedhojé kemi =xz = r. Gjithashtu kemi

T=XT<Xe<exe<r,

qé provon se xe =exe = 7. Barazimi exz =7 provohet simetrikisht dhe dy barazimet
e fundit té lemés 2.3.3 rrjedhin né té njéjtén ményré. m

Pohimi i méposhtém éshté analog i pohimit 2.3 té [42].
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Pohim 2.3.5 Njé 7 -klasé J é&shté néngrup i S vetém né qofté se J pérbéhet nga njé
element idempotent i vetém.
Veértetim. Kondita e nevojshme éshté e garté. Tani supozojmé se J éshté néngrup i S

dhe le té jeté 7 elementi ideal pérfagésues i J, 7 i anasjelli i tij dhe i elementi i
njésishém. Fillimisht do té shohim se i &shté element ideal. Vértet,

ei =err
=17 nga lema 2.3.3
=i=1le nété njéjtén ményré si me sipér,

qé vérteton até qé pohuam. Por z é&shté elementi ideal i vetémi J pra r =i. Mé tej né
qofté se x e J, atéheré

=7 nga mé sipér
= TXT nga lema 2.3.3
= ixi =X megénése i éshté njéshi,
qé provon se J ={i} pérbéhet nga vetém njé element.m

Né vijim do té konsiderojmé le-gjysmégrupet qé kénaqgin konditén A: cdo dy
elementé idealé té majté ndérrojné me njéri-tjetrin. Ne vértetojmé né teoremén toné
2.3.7 gé né té tillé gjysmégrupe cdo 7 -klasé gé kénag konditén e Grinit éshté
néngjysmégrup. Supozojmé se na éshté dhéné njé le-gjysmégrup (S,,v,A) me
element mé té madh & dhe le té jeté | bashkésia e elementéve idealé té S . Ashtu si
mé paré, pér cdo eel shénojmé Je]={xeS:x<e}. Eshté e qarte qé Je] éshté
néngjysmégrup i S sepse né qofté se x,yele], atéheré xy<ee<ec<e. Me
relacionin e renditjes sé S té ngushtuar né Jle], kjo e fundit formon le -gjysmégrup
me element mé té madh e. Shénojmé me 7 relacionin 7 té pércaktuar né Je].
Me shénimet e mésipérme kemi lemén e méposhtme.

Lemé 2.3.6 N& qofté se e e | éshté idempotent, atéheré J© éshté néngjysmégrup.
Veértetim. Sé pari, pér ¢cdo xeS,ex éshté element ideal i majté i S megénése
£(ex) = (e€)x <ex. Sé dyti, éshté e thjeshté té shihet se pér ¢do x e J kemi e =exe.

Mé tej, né qofté se x,y e J, atéheré mund té shkruajmé

e =(exe)(eye) =e(xe)(ye)=(ex)e(ye) e éshté idempotent
=e(ex)(ye) nga kondita A
—e(xy)e<e’ =e,

nga e cila rrjedh lehté se xy € 3 .m

Teoremé 2.3.7 Né qofté se S kénaq konditén A, atéheré ¢do 7 -klasé gé kénag
konditén e Grinit éshté néngjysmégrupi S.
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Veértetim. Supozojmé se J éshté njg 7 -klasé né S qé kénag konditén e Grinit.
Shénojmé 7 elementin ideal pérfagésues té .7 i cili nga lema 2.3.1 ka pér té qéné

idempotent dhe nga lema 2.3.3 kénaq 7=e&re. Pohojmé se J=J_ cJ. Pér té
treguar kété vérejmé sé pari se pér ¢cdo xe J =J_, ere = eXe . Rrjedh se pér elementin
ideal té ]z] té gjeneruar nga x kemi Qé,

XtV IXV XT Vv X = (et)X(etE) Vv (6T6)X Vv X(£TE) Vv X
=¢er(exe)re v (ere)X v X(e18) v X
=¢er’s v (ere)X Vv X(e78) v X

=E&TE=7T

megénése (sze)X Vv X(ete) v X< 7 =¢ete, € Cilatregon se x e J duke provuar késhtu
pérfshirjen J=J < J. Le té jené a,beJ_. Megénése J. < J® dhe J éshté
néngjysmeégrup nga lema 2.3.6 kemi qé z =rabz v rabvabrvab. Por

rabrvrabvabrvab <gabeveabvabevab
<erlever’vrievr® megénésea,b<rt
= ETEV ETNVTENV T megénése 7 =r°

=T’

e cila provon se z=gabeveabvabsvab ose njgsoj abeJ qé pérfundon
vértetimin. m

Pohim 2.3.8 Le té jeté S njé le -gjysmégrup me element mé té€ madh ¢ . Atéheré S
éshté gjysmé i thjeshté dhe kénaq konditén A, vetém né qofté se zbérthimi i S né
7 -klasa formon njé semilatisé ve -gjysmégrupesh gjysmé té thjeshté majtas . Pér
mé tepér 7 -klasat e kétij zbérthimi jané gjysmé té thjeshta, intra té rregullta dhe
kénagin konditén A .

Veértetim. =. Megénése S &shté gjysmé i thjeshté&, atéheré pohimi 9 i [36] implikon
qé bashkésia e elementéve idealé | formon semilatisé dhe teorema 2.3.7 implikon gé
pércdo axel, 7 -klasa e tij J_ éshté ve-gjysmégrup me element mé té madh « .
IMé tej do té provojmé gé ¢do element ideal t né ve-gjysmégrupin J_ éshté gjysmé
prim. Kjo do té ishte e menjéhershme né qofté se ne do té tregonim gé J, éshté e
thjeshté majtas megénése kjo nénkupton né veganti gé « éshté i vetmi element ideal
né J_ icili éshté gartésisht gjysmé prim. Pohimi 13 i [36] do té implikonte mé pas qé
J,, éshté njé ve-gjysmégrup intra i rregullt. Tani do té tregojmé qé pér¢do a el , i
vetmi element ideal i majté né ve -gjysmégrupin J éshté veté o . Vértet, né qofté se

beJ, éshté njé element ideal i majté aty, atéheré
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b<a =(ab)a nga lema 2.3.3
=a’b=ab megénése A éshté e vérteté
<b b éshté element ideal i majté né J_,

gé provon se b=« . Kjo tregon gjithashtu se J, éshté njé ve -gjysmégrup gjysme i
thjeshté. Mé tej do té tregojmé gé c¢do dy ideale té majté t& J, ndérrojné me njéri-
tjetrin. Kjo do té ishte e menjéhershme nén supozimin pér A né qofté se ne tregojmé
se idealet e majté té J_ jané gjithashtu ideale té majté t&é S . Pér té treguar kété té
fundit le té jeté beJ, ideal i majté aty. Sé pari vérejmé se sb<ea <a dhe se
gb e J, megénése

e(eb)eve(eb)v(eb)eveb =c&be
=« nga lema 2.3.3.

ME tej
b>ab =(a&)b meqénése b éshté ideal i majté dhe nga lema 2.3.3
= a’(eb) meqénése « éshté idempotent
=a(eb)a nga kondita A
=a(sb)a® > a(sh)(sb)a ngasb<a
>¢eb meqénése J,, éshté intra i rregullt,

qé provon se b éshté element ideal i majté i S . Sé fundmi provojmé se né qofté se
a, B jané elementé idealé té S, atéheré J, -J, cJ,,. Leté jené xeJ, dhe yeJ,,

atéheré nga lema 2.3.3 exe=a dhe gys = dhe duam té tregojmé qé exye =af.
Vértet,

aff>e(af) > e(xy)e =e&(ex)(ye) megénése ¢ éshté idempotent
=(ex)e(ye) ngakondita A
=¢g(Xey)e,

prandaj kemi
afp > e(xy)e > g(xey)e.
ME tej shohim qé
s(e(xey)e)e = (exe)(eye) = ap,

pér rriedhim &(xy)e = af3 qétregonse xyeJ, ,.
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<. Megénése ¢do 7 -klasé éshté néngjysmégrup, atéheré elementi ideal pérfagésues
I tij shté idempotent dhe S éshté gjysmé i thjeshté. Pérpara se té tregojmé gé ¢do dy
elementé idealé té majté té cfardoshém té S ndérrojné, ne vérejmé se né qofté se
beJ, éshté element ideal i majté i S dhe g éshté elementi ideal pérfagésues,

ateéheré b éshté njé element ideal né ve -gjysmégrupin J, megénése pb<eb<b.Le
té jené tani b dhe ¢ elementé ideal té majté t¢ S dhe le té jené J, dhe J, 7 -klasat

e S Qgé pérmbajné b dhe c pérkatésisht ku S dhe y jané elementét idealé pérkatés.
Meqgénése 7 -klasat formojné semilatisé dhe meqénése S é&shté gjysmé e thjeshté,

atéheré

bCeJﬂJngﬂy=JﬁAy,

dhe ngjashmérisht

cbhedJ,cd, =3 ,

Pra ka elementé idealé té majté t& S, konkretisht bc dhe cb qé i pérkasin té njéjtés
J -klasé J, , prandaj bc=cb megénése klasa éshte e thjeshté majtas. Kjo tregon se

S kénag konditén A .m

Si¢c e pérmendém edhe né hyrje, rezultati i pohimit 2.3.8 éshté i afért me até té
teoremés 1 té [22] e cila mbetet e vérteté pér gjysmégrupet e renditur né pérgjithési
dhe gé identifikon gjysmégrupet e renditur intra té rregullt me semilatisa
gjysmégrupesh té thjeshté. Duke pasur parasysh kété ngjashméri éshté e arsyeshme té
ngremé pyetjen: A ka ndonjé lidhje ndérmjet le -gjysmégrupeve intra té rregullt dhe
le -gjysmégrupeve té cilét jané gjysmé té thjeshté dhe kénagin konditén A ? Vérejmé
se né njé drejtim éshté e qarté gé le -gjysmégrupet intra té rregullt jané gjysmé té
thjeshté (shih [13]) dhe nga drejtimi tjetér nuk éshté e véshtiré té shohim se le -
gjysmégrupet gjysmé té thjeshté gé kénaqin konditén A jané intra té rregullt.

2.4 Elementét £,72,# dhe £ -idempotenté

Si¢ éshté paré mé herét njé # -klasé gé plotéson konditén e Grinit mund té mos jeté
gjysmégrup, megjithaté si¢ do té shohim né vazhdim ajo pérmban njé néngjysmégrup
maksimal lidhur me pérfshirjen gé ka sjelljen e njé kuazi-ideali. Rezultate té ngjashme
vlejné edhe pér £, Z dhe & -klasat.

Do té themi se njé element a i njé le-gjysmégrupi S éshté £ -idempotent
(pérkatésisht &=, #, 2B -idempotent) né qofté se (a,a’)eL (pérkatésisht
(a,a’) e R, (a,a’) e #,(a,a°) e B).

Sé pari teorema 2.1.2 siguron gé elementét £ -idempotenté ekzistojné vértet.
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Teoremé 2.4.1 Né qofté se nj¢ £ -klase L plotéson konditén e Grinit, atéheré
bashkésia £ e elementéve £ -idempotenté gé ajo pérmban formon néngjysmégrup té
S.Pérmétepér LCNLLC L.

Vértetim. Vértet, le té jené x,y e £, pra (x,y) e £,(x,x*) e £ dhe (y,y*)e L. Po
té nisemi nga barazimi

eXVvX=eyvy
dhe té shumézojmé djathtas té dyja anéve me y pérftojmé
exyvxy=ey’ vy’ =eyvy,

sepse y e £. Kjo tregon se xy € L. Tani té tregojmé se (xy)® € L. Vértet,

e(xy)’ v (xy)* = (exv x)(yxy)

= (ex)(yxy) nga kondita e Grinit

= (ey)(yxy) sepse (x,y) e £
=(ey*)(xy) = (ey)(xy) sepseye £

= (ex)(xy) = exy sepse (x,y) e £ dhexe £
=e(xy) v (xy),

cka tregon se (xy, (xy)*) e £.
Pér pjesén e dyté té pohimit le té jeté xA1=A'x'e LENLL. S€é pari vemé re se

I(X1) =exAv XA =(exv x)1l=eil=eA,
qé tregon se x4 € L. Tani té tregojmé se xA=A"'x"e £. Vértet,

I(xA)?) = (e(xA) v (xA)xA

=(ed)(xA4) nga mé sipér
=(ed")(1'x") Alel
=(ed")x' el
=e(x4) =1(x4),

gjé gé tregonse xA=A'X'e £L.m

Njé pohim i ngjashém me té mésipérmin vlen edhe pér elementét & -idempotenté. Po
e paragesim mé poshté pa vértetim pasi vértetimi éshté i ngjashém me até té pohimit
mé sipér.

Teoremé 2.4.2 Né qofté se nj¢ & -klase R plotéson konditén e Grinit, atéheré
bashkésia 2% e elementéve 7 -idempotenté gé ajo pérmban formon néngjysmégrup
té S . Pérmétepér RIINHRC I7.
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Né rastin e relacionit 7 rezultati pér elementét # -idempotenté é&shté po aq
interesant.
Le té jete H njé # -klasé cfardo. Po shénojmé me H={aecH:a’<H}

nénbashkésiné e elementéve # -idempotenté gé i pérkasin H -sé. Pér kété bashkési
ka vend teorema e méposhtme.

Teoremé 2.4.3 Né qofté se H plotéson konditén e Grinit, atéheré . formon
néngjysmégrup té¢ S . Pérmé tepér SHNHH< 5.

Veértetim. Qé 9 = rrjedh nga [42]. Té tregojmé tani se & formon néngjysmégrup.
Veértet, pér ¢do «, S < H kemi

r((ap)’) =r(apap)
=afar(f) = afar(a)
= affr(a®) = afr(a)
=afr(f) =ar(p*)
=ar(B) =r(ap),

qé tregon se ((af)?, aff) € & .Nga ana tjetér kemi qé
r(ap)=ar(f)=ar(@’)=r(a*)=r(a),

qé sé bashku me pérfshirjen mé sipér tregon se ((af)’, ) € &. Njélloj tregohet se

(af)?, ) € £ nga e cila pérfundimisht rrjedh se o € 5.

Té vértetojmé tani pjesén e dyté. Le té jeté gx=x'q'e SHNH.H kuq,q'e 95 dhe
X, X"'e H Vérejmé se

r(gx) =qr(x) =ar(q) =r(q*) =r(a),
dhe se po ashtu
I(x'q)=1(x)a"'=1(a)q'=1(a*)=1(q"),

prej nga marrim se gx =x'q'e H . Mé tej shohim se

r((ax)*) =agxr(gx) =gxr(q) nga mé sipér
=(x'q)r(q) =(x'q’)r(q’) ngasupozimet
=x'r(q?)=x"r(q") sepse '€ .9

=r(x'q’) =r(gx),

e cila tregon se gx éshté & -idempotent. Né& ményré té ngjashme tregohet se x'q’
éshté £ -idempotent gjé gé pérfundimisht sjell se gx=x'q'e $.m
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Né pérfundim do té shohim edhe rastin e relacionit & té pérkufizuar nga Kehayopulu
tek [27]. Eshté treguar tek [45] se & éshté mé fin se & dhe se né qofté se nj¢ 5 -
klasé plotéson konditén e Grinit atéheré ajo é&shté e rregullt dhe se pérmban njé
element idempotent i cili né kété rast éshté elementi bi-ideal pérfagésues i & -klasés.
Kéto do ti shfrytézojmé pér té vértetuar pohimin e méposhtém.

Teoremé 2.4.4 Né qofté se njé 5 -klasé B plotéson konditén e Grinit, atéheré
bashkésia B e elementéve & -idempotenté gé ajo pérmban formon néngjysmégrup
téS . Pér mé tepér kemi g¢ BB N BB 5.

Vértetim. Le té jené x,y <. Domethéné (x,y) e B, (x,x*)e B dhe (y,y*)eB.
Tregojmé sé pari se xy € B dhe mé pas se xy e .

Xyexy v xy =xxexyvxy sepseyeB=B cR =R,
=XXeyyvxy sepsexeB=B,cL, =L,
= Xey v Xy x,yeBcBdheseBcR,, L,
=xey =xex ngakondita e GrinitdheseBc L,

Xex v X sepse B éshté e rregullt.

Sé dyti shohim se

(xy)’e(xy)® = (xyx)(yex)(yxy)

= (xyx)(xey)(yxy) yeBcR, dhexeBcl,
= (xy)(xey)(xy) pasi X, y € 2B
= (xy)(yex)(xy) njélloj si mé sipér

= X(yex)y = x(xey)y = Xex = Xex v X,

gé pérfundon vértetimin e pjesés sé paré.
Pér té vértetuar pjesén e dyté sé pari vemé re se ¢do element xg3=f'x"'e B2 BB

i pérket B . Vértet,

b(xp) =(xpexvx)p

=(B'x'efvx)p

=(p'p'ef'vx)p sepse B L, R
=(B'ep)p B' €2 dhe kondita e Grinit
=(pep)p (8'p)eB

= pef =b(p) peB.

Tani té tregojmé se (xB3)° € B. Vértet,
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b((xB)°) = (xB)(xB)e(xB)(xp)

gé mbyll vértetimin. m

= (xB)(BeB)(XpB)

= (xB)(BeB)(B'X)
=xpB%eB x'=xpBeB'x'
=p'x'exp=p"p'epp
=p'ep

= pef =b(xp),
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KAPITULLI 3

Aspekte kategorike té teorisé sé gjysmégrupeve té renditur

3.1 Objekte universalé né kategoriné e po-gjysmégrupeve

Gjysmégrupet e renditur jané studiuar pér pothuajse katér dekada nga Kehayopulu
dhe pasardhésit e saj me géllim qé té pérgjithésojné disa veti té gjysmégrupeve té
zakonshém kryesisht pérfitimin e disa vetive té reja globale té gjysmégrupeve té
zakonshém nga veti lokale té gjysmégrupeve té renditur. Njé ményré natyrale pér té
kaluar nga gjysmégrupet e zakonshme te gjysmégrupet e renditur dhe anasjellas éshté
marrja né konsideraté e gjysmégrupit fugi (Z(S),) té njé gjysmégrupi (S,) duke
zgjeruar shumézimin te nénbashkésité dhe duke e renditur até sipas pérfshirjes sé
nénbashkésive. Del se ato rezultate té mirénjohura té gjysmégrupeve té zakonshém
pérftohen nga analogét e tyre né teoriné e gjysmégrupeve té renditur duke kaluar né
drejtim té kundért, nga gjysmégrupet e renditur 2(S) te veté S . Si shembull pér
kété jané disa rezultate nga njé artikull i fundit i Kehayopulu [36].

Dobia e gjysmégrupit fugi shkon mé tej. Né artikullin e tyre té pérbashét [32]
Kehayopulu, Pasku dhe Tsingelis pérdorén njé version té renditur té gjysmégrupit fuqi
me géllim gé té zhysnin njé gjysmégrup té renditur né njé le -gjysmégrup. Pér
géllimin toné éshté e arsyeshme té paragesim kétu njé version té modifikuar té zhytjes
té dhéné né [32]. Pér njé po-gjysmégrup té dhéné (S,.,<) &shté pércaktuar
A={(A]l| D+ AcS} ku (A]={xeS|x<y pérndonjéy e A} dhe veprimi o né .4
nga (A]e(B]=(A-B]. Eshté provuar qé (.4,o,c) éshté njé po-gjysmégrup v -i
ploté dhe shpérndarés gé pérmban S. Njé zhytje e ngjashme gjysmégrupesh té
renditur né le -gjysmégrupet jepet né [31].

Cuditérisht, gjysmégrupet e renditur lindin né ményré natyrale né fusha té ndryshme
té matematikés, si pér shembull ajo e gjuhéve formale, automatave dhe makinat.
Konkretisht ¢do gjuhe té njohur L i bashkangjitet njé gjysmégrup i renditur S i
quajtur gjysmégrupi sintaktik i renditur i L, i cili éshté gjysmégrupi i tranzicionit i
automatonit minimal 4 =(Q, A,-{q,},F) té L dhe renditet duke pozuar s<t né

gofté se pér ¢cdo xeS' dhe ¢do qeQ,q-txe F=q-sxeF . Pra éshté tunduese té

pérpigesh té Kklasifikosh gjuhé té njohura sipas kuptimit té vetive algjebrike té
gjysmégrupeve té tyre té renditur (shih [46]). E réndésishme éshté té vérejmé se ashtu
si 2(S) né teoriné e gjysmégrupeve té renditur, gjysmégrupet fugi dhe varietetet fuqi

kané luajtur njé rol géndror né teoriné e gjuhéve formale dhe automatave. Pér
shembull né [4] Cano dhe Pin konsiderojné monoidin e bashkésive té sipérme

PT(M) té njé monoidi té renditur M elementét e té cilit jané bashésité e sipérme
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T X ={seM|s>x pérndonjé x e X} té gjeneruara nga nénbashkésité X e 2(M)
dhe prodhimi i dy bashkésive t& sipérme X,Y eZ'(M) jepet nga
X-Y={zeM|z=xy kuxe X dheyeY}. Vérejmé kétu g¢ Z'(M) e [4] dhe A e

[32] jané té kundérta té njéra-tjetrés, né fakt elementét e .4 jané bashkési té poshtme
té gjeneruara nga nénbashkésité e S . Pér kété arsye ne do té zévendésojmé né té

ardhmen shénimin pér .4 me 2'(S). Eshté treguar né [4] gé né qofté se \V éshté

njé variete monoidésh té fundém té renditur dhe PV varieteja pérkatése e
monoidéve té fundém té renditur té gjeneruar nga monoidi i bashkésive té sipérme té

pérfagésuesve t& V, atéheré PT(PTV)=P'V. Kjo éshté njé veti interesante e
mbyllshmérisé e cila pérmiréson rezultatet pér rastin e parenditshmérisé ku operatori

P" nuk éshté idempotent.

Qéllimi i kétij kapitulli éshté i dyfishté. Sé pari, té pérdoré gjysmégrupin e bashkésive
té poshtme té pércaktuara né [32] né ményré qé rindértojé objektin e liré me bazé njé
bashkési té renditur né kategoriné e po -gjysmégrupeve v -té ploté dhe shpérndarés

dhe homomorfizmave v -ruajtés. Céshtja e ekzistencés sé té tilla objekteve éshté
legjitime megénése gjysmégrupet e liré té renditur né njé bashkési té renditur té dhéné
té ndértuara né [47] né pérgjithési nuk jané v -té plota ose shpérndarése

Qéllimi i dyté éshté rindértimi i gjysmégrupeve té liré té renditur té dhéné né [47]
duke marré parasysh faktin gqé né rastin e parenditshmérisé njé gjysmégrup i liré nuk
éshté vetém njé gjysmégrup, por njé gjysmégrup me njé morfizém gjatésie, ose njésoj
éshté njé objekt nga kategoria e hollé e gjysmégrupeve mbi (N,+). Kjo pérqgasje zé
fill né punén e Lyndon né [39] mbi grupet e liré dhe mé voné u ndog nga Saunders né
[1] puna e té cilit lidhej me problemin e zhytjes té gjysmégrupeve né gjysmégrupet e
liré, dhe problemi i té pércaktuarit nése njé néngjysmégrup i njé gjysmégrupi té liré
éshté veté i liré. Pérsa i pérket po -gjysmégrupeve si objekte nga kategoria e po-
gjysmégrupeve mbi gjysmégrupin e renditur aditiv té numrave natyroré, ne ndértojmeé
aty objekte té liré me bazé njé objekt né kategoriné e bashkésive té renditura mbi
bashkésiné e renditur té numrave natyroré.

3.1.1 Ndértimi i po-gjysmégrupeve té liré

Meqgénése ndértimet tona té ardhshme jané bazuar mbi ndértimin gjysmégrupeve té
liré pjesérisht té renditur me bazé njé bashkési pjesérisht té renditur té dhéné nga Pin
dhe Weil né [47], ne do té japim mé poshté njé paragitje té shkurtér té késaj té fundit.
Vérejmé se njé diskutim i dobishém rreth gjysmégrupeve té liré té renditur éshté béré
né [33].
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Né gofté se (X,<) njé bashkési e renditur, atéheré konsiderojmé gjysmégrupin e liré
F(X) mbi X i cili éshté i pérbéré nga vargje té fundém (x,...,x,) me shkronja
X, € X dhe me shumézimin té pércaktuar nga bashkéngjitja

(e Xy ) - (Yireees Yin) = (Kieees Xy Yooy Yin)-
Renditja < né F(X) éshté pércaktuar duke pozuar
Xy X ) < (Voo ¥,,) VEtEMNEse n=mdhe x, <y, Vi=1,...,n.

Eshté e lehté té shohésh qé (F(X),,<) éshté njé gjysmégrup i renditur qé pérmban
bashkésiné e renditur (X,<) dhe qé kénaq vetiné universale té méposhtme. Né qofté
se (S,,<) éshté njé gjysmégrup i renditur i paré si bashkési e renditur (S,<) (me
shumézimin - té harruar) dhe né qofté se f :(X,<)—(S,<) éshté njé pasqyrim qé
ruan renditjen, atéhéré f zgjerohet né ményré té vetme né njé homomorfizém gé ruan
renditjen f : (F(X),,<) — (S,,<).

Pér njé bashkeési té renditur té dhéné (X,<), konsiderojmé gjysmégrupin e renditur té
lire  (F(X),,<) mbi (X,<) dhe gé zhytet né (P'(F(X)),s,c) ku
P EX)={(Al|D=AcF(X)}. Eshté e garte gé (X,<) zhytet né
(P (F(X)),Z) me ané té pasqyrimit :: X — 2¥(F(X)) té pércaktuar nga x — (x].
Do té vértetojmé teoremén e méposhtme.

Teoremé 3.1.1 (P (F(X)),o,<) éshté i liré né kategoriné po-gjysmégrupeve v -té
plota dhe shpérndarése dhe homomorfizmave v -ruajtés me bazé bashkésingé e
renditur (X,<).

Veértetim. Pér té provuar pohimin duhet té tregojmé gé pér ¢do po-gjysmégrup v -té
ploté dhe shpérndarés (S,-, <) dhe ¢do pasqyrim gé ruan renditjen f :(X,<) —(S,<),
ka nj&¢ homomorfizém té vetém v -ruajtés (pZ(PL(F(X)),O,g) —(S,,°) tétillé gé
ot = f . Pérpara se té pércaktojmé ¢ vérejmé se vetia universale e (F(X),,<) tregon
se f indukton njé homomorfizém té vetém g€ ruan renditjen

f 1 (F(X),»<) > (S,,<). Tani pércaktojmé
@: P (F(X))—S itille gé (Al v,_, f(a).

Sé pari tregojmé gé ¢ éshté homomorfizém. Vértet, le té jené (A],(B]e PH(F(X))
(A],(B]e P*(F(X)), atéheré
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o((Al>(B]) =@((A-B]) = V,,.0q f(a-b) nga pérkufizimii ¢

=V abeas f(a)- f(b) f éshté homomorfizém
= (vae N (a))-(vbeB f (b)) S éshté shpérndarése
= o((AD)-o((B]) nga pérkufizimi i ¢.

M@ tej tregojmé gé ¢ ruan renditjen. Vértet, le té jeté (A] < (B], atéheré

P((Al) = V,on T (@) < Vg T (B) = ((B]),

meqgénése pér cdo ae A, ekziston beB e tillé g8 a<b. Gjithashtu ¢ ruan
superiorét. Le té jeté (A] njé familje elementésh ¢fardo né 2*(F (X)), atéheré

P(via (AD = (Vg AD = via vaon (@)= Vi 0((AD).
Eshté e qarté se pércdo xe X,

p1(x) = p((x]) = f (x) = (),

qé tregon se ¢ = f . Njé homomorfizém i tillé v -ruajtés ¢ éshté i vetém sepse né
qofté se w &shté njé tjetér homomorfizém i tillé qé kénagq w:= f ,atéheré pér ¢do
xe X do té kishim w((x]) = f(x). Megénése y é&shté homomorfizém, atéheré pér
cdo fjalé (x,,...,x,) € F(X),

w0 %D =w () - w((x,])
= F(¢) - F(x) = F (% %))
= (%, eers X))

qé tregon se w dhe ¢ pérputhen mbi v -gjeneratorét e P4 (F(X)). Sé fundmi, né
qofté se (A] éshté njé element ¢fardo i 2 (F(X)), atéheré

w((A) =p(voal@l) = v, ((@]) megénese y éshté v -ruajtés
=V, ap(a) meqénése ¢ pérputhet me y mbi F(X)
= qo(VaEA(a]) = w((A])!

e cila pérfundon vértetimin.m
3.1.2 Paraqitjet e v-gjysmégrupeve

Né rastin e paragitjeve té gjysmégrupeve té zakonshém veprohet duke thyer njé

gjysmégrup té lire F(X) mbi X pér kongruencén R* té pérftuar nga njé bashkesi

relacionesh R qé pér saktési éshté njé bashkési ciftesh nga F(X)xF(X). Atéheré
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gjysmégrupi faktor F(X)/R* do té thuhet se ka paragitie (X:R) ku X éshté
bashkésia e pérftuesve dhe R ajo e relacioneve ose relatoréve. Kjo pérgasje déshton
né rastin e gjysmégrupeve té renditur sepse né pérgjithesi faktori i njé gjysmégrupi té
renditur sipas njé kongruence nuk éshté mé njé po-gjysmégrup. Konstatimi i paré i
késaj anomalie éshté béré nga Kehayopulu dhe Tsingelis tek [28]. Mé tej té njéjtét
autoré kané studiuar té ashtéquajturat pseudo-renditje tek po-gjysmégrupet té cilat per
fat t& keq nuk lejojné pérkufizimin e paragitjeve té fundme pasi bashkésia e
relacioneve qé pérbéjné pseudo-renditjen éshté e pafundme. Gjithashtu kongruencat e
rregullta dhe fortésisht té rregullta té studiuara nga Xie Xiang-Yun tek [58] nuk jané
té pérshtatshme pér pérkufizimin e paraqitjeve té po-gjysmégrupeve pasi ato jané
ngushtésisht té lidhura me pseudo-renditjet e [28]. Eshté provuar né fakt se p éshté
kongruencé e rregullt né njé po-gjysmégrup vetém né gofté se ekziston njé pseudo-
renditje o etillé g¢ p=ono . Edhe rezultatet e métejshme té Xie Xiang-Yun tek

[59] jané né té njéjtén linjé me ato té [58]. Pér kéto arsye ne vendosém té ndjekim njé
pérgasje tjetér. Pérpara se té shpjegojmé rrugen gé do té ndjekim, do té paragesim
kétu njé version tjetér té zhytjes sé dhéné tek [32] té njé po-gjysmégrupi tek njé le-
gjysmégrup i ploté dhe distributiv. Né gofté se (S,,,<) éshté njé po-gjysmégrup qé ka
element mé té vogél i cili éshté njékohésisht edhe zero e shumézimit, quajmé F*(S)
nénbashkésingé e P*(S) qé ka pér elementé bashkésité e poshtme (A] ku AcS
éshté bashkési e fundme. Lidhur me veprimin o té shumézimit té pércaktuar tek [32],
F¥(S) formon néngjysmégrup té P*(S). Ky néngysmégrup éshté po-gjysmégrup
lidhur me pérfshirjen dhe pér té kemi ekzistencén e superioréve té fundém.
Konkretisht, pér cdo familje té fundme (A]ef'i(S) ku iel dhe | e fundme, nga

[32] shihet se v, (A]=(u,, A] dhe megénése secila prej A -ve éshté e fundme,
atéheré (U, Ai]e.’FL(S). Ndérkaq éshté e garté gé «(S) = F*(S) ku ¢ éshté zhytja
e pércaktuar tek [32]. Pra pérfundimisht mund té themi se ¢do po-gjysmégrup S
zhytet tek v -gjysmégrupi F*(S) i bashkésive té fundme té poshtme.

Le té supozojmé se (X,<) éshté njé bashkési e renditur dhe (F(X),,<) po-
gjysmégrupi i liré me bazé (X,<) i ndértuar tek [47]. Tek [51] éshté ndértuar v -
gjysmégrupi i ploté nga sipér i liré (P (F(X)),o,<) me bazé bashkésiné e renditur té
dhéné (X,<). Elementét e kétij v -gjysmégrupi jané bashkésité e poshtme (A],
renditja éshté pérfshirja dhe shumézimi é&shté dhéné me anén e barazimit
(A]o(B] = (AB]. N& qofté se né vend t& P*(F(X)) marrim nén v -gjysmégrupin
FY(F(X)) té pércaktuar mé sipér, atéheré F¥(F(X)) nuk éshté mé v i ploté sic
ishte P*(F(X)) por pér té ekzistojné superiorét e fundme. Gjithashtu F*(F(X))
éshté i liré me bazé (X,<) né kategoriné me objekte po-gjysmégrupet distributivé tek
té cilét ekzistojné superiorét e fundém dhe morfizma homomorfizmat gé ruajné
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superiorét e fundém. E mirae F*(F(X)) éshté qé lidhur me o dhe v formon njé¢ Q
-algjebér (F*(F(X)),,v) dhe sic dihet nga Teorema 3.5 e [5] faktori A/p injé Q-
algjebre A pér njé kongruencé p cfardo né A jep pérséri njé Q -algjebér té té njéjtit
lloj me A. Ekziston njé rezultat tek [5] analog me até té Pohimit 1.5.8 tek [9] gé
pérshkruan kongruencén R* té pérftuar nga njé bashkési relacionesh né njé
gjysmégrup S . Rezultati né fjalé éshté Teorema 6.2 e cila pohon se bashkésia C, (A)
e té gjithé kongruencave né njé € -algjebér A éshté njé sistem algjebrik i mbyllur gé
do té thoté se C,(A) pérputhet me B.(A?) ku I" éshté njé fushé operatorésh né A’
dhe B.(A?) éshté bashkésia e té gjithé nén I -algjebrave té A* lidhur me operatorét

I". Mé poshté do té tregojmé me hollési se si pérdoret ky rezultat pér té gjetur se kush
éshté kongruenca mé e vogeél né njé Q -algjebér A gé pérmban njé bashkési té dhéné

R . Mé pas do ta pérdorim kété pérshkrim té adaptuar pér rastine (F*(F(X)),o,v).

Pér té vértetuar barazimin C,,(A) = B.(A®) tek teorema 6.2 e [5] duhet pércaktuar T
né ményré té pérshtatshme. Pér kété jané pércaktuar kéto operatoré

(0 Pércdo a< A njé veprim0-or A =A(a) itillégé 1=(a,a);
(i) Njé operator 1-or u itille qé¢ w(X,y)=(y,X);
(iii)  Njé operator 2-or v itillé gé

v((x,Y),(z,1)) = (x,t) né qofté sey = zdhe (x,y) pérndryshe

(iv) Pércdo weQ(n+1) ku n>0, pér ¢cdo n-she (a,...,a,) nga A dhe pér
¢do i=1,..,n+1, éshté pércaktuar njé operator 1-or p = p(w,a,,...,a,,i) i
tillé qé

PO Y) = (@B By 1, X,8 s B, OBy 3, ¥ By B,)

Eshté e garté se njé kongruencé né A nuk éshté gjé tjetér vegse njé nén-algjebér e
Ax A lidhur me operatorét I', pra njé element i B.(A?). Kjo sjell gé pér ¢do
bashkési R relacionesh né A, domethéné pér ¢cdo nénbashkési t&¢ Ax A, kongruenca
né A e pérftuar nga R éshté prerja e té gjithé nénalgjebrave té¢ B.(A*) qé pérmbajné
R -né. Rrjedhimisht, pér té pérftuar kongruencén né fjalé, né fillim ndértojmé
bashkésing R° gé éshté bashkimi i té gjitha p(x,y) ku (x,y)eR, weQ(n+1),
n>0, dhe (a,,,a,) nj¢ n-she ¢fardo nga A. Pastaj aplikojmé mbi ¢do element té
R® sé ndértuar opératorét A, u dhe v duke pérftuar késhtu njé bashkeési té re (R%)°

qé éshté ekuivalenca e pérftuar nga R®. Nga pérkufizimi i kongruencés kemi gé
(R°)® = R*. Ky rezultat éshté analogu i atij té ndértimit té kongruencave tek [9].
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Le té jeté tani (S,,<) njé v-gjysmégrup. Do té themi se ¢ifti ((X,<),R) éshté njé
paraqitje e (S,,<) né qofté se (X,<) éshté njé bashkési e renditur, R éshté nje
nénbashkési e F*(F(X))? dhe S=F*(F(X))/R*. Né qofté se X éshté i fundém
atéheré do té themi se S éshté me pérftim té fundém, dhe né qofté se pér mé tepér R
éshté e fundme, do té themi se S éshté me paraqitje té fundme.

Skema e pérgjithshme e pérshkruar mé lart pér ndértimin e kongruencés sé pérftuar
nga njé relacion i dhéné né njé Q -algjebér ¢fardo, mund té adaptohet lehtésisht né

rastin e F'(F(X)) té konsideruar si Q-algjebér me dy veprime, o dhe v.
Fillimisht, pér cdo relacion ((U],(V]) nga R -ja, krijojmé dy bashkési,

L]0 UTo W, ], (W,Jo (V1o (W,1) | (W], (W, ] e F (F (X))}

dhe

LWV UTv W,1 W TV (VIV (W, 1) | W, ], W, e F (F (X)),

e mé pas marrim bashkimin e bashkésive té tilla té ndértuara pér té gjitha ciftet
(U1,(vV]) nga R -ja, bashkim i cili jep R®, dhe mé pas merret ekuivalenca e pérftuar
nga kjo e fundit.

3.1.2.1 Veti fundshmérie té paraqitjeve

Lidhur me kongruencén e pércaktuar nga R mund té percaktojmé njé sistem reduktimi
(Z,—) ku X = .7-'$(F(X)) dhe derivimet njé-hapéshe o, — o, jané dy llojesh:

o; =W, ]e(U]eW,],0;, = (W Jo(V]e(W,]dhe (U] (V]) €R,

ose

o, =W, ]vU]vW,].0, =W ]v (V]v (W,]dhe (U].(V]) eR.

Né gofté se R éshté njé bashkési zbritése relacionesh né sensin gé pér cdo (U], (V]) eR té
kemi YueU,3veV,u>v, atéheré o, = o, sjell gé¢ o, c o;.

Njé rast mé i pérgjithshém paraqitjesh sesa ato me pérftim té fundém éshté ai kur bashkésia e
renditur (X,<) éshté Noterian né sensin gé né X nuk ekziston asnjé zinxhir zbrités i
pafundém. Pér té tilla paraqitje ka vend lema e méposhtme.

Lemé 3.1.1 Né gofté se (X,<) éshté njé bashkési e renditur Noteriane, atéheré bashkésia e

renditur (F(X),<) éshté gjithashtu Noterian.
Veértetim. Do té vértetojmé se ¢do zinxhir
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uzu, 2u, ... (N.1)

né F(X) pérfundon. Vértetimi do té béhet me induksion sipas gjatésisé sé u. Né rastin kur
gjatésia éshté 1, atéheré fjalét u, pér k >1 jané shkronja, rrjedhimisht nga fakti gé¢ (X,<)

éshté Noterian marrim se zinxhiri né fjalé né kété rast pérfundon. Supozojmé tani pér
induksion se pohimi vlen pér fjalét me gjatési n dhe duam ta provojmé pér ato me gjatési

n+1. Késhtu gjatésia e U éshté n+1. Le té jeté pér cdo k >1, X,, shkronja e paré e fjalés

u, dhe X shkronja e paré e fjalés u . Pér kéto shkronja kemi zinxhirin
X=X, > X, >

i cili nga supozimi pér bashkésing e renditur (X, <) pérfundon, té themi né y dhe kjo ndodh

tek fjala u, . Konsiderojmé tani zinxhirin
u'>u >u,>.. (N.2)

ku u' éshté pérftuar nga u duke larguar x me té cilin fillon, ndérsa pér
k=1,..n-1u, éshté pérftuar nga u, duke larguar X, me té cilén fillon dhe pér

k>n, u_ pérftohet nga u, duke larguar y me té cilin fillon. Mirépo né kété rast
gjatésia e u' éshté n dhe atéheré nga supozimi induktiv do té kemi gé zinxhiri (N.2)
pérfundon, le té themi tek u'p. Tani éshté e garté gé zinxhiri i dhéné (N.1) do té

perfundojeé tek fjala u, = yu, .m

Rast me interes paragitjesh éshté ai kur relacionet (U,V) té R -sé jané té tilla g¢ U ={u}
dhe V ={v} ku u,ve F(X) tétilla g¢ u>v. Pér té paré nése sistemi i reduktimit né raste
si ky éshté Noterian ne mund té shmangim derivimet e llojit te dyté duke vepruar né kété
ményré. Shkruajmé (A] né formén v,_, (@], transformojmé secilén (a] tek njé e
pareduktueshme (a,] dhe pastaj marrim v, _, (8,]=(u,..8,] e cila éshté veté e
pareduktueshme. Né rastin mé té pérgjithshém té relacioneve zbrités cdo (A] mund té
reduktohet tek njé (B] e pareduktueshme modulo bashkésing e derivimeve té llojit té dyté.

Pra problemi i reduktimit te njé element (A] té dhéné tek njé (B] i pareduktueshém sillet tek
verifikimi pér derivimet e llojit té paré. Teorema 3.1.2 gé vijon konfirmon se cdo

(A] € F*(F(X)) éshté ekuivalent modulo R me njé (B] e cila éshté e pareduktueshme. E
théné ndryshe, sistemi (Z,—>) éshté Noterian.

Teoremé 3.1.2 Né qofté se bashkésia e renditur (X,<) éshté Noteriane dhe R éshté njé
bashkési zbritése relacionesh, atéheré sistemi i reduktimit (X, —) éshté sistem Noterian.
Veértetim. Supozojmé se ekziston njé zinxhir i pafundém zbrités me derivime té llojit té paré

0,—>0, > +—>0, >0, > (N.3)

n+1
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gé i shkruar ndryshe do té ishte

(Al=> (Al > (A]=>(Aul—--

KEétij zinxhiri i korrepsondon vargu jo-rrités i bashkésive té poshtme

Al2(Al=2-=2(Al2AL ]2 (N.4)

VEémé re nuk mund té ndodhé gé ky varg zbrités té stabilizohet pas njéfare indeksi n, pasi po
té ishte ashtu do té kishim nénvargun

(AT=(Al=
dhe ndérkaq kétij i korrespondon né krahun tjetér nénvargu rigorozisht zbrités

O, >0, >

n+1

Asnjé nga derivimet o, — o,,; mé lart nuk mund té jeté i llojit té paré pasi né até rast do té
kishim gé cdo element i A, do té ishte rigorozisht poshté njé elementi t&¢ A e pér pasojé
(A,;]1< (A] pérkundér barazimeve té supozuara mé lart. Nga ana tjetér asnjé nga derivimet
o, = 0,,; nhuk éshté i llojit té dyté pasi kjo do té binte ndesh me kushtin. Késhtu mbetet qé
vargu (N.4) té mos stabilizohet askund. Né kushtet tona ¢do derivim (A,]— (A,.,] tek (N.3)
do té ishte i formés (W, -U -W,] —> (W, -V -W,] ku pér ¢do ueU ekziston njé veV etillé
gé u>Vv. Kjo do té thoté gé ¢do wUw, € A, ekziton nj¢ wVvw, € A, e tillé gé

U, > wVao,. Nga Kjo rrjedh se mund té gjendet njé zinxhir zbrités

a >a,>.. (N.5)

né F(X) ku & € A pércdo i>1. Por kjo kundérshton rezultatin e lemés 3.1.1 e pér pasojé
konkludojmé se (N.3) pérfundon. m

Njé anomali gé i bén sistemet e reduktimit jo Noteriane éshté ekzistenca e cikleve. Lema
2.2.5 e [2] pohon se ¢do sistem reduktimi i cili éshté globalisht i fundém dhe aciklik, éshté
edhe Noterian. Kjo tregon se mungesa e cikleve sé bashku me fundshmériné globale do té
sillnin pérfundueshmériné. Mé tej do té shohim se me ¢faré éshté ekuivalente mungesa e
cikleve né terma té teorisé sé gjysmégrupeve.

Né tezén e tij té doktoratés [44] Pasku i shogéroi ¢do sistemi reduktimi (Z,—) njé

nénmonoid P té monoidit té ploté té transformimeve 7 (X) té bashkésisé X né ményrén e
méposhtme:

P={re7(X):r(a) =bvetém né qofté se b éshté pasardhés ia ose a = b}.
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Eshté e garté gé, lidhur me kompozimin e transformimeve, P formon njé nénmonoid té
T (%) i cili quhet monoidi i reduktimeve té (X, —). Qéllimi aty ka géné studimi i sistemeve
Noteriane dhe konfluente me mjete té teorisé sé gjysmégrupeve. Si¢ e thamé mé lart, kétu do
té tentojmé té njéjtén gjé por lidhur me pérfundueshmeriné.

Konsiderojmé koproduktin P * P né kategoriné e monoidéve t¢ P me veten e vet. Mé tej, le
té jeté ZX grupi i liré abelian me bazé ¥. Cdo <P pércakton njé endomorfizém
[7] € End(ZX) té dhéné nga barazimi

[T](Zziai )= Zziz'(ai )-

iel iel
Né kété ményré pércaktohet njé homomorfizém
@:P —>End(Zx) i tillé gé 7 [7]

Ky homomorfizém bén t€ mundur ekzistencén e produktit gjyseém té drejté ZXx P .

Pér cdo a € X pércaktojmé tani

Ayt P> 7% P
té tillé gé

> (a—7(a),7).

Ky éshté homomorfizém pasi pér 7, dhe 7, nga P nga njéra ané kemi qé

A7, 07) = (@—17,(7,(8)), 7,0 1),
dhe nga ana tjetér gé

A(0) 4(m) =(a-1,(a).7,)-(a-7,(a),7)
=(a-r,(a)+[r,1(@a-7,(a)), 7,07,)
= (a-7,(a)+7,(a) —7,(7,(a)), 7, 0 1)
= (a-17,(r,(8)),7,°1y),

qé tregon barazimin A, (7, o7,) = A,(7,)- 4, (7,) .

Vetia universale e koprodukteve sjell ekzistencén e njé homomorfizmi unik
AP*P —>7Z%x,P itille g¢ Acz=4, ku 1:P —>ZEx P éshté injeksioni pérkatés i
koproduktit.

Pohim 3.1.3 Sistemi (Z,—>) nuk pérmban cikle atéheré dhe vetém atéheré kur pér cdo a € X
, im(A)NP=J.
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Vértetim. Supozojmé se ekziston njé element 7, *---*7z_ i tillé gé pasqyrohet me anén e A
tek (0,7,0---07,) € ZX X, P . Atéheré do té kishim

O,,007,) = A1)
= (a-7,(@).7)(a-7,(a).7,)
=(@-(5;007,)(@), 7,000007,)

prej nga marrim gé (z;o---o7,)(@) =a ose ndryshe gé tek a ekziston njé cikél, pra njé
kontradikté.

Anasjellas, nése do té kishim njé cikél né njé element acX, atéheré do té gjendeshin
Ty, T, € P, tétillagé (7,0---07,)(a) = a. Né kéto kushte do té kishim qé

Mz #-xz) =(a-7n(a).7) - (a-r7,(a)7,)

=(@=(roreor)(@),7y0007,)
=(0,z7,0:--07,) P,

né kundérshtim me supozimin. Atéheré mbetet gé té mos keté pasur njé cikél né a.m

3.1.3 Ndértimi i po-gjysmégrupeve metriké té liré

Do té pércaktojmé tani kategoriné e gjysmégrupeve metriké té renditur dhe do té
ndértojmeé aty objektet e liré. Kategoria e gjysmégrupeve metriké éshté pércaktuar nga
B. Saunders né [1]. Do té japim mé poshté pérkufizimin e tij. Njé gjysmégrup metrik
éshté njé treshe (S,,¢5) ku (S,) éshté njé gjysmégrup dhe (4 :S — N éshté njé
homomorfizém tek gjysmégrupi mbledhés i numrave natyroré i cili zakonisht éshté
quajtur funksion gjatésie i S. Né qofté se (Sl,-,ﬁsl) dhe(Sz,-,fsz) jané dy
gjysmégrupe metriké, atéheré njé morfizém h:(Sl,-,ESl)—>(SZ,-,£52) éshté pikérisht
njé homomorfizém gjysmégrupesh h:(S,,-) = (S,,)) me vetiné shtesé gé ﬁsz oh= £51 .
Njé pérkufizim alternativ i gjysmégrupeve metriké do té ishte duke i paré ata si
objekte nga kategoria e gjysmégrupeve mbi gjysmégrupin mbledhés té numrave
natyroré. Pér pérkufizimin e pérgjithshém té kategorisé sé objekteve mbi njé objekt té
caktuar i referohemi monografisé [40].

Do té japim tani pérkufizimet tona pér bashkésité metrike té renditura dhe
gjysmégrupet metriké té renditur.

Pérkufizim 3.1.4 Kategoria e bashkésive metrike té renditura OMSets ka pér objekte
treshet (X,=<,0,) ku (X,<) éshté njé bashkési e renditur dhe ¢, : X — N éshté njé
pasqyrim gé kénag implikimin /7, (X)</,(X,)=>X% <X,. Njé& morfizém
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fi(X,x,0,)—>(Y,=,0,) éshté njé pasqyrim gé ruan renditien f :(X,<)—(Y,<)
dhe gé kénaq vetiné shtesé qé ¢, o f =7, .

Njé bashkési metrike e renditur (X,=,¢,) thuhet se ka njé metrike konstante né qofté
se 7, éshté funksion konstant.

Shembull 3.1.5 Jepet njé bashkési jo boshe X dhe supozojmé se < éshté relacion
renditje né X . Né [37] Kobayashi ka pércaktuar renditjen gjatési-leksikografike <

llex

tek gjysmégrupet e liré F(X) si vijon. Le té jené x=(x,,...,X,) dhe y=(y;,....¥,)

fjalé né F(X). Né qofté se m<n , atéheré x<, Yy, dhe né qofté se m=n por

llex
ekziston 1<i<m-1etillé gé¢ x, =y, pér t=1,..,i dhe x,,, <Y,,,, atéheré x<,, Y.
Eshté provuar gé kjo renditje éshté frytdhénése né studimin e sistemeve té rishkrimit.
Tani ne mund té pércaktojmé (., :F(X)— N nga (..., X,) = n dhe té shohim gé

(F(X), <yexs £ (xy) béhet bashkési metrike e renditur. Gjithashtu, né qofté se e shohim

llex ?
X si njé nénbashkeési té F(X) dhe té shénojmé me ZX ngushtimine /., mbi X,

shohim gé (X,<,7,) éshté bashkési metrike e renditur me metrike konstante njésh,

Pérkufizim 3.1.6 Kategoria e gjysmégrupeve metriké té renditur OMSgrp ka pér
objekte katérshen (S,-,=<,() ku (S,-,<) éshté gjysmégrup i renditur, (S,,¢) éshté

gjysmégrup metrik dhe homomorfizmi L kénaq implikimin
ls(8)<ls(s,)=s,<5S,. Njé morfizém f:(Sl,-,j,fsl)—>(SZ,-,5,€SZ) éshté njé
homomorfizém gé ruan renditjen f:(S;,,<)—>(S,,~<) 0qé kénag vetiné shtesé
ls,of =15 .

Pér njé bashkési té renditur té dhéné (X,<,(,) me metrike konstante, ne do té
tregojmé qé gjysmégrupit té liré F(X) mund ti jepet struktura e njé gjysmégrupi
metrik té renditur ku renditja lind nga ajo né X . Sé pari, éshté e thjeshté té
pércaktojmé funksionin gjatési:

Loy 'F(X) > Nitillé gé (x,...,X,) = Zn:fx (x)-
i=1

Eshté e garté se ¢ (x, Eshté homomorfizém gjysmégrupesh i cili pasqyron ¢do fjalé té
F(X) tek gjatésia e tij shumézuar me konstanten ¢, (x) pércdo xe X .

Pérpara se té pércaktojmé renditjen < né F(X), ne béjmé pérkufizimin qé vijon.

Né qofté se u=(x,....x,),u" =(Y;,...,¥,) € F(X) jané fjalé té sé njéjtés gjatési,
atéheré do té themi se u éshté leksikografisht pérpara u’, dhe e shénojmé me u<u’,

vetém né qofté se pér ¢do i =1,...,n, X <y;.
48



Tani konsiderojmé relacionin e méposhtém né F(X).
U=V VEteM nése, 0Se (¢ ) (U) < L xy(V), 0S€ Lp () (U) = L, (V) dhe u=,v.

Eshté e lehté té shihet se < éshté pjesérisht i renditur né F(X) dhe gé pér ¢do
u,v,we F(X), né qofté se u=<v, atéheré wu<wv dhe uw<vw, té cilat e béjné
(F(X),-,<) gjysmégrup té renditur. Pér mé tepér kemi gé (F(X),-,<, (¢ «,) €shté njé
gjysmégrup metrik i renditur. Vérejmé pér pérdorim té métejshém gé ekziston njé
morfizém injektiv z: (X, =, 0,) = (F(X), <, (¢ «y) bashkésish metrike té renditura té

pércaktuar nga X+ (X).

Teoremé 3.1.7 Né qofté se (X,<,(,) éshté njé bashkési metrike e renditur me
konstante metrike, atéheré (F(X),,=, /¢ x,) éshté gjysmégrupi metrik i renditur i liré
me bazé (X,=<,4,).

Veértetim. Kemi pér té vértetuar qé pér ¢do gjysmégrup metrik té renditur (S,-,=<,4;)
dhe ¢do morfizém bashkésish metrike té renditura f:(X,3,/,)—>(5375),
ekziston njg morfizém i vetém gjysmégrupesh metrike té renditura
P (F(X) 2l () = (83, 45) itille gé por= 1.

Pasqyrimi i bashkésive f:X —S indukton njé¢ homomorfizém gjysmégrupesh
¢:F(X)—>S (i shénuar me f né hyrje). Do tregojmé se @ 6shté morfizém
gjysmégrupesh metriké té renditur. Pér kété géllim ne kemi pér té provuar se
lsop="Lgy, dhe se, né qofté se u=v né F(X), atéheré p(u)=p(v) né S. Pér té

parén, le té jeté (x,...,X,) njé fjalé ¢cfardo né F(X), atéheré

Co(@((Xon X)) = Lo (F (X)) F(X,)) nga pérkufizimi i ¢
=0 (F(x)+-+L(F(x,)) (g éshté homomorfizém
=0, (X)+-+ L (X)) f éshté pasqyrim bashkésish metrike
= Loy (%00 X)) nga pérkufizimi i (¢ .

Pér té dytén, le té jeté u=<v né F(X). Jané té mundura dy raste. | pari,
Ceio(U) <Le (V) dheidyti £, (U) = Cg ) (V) por u=,v. NE rastin e paré kemi

Ls(p(u)) = Ly (U) < Ly (V) = L5 (0(V)),

e cila tregon se /¢ (p(u)) </ (@(Vv)), rriedhimisht @(u) < @(v). Né rastin e dyté,
supozojmé u = (X;,...,X,) dhe v=_(y,,...,y,) dhe gé x, =Xy, pér i=1,..,n. Atéheré

pu) = 104) - FOG)ZT () T(¥,) = 0(v),
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gé provon késhtu pohimin pér kété rast.

M@ tej, duke pérdorur pérkufizimine ¢, shohim gé @por= f.

Sé fundi kemi pér té provuar gé ¢ éshté e vetme me vetité e dhéna. Vértet, né qofté
se wi(F(X)=2le) > (5,3, 0s) éshté nje tjetér morfizém gjysmégrupesh
metriké té renditur i tillé g& wo:= f , atéheré nga kushti goz= f, kemi qé pér ¢do
xe X, w(x)=f(x)=¢(x) gétregonse w dhe ¢ pérputhen né gjeneratoréte F(X)
prandaj ato jané té barabarta me njéra-tjetrén.m

Sé fundi vértetojmé pohimin e méposhtém.

Pohim 3.1.8 Né qofté se (X,X) éshté latisé, atéheré (F(X),,=<) éshté njé latisé
shpérdarése.
Veértetim. Do tregojmé se ekzistojné aAb dhe avb pér dy elemente ¢fardo a,b té

F(X) dhe gé pér ndonjé ce F(X), c(avb)=cavcb dhe (avb)c=acvbc. Le té
jené a=(X;,...,x;) dhe b =(y;,..., Y5, Y.10-- Yi ) » KU prapashtesat (y..,,..., y,) mund té
jené bosh. Pér ekzistencén e aAb do té provojmé se

anb (X AYuX AY,) néqoftése s=k
AD=
a né qofté se s<k

Veértet, né qofté se s <k, atéheré nga pérkufizimi, a<b dhe aAb=a. Tani, né qofté
se s=k, nga pérkufizimi i < éshté e qarté se (X, AY,....X AY,)=a dhe
(X, A Yypeey X, A Y )=, Tani le té jeté c=(z,...,z,) e F(X) e tillé gé¢ c=a dhe c=b.
Rrjedh se t<s. Né& qofté se t<s, atéheré menjéheré do té pérftonim
C=(X, A Yy, X AY,). PErndryshe, né qofté se t =s, atéheré z, <x; dhe z, <y, pér
i=1,..,t, prandaj z, <x Ay, péri=1,.,t dhe sirezultat c=X(X, A Y,,..., X, AY,). Pér
ekzistencén e avb pohojmé se

avb (X VY X VY,) néqoftése s=k
vD=
b né qofté se s<Kk

Veértet, né gofté se s<k, atéheré nga pérkufizimi a<b dhe avb=Db. Né qofté se
tani s=k, atéheré pérséri pérkufizimi i < siguron se (X, vV Y,,...X VvY,)=>a dhe
(X, V Yy X VY ) 2b Le té jeté tani ¢ =(z,,...,z,) e F(X) itillé g¢ a=c dhe b=c,
atéheré s<t. Né qofté se t>s, atéheré rrjedh menjéheré a,b<c, pér rrjedhojé
(X, V V5o X V Y )C. Pérndryshe, né qofté se t = s, atéheré x, vy, <z, péri=1,..,s
e cila implikon se

(v Vi XV Y) 225000 24),
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duke provuar késhtu pohimin. Sé fundi, le té jeté c=(z,...,z,), a=(X;,...,X;) dhe
b=(Yy Y1 Yeir-n V). DO té provojmé se c(avb)=cavcb. Barazimi tjetér
(avhb)c=acvhbc provohet né ményré duale. Né qofté se k > s, atéheré

c(avb)=(z,... 2, Yiss Yor Yorro- Vi) = CD,
dhe
cavcb=cb
meqénése ¢, (ca) </, (cb). Nése tani k =s, atéheré
c(avb)=(z,. 2, X,V Yy, X, V' YS),
dhe

caveb =(z,...,2, %, . X)V(Z, 0 2, Yys o Ys)

= (2,0 2, X VY XV YS)
=c(avh)

gé pérfundon vértetimin.m

3.2 £-Gjysmégrupet té para si algjebra

Njé po-gjysmégrup mund té zhytet né njé £ -gjysmégrup sic tregohet né [32] dhe [31],
por né secilin rast zhytja nuk ruan superiorét gé mund té ekzistojné né burim. Qéllimi
i paré i keétij paragrafi éshté té ri-pércaktojé £-gjysmégrupin né té cilin po-
gjysmégrupi zhytet né njé ményré té tille gé anomalia e mésipérme té mos ndodhé.
Qéllimi i dyté lidhet me njé diskutim qé béhet prej kohésh rreth ngjashmérisé té
teorisé sé po-gjysmégrupeve e cila bazohet mbi idealet e renditur dhe asaj té £-
gjysmégrupeve e cila bazohet mbi elementét idealé. Komente té dobishme rreth késaj
teme mund té gjenden pér shembull né [35]. Qéllimi yné éshté té shohim pér
ngjashméri globale ndérmjet po dhe £-gjysmégrupeve, dhe global kétu nénkupton
kéndvéshtrimin nga piképamja kategorike. Né& ményré mé té garté, nga njéra ané ne
gjejmé bashkéngjitje ndérmjet kategorive me objekte po-gjysmégrupet dhe nga ana
tjetér asaj me objekte £ -gjysmégrupet. Funktori i paré gé té vjen ndérmend nga e para
te e dyta kategori éshté funktori pérfshirés. Njé funktor tjetér jo aq evident sa i pari,
éshté ai i drejtimit té kundért dhe pérkufizimi i tij mbéshtetet né zhytjen e pércaktuar
né pjesén e paré té kapitullit. Cifti éshté né fakt njé cift funktorésh té bashkéngjitur
dhe mé interesantja, kategoria e £-gjysmégrupeve gé ne marrim né konsideraté
rezulton té jeté izomorfe me kategoriné e T -algjebrave mbi po-gjysmégrupet ku T
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éshté monadi i pércaktuar me ané té bashkéngjitjes. Me fjalé mé té thjeshta, £-
gjysmégrupet mund té shihen si T-algjebra né kategoriné e po-gjysmégrupeve.

3.2.1 Teorema e zhytjes

Né kété paragraf do té konsiderojmé gjysmégrupet e renditur (S,,<) té cilét

pérmbajné nje element zero i cili éshté né té njéjtén kohé elementi mé i vogéli S dhe
pér shkurtim themi se njé gjysmégrup i tillé ka njé element zero. Ky nuk é&shté njé
kufizim real megénése né qofté se ne kemi njé gjysmégrup té renditur (S,,<) gé nuk

pérmban njé té tillé, atéheré ne mund ta zgjerojmé S né njé gjysmégrup té renditur
me njé element mé té vogél i cili éshté né té njéjtén kohé zeroja e shumézimit. Kjo
béhet duke i shtuar S njé element 0 dhe duke i pércaktuar S°=SuU{0} njé
shumézim té ri * dhe njé renditje té re <, sipas

ab né qofté se a,besS
a*bz{ g =% ghe =< A(0,%)|xe S}

0 néqofttse a=00seb=0

Eshté e garté g¢ S zhytet né S° dhe struktura algjebrike e S mbetet e paprekur.
Késhtu gé tani e né vazhdim ne supozojmé qé po-gjysmégrupi (S,-,<) ka njé element
zero é shénohet me 0. Gjithashtu ne i shtojmé njé veti tjetér po-gjysmégrupit tong,
até té shpérndarjes. Né qofté se X,Y jané nénbashkési té fundme té S dhe v x dhe

xeX

v,y ekzistojné né S, atéheré v XY ekziston  gjithashtu  dhe
ye XyeX-

xye\g(-Y = (nZX X).(y\e/Y y)'

Mé tej do té pércaktojmé bashkésité e poshtme si vijon. Né qofté se AcS éshté e
fundme jo-boshe, atéheré konsiderojmé C(A) nénbashkésiné e S e cila pérmban A
sé bashku me té gjithé superiorét e nénbashkésive t& A gé mund té ekzistojné né S .
Me fjalé té tjera, « € C(A) vetén né gofté se gjendet AAc A etillé gé¢ a=v,  ,a .
Eshté e qarté se, pér ¢cdo ae A, a=\{a}, atéheré Ac C(A). Gjithashtu éshté e garté
se C(C(A)) =C(A). Tani pércaktojmé

1" (S) ={(C(A)]: @ = Ac S e fundme},
ku
(C(A)]={s €S: ekziston ndonjé o € C(A) e tillé gé s < a}.
Ne mund ta shndérrojmé Hi(S) né njé gjysmégrup duke pércaktuar

(C(A)]-(C(B)]=(C(A)-C(B)].
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Ky veprim é&shté i miré-pércaktuar megénése nése (C(A)]=(C(A)] dhe
(C(B)]=(C(B")], atéheré

(C(A)]-(C(B)]

(C(A)-C(B)] = (C(A)]-(C(B)]]
(C(A)]-(C(BI=(C(A)-(C(B)]=(C(A)]-(C(B)].

Gjithashtu o éshté shogérimtar megénése shogérimtar éshté edhe veprimi - i pérfshiré
né pérkufizim.

Lemé 3.21 Pér cdo dy nénbashkési té fundme jo boshe ABcS,
(C(A)-C(B)]=(C(A-B)].
Veértetim. Le té jeté x<aff ku aeC(A) dhe BcC(B). Atéheré, a = ,vA,a' dhe

a= v b ku A'c A dhe B'< B. Rrjedh se

b'eB’

X< ’\e/A'a')‘ '\G/B'b'): v a'b’eC(AB),

a'b’'eA'B’

qé provon se x e (C(AB)]. Pér té anasjellén, le té jeté x e (C(AB)], atéheré ekziston
njé familje e fundme indeksesh | etillé gé x < v ab, ku a € A dhe b, e B, atéheré

x<vab <(vallvb)ec(a)-c(),

qé provon se x € (C(A)-C(B)]. g

M@ tej pércaktojmé njé relacion renditje < né IT"(S) si vijon.
(C(A)]=(C(B)] vetém né gofté se (C(A)] < (C(B)],

ose me fjalé té tjera, < nuk éshté gjé tjetér vecse < i cili éshté né ményré té qarté
relacion renditje. Mé tej do té tregojmé qé me kété relacion renditje, IT*(S) éshté

latisé me element zero i cili &shté edhe elementi mé i vogél gjithashtu.
Le té jeté (C(A)] njé familje e fundme elementésh me i e 1. Do té provojmé se

v(C(A)=(C(UA)] (3.1)

Vértet, meqgénése pér cdo iel, Ac ikEJIA, atéheré  C(A) gC(ikEJI A) dhe
(C(A)]Ic (C(i\:I A)]. Né gofté se tani (C(A)] < (C(A)] pércdo iel, atéheré pér ¢do
a, €C(A), o, €(C(A)]. Le té jeté tani « Ec(éf A), atéheré gjenden nénbashkésité
AcCA tétillagé o= v ai\é/p{ a/. Eshté e qarté se a;\e//s{ a' €C(A) dhe nga mé sipér,

,Vﬁ,aiIEC(A) dhe a<C(A) megénése C(A)=C(C(A)). Késhtu né qofté se
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XE(C(H A)], atéheré x<a ku aeC(H A) dhe megénése o € C(A) do té kishim
x e (C(A)] gé provon se (C(H Allc i\/I(C(Ai)] e cila implikon (3.1).

Pérséri, le té jeté (C(A)] njé familje e fundme elementésh me i< 1. Do provojmé se
kur S éshté me pérftim té fundém atéheré

AC(AN]= (C(O(CAD] (3.2)

Vértet, megénése _mI(C(A)]g (C(A)] pér té gjitha i € I, atéheré

C((C(A)]) = (C(A)] dne (C(N(C(AD] = (C(A)],
pér té gjitha i | . Mé tej, né qofté se (C(A)] < (C(A)] pér té gjitha i e |, atéheré
(C(A]= N(C(A)] = C(Q(C(A)]) rmjedhimisht (C(A)] <= (C(D(C(A)D],

e cila provon (3.2).
Té provojmé tani se pér ¢do (C(A)] dhe ¢do familje té fundme (C(B;)] pér iel
kemi

(C(A= v (C(B)])= v(C(AT-(C(B)]

el

dhe
|V (C(B))-(C(A]= v (C(B)](C(A)]

Do té provojmé vetém barazimin e paré meqgénése vértetimi i té dytit éshté i
ngjashém. Ana e majté e barazimit transformohet si mé poshté

(C(AI(v(CE) = CMAIC(YB]  nga.)
(C(A-(vB))] nga pérkufizimi i o dhe lema 3.2.1

shumézimi éshté shpérndarés
lidhur me bashkimin.

(C(UA-B)]

Ndérsa ana e djathté transformohet.

v (C(A)]o(C(B)]

v(C(A-B))] nga pérkufizimi i o dhe lema 3.2.1
(C(LC(A-B)] nga(3.1).

Tani meqgénése g{A-Bigng(A-Bi), atéheré (C(_UIA-Bi)]g(C(HC(A-Bi))].

Pérfshirja e anasjellé e késaj té fundit éshté gjithashtu e vérteté. Vértet,
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(C(UC(A-B)] < (C(C(UA-B))
= (C(UAB)]

Kjo tregon se (C(ikEJIA-Bi)]:(C(ikEJIC(A-Bi))] dhe si rezultat se
(C(A)o (v (C(B)])= v (C(A)]-(C(B)].

el
Eshté e qarté se (IT'(S),o,<) éshté £-gjysmégrup me njé element zero gé eshté edhe
zero shumézimi e I1*(S). Eshté lehtésisht e verifikueshme gé ky element éshté (0]
ku O éshté zeroe S.

Tani e zhysim S né I1°(S) me ané té pasqyrimit
1:S > II*(S) i tillé gé x> (C(X)] = (X].

Do té provojmé gé ky éshté njé homomorfizém injektiv i cili ruan superiorét e fundém
gé mund té ekzistojné né S . Veértet,

1(xy) = (y1= (COy)T = (C(X)]= (C(Y)] = «(x) o o(y),

e cila tregon se ¢ éshté homomorfizém gjysmégrupesh. Ai éshté gartésisht injektiv
pasi (x]=(y] sjell g¢ x=y. Pér té provuar se ai ruan superiorét e fundém qé

ekzistojné né S, le té jeté VX% njé superior i tillé, atéheré

(v %) = (C(v X1 = (CAXNI = v (CORN= v 1(x).
Pasqyrimi ¢ ruan inferiorét e fundém gjithashtu. Vértet,
(XA Y)= (CHRAYI=(xAY]
dhe
(%) ~i(y) = (A (¥1= (CCHINCHIDI= (XA Y]
prandaj «(x A ) = «(x) A(y).

Teoremé 3.2.2 Cdo po-gjysmégrup (S, <) me pérftim t& fundém dhe me zero zhytet
né €-gjysmégrupin (I1°(S),o,c) me ané té& pasqyrimit x> (C(x)] i cili ruan
superiorét dhe inferiorét e fundém gé mund te eksiztojné né S. £-gjysmégrupi
(IT*(S),,<) éshté shpérndaré, ka element zero dhe éshté me pérftim té fundém.

Veértetim.Mbetet té vértetojmé pjesén e fundit pasi pjesa tjetér éshté vértetuar
ndérkag. Do té provojmé gé né qofté se ekziston njé bashkési e fundme (X,<) dhe

njé epimorfizém v -gjysmégrupesh
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¢: FH(F(X)) - S,

atéheré ky indukton njé epimorfizém v -gjysmégrupesh
¢,  FH(F(X) > T (S).

Mé pérpara vEmé re kété fakt. Né qofté se A={s,...5,}< S, atéheré duke géné se S
pérmban superiorét e fundém do té kemi barazimin C(A)={s,,...,S,,Vi,S.}
rrjedhimisht (C(A)]=(vi,s,] dhev; s =seS. Pra ¢do (C(A)]eIT*(S) pérkon me
njé (s] ku seS. Pércaktojmé per ¢do U < F(X) té fundme, ¢,((U]) = (4((UD].
Megé ¢ éshté homomorfizém, edhe ¢, do té jeté i tille. Duke marré parasysh
vérejtjen e mésipérme dhe faktin gé ¢ éshté syrjektiv, marrim gé

(C(A)]=(s]=(2(UDI=2.(VD),

gé tregon se edhe ¢, éshté syrjektiv.m

3.2.2 Njé situaté bashkéngjitjeje

Konsiderojmé dy kategori, e para éshté kategoria v -sgrp objektet e sé cilés jané v -
gjysmégrupet me pérftim té fundém dhe pér morfizma té gjithé homomorfizmat gé
ruajné superiorét, ndérsa e dyta éshté kategoria £—sgrp objektet e sé cilés jané £ -
gjysmégrupet me pérftim té fundém dhe shpérndarés dhe me morfizma té gjithé
homomorfizmat gé ruajné superiorét. Qéllimi i kétij paragrafi éshté té provojé qé
£—sgrp éshté nénkategori reflektive e v -sgrp gjé gé nénkupton gé funktori
pérfshirés K:£€—sgrp —v—sgrp ka té bashkangjitur té majté. Gjithashtu do té
diskutojmé se cfaré kuptimi kané nga piképamja e teorisé sé gjysmégrupeve vetité
universale té njéshit dhe konjéshit té bashkéngjitjes te ¢do objekt.

Pérpara se té provojmé rezultatin toné kryesor té kétij paragrafi ne do té tregojmé qé

operatori InM pércakton njé funktor IT":v—sgrp— £—sgrp. Vértet, pércaktojmé
1" duke i lidhur ¢do objekti S ev—sgrp £-gjysmégrupin e tij té bashkésive té
poshtme IT*(S) e cila éshté provuar té jeté me pérftim té fundém dhe shpérndarése
pra njé objekt nga £€—sgrp, dhe ¢cdo homomorfizmi v -ruajtés f :S — S’ pasqgyrimin
IT"(f):IT"(S) — I1*(S") té pércaktuar nga (C(A)]— (C(f (A))]. Sé pari, vérejmé qé
IT"(f) éshté pasqyrim i miré-pércaktuar. Pér kété le té jené A BcS té tilla gé
(C(A)]=(C(B)] dhe duam té tregojmé se (C(f(A))]=(C(f(B))]. Vértet, le té jeté
a=v f(a;) eC(f(A)), atéheré
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a=vi(a)

f(_vI a) meqénése f ruan superiorét

f (_vJ b;) megénése C(A) c (C(B)]
je

v f(b) <C(f(B)),

IN

gé provon se C(f(A)) < (C(f(B))], pra gé (C(f(A)]<(C(f(B))]. Né& ményré té
njéjté provohet pérfshirja e anasjellé, pér rrjedhojé korrektésia e IT*(f). Mé tej do

provojmé qé IT*"(f) éshté homomorfizém qé ruan superiorét e cfardoshém. Vértet,

I (F)((C(A)]=(C(B)]) = IT'(f)(C(AB)]) nga lema 3.2.1
= (C(f(AB)]=(C(f(A)f(B))] f éshté homomorfizém
= (C(f(AN]-(C(F(B))]

T (£)(C(A)]) o IT ()((C(B)])

gé provon se IT'(f) éshté homomorfizém. Pér té treguar gé ai ruan superiorét e

fundém marrim njé superior té tille v,_, (C(A)] dhe llogarisim

iel

T (F)((C(Uiq A))  nga(3.1)
= (C(f(u,, Al nga pérkufizimiiHi(f)
= (C(u, T(A)] f ndérron me bashkimet
= Vviu (C(f(A))] nga (3.1)
= v IT°(F)((C(A)]) nga pérkufizimi i IT*(f).

I (f)(vie, (C(A)])

Pér té pérfunduar vértetimin qé 1" éshté funktor, kemi pér té treguar gé ai ruan
kompozimin dhe ¢on njéshat tek njéshat. Pér té& parén, le té jené g:S’'—S" dhe

f:S—S" dy morfizma té kompozueshém né v —sgrp. Shohim gé pér c¢do
(C(A]eIT(S),

([T (@) o LT (F)((C(A)]) = TI°(g)(AT"(f)((C(A)])
= II'(9)((C(f(A)])
= (C(gf (A)]
= TI°(gf)((C(A)D).

e cila tregon se T1°(g)=IT"(f)=I1"(gf). Sé fundmi, né qofté se id. :S —S éshté
morfizmi njésh né ndonjé objekt S dhe (C(A)]eIT*(S), atéheré

IT* (ids )((C(A)]) = (C(ids (A)] = (C(A)] =id, . . (C(A)]),

57



pra IT* (id, ) = id

()

Teoremé 3.2.3 Kategoria £—sgrp éshté nénkategori reflektive e v -sgrp.
Veértetim. Do té provojmé se funktori pérfshirés K:£€—sgrp —v—sgrp éshté i

bashkéngjitur i djathté i IT" dhe pér kété géllim ne na nevojitet té tregojmé se pér ¢do
objekt S e v —sgrp dhe ¢do objekt L e £—sgrp ka njé bijeksion bashkésish

w v —sgrp(S, K(L)) — £—sgrp(IT*(S), L),

i cili éshté natyral né té dy variablat. Pér ¢do morfizém f :S — K(L) pércaktojmé
w(f):11°(S) —> L ku (C(A)]—~ V. F(a).

Ky éshté njé pasqgyrim i miré-pércaktuar. Vértet, le té jené A Bc<S té tilla gé
(C(A)]=(C(B)]. Pér cdo ac A ka ndonjé g, eC(B) e tillé g¢ a<f, meqgénése
Ac (C(B)]. Atéheré

vasv S <vhb
acA aeAﬂa beB ’

pastaj duke zbatuar pasqyrimin v -ruajtés f marrim

w(F(CAD = v, f@)< v fb)=p(F)(CEB.
Né ményré té ngjashme pérftohet pérfshirja e anasjellé e pér rrjedhojé barazimi
w(f)(C(A)) = vAf(a):bvB f(b)=w(f)(C(B)]) gé vérteton né kété ményré

korrektésiné e w(f).
Pasqyrimi y(f) éshté njé homomorfizém gé ruan renditjen. Le té provojmé fillimisht
qgé¢ w(f) éshté homomorfizém gjysmégrupesh.  Vértet, le té jené

(C(A)],(C(B)] eIT*(S), atéheré

w(H)(C(AI-(C(B)) = w(f)(C(A-B)]) nga pérkufizimi i y(f)
Vapeng T (8): f(b) f éshté homomorfizém
= (vpaf(@):-(v,5 f (D) S éshté shpérndarése

w (F)(C(AD-w(f)(C(B)]) nga pérkufizimii y(f).
ME tej do tregojmé qé w ruan renditjen. Vértet, le té jené (C(A)] < (C(B)], atéheré
w(F)(C(A) =Vaen F(@) < v T (D) =y (F)((C(B)D),

megénése pér ¢do ae A, gjendet S, €C(B) e tillé gé¢ a< g, . Gjithashtu w(f) ruan
superiorét. Le té jeté (C(A)] njé familje e fundme elementésh né I1(S), atéheré
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y(F)(via (CIAD) =y (F)(C(Via A = Via Vacn T(@) = Vi w(FC(A)D.

Tani do tregojmé gé w éshté bijeksion. Pasqyrimi éshté gartésisht injektiv sepse né
gofté se f,g:S — K(L) jané dy morfizma té ndryshme gé ndryshojné pér shembull
né ndonjé xe S, atéheré

yw (F)((XD) = (F 09T = (9 ()T = w(g)((XD:

e cila provon se w(f)=w(g). Pérté provuar se y éshté syrjektiv ne pérdorim faktin
gé S zhytet né TT"(S) me ané té pasqyrimit x — (x]. Le té jeté g:IT"(S) — L njé
morfizém né £-—sgrp dhe le té jeté f ngushtimi i g né S. Do té provojmé se
g =w(f) e cila implikon syrjektivitetin e . Pér ¢do (C(A)]eHi(S) barazimet e
méposhtme jané té vérteta

y (F)(C(A)D)

v (f ()]
= v (9(a)]
= g(vA(a]) meqénése g ruan superiorét

= g((C(A)D)

gé provon barazimin g =w(f). Mbetet té provojmé natyralitetin né variablin e paré
dhe té dyté. Le té jeté o:S — S’ njé homomorfizém v -ruajtés dhe duam té tregojmé

gé diagrami i méposhtém
Vosgrp(S. K (L)) ——= f-sgrp(I1*(S), L)
-fl"l ..IJ'L{{_T]"

V-sgrp(S', K (L)) ——=f-sgrp(I1+(5"), L)

i

éshté ndérrimtar. Kjo do té thoté gé pér ¢cdo homomorfizém v -ruajtés f':S"— K(L)
duhet té kemi gé¢ w(f o) =w(f)oI1*(c). Pér cdo (C(A)]eIl*(S), nga njéra ané
kemi qé

w(f'o0)(CAD = v, T (o(x)

dhe nga ana tjetér
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()T @NCAD) = w(fUCeAN)
=y (F (v, ot

= f'(v,0(x)
= v f (o)
e cila provon barazimin. Natyraliteti né té dytin variabél do té thoté gé pér cdo
homomorfizém qé ruan superiorét A:L — L' diagrami
V-sgrp(S, K (L)) —— {(-sgrp(IT1*(S), L)
A W(A)*

V-sgrp(S, K(L')) — (-sgrp(ITH(S), L")

éshté ndérrimtar. Pér kété duhet té provojmé qé pér cdo f:S—K(L),
w(Af) = Ay (f). Vértet, pér cdo (C(A)] IT*(S),

v(AH(CAD = v(EHK
= A(X\E/Af(x)) meqénése A ruan superiorét

= Aw((C(A)]) nga pérkufizimii y,
gé provon se w(Af) = Ay (f).m

Teorema e mésipérme béhet e dobishme kur kemi té béjmé me homomorfizma
ndérmjet objekteve né £—sgrp me fund né imazhin e . Rrjedhimi i méposhtém
dhe vérejtja qé e pason e zbulojné mé sé miri kéteé.

Rrjedhim 3.24 Le té jené Lef-sgrp dhe Sev-—sgrp. Atéheré cdo
homomorfizém f :IT"(S) —L mund té faktorizohet si kompozim gLol"Ii(f ) ku
& TV (K(L)) > L éshté komponentja né L e ko-njéshit & t& bashkéngjitjes dhe
f':S — K(L) éshté njé homomorfizém i vetém.

Vértetim. Nga teoria standarte, &, ‘TTY (K (L)) = L éshté njé shigjeté universale nga

¥ né L. Pjesa tjetér rrjedh nga universalitetii & .m

Né praktiké rezultati i rrjedhimit funksionon si vijon. Njé homomorfizém té dhéné
f :I1*(S) — L, e ngushtojmé até né S dhe e pasqyrojmé ngushtimin f mbrapa tek
v -sgrp duke aplikuar ' pér té pérftuar f'= 1//‘1(¥). Atéheré rrjedhimi pohon se
f=¢g oIT'(f") e cila né terma mé té thjeshté nénkupton gé¢ f mund té realizohet si
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shtrirje né nénbashkésité i ngushtimit té tij né S pasuar nga komponentja e ko-njéshit

& .

Njé situaté e ngjashme ndodh né qofté se ne ndérrojmé ko-njéshin me njéshin e
bashkéngjitjes. Né kété rast kemi rrjedhimin e méposhtém.

Rrjedhim 3.2.5 Le té jené Le£—sgrp dhe S ev-—sgrp. Atéheré homomorfizmi
f 1S — K(L) mund té realizohet si kompozimi K(f")ong ku 75:S — KIT'(S) éshté

komponentja né S e njéshit n té bashkéngjitjes dhe f':I1'(S) > L éshté njé
homomorfizém i vetém.

3.2.3 £-Gjysmégrupet me pérftim té fundém dhe shpérndarése té para si
T -algjebra

Le té jeté <H¢, K,n,g> ‘v —sgrp — £—sgrp bashkéngjitja e teoremés 3.2.3, (T, 7, 1)
monadi gé ajo pércakton né v —sgrp,v—sgrp’ kategoria e T -algjebrave pér kété
monad, dhe <(H¢)T,KT,77T,,9T>:v—sgrp—>v-s,grpT bashkéngjitja korresponduese.

Me kéto té dhéna kemi teoremén e méposhtme.

Teoremé 3.2.6 Funktori i krahasimit ¢ : £—sgrp — v —sgrp’ éshté izomorfizém.

Veértetim. Veértetimi pérdor karakterizimet (iii) té teoremés sé Beck-ut. Pér kété
géllim kemi pér té treguar gé ¢do cift morfizmash paralelé

né €—sgrp ka njé bashkébarazues té vetém

=L

Li—= 1,
g

sa heré gé cifti korrespondues

i K({f)
K(Li) —=K(Ls)

Kig)

ka njé bashkébarazues té ndashém
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. Kif)y __ . u i
K(L))—=K(Ly)—=S
K{g) '

né v-sgrp. Pér mé tepér K(L)=S dhe K(e)=u. Nga supozimi yné, gjenden
morfizmat t: K(L,) - K(L) dhe o:S — K(L,) me vetité

uK(f)=uK(g),uoc =1, K(f)t =Lk, K(g)t = ou. (3.3)

Do té tregojmé se

. K(f) __ o
K(Li) _,.I—f" K (L) —= K(II*(5))
L ig) (34)

éshté bashkébarazues né v -sgrp. Le té jeté h: K(L,) > S’ njé morfizém né v -sgrp
me vetiné

hK(f) =hK(qg). (3.5)
Nga teorema 3.2.3, o indukton né £—sgrp njé morfizém (o) :I1°(S) — L, dhe le
té jeté K(w(o)): K(IT'(S)) - K(L,) morfizmi korrespondues i tij né v -sgrp. Do té

tregojmé se hK(w (o)) éshté i vetmi morfizém me vetiné hK(y(o))w =h. Vértet,
pér cdo x e K(L,) kemi

(K (e)w)(x) = (K (o)(u(X)]) nga pérkufizimii ¢

= ho(u(x)) meqénése o éshté ngushtimi i K(y (o))
= (hK(9))(t(x)) nga konditat (3.3)

= (hK(f))(t(x)) nga konditat (3.5)

= h(x) meqgénése nga (3.3) K(f)t=1,

Pér té provuar unicitetin supozojmé se &: K(IT*(S)) —S"' éshté njé morfizém me
veting qg¢ &u=h dhe duam té tregojmé qé hK(w(oc))=<&. Pér kété éshté e
mjaftueshme té provojmé qé ata pérputhen mbi elementét e trajtés (s] ku seS
megénése kjo éshté njé bashkési v -pérftuesish pér K(IT"(S)) dhe té dy morfizmat
ruajné superiorét. Nga kushti uc =15 shohim gé u éshté syrjektiv, prandaj ¢do se$S
mund té shkruhet si s =u(x) me x e K(L,). Tani kemi
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hK (w (0))((s])

hK (y (o) ((u(x)])
(hK(yw(o))w)(x) =h(x) =&w(x) ngavetiae hK(y (o)) dhe &

S(UOD) =2 ((sD),

e cila provon se hK(y (o)) =¢&. Késhtu kemi gé (3.4) éshté bashkébarazues né v -
sgrp. Mé tej do tregojmé se

f .
Ly == Ly —+ T1¥(S)

éshté i vetmi bashkébarazues né £—sgrp i
L1—= L[

dhe gé dukshém funktori K pasqyron I1*(S) né K(IT'(S)) dhe w identikisht né
vetvete. Né qofté se u:L, > L, éshté morfizém né €—sgrp i tille & «f =49,
atéheré tek kategoria v -sgrp gjendet njé morfizém w: K(H¢ (S)) > K(L,) itillé gé
wa = K(g). Tani w mund té konsiderohet si njé morfizém i £—sgrp, pra si njé
WZHL(S)—>L3 atéheré kemi barazimin wawu = . Uniciteti i w né £—sgrp siguron
unicitetin e kopjes sé tij né v-sgrp me vetiné ww = 4. Sé fundmi, uniciteti i

morfizmit wu: L, —>TT*(S) si bashkébarazues i
f
L1—=L»
g

rrjedh nga fakti & IT'(S) éshté i vetmi objekt qé pasqyrohet né K (IT*(S)) me ané té
funktorit pérfshirés K .m
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KAPITULLI 4
Nga le-gjysmégupet né po-gjysmégrupet

Né artikullin e saj [35] Kehayopulu ka béré vérejtjen e méposhtme: teoria e
gjysmégrupeve té renditur e bazuar mbi idealet dhe teoria e le-gjysmégrupeve e
bazuar mbi elementét idealé jané paralele me njéra-tjetrén. Té gjitha rezultatet mbi
le-gjysmégrupet gé bazohen mbi elementet idealé shprehen né gjysmégrupet e
renditur né terma té idealeve, dhe anasjellas. Eshté befasuese g, pér rezultatet mbi
gjysmégrupet e renditur qé bazohen né idealet, pikat nuk luajné ndonjé rol thelbésor,
por bashkeésité.

Pévecse éshté béré ky vrojtim dhe jané dhéné disa rezultate gé e mbéshtesin até, nuk
éshté béré ndonjé pérpjekje pér té gjetur njé lidhje ndérmjet dy klasave mé tej se fakti
qé le-gjysmégrupet jané njé nénklasé e mirfillé e po-gjysmégrupeve.

Qéllimi i kétij kapitulli éshté té prezantojé njé mekanizém me ané té té cilit mund té
pérftojmé rezultate mbi po-gjysmégrupet, homologet e té ciléve né le-gjysmégrupet
jané té njohura gé jané té vérteta, duke kaluar késhtu nga klasa mé e vogél e le-
gjysmégrupeve tek ajo mé e gjeré e po-gjysmégrupeve. Rezultati kyc qé e bén té
mundur kété éshté teorema e zhytjes e Kehayopulu, Pasku dhe Tsingelis e vértetuar né
[32] e cila interpreton ¢do po-gjysmégrup S si njé néngjysmégrup té renditur té njé
le-gjysmégrupi X . Pasqyrimi pérfshirés : i Sné X éshté i tillé gé idealet e majté, té
djathté dhe kuazi-idealét e S pasqyrohen me ané té : né ményré bijektive né ideale té
majté, té djathté dhe elementét kuazi-idealé té = . Njé pjesé e té anasjellés sé pohimit
té mésipérm gjithashtu éshté provuar se éshté e vérteté. Té dyja korrespondencat jané
né fakt zemra e mekanizmit toné i cili na lejon té provojmé se disa rezultate
interesante nga [26], [34] dhe [36] kané analogét e tyre pér po-gjysmégrupet
gjithashtu. Ndryshe nga disa punime té Kehayopulu dhe Tsingelis, ne nuk i ri-
vértetojmé kéto rezultate duke imituar vértetimet e tyre nga punimet pérkatése [26],
[34] dhe [36], por i pérftojmé ato si rrjedhime te rezultateve pérkatése té punimeve mé
sipér duke pérdorur mekanizmin e ndértuar.

4.1 Mekanizmi i kalimit dhe disa rezultate

Rezultati i lemés sé méposhtme éshté vendimtar pérsa i pérket pjesés tjetér té kétij
kapitulli.

Lemé 4.1.1 Ngs Q éshté kuazi-ideal i S, atéheré (Q], éshté element kuazi-ideal i .

Anasjellas, ngs (Q] éshté element kuazi-ideal i X, atéheré Q =Q\ {0} é&shté

0
kuazi-ideal i S .
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Vértetim. Pér konditén e nevojshme shohim qé

(Q],oSAS © (Q], =(Q*SnS=Q], ngapérkufizimii-dhei A

<((@s]n(sQ]], Q<=5.Q8<(QS],SQ<=(SQ]
(Ql, Q éshté kuazi-ideal.

IN

Pér té anasjellén kemi

(Qs]n(sQ]=((@s]n(sQ]]
=((Q*s],n(s*Ql, ],

c(Q],°SAS<(Q], nga pérkufizimi i o dheia
(Ql, (Q], éshté element kuazi-ideal.

IN

Por (Q'S |(SQ | 'S, prandaj (Q'S |(SQ | =(Q ] =Q q¢ provon pohimin.m

Vérejmé se lema e mésipérme géndron e vérteté né qofté se zévendésojmé fjalén
kuazi-ideal me ideal i majté (pérk. i djathté, i dyanshém). Veértetimi i kétyre éshté i
ngjashém me vértetimin e lemés sé mésipérme ndaj &shté shmangur.

Le té jeté (S,',S) njé po-gjysmégrup dhe (Z,o,<) le-gjysmégrupi i [32] ku S zhytet.
Do té shénojmé me Q(S) bashkésiné e té gjithé kuazi-idealéve té S dhe me Q(X)
bashkésiné e elementéve kuazi-idealé té X .

Teoremé 4.1.2 Njé po-gjysmégrup (S,-,s) éshté i rregullt vetém né qofté se Q(S)

formon njé gjysmégrup Von Neumann té rregullt.
Veértetim. Supozojmé se S &shté i rrequllt. Vértetojmé sé pari qgé X é&shté i rregullt
gjithashtu.

Vértet, marrim (A] €Z dhe ae(A]
provon se 0e(ASA] =(A],>Se(A]

meqgénése S éshté i rregullt atéheré gjendet nj¢ a‘'eS i tillé g¢ a<aa'a. Por
aaac(ASA| =(A] >So(A], duke provuar edhe njéheré se aec(A] >So(A].

Késhtu kemi se (A] <(A],>Se(A],. Tani [26] implikon se Q(X) éshté von

0
Neumann i rregullt. Do té provojmé qgé kjo e fundit implikon se Q(S) éshté von

Ngs a=0, atéheré 0=alac(ASA] qé

0°

.- Né qofté¢ se a=0, ateher¢ aeS dhe

Neumann i rregullt gjithashtu. Le té jené Q,Q,<Q(S). Nga lema 4.1.1

(Ql]o '(QZ]O EQ(Z) dhe per paSOJe (QJ_QZ ]O :(Ql]O O(Qz]o EQ(Z) . LEma 411 e
aplikuar pér Q,Q, e cila éshté nénbashkési e S implikon gé QQ, € Q(S) gé provon se
Q(S) formon gjysmégrup. Té vértetojmé tani gé kjo e fundit éshté von Neumann e
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rregullt. Le té jené Q=(Q]eQ(S) dhe (Q], elementét kuazi-idealé korrespondues té
saj né X . Nga supozimi gjendet (Q']O €eQ(2) etillé gé

(Q],=(QL,°(Q],*(Q], =(Q*Q *Q],.
Rrjedh gé
(Q]=(QQQ]

ku Q" =Q \ {0} éshté kuazi-ideal i S ( lema 4.1.1). Por (Q]=Q meqgénése Q éshté
kuazi-ideal i S dhe (QQ”Q]zQQ”Q megénése Q(S) éshté gjysmégrup, qé sjell se
Q =QQ"Q duke provuar késhtu g¢ Q(S) éshté von Neumann i rregullt.

Anasjellas, supozojmé se Q(S) formon njé gjysmégrup von Neumann té rregullt. Do
té vértetojmé sé pari g€ Q(X) éshté gjysmégrup von Neumann i rregullt gjithashtu.

Le té jené (Q,],.(Q,], €Q(2) dhe Q/,Q, €Q(S) kuazi-idealét korrespondues té tyre
té lemés 4.1.1. Supozimi implikon gé¢ Q Q, € Q(S), dhe pastaj nga lema 4.1.1 kemi
qé (Ql' *Qz']o €Q(Z). Kjo implikon gé (Q,*Q,] € Q(Z) ose né ményré ekuivalente
qé (Ql]0 O(Qz]o € Q(X) duke provuar késhtu gé Q(X) formon gjysmégrup. Tani do té
tregojmé se c¢do (Q]O € Q(Z) ka té anasjellé. Le té jeté pérséri Q e Q(S) kuazi-ideali

korrespondues i lemés 4.1.1 dhe le té jeté K' e Q(S) inversi i tij, atéheré Q =QK'Q'.
Nga kjo marrim né X se

Kjo dhe fakti se (K']O éshté element kuazi-ideal né X tregojné se (K']O éshté inversi

i (Q], né Q(Z) qé provon se Q(Z) éshté von Neumann i rregullt.

Pérséri [26] implikon gqé X éshté le-gjysmégrup i rregullt. Do té pérdorim kété pér té
provuar se S éshté po-gjysmégrup i rregullt. Le té jeté acS dhe le té jeté (a]O
elementi i tij korrespondues né X . Rregullsia e kétij té fundit implikon se gjendet njé

(A], €= itillé g

(a], = (al, > (Al >(a], = ({a} * Ax{a} ],

e cila implikon se gjendet a'ec A etillé g¢ a<aa'a, atéheré S éshté po-gjysmégrup i
rregullt. m
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Rrjedhim 4.1.3 Njé po-gjysmégrup (S,-, <) éshté i rregullt dhe intra i rregullt vetém
né qofté se Q(S) formon bandé.

Veértetim. Supozojmé se S éshté i rrequllt dhe intra i rregullt. Nga vértetimi i teoremés
4.1.2 ne dimé gé X éshté le-gjysmégrup i rregullt. Do té provojmé tani se X éshté

intra i rregullt. Le té jeté (A], njé element cfardo i ndryshém nga zero i £ dhe a njé

element i ndryshém nga zero ¢fardo i A. Meqénése S éshté intra i rregullt, rrjedh gé
gjenden x_,y, €S tétillagé a<x,a’y, dhe atéheré kemi

(Al = (Xalyo(a*] o (Valy =(Xu]y e (@l o (Ya], = S o(aly o8

ku X,={x,laeA} dhe ngjashmérisht Y, ={y,|a< A}. Kjo nénkupton gé (A],
éshté intra i rregullt si e pohuam. Rrjedhimi i [26] implikon gé Q(ZX) éshté bandé.

Do té provojmé gé kjo implikon se Q(S) éshté bandé gjithashtu. Vértet, le té jeté Q
njé kuazi-ideal ¢fardo i S dhe le té jeté (Q]O elementi kuazi-ideal korrespondues né X

i cili nga mé sipér éshté idempotent, atéheré
(Q, =(Ql,*(Q], =(QQ],

Megénése Qc S dhe Q(S) formon gjysmégrup (teorema 4.1.2), barazimi i
mésipérm implikon se

Q=(Q]=(QQ]=QQ,

e cila provon se Q éshté idempotent.

Anasjellas, supozojmé se Q(S) éshté bandé e pér rrjedhojé njé gjysmégrup von
Neumann i rregullt né vecanti. Teorema 4.1.2 implikon se S éshté i rregullt. Pér té
provuar se S éshté intra i rregullt ne veprojmé si mé poshté. Fillimisht vértetojmé se

Q(Z) éshté bandé. Pér kété le té jeté (Q], njé element kuazi-ideal ¢fardo. Duke
shkruar Q =Q\ {0} ne dimé nga lema 4.1.1 gé¢ Q éshté kuazi-ideal i S i cili

supozohet té jeté idempotent, atéheré Q =Q'Q’. Kjo implikon lehté se
(Q], =(Q*Q], =(Q, (Ql,.

i cili tregon se (Q]O éshté idempotent. Rrjedhimi i [26] implikon gé X éshté intra i
rregullt. Ne do ta pérdorim kété pér té treguar se S éshté intra i rregullt gjithashtu. Le
té jeté a e S dhe (a]O elementi korrespondues i tij né X . Supozimi pér £ implikon gé

(a],=Se(al;>S=Se(a’] oS,
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nga i cili marrim se gjenden x,yeS tétilla gé¢ a<x.a’y,. Kjo gartésisht nénkupton
se a éshté njé element intra i rregullt duke pérfunduar késhtu vértetimin. m

Pérkufizim 4.1.4 Njé po-gjysmégrup (S,-,<) quhet gjysmé i thjeshté né qofté se pér
¢do nénbashkési jo boshe A té S, kemi A< (ASASA].

Pohim 4.1.5 Le té jeté S njé po-gjysmégrup. Pohimet e méposhtme jané ekuaivalente.
(1) Idealet e S jané idempotenét.

(2) Né qofté se | dhe J jané ideale té S, atéheré I nJ =(1J].

() Peredo ABCS,((A),) ((B),), =(((A),), ~((B),), ]

2

(4) Peredo A,cS,((A),) =((A),),

|
(5) S éshté gjysmé i thjeshté.
Veértetim. (1) =(2) Ngs idealet e S jané idempotenté, atéheré elementét e ¥ jané
idempotenté. Kjo rrjedh lehté nga korrespondenca e lemés 4.1.1 dhe pérkufizimi i o
né X . Pohimi 9 i [36] i aplikuar né njé cift ¢fardo idealesh I1,J té S tregon gé

(1N 3], =(1], ~(3],=(13],.
Nga kjo marrim
1nJ=(13],
si¢ e pohuam.
(2) = (3) Eshté i garté megénése ((A)r)| dhe ((B)r)| jané ideale té S .
(3) = (4) E qarté.
(4) = (5) Le té jett AcS. Nga supozimi yné, ideali (AUASUSAUSAS] i S i

pérftuar nga A éshté idempotent, pér rrjedhojé njé idempotent i X éshté elementi
ideal korrespondues i tij (AU ASUSAUSAS] i pérftuar nga (A],. Pohimi 9 i [36]

implikon gé X éshté gjysmé i thjeshté. Le té jeté AcS dhe (A]0 elementi
korrespondues i tij né . Megénése kjo e fundit ishte gjysmé e thjeshté, atéheré

(A], =S o(A],=S=(A], 5 = (5ASAS],.
Nga i cili marrim se
Ag(SASAS]

duke provuar késhtu gé S éshté gjysmé i thjeshté.
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(5) = (1) Do té tregojmé se X éshté gjysmé i thjeshté. Vértet, le té jeté (A] =X ku
AcS®.
Nga supozimi yné pér S i aplikuar pér A" = A\{0} kemi gé

A c(SASAS ],
e cila implikon se

(A],=(S°*A*S°*AxS° | =So(A] oSo(A] S

duke provuar keshtu gjysmé thjeshtésiné e X . Pohimi 9 i [36] implikon se cdo
element ideal i ¥ ka pér té géné idempotent. Do té tregojmé se ¢cdo ideal i S &shté
idempotent gjithashtu. Vértet, le té jeté | njé ideal i S dhe (I]Oelementi ideal

korrespondues né X i cili éshté idempotent, prandaj

i cili implikon se

duke provuar késhtu gé idealet e S jané idempotenté.m

Pérkufizim 4.1.6 Le té jeté (S,',S) po-gjysmégrup. Njé nénbashkési jo boshe A e S
do té quhet nénbashkési prim né qofté se pér ¢do ¢ift nénbashkésish A, A, té S,
AA, = (A] implikon gé A = (A] ose A, =(A].

Njé nénbashkési A do té quhet dobésisht prim né qofté se pér cdo cift idealesh 1 ,J
té S, 1J = (A] implikon gé 1 = (A] ose J = (A]. Sé fundmi, A do té quhet gjysmé
prim né qofté se pér cdo B< S, B? < (A] implikon gé B = ( A].

Analoget e pohimeve 10, 11, teoremés 12, pohimeve 13, 14, 15 dhe teoremés 16 té
[36] géndrojné té vérteta pér po-gjysmégrupet.

Pohim 4.1.7 Le té jeté S po-gjysmégrup. Né qofté se idealet e S jané dobésisht
prim, atéheré ata jané idempotenté dhe formojné zinxhir.

Veértetim. Le té tregojmeé sé pari gé ¢do element ideal (I] i £ éshté dobésisht prim.

0
Vértet, supozojmé se (I,] =(1,], =(1],- Né qofté se 1, ={0} ose I,={0}, atéheré
rezultati éshté i vérteté. Né qofté se asnjéri nga té mésipérmit nuk éshté zero, atéheré
marrim, 1,1, dhe 1 idealet korrespondues né S té lemés 4.1.1. Supozimi yné
implikon gé 1,1, < 1", nga e cilamarrimgé ose I, =1 ose 1, =1 megénése idealet
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e S jané dobésisht prim. Né qofté se pér shembull I, < 1', atéheré éshté e qgarté se
(1], (1], duke provuar se (1], éshté dobésisht prim. Tani pohimi 10 i [36]

implikon gé cdo element ideal i ¥ éshté idempotent. Do té provojmé gé e njéjta gjé
éshté e vérteté pér idealet e S. Le té jeté | njé ideal ¢fardo i S dhe le té jeté (I]0
elementi i tij korrespondues né X pér té cilin ne dimé gé éshté idempotent, késhtu
(1, =(1],°(1], :(IZJO. Kjo implikon gartésisht se | =1° duke provuar késhtu gé |
éshté idempotent. Pérséri, fakti gé elementét idealé té X jané dobésisht prim dhe
pohimi 10 i [36] implikojné gé elementét idealé té X formojné zinxhir.

Sé fundmi do té provojmé se e njéjta gjé mbetet e vérteté pér idealet e S. Le té jené
1,J ideale t& S dhe (1] ,(J], elementet idealé korrespondues né X . Né qofté se pér

shembull (1], = (J],, atéheré duket qarté se | = J duke provuar késhtu pohimin. m

Pohim 4.1.8 Le té jeté S po-gjysmégrup. Né qofté se pér ¢do dy ideale |1 ,J té S,
InJ :(IJ] dhe bashkésia e idealeve formon njé zinxhir, atéheré cdo ideal éshté
dobésisht prim.

Vértetim. Do té provojmé sé pari qé pér ¢do dy elemente idealé (1],(J], té =,
(1,~(3],=(1],°(3],- Kjo éshté cartésisht e vérteté né qofté se secili prej
elementeve idealé té mésipérm éshté i barabarté me zero. Né qofté se jo, atéheré
marrim 1',J" idealet korrespondues té S. Supozimi i aplikuar pér 1'dhe J° pohon se

I'nd’ :(I'J'] dhe kjo gartésisht implikon se

(1,AQL =(1' 0] =(137],=(1%3],=(1],+(),

duke provuar késhtu pohimin. Sé dyti, megénése idealet e S formojné zinxhir,
elementet idealé té £ formojné zinxhir gjithashtu. Vértet, né qofté se (1], dhe (J],

jané dy elemente idealé jo zero té = dhe 1',J" jané idealét pérkatés té S, atéheré nga
supozimi I'cJ" ose J cI'. Né secilin rast ne pérftojmé qé (1], <(J], ose
(J],<(1],- Tani, £ kénaq té dy konditat e pohimit 11 t& [36] pér rrjedhojé

elementét e tij idealé jané dobésisht prim. Do té pérdorim kété pér té treguar se e
njéjta gjé géndron e vérteté pér idealet e S. Le té jeté | ideal i S dhe 1,1, njé cift

idealesh té Sté tillé gé 1,1, < | . Rrjedh se

(Il]oo(IZ]o :(Il* I2]o :(|1|2]o g(I]o’

Kjo sé bashku me supozimin implikojné gé pér shembull, ('1]0 c ( | ]O, prandaj |, c |

duke provuar késhtu pohimin.m
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Teorema e méposhtme éshté njé kombinim i pohimeve 4.1.5, 4.1.7 dhe 4.1.8.

Teoremé 4.1.9 Le té jeté S po-gjysmégrup. Idealet e S jané dobésisht prim vetém né
qofté se ata formojné zinxhir dhe kénaget njé nga pesé pohimet ekuivalente té pohimit
4.1.5.

Pohim 4.1.10 Njé po-gjysmégrup S éshté intra i rregullt vetém né qofté se idealet e S
jané gjysmé prim.

Veértetim. Nga vértetimi i rrjedhimit 4.1.3 ne dimé gé né qofté se S &shté intra i
rregullt atéheré i tillé éshté edhe X . Pohimi 13 i [36] implikon gé elementét idealé té

Y jané gjysmé prim. Tani le té jeté | ideal i S dhe (I]0 elementi ideal i tij
korrespondues i £. Né qofté se B S itille g¢ B < I, atéheré pér (B] kemi qé

(B]2 =(82]0 < (1], prandaj nga mé sipér marrim gé (B] < (1],. Kjo implikon se

0
Bcl.
Anasjellas, né qofté se idealet e S jané gjysmé prim, atéheré edhe elementet idealé té
T jané té tille. Vertet, le té jeté (1] njé element ideal i £ dhe (B], i tille gé
2

(B*B],=(B], =(1],- Pér B =B\ {0} dhe I'=1\ {0} ideal t¢ S kemi qé
(1], Tani

pohimi 13 i [36] implikon qé X éshté intra i rregullt dhe pastaj nga vértetimi i
rrjedhimit 4.1.3 shohim gé S éshté intra i rregullt.m

B? <. Supozimi pér S pastaj implikon q¢ B <|I', prandaj (B]

0

Pohim 4.1.11 Le té jeté S po-gjysmégrup. Né gofté se idealet e S jané prim, atéheré
ata formojné zinxhir dhe S éshté intra i rregullt.

Veértetim. Né qofté se idealet e S jané prim, atéheré ata jané dobésisht prim dhe
gjysmé prim, prandaj nga pohimi 4.1.7, idealet formojné zinxhir. Mé tej, megénése
idealet jané gjysmé prim, atéheré nga pohimi 4.1.10, S éshté intra i rregullt. m

Pohim 4.1.12 Le té jeté S njé po-gjysmégrup intra i rregullt. Né qofté se idealet e S
formojné zinxhir, atéheré ata jané prim.

Veértetim. Vértetimi i pohimit 4.1.8 tregon gé né qofté se idealet e S formojné zinxhir,
atéhere elementét idealé té X formojné zinxhir gjithashtu. Pohimi 15 i [36] pastaj
implikon gé elementét idealé té X jané prim. Do té tregojmé gé nga Kjo rrjedh se e
njéjta gjé géndron e vérteté pér idealet e S. Prandaj le té jeté | ideal i S dhe
A Bc S Tétillagé ABc | . Rrjedh se

(Al >(B], =(A*B], = (AB], =(1],,
atéheré (A], < (1], ose (B], =(1],. Né secilin rast do té kishimqé Ac 1 ose Bc |
duke pérfunduar késhtu vértetimin. m
Si kombinim i pohimeve 4.1.11 dhe 4.1.12 pérftojmé pohimin e méposhtém.
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Teoremé 4.1.13 Le té S po-gjysmégrup. Idealet e S jané prim vetém né qofté se ata
formojné zinxhir dhe S éshté intra i rregullt.

Rezultati i teoremés 4.1.13 géndron i vérteté né qofté se relacioni i renditjes né po-
gjysmégrupin éshté thjesht barazimi, me fjalé té tjera né qofté se S éshté gjysmégrup i
zakonshém. Eshté e qgarté se né kété rast koncepti yné pér idealet prim pérputhet me
konceptin e zakonshém té idealeve prim né teoriné e gjysmégrupeve dhe njé po-
gjysmégrup intra i rregullt me renditjen gé éshté barazim éshté njé gjysmégrup intra i
rregullt né sensin e zakonshém. Nga kjo vérejtje ne marrim si rrjedhim njé rezultat té
Szasz né [57].

Rrjedhim 4.1.14 Le té jeté S gjysmégrup. Idealet e S jané prim vetém né qofté se ata
formojné zinxhir dhe S é&shté intra i rregullt.

Autorja e kétij disertacioni ka studiuar né preprintin [49] ato le-gjysmégrupe né té
cilét ¢cdo dy elementé idealé té majté ndérrohen. Kjo kondité éshté quajtur aty kondita
A . Ajo ka provuar mes té tjerave se le-gjysmégrupet gjysmé té thjeshté gé kénagin
konditén A karakterizohen si ato le-gjysmégrupe né té cilét zbérthimi né 7 -klasa
formon njé semilatisé V e-gjysmégrupesh té thjeshté majtas. Eshté pohuar se A éshté
njé kondité natyrale dhe pér té mbéshtetur kété pohim pérmendet ngjashméria e A
me até té teoremés 6 (2) té [34] e cila jep teté karakterizime ekuivalente té po-
gjysmégrupeve té cilat zbérthehen si semilatisa gjysmégrupesh té thjeshté majtas. Del
se ajo ngjashméri gé pérmendém mé sipér nuk éshté thjesht njé koincidencé por njé
shembull i njé lidhjeje mé té thellé qé ekziston ndérmjet po-gjysmégrupeve dhe le-
gjysmégrupeve.

Lidhur me kété provojmé né fund teoremén e méposhtme.

Teoremé 4.1.15 Njé po-gjysmégrup S éshté njé semilatisé e ploté gjysmégrupesh té
thjeshté majtas vetém né qofté se ¥ né té cilén S zhytet éshté gjysmé i thjeshté dhe
kénag konditén A.

Vértetim. Nga teorema 6 (2) tek [34] S kénaqg vetiné: né qofté se L ,L, dhe L jané

ideale té majté, atéheré (LL,|=(L,L,] dhe (LZJ:L. Rrjedh gé¢ X éshté gjysmé i

thjeshté. Vértet, nga pohimi 9 i [36] ne kemi pér té vértetuar gé cdo element ideal i X

éshté idempotent. Le té jeté (1], njé element ideal né = dhe le té jeté 1  ideali

0
korrespondues i tij né S pér té cilin dimé qé (I'ZJ cl.

Duke u kthyer pas te X~ kemi pér (I]0 gé

(L =0L-0L=(]-(L =01} =01]=("} =01,

gé provon se ai éshté idempotent. Do té vazhdojmé duke treguar se £ kénaq A . Pér
kété le té jené (L,].(L,], dy elemente idealé¢ t¢ £ dhe L,L, idealet e majté
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korrespondues té tyre né S. Dimé ¢ (L L, |=(L,L, |. Pér homologét e tyre né =

kemi

LL |, nga me sipér

e cila provon A..

Anasjellas, supozojmé se X éshté gjysmé i thjeshté dhe kénaq A dhe duam té
tregojmé se S kénaq (2) té teoremés 6 té [34]. Vérejmé sé pari se né le-gjysmégrupet
gé kénagin A c¢do element ideal i majté éshté element ideal i djathté po ashtu, pra
edhe element ideal. Le té jeté tani L njé ideal i majté i S dhe le té jeté (L]O elementi

ideal i majté korrespondues i tij né X i cili nga vérejtja mé sipér éshté gjithashtu
element ideal e pér rrjedhoje idempotent nga supozimi. Pra

(L], =(Lei] = (L] (L] = (L],

e cila tregon se (L* |=(L]=L.
Mé tej, né qofté se na jepen L ,L, ideale té majté t& S ne duam té provojmé se

(LL,]=(L,L,]. Duke marré elementét idealé té& majté korrespondues (L,] dhe (L,];
né X té cilét nga supozimi yné ndérrojné dhe kemi

(LlLZ]o :(Li]oo(LZ]o :(LZ]OO(Li]o :(LZLl]o’

qé tregon se (L, L,]=(L,L,] duke pérfunduar késhtu vértetimin. m
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KAPITULLI 5

Teorema zbérthimi pér po-gjysmégrupet

Zbérthimi i njé gjysmégrupi si semilatisé i njé tipi té caktuar gjysmégrupesh ka luajtur
njé rol géndror né teoriné e gjysmégrupeve dhe problemi pér ti karakterizuar
zbérthime té tilla né terma té idealeve ose pérgjithésimeve té tyre ka géné njé temé e
cila shfaget shpesh né teoriné e gjysmégrupeve. Pér shembull, Saitd ka treguar né [48]
gé njé gjysmégrup S é&shté semilatisé gjysmégrupesh té thjeshté majtas, vetém né
qofté se bashkésia e idealeve té majté t&¢ S éshté semilatisé lidhur me shumézimin e
nénbashkésive. Njé rezultat i ngjashém u vértetua nga Lajos né [38] ku ai
karakterizonte gjysmégrupet e Klifordit si ata gjysmégrupe bi-idealet e té ciléve
formojné semilatisé lidhur me shumézimin e nénbashkésive. Né analogji me [48],
Kehayopulu dhe Tsingelis provuan né [34] gé njé gjysmégrup i renditur S zbérthehet
si njé semilatisé gjymégrupesh té renditur té thjeshté majtas vetém né qofté se
bashkésia e idealeve té majté té renditur formon semilatisé lidhur me shumézimin e
nénbashkeésive.

Qéllimi i kétij kapitulli éshté té provojé njé teoremé zbérthimi té ngjashme me até té
Kehayopulu dhe Tsingelis ku idealet e renditur té majté zévendésohen me bi-ideale té
renditur. Mé saktésisht ne tregojmé gé njé gjysmégrup i renditur S zbérthehet si njé
semilatisé gjysmégrupesh té renditur & -té thjeshté vetém nése bashkésia e bi-
idealeve té renditur té tij formon semilatisé lidhur me shumézimin e nénbashkeésive.
Té motivuar nga rezultati i mésipérm dhe duke hequr konditén e idempotencés sé bi-
idealeve, ne studiojmé ata le -gjysmégrupe né té cilét elementét bi-idealé ndérrojné
me njéri-tjetrin dhe provojmé qé né té tillé gjysmégrupe ¢cdo 5 -klasé B qé kénaq
konditén e Grin-it (B> n B = &) formon njé néngjysmégrup. Mé tej pérdorim kété pér
té treguar gé pa ndihmén e rezultatit nga [34], po-gjysmégrupet né té cilét bi-idealet
formojné semilatisé, zbérthehen né njé semilatisé gjysmégrupesh & -té thjeshté.

5.1 Njé teoremé zbérthimi pér po-gjysmégrupet

Si¢ e pohuam edhe né hyrje, géllimi i kétij paragrafi éshté té provojé njé analoge té
teoremés 6 té [34] ku fjala “ideal i majté i renditur” éshté zévendésuar me “bi-idealin
e renditur”.

Teoremé 5.1.1 Le té jeté (S,,<) njé po-gjysmégrup. Pohimet e méposhtme jané
ekuivalente:
(1) S éshté semilatisé gjysmégrupesh & -té thjeshté.
(2) Né qofté se B,, B, dnhe B jané bi-ideale t¢ S, atéheré (B,B,]=(B,B,], (B°]=B
dhe B,nB, =(B,B,].
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(3) Neé qofté se B,, B, jané bi-ideale té S, atéheré B, ~B, = (B,B,].

Vértetim. (1) = (2). Le té jeté c (B,B,], atéheré gjenden b, € B, dhe b, € B, té tillé
gé c<hb,. Duke shénuar me o kongruencén e supozuar né teoremé, kemi qé
(bb,), =(bb), . Fakti g& bb, € (b,b),_ dhe gé (b,b), éshté 7 -i thjeshté, implikon
gé gjendet xe S itillé g& bb, <b,b -x-b,b,. Prandaj c <b,b, - x-b,b, dhe atéheré

¢ e (bb-x-bb)c=(B,B-S-B,B]
< (B,SB,B/] megénése B,S < S
c (B,B] meqénése B, éshté bi-ideal,

qé tregon se (B,B,]< (B,B,]. Pérfshirja e kundért provohet né ményré té ngjashme,
pér rrjedhojé kemi barazimin (B,B,] = (B,B,].

Le té provojmé tani g¢ (B*]=B pér ¢do bi-ideal B té S. Pércdo beB, be(b),
por (b), formon néngjysmégrup té¢ S prandaj b® e (b), . Fakti gé (b), éshté & -i
thjeshté implikon @gé gjendet ndonjé¢ xeS i tille gé b<b’xb?, atéheré
b e (B*SB?*] < (B?] e cila provon se B (B?]. Pérfshirja e kundért rrjedh nga fakti
gé B = (B] éshté mé pérkufizim njé néngjysmégrup i S .

Sé fundi provojmé qé B, nB, = (B,B,]. Fillimisht vérejmé se pér cdo bi-ideal B té
S kemi gé (B]=(BSB]. Pér té paré kété kujtojmé se konditat gé bi-idealet jané
idempotenté dhe ndérrojné me njéri-tjetrin implikojné se e njéjta gjé géndron e vérteté
pér idealet e majté si rast i vecanté i bi-idealeve, atéheré teorema 6 (5) té [34]
implikon se S éshté é rregullt majtas. Atéheré

B — (SB?] nga rregullsia majtas
=(BSB] < (B] meqénése bi-idealet ndérrojné,

gé provon se (B]=(BSB]. Le té jené tani B, dhe B, dy bi-ideale té S, atéheré

(BB,] = (BB,SB,] nga vérejtja e mésipérme
= ((B,B,]1SB,]=((B,B,]SB,] meqénése bi-idealet ndérrojné
= (B,B;SB,]<(B,SB,] megénése BS = S
= (B,].

Né té njéjtén ményré tregohet se (B,B,]<(B,], pra (B,B,]=(B,B,]J=B,nB, gé
tregon se B, N B, éshté jo boshe e pér rrjedhoje njé bi-ideal i S si prerje e dy bi-
idealeve. Por edhe njéheré bi-idealet jané idempotenté prandaj

B,NB,=(B,N 82)2 c (B,B,],

gé implikon B, "B, =(B,B,].
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(2) = (1). Vérejmé pérséri gé konditat qé po supozojmé implikojné se cdo gjé e
pohuar né teoremén 6 té [34] éshté e vérteté megénése idealet e majté jané né té
njéjtén kohé bi-ideale gjithashtu. Né vecanti kemi gé pér ¢cdo aeS ideali i majté
L(a) i S igjeneruar nga a éshté i barabarté me (Sa]. Do té tregojmé se e njéjta gjé
éshté e vérteté pér bi-idealin B(a) té S té gjeneruar nga a. Vértet,

B(a)=SB(a)=(S-B(a)]=(S(awa’®uvasa]] nga supozimi
= (Saw Sa* U SaSa] = (Sau SaSa] —
nga meé sipér.
=(Sa]=L(a)

Barazimi B(a) =L(a) tregon se B = né S, atéheré zbérthimi i S né & -klasa
éshté njé zbérthim semilatise néngjysmégrupesh té thjeshté majtas. Do té provojmé gé
cdo B -klasé (a), éshté né fakt & -e thjeshté duke treguar se ¢do bi-ideal B i (a),

éshté né fakt ideal i majté i (a), dhe pér rrjedhim B =(a), nga té génurit té thjeshté
majtas té (a), =(a),. Lidhur me kété supozojmé ye((a);B] atéheré y<ea-b ku
ae((a);] dne beB. Rrjedh se @ <a’ ku a’ éshté gjenerator i B(a). Megénése B
éshté bi-ideal i (a"),, atéheré B(a'),B < B, dhe pér ¢do b,,b, €B,

B(ba'b,) = B(@),
ose né ményré ekuivalente
(ba'b,-S-b'ab,]=(a’-S-a’.

Kjo e fundit implikon gé ka ndonjé xeS e tillé g¢ a'<bxb,. Rrjedh se y<b,xb,b,
por bxb,b e (BSB]< (B], atéheré y e (B] gé provon se ((a);B]< (B] e cila tregon
se (a), éshté ideal i majté si¢ kérkohej.

(2) = (3). Eshté triviale.

(3)=(2). Meqgénése B NB,=(BB,], atéheré B, B, =(B,B], prandaj
(B,B,]=(B,B,]. Duke marré B, = B, =B pérftojmé B=BB=(BB]=(B’]. m

5.2 Njé zbatim tek gjysmégrupet e zakonshém

Né kété paragraf té shkurtér do té zbatojmé rezultatin e teoremés 5.1.1 pér rastin kur
relacioni i renditjes né njé gjysmégrup té dhéné (S,:) éshté pércaktuar duke pozuar

<={(a,b) eSxS:a=Db}. Eshté e garté gqé njé gjysmégrup i tillé i renditur (S,,<)
nuk éshté vecse gjysmégrupi i zakonshém (S,-). Njé bi-ideal i renditur né kété rast
éshté thjesht njé bi-ideal i zakonshém, domethéné njé néngjysmégrup B < S i tillé gé
BSB<B.
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Teoremé 5.2.1 Le té jeté (S,) gjysmégrup. Pohimet e méposhtme jané ekuivalente:

(1) S éshté semilatisé gjysmégrupesh 2 -té thjeshté.

(2) Né gofté se B,, B, dhe B jané bi-ideale t&¢ S, atéheré BB, = B,B,, B> =B dhe
B,nB, =BB,.

(3) Né qofté se B,, B, jané bi-ideale té S, atéheré B, ~B, =B,B,.

Vértetim. (1) = (2). Eshté e menjéhershme nga (1) = (2) i teoremés 5.1.1 né qofté

se kujtojmé gé né rastin e té parenditurave ka vend barazimi (B,B,]= BB, .

(2) = (3). Eshté evidente.

(3= (1). Kondita (3) karakterizon semilatisat e grupeve (teorema 11, [38]). Pér

rrjedhojé S éshté semilatisé grupesh dhe secila nga kéta grupe éshté gjysmégrup 2 -i
thjeshté. Kjo provon (1). m

Rrjedhimi i menjéhershém i méposhtém i teoremés 5.2.1 dhe teoremés 11 té [38] nuk
duket se &shté i njohur mé paré.

Rrjedhim 5.2.2 Njé gjysmégrup (S,) éshté semilatisé grupesh vetém né qofté se ai
éshté semilatisé gjysmégrupesh 2 -té thjeshté.

Kondita e mjaftueshme e té mésipérmes mund té provohet gjithashtu duke pérdorur
(2) e teoremés 5.2.1 dhe teoremén 12 té [38] e cila karakterizom semilatisat e grupeve
si ato gjysmégrupe bi-idealét e té ciléve formojné semilatisé lidhur me shumézimin e
nénbashkeésive.

5.3 Kalimi nga le-gjysmégrupet tek po-gjysmégrupet
Rezultati i lemés sé méposhtme éshté thelbésor pér té gjithé kété paragraf.

Lemé 5.3.1 Né qofté se B éshté bi-ideal i S, atéheré (B], éshté element bi-ideal i
> . Anasjellas, né qofté se (B], éshté element bi-ideal i X, atéheré B'= B\{0} éshté
bi-ideal i S.

Veértetim. Pér konditén e nevojshme shohim qé

(B], S (B], (B*S=*B], nga pérkufizimi i o

(BSB], = (B], meqénése B éshté bi-ideal i S.

Pér té anasjellén

B'SB' < (B'SB7<(B'SB1,
=(B*S*B],=(B],S(B], = (B], meqgénése (B] éshté element bi-ideal.

Por B'SB' < S, atéheré B'SB’' — (B'] =B’ gé provon pohimin. m
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Pérpara se té vértetojmé rezultatin toné kryesor té Kkétij paragrafi, konsiderojmé
situatén e méposhtme.

Le té jeté (S,,v,A) njé le-gjysmégrup me element mé té madh e né té cilin ¢do dy
elementé bi-idealé ndérrojné me njéri-tjetrin. Ké&té veti do ta quajmé kondita B.
Supozojmé se B, éshté njé 5 -klasé e S gé kénaq konditén e Grinit. Elementi £
eshté elementi bi-ideal pérfagésues i klasés. Klasa B, do té shénohet me B}e) né
ményré gé té shmangim ngatérresén me njé klasé tjetér gé do té futet mé voné.
Meqgénése B;e) kénag konditén e Grinit, atéheré nga [45] dimé gé /£ éshté idempotent
dhe ¢do element i B;e) éshté intra i rregullt, pér rrjedhojé g <epe. Kjo dhe fakti qé
[ éshté elementi mé i madh i klasés implikojné gé

Bée) c(efe]={xeS|x<epe}.

Ky vézhgim do té jeté i dobishém si¢ do té tregohet né vazhdim. Sé pari vérejmé qé
(efe] éshté néngjysmégrup i S dhe me relacionin e renditjes té induktuar aty, (efe]

béhet njé le -gjysmégrup me element mé t& madh efe. Le té jeté B, #-klasae 3
né (epe]. Vérejmé kétu se S éshté bi-ideal i (efe] megénése

Bepe)p = (pep)ep) < Bep) < p.

Duke géné bi-ideal, ai do té jeté elementi mé i madh i klasés pér rrjedhojé elementi bi-
ideal pérfagésues i tij. Né qofté se kujtojmé se le-gjysmégrupi yné (S, ,v,A) ka
vetiné gé ¢do dy elemente bi-idealé ndérrojné me njéri-tjetrin, atéheré shohim gé egfe
éshté idempotent megénése

efe =epe-efle>f-epe

=e-f[-pe nga kondita B
=epe megénése S éshté idempotent.

Pohim 5.3.2 Le té jeté (S,-,v,A) njé le-gjysmégrup me element mé t€ madh e né té

cilin ¢do dy elementé bi-idealé ndérrojné me njéri-tjetrin. Atéheré cdo & -klasé gé
kénag konditén e Grinit éshté néngjysmégrup i S.
Vértetim. Si mé paré shénojmé me B £ -klasén e dhéné dhe me B{¥ 2 -klasén

e S né (efe]. Do tregojmé gé BY = B . Veértet, pér cdo x e BfY kemi té vértets
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P=XeXvX = X-effe-XvX
> Xe-efe-exv x=ex-xe-efev x ngakonditaB
= ef’e-efevx meqénése ex =ef dhe xe = fe
= eflevX meqgénése efe éshté idempotent
= pe*vx nga kondita B
> pevx=pf megénése x < f = pef < Pe.

MEé tej do provojmé se BS™ éshté néngjysmégrup i (efe]. Le té jené x,y e BS™.
Megénése BYY < BS™ dhe BY kénag kondiitén e Grinit, atéheré B kénag kété
kondité gjithashtu dhe nga [45] kemi gé

efe-x-efe=efe-y-efe=p.
Por kondita B sjell se
efe-x-effe=efe-efe-x=efe-X,

prandaj efe-x = . Né& té njéjtén ményré marrim se x-efe = . Né vecanti kemi gé

pB-epe=p dhe efe-pB=/L. Megénése S=pfeff marrim qé pe=/p dhe ef=4,
rrjedhimisht efe = # dhe nga mé sipér kemi gé

efe-x=x-efe=efe=p.
ME tej kemi
B2 -efe- v [P xy-efe-xyv Xy

Xy-B-yvXxy=xy-effe-yvxy
x-effe-yvxy=efevxy=pgvxy=p,

Ry
\%

e cila provon se xy € B{®. Sé fundmi, do tregojmé qé Bf formon gjysmégrup. Le
té jené x,yeBf. Megénése BS < B dhe megénése nga mé sipér BS™ éshté

giysmégrup, atéheré xy e B dhe prandaj
Xy-effe-xyvxy=p.
Tani kemi
pzXy-e-xyvxyzxy-efe-xyvxy=p,
gé provon se xy € BY.m

Kthehemi tani té tregojmé se si té kalojmé nga ~ ku S zhytet né vetvete.
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Lemé 5.3.3 Pér ¢do xeS, Z-klasa B e x né S pérfshihet me ané té ; né % -

klasén fo]o té (x], né =.

Veértetim. Né qofté se y e BY, atéheré
(ySywy]=(xSxwx],
prandaj
(yxS=yuyl], = (x*S*xuUx],,
ose né ményré ekuivalente

(YlooSe(yly v(yly = (XIg oS (X], v (X],

z

1 - ™

duke provuar se (y], € B, dhe pér rriedhojé pérfshirjen «(B®) = B

(X]O

Lemé 5.3.4 Né qofté se (S,,<) éshté po-gjysmégrup né té cilin bashkésia e bi-
idealeve formon semilatisé lidhur me shumézimin e nénbashkésive, atéheré e njéjta
gjé mbetet e vérteté né bashkésiné e elementéve bi-idealé té (2.,o,c) ku S zhytet. Pér

mé tepér, bashkésia e & -klasave té X formon semilatisé.
Vértetim. Le té jené (A],,(B], dy elementé bi-idealé t&¢ X dhe A’,B’ bi-idealét

pérkatés té tyre té lemés 5.3.1 pér té cilat dimé se
A'B'=B'A' dhe A” = A
Atéheré,
(Aly °(B], = (A'*B], = (AB], = (B'AT, = (B"* AT, = (B], > (Al
dhe
(Al = (Aly o (A, = (A= A, = (A'A], = (AT, = (Al,,

duke provuar késhtu pohimin e paré.
Pér té provuar pohimin e dyté, le té jené B(ZC]O,B(XD]O dy # -klasa ku (C], dhe (D],

jané elementét bi-idealé pérfagésues pérkatés té klasave. Né qofté se (X], € B(EC]O dhe

Y], e B(ZD]O, atéheré

(XTgo(Y]ooS o(X]po (Y] v(X]ye(Y],
=(XJpo(Y]peSoSo(X]yo(Y], v(X],o(Y], S éshté idempotent
=(X]peSo(X]yo(Y]yoSo(Y], v(X],o(Y], nogakonditaB
:(C]OO(D]O nga [36],
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pra (X],°(Y], € B(zC]oo(D]0 duke pérfunduar késhtu vértetimin. m

Rrjedhim 5.3.5 Né qofté se (S,,,<) éshté po-gjysmégrup né té cilin bashkésia e bi-
idealeve formon semilatisé lidhur me shumézimin e nénbashkésive, atéheré S
zbérthehet si semilatisé e gjysmégrupeve & -té thjeshté.

Veértetim. Nga lema 5.3.4 kemi gé ¥ kénaq konditén B dhe elementét bi-idealé jané
idempotenté, atéheré nga pohimi 5.3.2 ¢cdo & -klasé e X &shté néngjysmégrup. Nga

ana tjetér lema 5.3.3 tregon se pér ¢do xeS, B mund té shihet si nénbashkési e
fo]o e cila éshté néngjysmégrup, atéheré B> éshté néngjysmégrup i S. Vértet, le té

jené y,zeB?, atéheré

(ySyuyl=B=(zSzuz],

z
(X]O

ku B = (xSx U x]. Megénése B, éshté néngjysmégrup, atéheré

(Yo (z]p oS o (yly o (z]p v (Y], © (2], = (Bl,,
e cila implikon se
(yzSyz wyz] =B,

dhe si rrjedhim se yz e BY . Sé dyti, pér té treguar gé zbérthimii S né % -klasa éshté

zbérthim semilatisash, mjafton té gjejmé njé ményré indeksimi té & -klasave sipas
njé semilatise né ményré té tillé gé shumézimi i & -klasave té pérputhet me

shumézimin e indekseve té tyre pérkatés. Kjo béhet lehté duke i caktuar ¢do klase B}

bi-idealin g, té S té gjeneruar nga x dhe duke shénuar klasén me Bj né vend té

BS . Pér ¢do cift klasash BSX , B;y shohim gé

B, B, = «B;)uB;)
c Béxlo o B(Zﬁy]0 nga lema 5.3.3
- B(zﬂx]oo(ﬁ,y]0 nga lema 5.3.4

z _RX
B(ﬂxﬂy]O - B(ﬂxy]o

megénése XSx - ySy = xySxy,
e cila provon se imazhi z(BZx -Bf,y) i Bjx -BZ;y né = pérfshihet né B(Zﬁxy]O , atéheré
1(BY)ou(B;) = «(S)NB;;

Bylo”
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Por ij ;z(S)mB(Eﬂxy]0 ku izomorfizmi éshté ngushtimi i : mbi Bsxy, késhtu gé

’(B/Sax)"’(B;y) gz(B;Xy) (é tregon se ng -Bjy c ngy :

Tani do té provojmé thjeshtésiné e 5 -klasave té¢ S . Megénése elementét bi-idealé té
2 formojné semilatisé, dy konkluzione mund té nxirren. Sé pari, éshté e garté se
relacionet & dhe 7 pérputhen né X dhe sé dyti, X éshté gjysmé i thjeshé
meqgénése pér ¢do (X], €X,

(X]y = (XSX], =S o (X]y 2 S (X],S.

Tani pohimi 2.3.8 implikon se & -klasat e £ jané néngjysmégrupe té thjeshté majtas.
Pér té paré kété, le té jeté BY njé¢ & -klasé ¢fardo dhe le té jeté yeB’®. Sé pari
vérejmé se

«(y-B; - y-{yh) =«S) N ((yly e By, ° (VI v (V]o). (5.1)
Mé tej shohim se

(YlooBgy, eVl v(¥l, = B, °(ylsv(yl, ngakonditaB

= By, v(yl, =By, meqgénéseB;

(o (g, Eshté i thjeshté majtas.

z

Neé qofté se zévendésojmé né (5.1) (y],-B (0,

o(y], me B, pérftojmé

z
(X]o
y-BS -y ufy})=(S)nBY .

z

(g éshté e barabarté me (B’) pérftojmé se

dhe megénése (S)NB

w(y- B -yu{y}) =«B}) ecilaprovonse B’ éshté 7 -i thjeshté.m

5.4 Kongruencat né po-gjysmégrupet me pérftim té fundém

Le té supozojmé se (S,-,<) éshté njé po-gjysmégrup i pérftuar nga njé bashkési e
renditur e fundme (X,<). Shénojmé me F(X) po-gjysmégrupin e liré me bazé
(X,<). Elementét e F(X) jané fjalét me gjatési té fundme (X, X,,...,X,) Ku x;-té
jané shkronja té X-it dhe se shumézimi i dy fjaléve té tilla (x,X,,...,x,) dhe

(Y1) Voreen V,y) JEPEt me anén e bashkéngjitjes
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Nga ana tjetér renditja né bashkésiné e renditur (X,<) indukton njé renditje né
gjysmégrupin e liré F(X) qé percaktohet si mé poshté

(X Xy een X ) S (Y Yor oYy ) WM kurn=m dhex. <vy.,Vi=12,..n.

Ekziston njé epimorfizém ¢:F(X)—S qé c¢do fjale (x,X,,..,x,) i V& né
korrespondencé  prodhimin P(X)P(X,)..0(X,) ne S té elementéve
P(%), P(X,),...,(x,) gé u korrespondojné shkronjave x,X,,...,x, . Eshté e garté gé ky
éshté njé epimorfizém gjysmégrupesh gé ruan renditjen. Gjithashtu né F(X) mund té
pércaktojmé njé tjetér renditje e quajtur renditja gjatési-leksikografike <. e cila
éshté kombinim i renditjes sé dhéné mé lart dhe asaj té pércaktuar nga krahasimi i
gjatésive té fjaléve, domethéné

(X Xo s X0) Spiex (Y1 Youeenr Vi) VEIEM KUrN <M,
ose kurn=mdhex <y, pércdoi=12,..,n.

Pércdo seS pércaktojmé bashkesiné

A(s) ={w € ¢ (s) : @ éshté element minimal ldhur me <}

Njé ményré mé eksplicite pér té ndértuar A(s) do té ishte qé sé pari, nga té gjithé
parafytyrat né F(X) té s-sé té mereshin ato fjalé @ me gjatési minimale dhe mé pas
pér secilen o té mereshin elementét minimalé té prerjes (w]Ne *(s) lidhur me
renditjen < (sa heré gé kjo prerje éshté jo-boshe). Bashkimi i bashkésive me elementé
minimalé té gjetur né kété ményré do té jepte pikérisht A(s). Kétu vérejme se procesi
i gjetjes sé elementéve minimalé mé té vegjél ose baraz me njé fjalé té dhéné né
F(X) éshté njé proces i fundém pasi (X,<) éshté e fundme.

Rezultatet e méposhtme jané analoge té atyre tek [43] por né rastin kur gjysmégrupi
éshté edhe i renditur.

Le te jete tani A njé kongruencé né S dhe A njé A -klasé ¢fardo. Shénojmé me

M =S_gCS A(s")

Qartésisht My pérmban té gjithé pérfagésuesit minimalé lidhur me <., té

llex

elementéve s'e A . Do té tregojmé se bashkésia

M =uU Mg

seS

e cila do té quhet bashkésia e perfagésuesve minimalé té A, éshté njé bashkési e
mbyllur sipas faktoréve gé nénkupton se ¢do faktor i njé fjale t& M éshté pérséri fjalé e
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M-sé. Vértet, supozojmé ekziston njé¢ w=uvu, e M etillé g¢ ve F(X)—-M . Kjo do

té thoté se ekziston v'e¢‘1(/qp(v)) e tillé gé v'<,, v. Nga ana tjetér, meqgénése
(p(v), 0(v) € A atéheré (p(u,)p(v)e(u,), o(u)e(v)e(u,)) € L ose ndryshe gé fjala
o'=uv'u,ep(L,,). Ndérkag duket se uv'u, <, uvu, gjé gé pérbén
kontradikté.

Né qofté se tani I =F(X)-M =, atéheré | éshté ideal i S. Vértet, sikur té
ekzistonin uel dhe ve F(X) té tille g¢ uve M o0se vue M, atéheré nga fakti gé

M éshté e mbyllur sipas faktoréve do té mernim né secilin rast se ueM né
kundérshtim me supozimin. Né kété ményré ne kemi vértetuar lemén e méposhtme.

Lemé 5.4.1. Né qofté se (S,-,<) éshté njé po-gjysmégrup i pérftuar nga njé bashkeési e
renditur e fundme (X,<) dhe AT njé kongruencé né S e tillé g¢ F(X)-M =, ku
M éshté bashkésia e pérfagésuesve minimalé t&¢ A, atéheré | =F(X)—-M é&shté
ideal i po-gjysmégrupit té liré F(X).

Né lemén e méposhtme do té shénojmé me A relacionin diagonal {(x,x|xeS} né S
dhe do té supozojmé se relacioni # éshté kongruencé semilatise e ploté.

Lemé 5.4.2. Né qofté se (S,-,<) éshté njé po-gjysmégrup i pérftuar nga njé bashkeési e
renditur e fundme (X,<) dhe A" njé kongruencé né S dhe le té jeté M bashkesia e
pérfagésuesve minimalé t¢ A . Né qofté se AT pérmban relacionin #,dhe &= A
0se & =A por S kénaq min,, atéheré F(X)-M =J.

Veértetim. Supozojmeé sé parise & = A. Né qofté se (x,y) € &, atéheré

(xSxwx]=(ySyuwyl,

dhe atéheré x<vy, ose x<ysy pérndonj¢ seS. Megénése B éshté kongruencé e
ploté, sipas rastit do té kishim qé ose (x,xy) € &, ose qé (X, Xxysy) e & . Né secilin
rast atéheré do té kishim ekzistencén e fjaléve té ndryshme né F(X) sipas renditjes
<iex Q€ pérfagésojné té njéjtin element né S. Megénése & c A, do té kemi se
M = F(X).

Né rastin e dyté kur & =A dhe S kénag min, Vvérejmé sé pari se

2 3 n
X2, X2, 3>, .2, X" >,

dhe supozimi pér min, do té sillte ekzistencén e nj¢ n>1 té tillé g¢ (x",x"")e 5.

Mirépo & =A prandaj x" =x"". Kjo e fundit implikon ekzistencén e dy fjaléve té
ndryshme né F(X) sipas renditjes <, Q& pérfagésojné té njéjtin element té S,
rrjedhimisht M = F(X).m
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Kujtojmé nga [8] se njé fjalé t me gjatési té pafundme me shkronja nga njé alfabet
cfarédo do té quhet uniformisht rekurente né qofté se pér cdo faktor té saj u ekziston
njé numer natyror k, itillé qé ¢cdo faktor i t me gjatesi k, pérmban té paktén njé heré

u-né si faktor té vetin.
Fjalét rekurente pérdoren pér té testuar nése éshté i fundém komplementi i njé ideali J

té njé gjysmégrupi té liré A" tek ky i fundit. Pér mé tepér kujtojmé rezultatin e
méposhtém nga [8].

Rrjedhim 5.4.4 (Rrjedhimi 2.3.2 tek [8]) Le té jeté J nje ideal i A" . Né qofté se pér
cdo fjalé uniformisht rekurente we A’ F(w)nJ = atéheré komplementi

C=A"-J éshté i fundém.

Pohim 5.4.5 . Le té jeté (S,-,<)njé po-gjysmégrup me pérftim té fundém i cili kénaq
min , . Cdo kongruencé A né S gé pérmban & éshté me indeks té fundém né S.

Veértetim. Nga lema 5.4.2 dhe ajo 5.4.3 jemi té sigurt se M = F(X). Megénése M
pritet me cdo @ (X&) ku seS , atéheré do té mijaftonte té vertetonim se
M =F(X)-1 éshté e fundme. Pér kété do té pérdorim pérfundimin e rrjedhimit

54.4. Le té jeté w njé fjalé e pafundme me shkronja nga X dhe po shénojmé me
F(w) bashkésing e té gjithé faktoréve té fundém té saj. Duhet té tregojmé se

F(w)N 1l #O. Supozojmé se w=aa,..., éshté fjala rekurente e dhéné. Shénojmé me

B, = (¢(a))), = (2(a,)Se(a) we(a)],

bi-idealin kryesor né S té pérftuar nga ¢(a). Megenese @ éshté uniformisht
rekurente, pér faktorin a,, gjendet k, e N e tillé gé cdo faktor i @ me gjatési k, do
ta keté a, si faktor té vetin té paktén njé heré. Po ta zbatojmé kété pér faktorine @ qé
fillon me a,, marrim ekzistencén e njé v, e F(w) té tillé gé¢ u, =ava € F(w). Mé
tej shohim se

B, = (p(w)),
= (p(a,)p(uy)p(a,)Se(a,)p(u,)e(a) w o(a) p(u,) p(a,)]
< (p(a)Se(a)] < B,

Tani mund té pércaktojmé induktivisht njé varg elementésh
8, Uy =aVia, Uy =U Vol Uy = U Vil gy Uy = UVl e
né ményré té tillé gé u, € F(w), k>1 dhe

P(a) 25 P(U) 25 o(Uy) 24 .. 25 P(U) 25 P(Uy ) 245 ..
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Por nga kushti kemi gé S kénaq konditén min ., késhtu gé gjendet njé k e N e tillé gé
(p(u), o(uy.,)) € B e pér pasoje o(u,), o(U,.,) € L, - Por kjo e fundit do té thoté
se u, dhe u,, i pérkasin sé njéjtés ¢(X,,,) dhe ndérkag u, <y, U., Q&

nénkuptonse U, eF(@)Nl.m

Kombinimi i teoremés 2.1 tek [52] me pohimin 5.4.5 jep rrjedhimin e méposhtém.

Rrjedhim 5.4.6 . Né qofté se (S,-,<) éshté njé po-gjysmégrup i renditur me pérftim té
fundém gé plotéson konditén min, lidhur me bi-idealet e renditur dhe éshté i tillé qé

bashkésia e bi-idealeve té renditur formon semilatisé lidhur me shumézimin e
bashkésive, atéheré S éshté njé semilatisé e fundme po-gjysmégrupesh & té thjeshté.

Analogu i rrjedhimit 5.4.6 pér gjysmégrupet e pa renditur, gé pérftohet duke marré si
relacion té renditjes pikérisht barazimin, do té ishte si mé poshté.

Rrjedhim 5.4.7. Né qofté se (S,:) éshté njé gjysmégrup me pérftim té fundém qé
plotéson konditén min, lidhur me bi-idealet dhe éshté i tillé gé& bashkésia e bi-

idealeve formon semilatisé lidhur me shumézimin e bashkésive, atéheré S éshté njé
semilatisé e fundme gjysmégrupesh 2 té thjeshté.
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KAPITULLI 6
Disa relacione té tipit té Grinit né le-gjysmégrupet

6.1 Relacione té pércaktuara nga elementét minimalé

Le té jeté (S,,<) njé gjysmégrup i renditur me element mé té madh e gé éshté
njékohésisht semilatisé e sipérme. Kujtojmé se mé herét kemi shénuar me (a]
bashkésiné {xeS:x<a}. Gjithashtu kujtojmé qé njé element acS do té quhet

minimal né qofté se kur b<a—=b =a. Pohimi i méposhtém tregon se minimaliteti i
njé elementi né (a] né fakt nuk éshté edhe aq i lidhur me a-né veté por éshté global.

Pohim 6.1.1 Né qofté se a, éshté minimal ne (a], atéheré ai éshté minimal né S .
Veértetim. Vértet, né qofté se xe S dhe x<a,, megénése a, <a, atéheré x<a e pér
rrjedhojé x e (a]. Por kjo kundérshton minimalitetin e a, ndaj mbetet gé¢ x=a, e si

pasojé a, do té jeté minimal né S.m

Pérkufizim 6.1.2 Shénojmé me M (a) bashkésiné e té gjithé elementeve minimalé gé
ndodhen né (a].

Pohim 6.1.3 Pér ¢cdo ae S ka vend barazimi M(a) =, ;M (b).

Veértetim. Vértet, éshté e garté si fillim se pér ¢cdo b e(a], (b] = (a]. Né gofté se tani
m e (b] éshté njé element minimal aty, i tillé do té jeté ai edhe né S e pér pasojé edhe
né (a] gé do té thoté se i pérket M(a). Anasjellas, né qofté se me M (a) éshté
minimal, atéheré me M(m) c U, ;M (b) .=

Le té jeté tani xeS njé element minimal. Nga pérkufizimi i r(x) shihet se
M (r(x)) = . Ka vend ky pohim.,

Pohim 6.1.4 Né qofté se y e M (r(X)), atéheré r(y)<r(x).
Veértetim. Né vecanti y e (r(x)], prandaj y<r(x). Ngaku r(y)<r(r(x))=r(x).m

Pérkufizim 6.1.5 Quajmé bérthamé té r(x) bashkésiné

M (r(x)) ={y e M(r(x)) : r(x) = r(y)}.

Bérthama éshté jo boshe né gofté se géllon gé x té jeté element minimal. Né
bashkésiné M (S) té elementéve minimalé t¢ S pércaktojmé relacionin 2 si mé

poshté
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(x,y) e & atéheré dhe vetém atéheré kur y € M (r(x)).

Pohim 6.1.6 Relacioni & éshté relacion ekuivalence né M (S).

Vértetim. Veértet, pér cdo xeM(S) éshté e garté g¢ xeM(r(x)) gé tregon se
(x,X) e 2. Sé dyti, né qofté se (x,y) e &, atéheré y e M (r(x)), qé né vecanti do té
thoté gé r(y)=r(x). Nga kjo kemi gé x<r(y) e megé xeM(S) marim Qgé
xeM(r(y)) gé tregon se (y,x)eZ& . Sé& fundi, né qofté se (x,y),(y,2)e &,
atéheré xe M (S), x<r(y) dhe r(x)=r(y), e po ashtu, ye M(S), y<r(z) dhe
r(y) = r(z) . Duke i marré parasysh té gjitha kéto nxjerrim si konkluzion se x <r(z)
dhe r(x) =r(z) e megénése xe M(S) kemigé (x,z2) e &, .m

Né meényré té ngjashme futet edhe kuptimi i relacionit £ si relacioni qé
ekuivalenton elementet minimalé gé pérftojné té njéjtin element ideal té majté. Ndérsa
relacioni 7, jepet me perkufizim si prerja £ N7&, .
Neé qofté se tani (X, y) € &, atéheré vemeé re sé pari se
r(xy) = xr(y) = xr(x) = r(x*). (6.1)

Nga ana tjeter shohim gé

x> <xe<xev x=r(x) dhe se x’e < xe’ <xe < xev Xx=r(X),
prej nga marim

r(x?) = x’ev x* <r(x). (6.2)

Nga (6.1) dhe (6.2) del se r(xy) =r(x?)<r(x) dhe atéheré r(xy) e (r(x)]. Ndérkaq
pér elementin xy mund té shkruajmé

Xy <xyvx<xevx=r(x),

gé tregon se xy e (r(x)]. Eshté e garté gé sa heré gé¢ (x,y)e &, duhet gé edhe
xe = ye. Né kushtet tona kur x,y e M(S) mund té nxjerrim mé shumé pérfundime.
Konkretisht x A ye <x, por x éshté minimal késhtu gé x A ye =x gé sjell se x<ye.
Njélloj tregohet se y < xe. Anasjellas, né qofté se x,y e M(S) tétillé g¢ x<ye dhe
y < xe, atéheré

xe<(ye)e<ye
dhe

r(x)=xvxe<ye<yvye=r(y).
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Né ményré duale ¢dokush mund té tregoje se edhe r(y)<r(x) dhe atéheré
r(x) =r(y). Késhtu kemi vértetuar kété

Teoremé 6.1.7 Pér ¢cdo x,ye M(S), (x,y)eZ&, atéheré dhe vetém atéheré kur
x<ye dhe y<xe.

Vlen edhe dualja e teoremés sé mésipérme pér relacionin £, .

Teoremé 6.1.8 Pér ¢do x,yeM(S), (x,y)e £, atéheré dhe vetém atéheré kur
x<ey dhe y<ex.

Mé tej do té shohim disa lloje latisash tek té cilat elementét minimalé kané rol
formues. B&jmé kété pérkufizim

Pérkufizim 6.1.9 Njé le-gjysmégrup S do té quhet i diskretizueshém né qofté se:
() pércdo aeS, bashkésia M ((a]) e elementéve minimalé té (a] éshté joboshe;

(ii) pércdo aeS, vM((a]) =a, dhe pércdo me M((a]), v(M((@])) \{m}) za;
(iii) pér ¢do dy elementé minimalé a,beS, prodhimi i tyre ab &shté gjithashtu
minimal.

Eshté e garté g¢ vM(S)=e ku e éshté elementi mé i madh i S-sé. Né gofté se
ae S cfardo, atéheré

aeva=r(@)=v{meS:meM(r(a))}.

Né qofté se géllon gé a té jeté minimal, atéheré a<ae sepse anrae<a dhe
minimaliteti i a do té sillte barazimin arae=a nga ku marrim a<ae. Né kéto
kushte shihet gé

ae=aeva=r(@)=v{meS:meM(r(a))}.
Eshté pér tu shénuar Ky fakt.

vxeM(S),IxeS,xvX=e.

Vértet, si X mjafton t& merret v{y e M(S):y = x}. Nga pérkufizimi 6.1.9 shihet qé
X =X dhe se xvX=e. Pratek le-gjysmégrupet e diskretizueshém kemi gé ¢do x

minimal ka njé plotés x . Do té futim tani tek le -gjysmégrupet e diskretizueshém dy
lloje relacionesh té ngjashém me ato té Grinit né gjysmégrupet e zakonshém.

Pérkufizim 6.1.10 (a,b) e Z" atéheré dhe vetém atéheré kur a="b, ose kur gjenden
u,ve M(S) tétillagé (a<bu ose a<bu) dhe (b<av ose b<av).
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Verifikohet lehtésisht se 72" éshté relacion ekuivalence. Né ményré analoge futet
edhe relacioni £".

Pérkufizim 6.1.11 (a,b) e £ atéheré dhe vetém atéheré kur a=Db, ose kur gjenden
u,ve M(S) tétillagé (a<ub ose a<ub) dhe (b<va ose b<va).

Tani futim dy relacione analoge me té mésipérmit.

Pérkufizim 6.1.12 (a,b) e Z™ vetém né qofté se a=hb, ose ekzistojné U dhe
V eM(S) tétillagé a<bu dhe b<av ku u=\{xeU} dhe v={xeV}.

Edhe &™ ashtu si edhe Z&* éshté relacion ekuivalence. Pér té bindur lexuesin po
vértetojmé tranzitivitetin si mé pak evidenti. Le té supozojmé pér kété se

a<bu,b<av,b<cwdhec<bz,

ku u,v,wdhez jané superioré te bashkésive U,V ,W dhe Z té pérbéré nga elementé
minimalé. Nga mosbarazimet e mésipérme rrjedh se

a<c(wu) dhe c <a(vz),
ose ndryshe
a<cé dhec<an, a<cédhec<an,
ku &=vM((wu]) dhe 17 =vM((vz]). Eshté evidente gé
Pohim 1.13 Relacioni 72" éshté me fin se ai 2.

Ngjashmérisht me 2™ mund té pérkufizohet edhe £ i cili éshté po ashtu relacion
ekuivalence dhe tregohet pér té se £ éshté mé fin se £". Gjithashtu mund té

tregohet lehtésisht se 2™ dhe £~ jané pérkatésisht kongruenca té majta dhe té
djathta.

6.2 Relacione lokale té Grinit né le-gjysmégrupet e diskretizueshém

Né qofté se elementi a éshté nga S cfardo dhe x,ye(r(a)] dy elementé té
cfardoshém, atéheré pér ta kemi

xy <r(a)r(a)=r(a)e=ae<r(a),
e cila tregon se (r(a)] formon néngjysmégrup té S. Kujtojmé se mé herét kemi

pérkufizuar bérthamén M (r(a)) té pérbéré nga té gjithé pérftuesit minimalé té r(a)
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mé té vegjél osa baraz me r(a). Shénojmé me (M (r(a))) néngjysmégrupin e (r(a)]
té pérftuar nga M (r(a)).

Lemé 6.2.1 Pér ¢do o (M (r(a))), a<ce.
Vértetim. Vértet, le té jeté a = x,---x, ku ¢do x. € M(r(a)). Atéheré

aeva=r(@) =X X XevVvX X X

n-1"n

= X1 Xn—l(xnev Xn)
=X, X, 4 X8 =8,

gé tregonse a<ce.m

Pérkufizim 6.2.2 Do té themi se (a, 8) € (M (r(a)))x(M (r(a))) jané né relacion &
me njéri-tjetrin né qofté se r(a) =r(pH).

Eshté evidente q¢ & éshté relacion ekuivalence né (M (r(a))). Pér &Z ka vend
pohimi i méposhtém.

Pohim 6.2.3 (, ) e & atéheré dhe vetém atéhers kur < ce dhe o < fe.
Veértetim. Vérejmé se

as<r(a)
=r(f) ngakushti pér a dhe f a<r(a)
= fe nga lema mé lart

qé tregon se « < Se. Njélloj tregohet edhe se S <ce.
Anasjellas, megénése S <ae dhe a < fe, mund té shkruajmé

fe<oe’ <oe,

e megé S <cae, atéheré r(S) <cae =r(a). Né ményré simetrike kemi qé r(a) <r(p)
dhe atéheré kemi barazimin e kérkuar.m

Pohim 6.2.4 & éshté kongruencé e majté né (M (r(a))).

Vértetim. Le t& jené (a,B8)eZ& dhe ye(M(r(a))). Nga pohimi 6.2.3 kemi qé
a< e dhe p<ae. Duke shumézuar me y nga e majta e té dyja anéve té
mosbarazimeve té dhéna, marrim gé yo <yfe dhe yf<yae. Pérséri pohimi 6.2.3

siell g& (yo, yB) e R .m

Né ményré analoge pérkufizojmé relacionin £ né (M (r(a))).
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Pérkufizim 6.2.5 Do té themi se («, 8) e (M (r(a)))x(M(r(a))) jané né relacion £
me njéri-tjetrin né qofté se I(«) =1(p).

Sikurse & edhe £ éshté relacion ekuivalence pér té cilin vlejné pohimet analoge té
pohimeve 6.2.3 dhe 6.2.4.

Pohim 6.2.6 («, ) € £ atéheré dhe vetém atéheré kur B<eq dhe a<ef.

Pohim 6.2.7 £ éshté kongruencé e djathté né (M (r(a))).

Pasi kemi pérkufizuar £ dhe & mund té pérkufizojmé H=LNR. Njé veti
interesante e 7/ -klasave éshté gé cdo dy elementé a,b qé jané # ekuivalenté
ndérrojné sé brendshmi né sensin e méposhtém.

Pohim 6.2.8 Né qofté se (a,b) e Z, atéheré e(ab)e = e(ba)e.
Veértetim. Dimé se né vecanti a<eb dhe se b<ae. Duke shumézuar ané pér ané
marim ab <e(ba)e. Né ményré té ngjashme mund té pérftojmé ba <e(ab)e. Nga té

dy mosbarazimet e mésipérme rrjedh barazimi e(ab)e = e(ba)e .m

Interesohemi pér # -klasat té cilat jané néngjysmégrupe té S -sé. Mé tej po japim njé
kusht té nevojshém dhe té mjaftueshém gé njé # -klasé té formojé gjysmégrup.

Pohim 6.2.9 Njé # -klasé H formon néngjysmégrup t& S kur pér ¢cdo o cH té
kemi gé¢ a® e H .

Veértetim. Vértetojmé kushtin e mjaftueshém vetém pasi i nevojshmi éshté evident.
Le t& jené dhéné x,yeH . Né vecanti kemi gé¢ (x,y)e £ e megé £ éshté
kongruencé e djathté, kemi (xy, y?) e £. Por nga kushti (y2,y)e £ e atéheré kemi
gé (xy,x) e £ . Né ményré té ngjashme tregohet se edhe (xy, x) e &Z nga ku meret gé
xyeH =H.m

Dy rezultate té tjera té ngjashme jané kéto té méposhtmet.

Pohim 6.2.10 Né qofté se pér ¢do aeH, ekziston nj¢ x, eH e tillé gé
ax,,x,a e H , atéheré H éshté néngjysmégrup.

Veértetim. Meqé (xa,a)eﬁ, atéheré (ax,,a’) e & dhe nga kushti i pohimit kemi
9é (a,a?) e R. Gjithashtu, (xa,a)ez sjell se (xaa,az)ez nga e cila njélloj si
mé sipér marim (a,a?) e £. Atéheré pér ¢cdo o e H kemi gé a? e H dhe mund té
aplikojmé pohimin 6.2.9 pér té nxjerré se H éshté néngjysmégrup.m
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Pohim 6.2.11 Né qofté se ekzistojné «, B H té tilla qé pér ¢cdo xe H, axeH dhe
xf € H , atéheré H éshté néngjysmégrup.

Vértetim. Meqé (B,x) e &, atéheré (x83,x%) e Z nga ku marim (8,x%) e & dhe se
(x,x*) e Z . Njélloj, megé (a,X) e £, atéheré (ax,x?) e £ dhe se (x,x*)e L. Pra

treguam se pér cdo xe H edhe x* e H . Edhe njé heré pohimi 6.2.9 sjell g¢ H
formon néngjysmégrup.m

Le té shénojmé me 9%, £ dhe & relacionet e zakonshém té Grinit né gjysmégrupin
S dhe me RY, L° dhe H? klasat pérkatése né S. Mé tej do té shohim se kur le -
gjysmégrupi plotéson njé kondité shtesé, atéheré kané vend pérfshirjet & < 92,
£ c £ dhe # c 5. Kondita gé duhet té plotésohet éshté:

Z : Pércdo X,Y < S né qofté se v X =vY atéheré X =Y.

Pohim 6.2.12 Né qofté se le -gjysmégrupi S plotéson konditén Z , atéheré kané vend
pérfshirjet Z< 97, £ £ dhe HZc $.

Vértetim. Do ta b&jmé vértetimin vetém pér relacionin % . Supozojmé se (a,b) e &
dhe duam té tregojmé se aSwa=(a), =(b), =bSwb. Duke pasur parasysh
plotésimin e kondités Z , mjafton té shohim nése v (a), =v(b),. Megé S ka
element mé té madh e, vemé re se v(a), =aeva. Por a<ae, prandaj v (a), =ae.
Ngjashmérisht v (b), =be. Nga supozimi qé (ab)e®R kemi qé
ae =r(a) = r(b) = be e cila mbyll vértetimin.m

Njé rrjedhim i menjéhershém i késaj éshté ky.

Rrjedhim 6.2.13 Né qofté se njé # -Klase H plotéson konditén e Grinit
(H?2H = @) atéheré ekziston njé néngrup i S gé pérmban H .

Vértetim. Le té jet¢é acH njé element cfardo. Nga pohimi 6.2.12 kemi qé
H, = H?. Megénése H, plotéson konditén e Grinit, até kondité do ta plotésojé edhe

HJ e pér rrjedhojé do té jeté néngrup i S. Ky éshté pikérisht néngrupi i S qé

pérmban H_.m

Pohim 6.2.14 Né qofté se le -gjysmégrupi S plotéson konditén Z , atéheré cdo # -
klasé qé plotéson konditén e Grinit éshté néngjysmégrup i S .

Vértetim. Le té jeté H klasa né fjalé dhe H® néngrupi i rrjedhimit 6.2.13 qé
pérmban H dhe i elementi i njésishém i tij. Pér ¢cdo o eH, megénése oS =iS,
atéheré v (aS) = v(iS) ose ndryshe ae =ie. Mé tej mund té shkruajmé
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r(a) =r(ai) megénése i éshté njésh

=(al)evai

=a(ievi)

=(ie) meqgénése i <ie

=a(ae) nga mé lart

=r(a?) megénése o éshté minimal.

Pra treguam se (a,«?) e &Z. Ngjashmérisht kemi qé («, «?) e £ dhe rrjedhimisht gé
a? e H, . Nga pohimi 6.2.9 marim gé¢ H éshté gjysmégrup.m
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