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ABSTRAKTI

Né kété disertacion do té tregojmé disa veti té operatoréve té cilét kané gené té pérkufizuar mé
paré, si pér klasén e operatoréve N —kuasinormalé e M —klasé Q.

Po ashtu, do t€ pérkufizojmé klasé t€ reja t€ operatoréve. Klasat e reja t&€ cilat do t’i
pérkufizojmé jané: M —klasé Q*, k —kuasi klasé Q si dhe k —kuasi klasé Q*. Pér kéto klasé té
operatoréve do t’i studiojmé shumé veti té tyre.

Pér klasén e operatoréve N —kuasinormalé ndér té tjera, do té japim kushtet qé duhet t’i
plotésojné dy operatoré nga kjo klasé ashtu gé edhe shuma e tyre té jeté nga kjo klasé, si dhe
kushtet gé duhet té plotésoj njé operator N —kuasinormal dhe njé operator kuasinormal ashtu gé
edhe produkti i tyre té jeté operator N —kuasinormal.

Do té studiojmé shumé veti pér operatorét e M —klasés Q si dhe M —klasés Q*. Do té
shqyrtojmé raportin e kétyre klasave me klasé té tjera té pérkufizuar mé paré. Do té tregojmé se
cdo operator M —paranormal, pérkatésisht M* —paranormal, éshté edhe operator nga M —klasa
Q, pérkatésisht M —klasa Q*, mirépo e anasjellta nuk vlen gjithmoné.

ME pas, do té vértetojmé se transformimi Aluthge T i takon M —klasés Q, M —klasés Q* atéheré
dhe vetém atéheré kur * —transformimi Aluthge T i takon M —klasés Q, M —Kklasés Q*,
respektivisht.

Do té vértetojmé se prodhimi tensorial i operatorit nga M —klasa Q, M —klasa Q* dhe operatorit
identik I éshté poashtu operator nga M —klasa Q, M —klasa Q*, respektivisht. Ndérsa me
shembull do té tregojmé se prodhimi tensorial i dy operatoréve nga M —klasa Q, M —klasa Q*
nuk éshté medoemos i tillé, respektivisht.

Po ashtu edhe pér operatorét e k —kuasi klasés Q si dhe k —kuasi klasés Q* do té studiojmé
shumé veti té tyre. Pér operatorét e k —kuasi klasés @ do té tregojmé se vlen implikacioni

klasa Q € kuasi klasén Q € k — kuasi klasén Q < (k + 1) — kuasi klasén Q.

Po ashtu do té tregojmé raportin e késaj klase té operatoréve né krahasim me klasé té tjera, si me
k —kuasi klasén A si dhe klasén e operatoréve k —kuasi paranormalé.

Ndérsa, pér operatorét e k —kuasi klasés Q* do té tregojmé se vlen po ashtu implikacioni

klasa Q* € kuasi klasén Q* € k — kuasi klasén Q* € (k + 1) — kuasi klasén Q*.



Po ashtu do té tregojmé raportin e késaj klase né krahasim me klasé té tjera té operatoréve si me
k —kuasi— * —klasén A si dhe me klasén e operatoréve k —kuasi— * — paranormalé.

Me shembull do té tregojmé se ekziston operatori gé i takon k —kuasi klasés Q*,e qé éshté
kuasinilpotent mirépo nuk éshté operator kuasi— hipernormal.

Vi



ABSTRACT

In this dissertation we will show some properties of the operators who have previously been
defined, as the N —quasinormal operators and M —class Q operators.

We will also define new class of operators. The new class of operators are: M —class Q*,
k —quasi class Q and k —quasi class Q*. For these classes of operators we will study many of
their properties.

For the class of the N —quasinormal operators among others, we will obtain conditions under
which the sum of two N —quasinormal operators is also N —quasinormal operator, and
conditions under which the product of N —quasinormal operator and quasinormal operator is
N —quasinormal operator.

Many properties we will study for M —class Q and M —class Q* opertors. We will give the
relation of these two new classes with the other classes of operators that have been introduced
before. We will show that every M —paranormal operator, respectively, every M* —paranormal,
is the operator of M —class Q, M —class Q*, respectively, but the reverse of this is not always
valid.

Moreover we will prove that Aluthge transformation T is M —class Q, M —class Q* if and only if
+ —Aluthge transformation T is M —class Q, M — class Q*, respectively.

We will prove that the tensor product of the M —class Q, M —class Q*operator and the identical
operator [ is also the operator of M —class Q, M — class Q*, respectively. While with the
example we will show that the tensor product of two operators of M —class Q, M —class Q* is
not necessarily to be M —class Q, M —class Q*, respectively.

Furthermore, for k —quasi class Q and k —quasi class Q* we will study many properties. For
k —quasi class Q operators we will prove that the following implication is true
class Q < quasi class Q € k — quasi class Q < (k + 1) — quasi class Q.

Also we will give the relation of k —quasi class Q operators with other classes of operators such
as, k —quasi class A and k —quasi paranormal operators.

For k —quasi class Q* operators we will prove that the following implication is true

Vi



class Q* < quasi class Q* € k — quasi class Q* < (k + 1) — quasi class Q~.

Also we will give the relation of k —quasi class @~ operators with other classes of operators such
as, k —quasi— = —class A and k —quasi— * — paranormal operators.

With the example we will show that there is an operator that belongs to the k —quasi class
Q*, which is quasinilpotent operator but it is not quasi —hyponormal.
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HYRJE

Teoria e operatoréve éshté njé teori relativisht e re né kuadér té analizés funksionale. Mund té
themi se si disipliné e vecanté u zhvillua nga fundi i shekullit XIX dhe fillimi i shekullit XX. Né
fillim té shekullit XX paragiten njé numér i madh punimesh nga matematikané té shquar té asaj
kohe, té cilat i japin njé dinamikeé té jashtézakonshme zhvillimit té késaj 1émie.

Njé rol té vecanté né teoriné e operatoréve né hapésirat e Hilbertit padyshim zéné disa klasa té
operatoréve si¢ jané edhe klasa e operatoréve M —paranormalé, M* —paranormalé, klasa Q,
kuasi klasa @, klasa Q* si dhe kuasi klasa Q*. Me studimin e kétyre klasave té operatoréve jané
marré shumé matematikané si Arora, Thukral, Duggal, Radharamani, Yamazaki, Ando e shumé
té tjeré. Ata kané shqyrtuar shumé veti té kétyre klasave si dhe raportin e kétyre klasave me klasa
té tjera té operatoréve té pérkufizuar mé paré.

Po ashtu, njé prej klasave té operatoréve me njé rol té jashtézakonshém éshté edhe klasa e
operatoréve kuasinormalé, klasé kjo e pérkufizuar diku né vitet e shtatédhjeta. Deri mé tani jané
shqyrtuar shumé veti té késaj klase me réndési té posagme. Mé& voné Lohaj (shih [18]) ka
pérkufizuar klasén e operatoréve N —kuasinormalé dhe ka vértetuar shumé veti té késaj klase. Né
kété punim (shih [41]) jané paragitur disa veti té tjera té késaj klase té re té operatoréve.

Né kété disertacion géllimi kryesor éshté pérkufizimi dhe studimi i klasave té reja té operatoréve
dhe studimi i vetive té disa klasave té operatoréve té pérkufizuara mé herét nga autoré té tjeré.
Klasa té reja té operatoréve té pérkufizuar né kété disertacion jané: klasa e operatoréve M —klasé
Q*, k —kuasi klasé Q si dhe k —kuasi klasé Q*. Pra, kétu qgéllimi éshté té tregohen veti té
ndryshme té klasave té lartpérmendura, si dhe té shikohen lidhshmérité ndérmjet kétyre klasave
dhe Kklasave té tjera t& operatoréve. Qé&llimi i punimit éshté edhe studimi i disa klasave té
operatoréve té pérkufizuara mé herét, p.sh. né kété drejtim éshté punuar mjaft né klasat e
operatoréve N —kuasinormalé si dhe M —klasé Q.

Punimi i disertacionit pérbéhet nga tre kapituj.
Kapitulli i paré éshté ““ Operatorét N —kuasinormalé .

Kapitulli i paré do té shérbejé si kapitull ndihmés. Né pjesén e paré jané dhéné disa koncepte
bazé dhe do pérmblidhen pohime nga teoria e operatoréve, koncepte dhe pohime kéto té
réndésishme pér pjesén tjetér té doktoratés. Ndér té tjera jané dhéné pérkufizimi i spektrit, rrezes
spektrale, pérkufizimi i operatorit té zhvendosjes me peshé si dhe pérkufizimi i nénhapésirés
invariante.

Né pjesén e dyté jané shqyrtuar disa veti té operatoréve normalé dhe kuasinormalé.



Né pjesén e treté jané shqyrtuar disa veti té klasés sé operatoréve N —kuasinormalé né hapésirat
e Hilbertit. Mé sakté, jané studiuar disa kushte q€ duhet t€ plotésoj njé operator g€ t’i takon késaj
klase. Po ashtu, jané dhéné kushtet q€ duhet t’i plotésojné€ dy operatoré nga kjo klasé ashtu qé
edhe shuma e tyre té jeté nga kjo klasé (Teorema 1.3.1). Si dhe jané dhéné kushtet gé duhet té
plotésoj njé operator nga klasa N —kuasinormal dhe njé operator nga klasa kuasinormal ashtu gé
produkti i tyre té jeté operator N —kuasinormal (Teorema 1.3.2).

Kapitulli i dyté éshté “M —klasa Q dhe M —klasa Q*e operatoréve” .

Né pjesén e paré jané dhéné shumé veti té operatoréve nga M —klasa Q. Kjo klasé éshté
pérkufizuar mé herét nga Senthilkumar dhe Prasad (shih [38]). Ata kané shqyrtuar disa veti té
késaj klase. Tani kétu ndér té tjerat éshté treguar se nése T éshté njé operator invertibil dhe N njé
operator 1 tillé g& N komuton me operatorin T*T atéheré operatori N éshté nga M —klasa Q
atéheré dhe vetém atéheré nése TNT ~1 éshté operator nga M —klasa Q (Teorema 2.1.1).

Ndérsa, né pjesén e dyté duke u bazuar né pérkufizimin e M —klasén Q té operatoréve éshté
pérkufizuar M —klasa Q* e operatoréve. Jané vértetuar disa pohime lidhur me kété klasé té
operatoréve. Ndér té tjerat éshté paragitur edhe lidhshméria e késaj klase me klasén e
pérkufizuar shumé mé paré, klasén e operatoréve M* —paranormalé (Pohim 2.2.2). Mé pas, me
shembull éshté vértetuar se klasat e operatoréve, M —klasa Q dhe M —klasa Q* jané té€ ndryshme
dhe té pavarura né mes veti, mirépo megé teknikat e vértetimit té rezultateve pér té dy kéto klasa
jané pothuajse té njéjta andaj pohimet pér klasén e operatoréve M —klasés Q* do t’i marrim pa
vértetimet meqé vértetohen ngjashém si né rastin e M —klasén Q.

Né pjesén e treté éshté shqyrtuar prodhimi tensorial i kétyre dy klasave té operatoréve. Mé sakté,
éshté vértetuar se prodhimi tensorial i operatorit nga M —klasa Q, M —klasa Q* dhe operatorit
identik I éshté operator nga M —klasa Q, M —klasa Q*, respektivisht (Pohim 2.3.1 & Pohim
2.3.2). Ndérsa me shembull éshté treguar se prodhimi tensorial i dy operatoréve nga M —klasa
Q, M —klasa Q™ nuk éshté medoemos i tillé, respektivisht (Shembull 2.3.1).

Né pjesén e katért éshté dhéné pérkufizimi i transformimit Aluthge dhe s —transformimit
Aluthge, si dhe éshté vértetuar se transformimi Aluthge T i takon M —klasés Q, M —klasés Q*
atéheré dhe vetém atéheré kur * —transformimi Aluthge T i takon M —klasés Q, M —klasés
Q*, respektivisht (Teorema 2.4.2 & Teorema 2.4.3.).

Kapitulli i treté éshté “k —kuasi klasa Q dhe k —kuasi klasa Q*e operatoréve” .

Né pjesén e paré éshté pérkufizuar k —kuasi klasa Q e operatoréve. Kjo klasé né fakt éshté njé
zgjerim i kuasi klasés Q té pérkufizuar nga Devika (shih [51]). Kétu éshté shqyrtuar raporti i
késaj klase té operatoréve né krahasim me klasé té tjera té operatoréve, si me klasén Q, k —kuasi
klasén A si dhe klasén e operatoréve k —kuasi paranormalé (Pohim 3.1.2, Pohim 3.1.3, Pohim
3.1.4, Pohim 3.1.5). Pohim me réndési té posagme é&shté Pohimi 3.1.11. ku éshté shqyrtuar
spektri aproksimativ i késaj klase. Pér spektrin aproksimativ té operatoréve nga k —kuasi klasa
Q éshté vértetuar se vlen



V2
T=R=1)| - TR+ + || TR 12

Oap(T) € {/1 € C: | <1< ||T||}.

E tani nga ky pohim éshté shqyrtuar edhe spektri aproksimativ i klasés sé operatoréve k —kuasi
paranormalé, i cili ka gené si problem i hapur deri mé tani.

Ndérsa né pjesén e dyté éshté pérkufizuar k —kuasi klasa Q* e operatoréve. Kjo klasé éshté njé
zgjerim i kuasi klasés Q*. Ndér shumé veti té tjera éshté shqyrtuar edhe raporti i késaj klase té
operatoréve né krahasim me klasé té tjera té operatoréve, si me klasén Q*, k —kuasi— * —klasén
A si dhe me klasén e operatoréve k —kuasi— * — paranormalé (Pohim 3.2.2, Pohim 3.2.3, Pohim
3.2.4, Pohim 3.2.5). Po ashtu, éshté vértetuar se ¢do operator kuasi hipernormal éshté edhe
operator nga kuasi klasa Q* (Pohim 3.2.14.). Me shembull éshté treguar se ekziston operatori
T nga k —kuasi klasa Q* i cili nuk éshté kuasi hipernormal (Shembull 3.2.4). Edhe kétu pohim
me réndési té posagme é&shté Pohimi 3.2.11. ku é&shté shqyrtuar spektri aproksimativ i késaj
klase. Pér spektrin aproksimativ té operatoréve nga k —kuasi klasa Q* éshté vértetuar se vlen

V2
I(T=T) =2 VN2 + || T*-22

04 (T) € {/1 €C <1< ||T||}.

Edhe kétu ngjashém si mé paré, nga ku pohim éshté shqyrtuar edhe spektri aproksimativ i klasés
sé operatoréve k —kuasi— * — paranormalé, i cili ka gené si problem i hapur deri mé tani.

Xi



Kapitulli 1

OPERATORET N —KUASINORMALE

Né kété kapitull sé pari do t'i japim kuptimet bazike si dhe disa pohime themelore
nga teoria e operatoréve né hapésirat e Hilbertit. Do té japim po ashtu disa veti té
réndésishme té operatoréve normalé si dhe atyre kuasinormalé. Tutje, do té flasim
pér operatorét N —kuasinormalé, operatoré té cilét jané pérkufizuar nga Lohaj (shih
[18]). Kétu do té paragesim disa veti té tjera té késaj klase té operatoréve, rezultate
kéto té publikuara né punimin [41].

1.1 DISA KONCEPTE BAZIKE NGA TEORIAE
OPERATOREVE NE HAPESIRAT E HILBERTIT

Le té jeté H hapésiré komplekse e Hilbertit, le té jeté L(H) bashkésia e té gjithé operatoréve
linear té kufizuar né hapésirén H dhe le té jeté T € L(H).

Me R(T) kemi shénuar rangun e operatorit T i cili éshté pérkufizuar me R(T) = {Tx:x € H},
kurse me N(T) kemi shénuar bérthamén e operatorit T e cila éshté pérkufizuar me

N(T) ={x € H:Tx = 0}.

Cdo operatori T € L(H) i pérgjigjet operatori i vetéem T* € L(H) i tilllé gé (Tx,y)=
(x,T*y),Vx,y € H, dhe quhet operatori i adjuguar i operatorit T.

Teoremé 1.1.1. ([19]) Le te jeté T € L(H) atéheré pér operatorin e adjuguar té tij vlejné kéto
veti:

1 Tl = ITII;
2. (T =T;

12



Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

(Tl + Tz)* = T1* + Tz*.
(Tsz)* = T2*T1*;

(O(T)* =al*,a €
WT*TIl = ITT*|| = ITII%
N(T) = R(T*)*;

N(T*) = R(T)J'.

N Ok

Operatori T éshté pozitiv nése (Tx,x) = 0,Vx € H dhe shénohet T > 0.

Teoremé 1.1.2. ([19]) Le té jené T,S € L(H) dy operatoré pozitiv. Nése operatorét T,S jané
komutativ, atéheré prodhimi T'S po ashtu éshté operator pozitiv.

Eshté e garté se operatorét T*T dhe TT* jané operatoré pozitiv.

Teoremé 1.1.3. ([19]) Pér c¢do operator pozitiv T € L(H), ekziston rrénja katrore unike

1
Tz € L(H), e cila gjithashtu éshté operator pozitiv, g¢ komuton me ¢do operator me té cilin
komuton operatori T.

1
Vémé |T| = (T*T)z, i cili éshté operator pozitiv dhe vlen |T|?> = T*T. Nga kétu kemi se
|T*|? = TT".

Pérkufizim 1.1.1. ([7]) Pér operatorin T themi se éshté unitarisht ekuivalent me operatorin S
nése ekziston operatori unitar U ashtuqé S = U*SU.

Pérkufizim 1.1.2. ([7]) Kur operatori T komuton me operatorin S dhe S*, atéheré themi se
operatori T komuton dyfish me operatorin S.

Né vazhdim do té japim pérkufizimin pér spektrin e operatorit si dhe rrezen spektrale té tij.

Pérkufizim 1.1.3. ([11]) Spektér té operatorit T quajmé bashkésiné e té gjithé numrave
kompleksé A pér té cilét T — AI nuk éshté operator invertibil né L(H) dhe e shénojmé me o(T).
Pra,

o(T) ={A€C:(T—A ¢ L(H)™1}.

Komplementi i bashkésisé o(T) shenohet me p(T) dhe paraget bashkésiné rezolvente té
operatorit T. Pra,

p(T) = {A € C: (T — AI) € L(H)™} = C\a(T).

Spektri pikésor dhe spektri aproksimativ pér operatorin T pérkatésisht jané:

13



1. Operatorét N-kuasinormalé

0, (T) = {4 € C: (T — Al) nuk éshté injektiv},
Oap(T) = {A € C: inf ||(T — ADx|| = 0}.
[lxll=1

Veértetohet se nése A € g, atéheré ekziston vargu (x,,) i tillé gé ||x,[| = 1 dhe
(T — Dxull = 0,n - 0.

Pérkufizim 1.1.4. ([11]) Rrezja spektrale e operatorit T shenohet me r(T) dhe pérkufizohet me :
r(T) = sup{|A]: 2 € a(T)}.
Vérejmése 0 < r(T) < ||T||.

Teoremé 1.1.4. ([11]) Pér c¢do operator té kufizuar T vlen:
1
r(T) = lm|IT*|[» < ITll.

Pérkufizim 1.1.5. ([11]) Operatori T quhet operator nilpotent nése T™ = 0 pér ndonjé n € N.
Ndérsa operatori T quhet kuazinilpotent nése o (T ) = {0}.

Pérkufizim 1.1.6. ([11]) Operatori T quhet normaloid, né qofté se r(T) = ||T||.

Tani né vazhdim do té japim pérkufizimin e operatorit té zhvendosjes me peshé.

Pérkufizim 1.1.7. ([11]) Le té jeté (e,,) bazé e ortonormuar né H dhe (a,) njé varg i fiksuar i
numrave kompleksé. Operatori T € L(H), quhet operator i zhvendosjes me peshé né hapésirén
komplekse té Hilbertit nése T (e,) = a,e,41, PEr ¢cdo n.

Vargu (a,) quhet vargu i peshave.

Operatori T quhet operator i zhvendosjes sé njéanshme me peshé pérkatésisht i zhvendosjes sé
dyanshme me peshé nése n i takon bashkésisé sé numrave té ploté jo negativ, pérkatésisht
bashkésisé sé numrave té ploté.

Pohim 1.1.1. ([47]) Nése T é&shté operator i zhvendosjes sé dyanéshme me peshé, atéheré
T e, =a,_1e,-1,Vn € L.
Nése T éshté operator i zhvendosjes sé njéanéshme me peshé, atéheré:
T e, =a,_1e,_1,Yn > 1dhe T"e, = 0.

Tani marrim rastin e operatoréve té zhvendosjes me peshé né rastin kur termat e vargut té
peshave (a,,) jané té barabarta me 1, pér ¢do n.
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Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

Pérkufizim 1.1.8. ([11]) Le té jeté (e,) bazé e ortonormuar né H. Operatori T € L(H) quhet
operator i zhvendosjes né hapésirén komplekse té Hilbertit nése T'(e,,) = e,+1, PEr ¢do n.

Operatori T quhet operator i zhvendosjes sé njéanshme pérkatésisht i zhvendosjes sé dyanshme
nése n i takon bashkésisé sé numrave té ploté jo negativ, pérkatésisht bashkésisé sé numrave té
ploté.

Teoremé 1.1.5. ([11]) Operatori i zhvendosjes sé njéanshme paraget njé izometri. Pra,
ITx|l = llx]l, vx € X.

Teoremé 1.1.6. ([11]) Pér operatorin e adjunguar T* té operatorit t¢  zhvendosjes sé
njéanshme T vlené:

T = ) (i enaden
n=0

Shohim tani pérkufizimin e nénhapésirés invariante.

Pérkufizim 1.1.9. ([46]) Le té jeté M nénhapésiré e mbyllur e hapésirés H. Pér nénhapésirén
M themi se éshté T —invariante né qofté se T(M) € M. Pra, né qofté se pér ¢cdo x € M, rrjedh
Tx € M. Nénhapésira invariante M éshté jotriviale, né qofté se M + {0} dhe M # H.

Pohim 1.1.2. ([46]) Le té jeté M nénhapésiré e hapésirés H. Nénhapésira M e hapésirés H éshté
T —invariante, atéheré dhe vetém atéheré, kur M+ éshté invariante pér T*.

Né qofté se T € L(H) dhe M nénhapésiré e mbyllur e hapésirés H, atéherée H = M@®M* dhe T
mund té shprehet pérmes matricés té tipit 2 x 2:

= o)
ku
A:M - M,pra A € L(M);
B:M* — M,pra B € L(M*, M);
C:M* - M+, praC € L(M?');
dhe
D:M — M+, praD € L(M,M%).
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1. Operatorét N-kuasinormalé

Nése T € L(H) dhe M éshté nénhapésiré invariante pér operatorin T, atéheré me Tj, shénojmé
ngushtimin e operatorit T né M. Eshté e garté se

Ty € LM), (T ) =T dhe || T || < ITII-

1.2 OPERATORET NORMALE DHE KUASINORMALE

Pérkufizim 1.2.1. ([19]) Operatori T quhet operator normal nése plotésohet kushti
TT* =T'T.
Teoremé 1.2.1. ([19]) Operatori T éshté operator normal atéheré dhe vetém atéheré nése
ITx|| = |IT*x||, vx € X.

Teoremé 1.2.2. ([7]) Operatori T éshté operator normal atéheré dhe vetém atéheré nése
T*S = ST* pér ¢do operator té kufizuar S i tillé g¢ TS = ST.

Pérkufizim 1.2.2. Operatori T quhet operator kuasinormal nése
T(T*T) = (T*T)T.
Pohim 1.2.1. ([7]) Nése T éshté operator normal atéheré T éshté operator kuasinormal.

Mirépo e anasjellta e kétij pohimi nuk vlen gjithmoné, andaj né vazhdim japim teoremén.

Teoremé 1.2.3. ([18]) Nése T éshté operator kuasinormal invertibil atéheré Téshté operator
normal.

Pohim 1.2.2. ([18]) Nése T éshté operator kuasinormal invertibil dhe nése plotésohet kushti
T(T*T) = A+ Q,kul€C.....(1)
Atéheré, operatori Q éshté operator normal.

Lemé 1.2.1. ([19]) Nése T éshté operator i kufizuar atéheré ekziston izometria e pjesshme U dhe
operatori pozitiv |[T| = VvT*T né H té tillé g¢ T = U|T| dhe N(U) = N(|T|), dhe kjo paraget
zbérthimin polar té operatorit T'.

Pohim 1.2.3. ([22]) Cdo operator T*mund té shenohet si T* = U*|T*| ku U éshté izometri e
pjesshme dhe |T*| = VTT*dhe kjo paraget zbérthimin polar té operatorit T* dhe N(U*) =
N(T* ).

Lemé 1.2.2. ([7]) Nése Téshté operator i kufizuar me zbérthimin polar T = U|T| atéheré T éshté
operator kusinormal atéheré dhe vetém atéheré nése U|T| = |T|U.
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Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

1.3 OPERATORET N —KUASINORMALE

Pérkufizim 1.3.1. ([18]) Operatori T € L(H) quhet operator N —kuasinormal nése
T(T*T) = N(T*T)T, (N € R).

E qarté se pér N = 1, fitohet klasa e operatoréve kuasinormalé.
Lemé 1.3.1. ([18]) Nése T éshté operator N —kuasinormal regular atéheré:

a) T*(T'T) = %(T*T)T*, (N € R),

1
b) T~Y(T*T) = N(T*T)T‘l, (N € R)

o) T*"Y(T*T) = N(T*T)T*"L,(N € R).

Lemé 1.3.2. ([18]) Nése T éshté operator N —kuasinormal dhe invertibil atéheré T éshté

operator kuasinormal.

Lemé 1.3.3. ([18]) Nése T éshté operator N —kuasinormal dhe i zhvendosjes sé njéanshme

atéheré

1
lap 1| = —=la4|

N

Pér N > 1, operatori T éshté kuasinilpotent kompakt dhe pér N < 1, lim |a,41| = oo.
n—-oo

Pérkufizim 1.3.2. ([19]) Leté jeté T € L(H) atéheré
* T*

T —
U = ReT = ,V = ImT =

20
jané pjesa reale dhe imagjinare, pérkatésisht e operatorit T, atéheré T = U + iV.
Le té jené B2 = TT* dhe €% = T*T dhe ku B e C jané operatoré jo negativ.
Pohim 1.3.1. ([41]) Nése T éshté operator i tillé gé
0] operatori B komuton me U dhe V/,
(i) TB? = N(C?T).

Atéheré operatori T éshté operator N —kuasinormal.

Vértetim: Meqé BU = UB, BV = VB, atéheré kemi
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1. Operatorét N-kuasinormalé

B?U = UB?, B?V = VB?,
prej nga
B?T + B?T* = TB? + T*B?

BT — B*T* = TB? — T*B?
Kjo na sjell né faktin qé

BT = TB? = N(C?T) = TT*T = N(T*TT).

Pra, operatori T éshté operator N —kuasinormal.

Pohim1.3.2. ([41]) Le té jeté T njé operator N —kuasinormal dhe TB? = N(C?T). Atéheré

operatori B komuton me U dhe V.
Vértetim: Meqé TB? = N(C?T) kemi T(TT*) = N((T*T)T).
Atéheré vlen

(TTT* = N(T*(T*T)).
Meqgé T éshté operator N —kuasinormal kemi:

, T+T"
B2U = TT*

TT*T + TT*T*
- 2
N(T*T)T + NT*(T*T)
- 2
N((T*T)T + T*(T*T))
- 2
N (%T(TT*) + %(T*T)T*)
2
TR A TUTT
2

T+T*
= TT* = UB?.

Megé operatori B éshté jonegativ, atéheré BU = UB.
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Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

Ngjashém vértetohet se BV = VB.

Pohim 1.3.3. ([41]) Nése T &shté njé operator i tillé q&¢ C2U =—UC?, C2V = -V (2. Atéheré
T éshté operator N —kuasinormal.

Veértetim: Meqé

atéheré kemi

nga rrjedh se

Pohim 1.3.4. ([41]) Le té jeté T njé operator N —kuasinormal dhe B2T = %CZT. Atéheré:

; 277 — L7 2

(i) C*U =-UC

(i) Cc=-vct
Veértetim: (i) Meqé

1
B?T = —C?T
N

= (TT)T = %(T*T)T

1
= T*(TT") = T*(T"T)

1 1
C*U ==UC? C?*V ==VC?,
N N
. 1 . 1
C2(U+iV) = N(U-l_ iV)C?, C?T =NTCZ

(T*T)T = %T(T*T) = T(T*T) = N(T*T)T.

Meqé T éshté operator N —kuasinormal atéheré kemi

" T+T*
C2U =TT
2
~ T*T? + T*TT*
B 2
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1. Operatorét N-kuasinormalé

1 * 1 *2
NTT T-I-NT T

2
_1T+T

N 2

*

1
=—UC?.
N

(ii) Ngjashém vértetohet se vlen edhe

1
C*V =—VC(C2
N
[ ]

Né teoremat né vijim do té japim kushtet qé duhet plotésuar dy operatoré N —kuasinormalé ashtu
gé edhe shuma e tyre té jeté po ashtu operator i késaj klase. Gjithashtu do té japim kushtet qé
duhet plotésuar njé operator N —kuasinormal dhe njé operator kuasinormal ashtu gé produkti i
tyre té jeté operator N —kuasinormal.

Teoremé 1.3.1. ([41]) Le té jené T, dhe T, dy operatoré N —kuasinormalé té tillé gé T, T, =
T,T, =TT, =T, T; = 0. Atéheré shuma e tyre T, +T, ésht¢é po ashtu operator
N —kuasinormal.

Veértetim: Le té jené T, dhe T, dy operatoré N —kuasinormalé dhe le té vlejné kushtet
TlTZ = Tle = Tl*TZ = TZ*Tl = O

atéheré kemi:

(Ty + T)I(Ty + T2)*(Ty + T2)]

= (Ty + T[Ty + T, (T, + T3)]

= (T, + To)(T{T; + T{T, + T, T, + T;T,)
= (T + T)(T{Ty + T;T,)

=T,T\T, + T\T, T, + T,T, T, + T,T, T,
=T,T;T, + T,T,T,

= N(T{T)T, + N(T; T,)T,

= N((T{TOTy + (T;T2)T2)

= N((Ty + T2)*(Ty + T2)?).

Pra, T, + T, éshté operator N —kuasinormal.
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Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

Teoremé 1.3.2. ([41]) Le té jené, T; njé operator N —kuasinormal dhe T, njé operator
kuasinormal. Atéheré produkti i tyre T,T, éshté operator N —kuasinormal nése plotésohen
kushtet e méposhtme:

(i) I,T, = T,T;

(i) T,T; = T;T,.

Veértetim: Le té jené T, njé operator N —kuasinormal dhe T, njé operator kuasinormal gé i
plotésojné kushtet e teoremés atéheré kemi:

(TiT)(TiTo)"(TiT,)
= (T T)(TZT)(T1Ty)
= (T T)(T{T;)(T1T2)
= Ty (T T (T3 T)T,

=T (T{TL)(TLT;)T;
=TTy (T, T)(T;T2)

=T Ti (T1T2)(T;T2)

= N(TfT12)(TikT22)

= NT{ (T{T;)TZ

= N(T{T;)(T{ T

= N(T{T;)(T1T,)?

= N(T3T{)(T1T,)?

= N(T1T2)*(T1T2)2-
Pra, produkti T;T, éshté operator N —kuasinormal.
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Kapitulli 2

M —KLASA Q DHE M —KLASA Q* E
OPERATOREVE

Né kété kapitull do té shqyrtojmé shumé veti t€ M —Kklasés Q té operatoréve, klasé
kjo e pérkufizuar nga Senthilkumar dhe Prasad (shih [38]). Duke u bazuar né
pérkufizimin e M —klasén Q té operatoréve do té pérkufizojmé M —klasén Q* té
operatoréve (shih [40]). Do té vértetojmé disa pohime lidhur me kété klasé té
operatoréve. Me shembull, do tregojmé se kéto dy klasa té operatoréve, M —klasa Q
dhe M —klasa Q* jané té ndryshme dhe té pavarura né mes veti. Po ashtu, do té
vértetojmé se prodhimi tensorial i operatorit nga M —klasa Q, M —klasa Q* dhe
operatorit identik I éshté operator nga M —klasa Q, M —klasa Q*, respektivisht.
Ndérsa me shembull do té tregojmé se prodhimi tensorial i dy operatoréve nga
M —klasa Q, M —klasa Q* nuk éshté medoemos i till&, respektivisht.

2.1 M —KLASA Q E OPERATOREVE

Né fillim do té japim pérkufizimet e disa klasave té operatoréve gé do té na nevojiten gjaté
shqyrtimit té késaj klase té operatoréve.

Pérkufizim 2.1.1. ([2]) Operatori T € L(H) quhet operator paranormal nése:

ITx|1> < IT?x]|,
pér ¢do vektor njési x € H,

ose
ITxl? < T2l - llxll,

pér ¢do vektor x € H.
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Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

Operatorét paranormalé jané pérkufizuar nga Furuta, né fund té viteve 60 té shekullit té kaluar
(shih [2]) dhe me studimin e késaj klase té operatoréve jané marré shumé matematikané.
Eshté vértetuar se T éshté operator paranormal nése plotésohet kushti:
T*2T2 — 2AT*T + 22 > 0,V > 0.
Pérkufizim 2.1.2. ([33]) Operatori T € L(H) quhet operator M —paranormal nése:
ITx|1? < MIIT?x]l,
pér ¢do vektor njési x € H dhe M njé numér real té fiksuar ku M > 1,
ose
ITx|1> < MIIT?x|| - |Il,

pér ¢do vektor x € H dhe M njé numér real té fiksuar ku M > 1.
Me kété klasé té operatoréve kané punuar shumé matematikané té njohur si Arora, Thukral,
Kumar, etj. Eshté vértetuar se T éshté operator M —paranormal nése plotésohet kushti:

M?T*2T% — 2AT*T + A2 > 0,VA > 0.

Shihet qarté se pér M = 1, operatori 1 —paranormal né fakt paraget operatorin paranormal.

Duggal, Kubrusly, Levan (shih [35]) mé pas kané pérkufizuar klasén Q té operatoréve.
Pérkufizim 2.1.3. ([35]) Operatori T € L(H) i takon klasés Q té operatoréve nése plotésohet
kushti:
2 1 2 2 2
ITxl* < 5 (T2l + {111,
pér ¢do vektor x € H.

Eshté vértetuar se operatori T € L(H) i takon klasés Q nése plotésohet kushti:
T*2T? —2T*T +1 > 0.

Senthilkumar dhe Prasad (shih [38]) kané pérkufizuar M —klasén Q té operatoréve dhe kané
vértetuar disa veti bazike té késaj klase té operatoréve. Disa vetité tjera té késaj klase jané
studiuar té cilat do t’i paragesim né vazhdim e né fakt ato jané t€ publikuara n€ punimin [40].

Pérkufizim 2.1.4. ([38]) Operatori T € L(H) i takon M —klasés Q té operatoréve nése
plotésohet kushti:

ITx|1? < 5 (M2IIT2x]1? + llx1?),

N| =

pér ¢do vektor x € H dhe M njé numér real e té fiksuar ku M > 1.
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2. M-klasa Q dhe M-klasa Q* e operatoréve

Shihet garté se pér M = 1 operatori 1 —klasé Q né fakt paraget operatorin e klasés Q.

Pohim 2.1.1. ([38]) Operatori T € L(H) i takon M —klasés Q té operatoréve atéheré dhe
vetém atéheré nése plotésohet kushti:

M?T*2T? = 2T*T + 1 = 0,

ku M éshté njé numér real i fiksuar i tillé g¢ M > 1.

Nga pérkufizimi i klasés sé operatoréve M —paranormalé dhe pohimi i mésipérm shohim se ¢do
operator M —paranormal éshté edhe operator nga M —klasa Q, mirépo e anasjellta e késaj nuk
vlen gjithmoné. Pohimi né vijim na jep kushtin gé duhet plotésuar njé operator nga M —Kklasa Q
Qgé té jeté operator M —paranormal.

1
Pohim 2.1.2. ([38]) Le té jeté operatori T € L(H). Nése A 2T éshté operator nga M —klasa Q,
atéheré operatori T éshté M —paranormal, pér ¢do 4 > 0.

Pohim 2.1.3. ([38]) Le té jeté T njé operator i zhvendosjes sé dyanshme me peshé me vargun e
peshave (a,). Atéheré T itakon M —Kklasés Q té operatoréve atéheré dhe vetém atéheré nése

leanlzlan+1|2 - Zlanlz +1=0

pércdon € Z.

Pohim 2.1.4. Le té jeté T njé operator regular i zhvendosjes sé dyanshme me peshé me vargun e
peshave (a,). Atéheré T~! i takon M —klasés Q té operatoréve atéheré dhe vetém atéheré
nése

MZ - 2|6Zn_2|2 + |afn—1|2|afn—2|2 =0
pércdon € Z.
Vértetim: Supozojmé se operatori T~1 itakon M —klasés Q, atéheré kemi
1
1T~ x]I? < E(MZIIT‘ZXII2 + [lx11?),
pér ¢do vektor x € H.

Le té jeté (e, ),z bazé e ortonormuar né hapésirén e Hilbertit H, atéheré megé

IT~enll? =

layn—1 |2’

1
IT2enll> = IT'T e, ||* =
" " |an—1|2 ' |an—2|2’

leall” = 1,

pérfundimisht kemi:
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Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

IT " enll? < = (M2IT2enll? + llenll®)

! < 1(M2 ! + 1)
|an—1|2 2 |an—1|2 ' |an—2|2

N[ =

M? 2

- +1=>0
|an—1|2|an—2|2 |an—1|2

=4

e M? — 2|6¥n_2|2 + |an—1|2|an—2|2 = 0.

Né vazhdim do té marrim njé shembull gé tregon se inversi i njé operatori nga M —klasa @ mund
té mos jeté operator nga M —klasa Q .

Shembull 2.1.1. Le té jeté T njé operator regular i zhvendosjes sé dyanshme me peshé me
vargun e peshave (a,) té pérkufizuar si vijon:

(1, n< -2

3, n=-1

a, = 1, n=20
Il n+1

, n=1
n

Atéheré, operatori T éshté operator nga 2 —klasa Q, gjé gé provohet lehté duke pasur parasysh
pohimi 2.1.3, ndérsa duke u bazuar né pohimin 2.1.4, shohim se operatori T~ nuk éshté nga
2 —klasa @, meqé p.sh. pér n = 1, kemi:

M? — 2|@’—1|2 + |@’0|2|@’—1|2 20
=24—-2-94+41-9*0.

Pohim 2.1.5. ([38]) Le té jeté T operator gé i takon M —klasés Q té operatoréve dhe N
nénhapésiré e mbyllur invariante e operatorit T atéheré ngushtimi T,y éshté poashtu operator
nga M —klasa Q e operatoréve.

Pohim 2.1.6. ([40]) Le té jeté T operator qé i takon M —klasés Q té operatoréve dhe nése
operatori T komuton dyfish me operatorin izometrik S, atéheré operatori TS poashtu i takon
M —klasés Q té operatoréve.

Vértetim: Le té jeté A = TS.
Dimése TS = ST,S*T =TS*,S*S = 1.

Atéheré
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2. M-klasa Q dhe M-klasa Q* e operatoréve

M2A*2A2 — 24" A + 1

= M2(TS)*2(TS)? — 2(TS)*(TS) + I
= M2S*T*S*T*TSTS — 2S*T*TS + 1
= M2T*T*S*S*SSTT — 2T*S*ST + 1
= M2T*2T2 —2T°T +1 >0,

prej nga TS éshté operator nga M —klasa Q e operatoréve.

Pohim 2.1.7. ([40]) Le té jeté operatori T € L(H). Nése ||T|| < % atéheré operatori T i takon

M —Klasés Q té operatoréve.
" . 1 . 2 1
Vértetim: Nga ||T|| < 7 kemi se ||Tx||* < >

Atéheré,
1
(Tx,Tx) — E(x,x) <0,Vx€EH

1
=>(T*"Tx,x) —=(x,x) < 0,Vx €EH
2

=> (I -2T*T)x,x) > 0,Vx € H
=>]-2T'T >0
= M?T*?T? —2T*T +1 >0,

prej nga shihet se T éshté operator nga M —klasa Q.

Pohim 2.1.8. ([40]) Le té jeté T operator gé i takon M —klasés Q dhe S njé operator unitarisht

ekuivalent me operatorin T, atéheré operatori S éshté operator gé i takon M —klasés Q.

Veértetim: Le té jeté S njé operator unitarisht ekuivalent me operatorin T atéheré ekziston

operatori unitar U i tillé q¢ S = U*TU.

Meqé T éshté operator gé i takon M —klasés Q, atéheré vilen
M2T*2T? —2T*T +1 > 0.

Prej kétu kemi se

M?5*2§2 —25*S + 1
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Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

= M?(U*TU)*2(U*TU)? = 2(U*TU)*(U*TU) + 1
= M?2U*T*UU*T*UU*TUU*TU — 2U*T*UU*TU + 1
= U*(M2T*2T2 = 2T*T + DU > 0.
Pra, S éshté operator gé i takon M —klasés Q.
|

Teoremé 2.1.1. ([48]) Le té jeté T njé operator invertibil dhe N njé operator i tillé g¢ N komuton
me operatorin T*T. Atéheré operatori N éshté nga M —klasa Q atéheré dhe vetém atéheré
nése TNT 1 éshté operator nga M —klasa Q.

Veértetim: Le té jeté N njé operator nga M —klasa Q, atéheré:
M?N*2N? —2N*N +1 > 0.
Prej nga kemi se,
T[M?N*2N? =2 N*N +1]T* >0
Duke konsideruar,

T[M2N*2N? — 2 N*N + [|T*[TT"]

=T[M2N*2N? — 2 N*N + [][T*T]T*
=T[T*T][M2N*2N2? — 2 N*N + I]T*
=[TT*]T[M2N*2N? — 2 N*N + I]T".

Pra, shohim se operatori TT* komuton me operatorin T[M?N*2N? — 2 N*N + I|T*. Atéheré
edhe operatori [TT*]~! gjithashtu komuton me operatorin T[M?N*?N? — 2 N*N + I]T*.

Duke pasur parasysh faktin se nése dy operatoré jané pozitiv dhe nése jané operatoré komutativ
atéheré edhe produkti i tyre éshté operator pozitiv konkludojmé se produkti i
operatoréve [TT*]~! dhe T[M2N*2N? — 2 N*N + I|T* éshté pozitiv, pra:

T[M?N*?N?2 — 2 N*N + I|IT*[TT*]"* = 0 .......... (¥)
Tani meqé operatori N komuton me T*T kemi,

NT*T =T*TN, T*'TN* = N*T"T,

(TNT~Y)*3(TNT~Y)? = (TNT"Y)*(TNT~Y)*(TNT~Y)(TNT~1) = TN*3N2T~t ............ (1)
dhe
(TNT Y)*(TNT~') = TN*NT! SRR (7))
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Pér té vértetuar se TNT ~1 éshté operator nga M —klasa Q ekuacionet (1) dhe (2) i zévendésojmé
né shprehjen

M?(TNT Y)*2(TNT-1)2 — 2(TNT"Y)*(TNT™ ) + 1
dhe kemi:
M2TN*2N?T~1 = 2TN*NT 1 +1
= T[M2N*:N% — 2 N*N + I]T"1.
Pra, tani duhet vértetuar se shprehja e fundit éshté pozitive. Nga jobarazimi (*) i fituar gjejmé:
T[M?N*2N? —2 N*N + I|T*[TT*]"* = 0

= T[M?N*2N? =2 N*N + []T*T*"'T"1 >0
= T[M?N*>N? —=2N*N+I]T"*1 >0

Pra, operatori TNT ~1 éshté operator nga M —klasa Q.

Anasjelltas, le té jeté operatori TNT ! nga M —klasa Q, pra:
M2(TNT~Y)*2(TNT~1)2 — 2(TNT"V)*(TNT~Y) +1 = 0.
Atéhergé, ngjashém si mé paré pas zévendésimit té ekuacioneve (1) dhe (2) kemi:

M2TN*2N2T~1 —2TN*NT ' +1>0

= T[M?N*3N? —2N*N +I1]T"* >0

= T*T[M?N**N? =2 N*N +I]T™'T > 0
= [T*T][M?N*2N? — 2 N*N +I] = 0.

Meqé, operatori [T*T] komuton me operatorin N atéheré ai komuton edhe me operatorin e fituar
[T*T][M?N**N? — 2 N*N +I].

Ngjashém si me paré vérejmé se edhe operatori [T*T]~! komuton me operatorin
[T*T][M?N*2N? — 2 N*N + I]. Dhe meqg kéta dy operatoré jané pozitiv dhe komutojné né mes
veti atéheré edhe produkti i tyre éshté pozitiv, andaj gjejmé:

[T*T] Y [T*T][M2N*3N? — 2 N*N + 1] > 0.
= M2N*2N2 —2N*N +1 > 0.

Pra, operatori N éshté nga M —klasa Q.

28



Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

2.2 M —KLASA Q* E OPERATOREVE

Né fillim edhe kétu japim pérkufizimin e disa klasave té operatoréve gé jané pérkufizuar mé
herét e qé jané me réndési né shqyrtim e késaj klase té re.

Pérkufizim 2.2.1. ([8]) Operatori T € L(H) quhet operator * —paranormal nése:

IT*xII? < IT?xl,
pér ¢do vektor njési x € H,
ose

ITxll? < 172l - llxl,

pér ¢do vektor x € H.

Kjo klasé e operatoréve éshté pérkufizuar né disertacionin e doktoratés sé S. M. Patel, ndérsa
disa nga vetité e késaj klase jané treguar nga Arora dhe Thukral (shih [8]). Eshté vértetuar se
T éshté operator * —paranormal nése plotésohet kushti:

T*2T2 — 2ATT* + 22 > 0,V1 > 0.
Pérkufizim 2.2.2. ([37]) Operatori T € L(H) quhet operator M* — paranormal nése:
IT*xI> < M|IT?x]|,
pér ¢do vektor njési x € H dhe M njé numér real té fiksuar ku M > 1,
ose
IT*xII> < MIIT?x|| - |IxIl,

pér ¢do vektor x € H dhe M njé numér real té fiksuar ku M > 1.
Shihet qarté se pér M = 1, operatori 1* —paranormal paraget operatori * —paranormal.

Eshté vértetuar se T éshté operator M* —paranormal nése plotésohet kushti:

M?2T*2T? — 2ATT* + A* = 0,V1 > 0.

Yang dhe Kim (shih [39]) kané pérkufizuar klasén Q* té operatoréve.
Pérkufizim 2.2.3. ([39]) Operatori T € L(H) i takon klasés Q* té operatoréve nése plotésohet
kushti:

ITxl? < 5 (IT2x1? + [lx]I?),

N =

pér ¢do vektor x € H.
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Eshté vértetuar se operatori T € L(H) i takon klasés Q* nése plotésohet kushti:
T*?T2 —2TT*+1 > 0.

Tani duke u bazuar né pérkufizimin e M —klasés Q japim pérkufizimin e M —klasés Q.

Pérkufizim 2.2.4. ([40]) Operatori T € L(H) i takon M —klasés Q* té operatoréve nése
plotésohet kushti:

1
ITxll* < 5 (MPNT2xll* + ),

pér ¢do vektor x € H dhe M njé numér real té fiksuar ku M > 1.
Shihet garté se pér M = 1, operatori 1 —klasé Q * paraget operatorin e klasés Q*.
Pohim 2.2.1. ([40]) Operatori T € L(H) i takon M —klasés Q* té operatoréve atéheré dhe vetém
atéheré nése plotésohet kushti:
M2T*2T%2 —2TT*+1 >0,

ku M éshté njé numér real i fiksuar i tillé g¢ M > 1.
Vertetim: Le té jeté T operator gé i takon M —klasés Q* té operatoréve, atéheré vlen

IT*x)1? < 5 (M2IT2x1? + NIxI1?),

N| =

pér ¢do vektor x € H dhe M éshté njé numér real té fiksuar, M > 1.
Nga kétu pér x € H dhe numrin real té fiksuar M > 1, kemi:

M?(T?x,T?x ) + {x,x) — 2(T*x,T*x) > 0,vx € H
& (M?T*?T?x,x ) + (x,x) — 2({TT*x,x) > 0,Yx € H
& ((M?T*?T? — 2TT* + Dx,x ) > 0, Vx € H.

Ekuacioni i fundit éshté ekuivalent me
M?T*2T2 —2TT* + 1> 0.

Gjé qé u deshté dhe té vértetohej.
]

Nga pérkufizimi i klasés sé operatoréve M* —paranormalé dhe pohimi i mésipérm shohim se
cdo operator M* —paranormal éshté edhe operator nga M —klasa Q*, mirépo e anasjellta e késaj
nuk vlen gjithmoné. Pohimi né vijim na jep kushtin gé duhet plotésuar njé operator nga
M —klasa Q* qé té jeté operator M* —paranormal.
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1
Pohim 2.2.2. ([40]) Le té jeté operatori T € L(H). Nése A 2T éshté operator nga M —klasa Q*,
atéheré operatori T éshté M* —paranormal, pér ¢cdo 4 > 0.

1
Veértetim: Le té jeté A 2T operator nga M —klasa Q*, pér A > 0, atéheré:

we (i) () 2 (k) (ai) w10
= M2A72T*2T2 =207 TT*+1 >0
= A72(M?T*2T? = 2ATT* +21*) >0
= M?T*2T2 — 2ATT* + 2?2 > 0.
Qé tregon se operatori T éshté M* —paranormal.
[ |

Pohim 2.2.3. ([40]) Le té jeté T njé operator i zhvendosjes sé dyanshme me peshé me vargun e
peshave (a,).Atéheré T itakon M —klasés Q* té operatoréve atéheré dhe vetém atéheré nése

leanlzlan+1|2 - 2|an—1|2 +1=0
pércdon € Z.
Veértetim: Le té jeté T operator gé i takon M —klasés Q* té operatoréve, atéheré vlen

M?T*2T%2 —2TT* +1 > 0.
Si dhe le té jeté (e,)nez Njé bazé e ortonormuar né hapésirén e Hilbertit H, atéheré megg,
T(en) = nén+1,
T en = Ap_1€n-1,
(T*sz)en = |an|2|an+1lzen,
(TT*)en = |0ln_1|28n.
Kemi:
M2T*2T? —2TT*+1>0
< leanlzlan+1|2 - 2|an_1|2 +1=0.

Né vazhdim me shembull tregojmé se kéto dy klasa té operatoréve, M —klasaQ dhe
M —klasa Q* jané té ndryshme dhe té pavarura né mes veti.
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Shembull 2.2.1. Le té jeté T njé operator i zhvendosjes sé dyanshme me peshé me vargun e
peshave (a,) té pérkufizuar si vijon:

(0, n<o

jl, n=
=<1

an LE' n=

2, n=3

Nga pohimi 2.2.3 operatori T i takon M —klasés Q* nése plotésohet kushti
M?|a,|?|ans1)? — 2|lay_4]> +1 =0, pércdon € Z.

Pra, gé né rastin toné shihet se jobarazimi i mésipérm vlen pér ¢cdo numér real e té fiksuar
M > 1, andaj operatori T i takon M —klasés Q*, pér cdo numér real e té fiksuar M > 1.

Ndérsa, nga pohimi 2.1.3, kemi se operatori T i takon M —klasés Q nése plotésohet kushti
M?|ay,|?|ans1]? — 2|a,|> +1 =0, péredon € Z.

Pra, né rastin toné nga jobarazimi i mésipérm shihet se vlen vetém pér numér real e té fiksuar
M > 2, andaj operatori T i takon M —klasés Q, pér cdo numér real e té fiksuar M > 2, mirépo
nuk i takon 1 —klasés Q, megé p.sh. pér n = 1, kemi:

M?|ay|?|ay]* — 2]lay |+ 120
1
$1-1'1—2'1+1:720.

Pohim 2.2.4. Le té jeté T njé operator regular i zhvendosjes sé dyanshme me peshé me vargun e
peshave (a,). Atéheré T~1 itakon M —klasés Q* té& operatoréve atéheré dhe vetém atéheré
nése

M?|ay|? = 2]an-1|*|an—2|? + lan|®lan—1 |*|lan-2|* = 0

pércdon € Z.

Vértetim: Supozojmé se operatori T~1 itakon M —klasés Q* atéheré kemi

1
1T x| < E(MZIIT‘ZXII2 + [lx11?),
pér ¢do vektor x € H.

Le té jeté (e, ),z bazé e ortonormuar né hapésirén e Hilbertit H, atéheré megé
1

IT eyl = ——
" |an—1|2’

1
IT2enll> = IT'T e, ||* =
" " |an—1|2 ’ |an—2|2’
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T*—le 2

leall” = 1,

pérfundimisht kemi:

IT* e, |I? < E(MZIIT Zenll? + llenll®)
1 M? +1)
|an 2 |y 1| |an 2|2
M? 2
= +1>=0

|an—1|2|an—2|2 |a’n|2
& M?|a,|* = 2|ay—1 |Plan—2|* + |y |?lap—1]*|an—|* = 0.

Né vazhdim do té marrim njé shembull gé tregon se inversi i njé operatori nga M —klasa Q*
mund té mos jeté operator nga M —klasa Q* .

Shembull 2.2.2. Le té jeté T njé operator regular i zhvendosjes sé dyanshme me peshé me
vargun e peshave (a,,) té pérkufizuar si vijon:

Atéheré operatori T éshté operator nga 2 —klasa Q*, gjé gé provohet lehté duke pasur parasysh
pohimi 2.2.3, ndérsa duke u bazuar né pohimin 2.2.4, shohim se operatori T~ nuk éshté nga
2 —klasa Q*, megeé p.sh. pér n = 0, kemi:

M?|agl? = 2]la_q|?la_s|* + lagl?la_q|*|la_,|* £ 0

1 1
>4 ——2-1-1+--1-1%£0.
4 +4 =

Pohim 2.2.5. ([40]) Le té jeté T operator qé i takon M —klasés Q* té operatoréve dhe N
nénhapésiré e mbyllur invariante e operatorit T atéheré ngushtimi Ty éshté poashtu operator
nga M —klasa Q* e operatoréve.

Vértetim: Le té jeté T operator nga M —klasa Q* e operatoréve dhe le té jeté x € N. Atéheré

2
= |IT*x||?
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<

(M2 T2x]1? + [l ]I1?)

1
2
= %(Mz ||+ 112 ).

gé tregon se ngushtimi T}y éshté poashtu nga M —klasa Q* e operatoréve.

Pohim 2.2.6. ([40]) Le té jeté T operator gé i takon M —klasés Q* té operatoréve dhe nése
operatori T komuton dyfish me operatorin izometrik S, atéheré operatori TS poashtu i takon
M —Klasés Q* té operatoréve.

Veértetimi béhet ngjashém sikur né pohimin 2.1.6.

Pohim 2.2.7. ([40]) Le té jeté operatori T € L(H). Nése ||T*|| < \% atéheré operatori T i takon
M —Klasés Q* té operatoréve.

Vértetim: Nga ||T*]| < % kemi se ||T*x||? < %,Vx € H.

Atéheré,
1
(T*x, T*x) — E(x,x) <0,Vx€EH

1
=>(TT"x,x) — E(x,x) <0,Vx€EH

= (I =2TT")x,x) 2 0,Vx €H
=>1-2TT* >0
= M?T*2T?2 —2TT* +1 >0,

prej nga shihet se T éshté operator nga M —klasa Q™.
[ ]

Pohim 2.2.8. ([40]) Le té jeté T operator gé i takon M —klasés Q* dhe S njé operator unitarisht
ekuivalent me operatorin T, atéheré operatori S éshté operator gé i takon M —klasés Q*.

Vértetimi béhet ngjashém sikur né pohimin 2.1.8.

Teoremé 2.2.1. ([48]) Le té jeté T njé operator invertibil dhe N njé operator i tillé g¢ N komuton
me operatorin T*T. Atéheré operatori N éshté nga M —klasa Q* atéheré dhe vetém atéheré nése
TNT~! éshté operator nga M —klasa Q*.

Vértetimi béhet ngjashém sikur né teoremén 2.1.1.
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2.3 PRODHIMI TENSORIAL PER M —KLASEN Q DHE
M —KLASEN Q* TE OPERATOREVE

NEé fillim japim disa njohuri themelore pér prodhimin tensorial.

Le té jeté H njé hapésiré komplekse jo zero me prodhimin e brendshém (.,.), si dhe le té jeté
H x H prodhimi i drejtpérdrejté i hapésirés vektoriale H me vetveten.

Pérkufizim 2.3.1. ([43]) Prodhim tensorial té vektoréve x, y € H e quajmé pasgyrimin bilinear
x Q@ x:HXH - C,

té dhéné me

(x @ y)(w,v) = {x, u)y, v)

pér cdo (u,v) € H X H.

Pér prodhimin tensorial té pérkufizuar si mésipér vlejné vetité:

af(x®y) =ax @ By = fx @ ay, péredo (x,y) € H X H.
xQR@y+2)=xQy+xQzpércdox,y,z € H.

L (x+Y)®z=xRz+yQzpércdox,y,z € H.

(X)W =xQRz+xQRQw+yYyRQz+y @w, péredo x,y,z,w € H.

=

INEAN N

Tregohet se shuma e dy prodhimeve tensoriale nuk éshté domosdo prodhim tensorial, prandaj
shénojmé me

n

H®H={Zaixi®yi:aiE(C,(xi,}’i)EH@H'nEN

i=0
bashkésiné e té gjitha kombinimeve té fundme té prodhimeve tensoriale né H X H.
Ndértojmé pasqyrimin:

(L)YHQH)X(HQYH)-C

té dhéné me

(Zn: a;x; & J’i:zn: Biz; ® Wj) = zn: zn: aiﬁj(’ﬁ', Zj)(}’i' Wj)
i=0 j=0

i=0 j=0

pér ¢do
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n n

z a;Xx; ® yl,Zﬁ]Z] ® Wj,nga (H ® H)
[ j=0

1=0 Jj=

Né vecanti kemi

(x®y,zQw) = (x,zXy,w)
pér ¢do x,y,z,w € H, gé éshté prodhimi i brendshémné H @ H.

Hapésira lineare H me prodhimin e brendshém té dhéné mésipérm nuk éshté domosdo komplete,
pér kété arsye marrim hapésirén H @ H qé éshté kompletim i hapésirés H @ H, qé pér arsye
praktike po e shénojmé pérséri me H @ H. Po ashtu, pasi gé

1 1
— _ 2 2
aix; @y =% Q ay; = a;x; Q ajy;,

atéheré shpesh né vend té

n

Z aix; Q v,

i=0
marrim

n

in Q yi.

i=0

Pérkufizim 2.3.2. ([43]) Le té jené T, S € L(H). Prodhim tensorial té operatoréve T dhe S né
hapésirén me prodhim té brendshém H @ H e quajmé operatorin

TRRSHRH-HRH

té dhéné me
n n
T®Szxi Qv =ZTxi ® Sy;
i=0 i=0
pér ¢do
n
le- Xy, EHRKH.
i=0
Pra, kemi:

TRHxRy)=Tx & Sy,
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pércdox,y € H.

Teoremé 2.3.1. ([43]) Letéjenéa,Bp € C,T,Ty,T,,S,5,,S, € L(H). Atéherg, vlejné:

T®SeL(H)dne|IT®SII=ITIISI,

afT Q S = aT Q BS,

TREG1+S)=TQRS:1+TQS,,

T1+T)®S=T1QS+T, ®S,

(T1+T)Q(51+85)=T1 Q53+, R®5+T1 ®S; + T, ® S,
(T ® ST, ® S2) = ThT, ® 5153,

Nése T dhe S jané operatoré invertibil, atéheré i tillé &shté edhe operatori TS dhe vlen
TR 'T=T"®s™,

8. TRS) " =T"QRS",

9. T"RSHITRS)=T'TRS'S=|TI>Q IS|*
0.TRS=TQNDURN=URNT I

Noos~wbdhE

Eshté e garté se vlen

IRQI=al @ a 1]

pér c¢do skalar a # 0.
Gjithashtu

0IR0=4Q0=0Q A.

Pra, A @ B, éshté operator zero, atéheré dhe vetém atéheré, kur njéri nga operatorét A ose
B éshté operator zero.

Le té jené dhéné operatorét A € L(C™) dhe B € L(C™) dy operatoré me até té formés matricore
(n X n dhe m x m) si vijon:

11 .. Oip P11 - Pim
A=<5 : 3>dheB=<E : )
Un1 . Opn Bml ﬁmm

Atéheré produkti A @ B i matricave A € L(C™) dhe B € L(C™) ipet me

a1 B a,B
AR B = ( : : : ) né L(GB?=1 Cc™) = L(C™™).

an1B ... a,B
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Né vazhdim shohim se prodhimi tensorial i njé operatorit nga M —klasa Q, M —klasa Q* dhe
operatorit identik | éshté operator nga M —klasa Q, M —klasa Q*, respektivisht. Ndérsa me
shembull do té tregojmé se prodhimi tensorial i dy operatoréve nga M —klasa Q, M —klasa Q*
nuk éshté medoemos i tillé, respektivisht.

Pohim 2.3.1. ([61]) Le té jeté T operator gé i takon M —klasés Q, atéheré T® Isidhe I QT
jané poashtu operatoré nga M —klasa Q.

Veértetim: Le té jeté T operator nga M —klasa Q atéherg,

M2(TQD*(TRND*-2TR@DN(TRN+1Q1
= (M?T*2T? = 2T"T+1) @ > 0.

Pra, T @ I éshté operator nga M —klasa Q.
Ngjashém, vértetohet edhe pér rastin I Q T.
|

Pohim 2.3.2. ([61]) Le té jeté T operator gé i takon M —klasés Q*, atéheré T @ I sidhe [ @ T
jané poashtu operatoré nga M —klasa Q*.

Veértetimi béhet ngjashém sikur né pohimin 2.3.1.

Tani me shembull vértetojmé se prodhimi tensorial i dy operatoréve nga M —klasa Q, M —klasa
Q* nuk éshté medoemos operator nga M —klasa Q, M —klasa Q*, respektivisht.

Shembull 2.3.1. ([61]) Le té jeté H hapésiré dy dimensionale e Hilbertit R X R dhe le té jené A
dhe B dy operatoré pozitiv né R x R. Le té jeté n njé numér i ploté pozitiv i fiksuar. Po e
pérkufizojmé operatorin T = T4 5 , Né vijim:
T{(xq, X5, X3, ... ) =(0,Axq, AXy, ..., AXy, BXp 11, BXpio, .. ).
Operatori T i takon M —klasés Q, nése
MZ?AB?A—2A%+1>0,
Le té jené operatorét C dhe D operatoré né hapésirén H té pérkufizuara me
=G am)2=( 8
Atéheré,
(Cx,x) =0 dhe (Dx,x) > 0,Vx € H.

Le té jené operatorét A dhe B té tillé gé
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Atéherg,

1 1 1\ 1 1\ 2
M?AB?A — 2A4% + 1 = M?C2 (C‘EDC‘E) ) (CE) +1=M?D—-2C+1

(M — 1)2 2MM - 1)
=M (; é) —2 (% 21\14\4) + (é (1)) = (ZM(M —1) @M-1)?%+ 4M2)

qé éshté shprehje pozitive pér M > 1, atéheré operatori i takon M —klasés Q.
Tregojmé tani se T @ T nuk i takon M —klasés Q.

Qé operatori T @ T t'i takon M —klasés Q duhet gé:
M*(TQD*(TQRT)-2TRT)(TRT) +IQI
=M2(T2QRTHT QT2 -2(T"QTHTRT+IRI
= M?T*T2 @ T**T? - 2T*TQT'T+1 Q1 > 0.

Né rastin toné duhet gé

M?AB?A ® AB*A—2A2 Q A’ +I1 Q1
=M?’D®D-2CQRQC+IQ®I=0.

Atéheré,

M’D@R®D—-2CQC+IQI

(s Do -2l el M)+

o
= O
—
N
o
= O
—

2 8 2 8 M 2M M 2M
1 2 2 4 M?  M? M?  M? 1 0 0 O
— M2 2 8 4 16 _9 M? 2M? M?* 2M? + 01 0 O
2 4 8 16 M2 M?2 2M? 2M? 0 0 1 O
4 16 16 64 M2 2M? 2M? 4M? 0 0 0 1
1— M? 0 0 2M?
_ 0 4M? + 1 2M? 12M?
0 2M? 4M? +1 12M?
2M? 12M? 12M? 56M?% + 1

gé nuk éshté pozitive, qé d.m.th. se operatori T @ T nuk i takon M —Kklasés Q.
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2. M-klasa Q dhe M-klasa Q* e operatoréve

Ngjashém, sikur né rastin pér operatorin e M —klasés Q shqyrtojmé tani rastin pér operatorin e

M —klasés Q*. Marrim té njéjtin operator T sikurse mé paré.

Operatori T i takon takon M —klasa Q*, nése
M?B* —2A% +1 > 0.

Mirépo le té jené tani, operatorét A dhe B té tillé gé

pér té njéjtit operatoré C e D té dhéné si mé paré.
Atéhergé, shohim se

1\ 4 1\ 2
MZB4—2A2+I=M2(DZ) —Z(Cf) +1=M?D—-2C+1

2
=12(3 o)=2(y )+ (o )= (25\14\/[(1; i)n (21\/211\1(;\/)121111\/12)
qé éshté pozitive pér M > 1, atéheré operatori i takon M —klasés Q~.
Tregojmé tani se T @ T nuk i takon M —klasés Q™.
Qé operatori T Q@ T t'i takon M —klasés Q* duhet qé:
M(TQRD*(TRT) -2TQTITRT) +1Q1
=M*(T2QRTAH(T* QT —2(TRTIT" RTH+IQI
= M?T*?T2 Q@ T*?T? = 2TT* Q@ TT*+1® I > 0.

Né rastin toné duhet gé
M?’2D®D—-2CQC+IQRI=>0.

Atéheré, ngjashém si mé paré vérehet se fitohet njé operator jo pozitiv, gé d.m.th. se operatori

T @ T nuk i takon M —klasés Q*.

40
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24 TRANSORMIMI ALUTHGE PER M —KLASEN Q DHE
M —KLASEN Q* TE OPERATOREVE

Né fillim japim pérkufizimin pér transformimin Aluthge dhe = —transformimin Aluthge.
Pérkufizim 2.4.1. ([44]) Le té jeté T € L(H) njé operator ku dekompozimi polar i tij éshté
T = U|T|, ku |T| = (T*T)/2. Atéheré operatori

T =IT|"2UIT|"/?

quhet transformimi Aluthge i operatorit T.
Pérkufizim 2.4.2. ([45]) Le té jeté T = U|T| dekompozimi polar i operatorit T . Atéheré

* —transformimi Aluthge éshté pérkufizuar me

TG = (T = |T*|V2U|T*|V/2.

Deri mé tani jané shqyrtuar shumé veti té kétyre transformimeve, ndér té tjera vlejné pohimet:

Teoremé 2.4.1. ([45]) Le té jeté T € L(H). Atéheré vlejné pohimet e méposhtme:

i) G(T) = J(T*) =a(T),
i) T =T
|||) U*lT*ll/Z — |T|1/2U*,
iv) U*|T*| = |T|U"

vy uITIME =TV,
Vi) U|T| = |T*|U.

Tani né vijim do té marrim teoremén pér ekuivalencén ndérmjet transformimin Aluthge dhe

* —transformin Aluthge pér M —Kklasén Q si dhe M —klasén Q* té operatoréve, respektivisht.

Teoremé 2.4.2. ([48]) Le té jeté T € L(H). Atéheré T éshté operator nga M —klasa Q atéheré

dhe vetém atéheré nése T() éshté nga M —klasa Q e operatoréve.

Vértetim: Supozojmé se T, pra transformimi Aluthge éshté nga M —klasa Q e operatoréve

atéheré

M2T*2T2 —2T*T +1 = 0.

Duhet vértetuar se T®), pra se * —transformin Aluthge éshté nga M —klasa Q e operatoréve, pra

Se

M2TOPF@? _2FOF0 41 > 0.
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2. M-klasa Q dhe M-klasa Q* e operatoréve

Llogarisim

M2TOFO? _ 2O T 4
= M2(IT*[V2UIT* M2y 2(IT* V20N T [V/2)? = 2(IT* [V2UIT 12 (T V2UIT V) + 1

= M2(|T* Y201 T2 (IT* |20 T |V 2 (1T |20 T*|Y2) (1T V20| T*|Y/?)
= 2(IT*IM20IT* V3 (T IV20IT* V) + 1

= M2(|T* |20 |T* M2 (T 120 | T* 1Y) AT V20| T 1Y) (IT* |20 | T+ |/%)
= 2(IT 20 IT* (AT [V2UIT1M2) + 1

= UU*[M?|T*|Y20*|T*|U*|T*|UIT*|U|T*|Y2 = 2|T*|Y20*|T*|U|T*|Y/? + I|UU”
= U[M2U*|T* |20\ T*|U*|T*|UIT*|U|T*|Y2U0 = 2U*|T* |20 |T*|U|T*|Y2U + 1|U"
= U[M?|T|*2U*|T\U*UUIT|UIT|UIT|? = 2|T|*2U*U*UIT|UIT|*? + I]U"

= UIMZ(ITIV20" ITIV2) (T 20 | T IV 2) AT IV2UIT VA (ITIV2 0T ?)
— 2(IT1*2U| TV (TIY2U|T|Y?) + 1] U*

= UM?*T*?T? = 2T*T+ DHU* = 0.

Atéheré, T éshté operator nga M —klasa Q.

Anasjelltas, supozojmé se T) éshté operator nga M —klasa Q atéheré vlen
M2TFOFO? _ 2T T 41 > o,
Duhet vértetuar se T éshté operator nga M —klasa Q, pra gé vlen
M2T*2T?2 = 2T*T+1 > 0.
Atéherg,

M2T*2T2 —2T*T + 1

= U U[MA(|T|V2U | T|V2) (ITIV20 TV ) (TI1YV2U | TV (ITI1Y2U | T V%)
—2(IT|YV2U|TIVH(T|Y?U|T|1V?) + 1 U*U

= U*[UM?|T|Y2U°|T|U*|T|UIT|UIT|Y2U* = 2U|T|Y2U°|T|UIT|Y2U0* + 1|U
= U*[M2|T*[*2U°|T*|\U* U U|T*|U|T*|U|T*[*2 = 2|T* |20 U U|T*|U|T* |2 + 1|U

= U [MP(T* V2T A AT Y20 T A AT 20T (Y2 AT V20T 1)
= 2(IT2U T YA AT [V2UIT V2 + U

= U [M2(|T*|Y2U|T*|Y/2)2(|1T*|Y2U0|T*|Y/2)2 — 2(|T*|Y2U|T* |V/%)*(IT*|Y/2U|T*|Y/?)
+ 11U

= U (M*TOPTO" — 2T T 4 1)y
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Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

Meqgé,
M2FOPTO? 20 TW 4[>0
atéheré kemi se,
M2T*2T?2 = 2T*T +1 > 0.
Pra, operatori T éshté nga M —klasa Q.

Teoremé 2.4.3. ([48]) Le té jeté T € L(H) . Atéheré T éshté operator nga
atéheré dhe vetém atéheré nése T éshté nga M —klasa Q* e operatoréve.

Vértetimi béhet ngjashém sikur né teoremén 2.4.2.

[ ]
M —klasa Q*
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Kapitulli 3

k —KUASI KLASA Q DHE k —KUASI
KLASA Q* E OPERATOREVE

Né kété kapitull do té pérkufizojmé dy klasa té reja té operatoréve k —kuasi klasén Q
si dhe k —kuasi klasén Q* té operatoréve. Né fakt, kéto klasa jané zgjerim i kuasi
klasés Q, si dhe kuasi klasés Q*, pérkatésisht. Do té shqyrtojmé shumé veti té kétyre
dy klasave si dhe lidhshmériné e tyre me klasat tjera té pérkufizuara mé herét, veti
kéto té publikuara né punimet [49], [50], [52].

3.1 k —KUASI KLASA Q E OPERATOREVE

Né fillim do té japim pérkufizimin e kuasi klasés Q té operatoréve té pérkufizuar nga Devika e
Suresh (shih [51]).

Pérkufizim 3.1.1. ([51]) Operatori T € L(H) i takon kuasi klasés Q té operatoréve nése
plotésohet kushti:

AIT3xl1? + T 11,

N[ =

IT%x|* <
pér ¢do vektor x € H.
Eshté vértetuar se operatori T € L(H) i takon kuasi klasés Q nése plotésohet kushti:

T*3T3 — 2T*2T2 + T*T > 0.

Duke u mbéshtetur né kété, kemi pérkufizuar k —kuasi klasén Q té operatoréve, gé né fakt éshté
pérgjithésim i kuasi klasés Q, si dhe kemi vértetuar disa veti né lidhje me kété klasé té re té
operatoréve, rezultate kéto té publikuara né punimet [49], [52].

Pérkufizim 3.1.2. ([49]) Operatori T € L(H) i takon k —kuasi klasés Q té operatoréve nése
plotésohet kushti:
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Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

1
IT* x1? < E(IIT"”xII2 +IT*x|1?),

pér ¢do vektor x € H, ku k éshté njé numér natyror.
Shihet garté se pér k = 1, operatori 1 —kuasi klasé Q né fakt paraget operatorin e kuasi klasés Q.

Pohim 3.1.1. ([49]) Operatori T € L(H) itakon k —kuasi klasés Q té operatoréve atéheré dhe
vetém atéheré nése plotésohet kushti:

T**(T*2T% = 2T*T + NT* > 0,

ku k éshté njé numér natyror.
Veértetim: Le té jeté T operator gé i takon k —kuasi klasés Q té operatoréve, atéheré vien:

1
IT* x1? < E(IIT"”xII2 + 1T x]1%),

pér ¢do vektor x € H, ku k éshté njé numér natyror.

(T**+2x, TR+2x) — 2(T**1x, T**1x) + (T*x, T*x) = 0

& (T k+DTh+25 xy — T*ERFDTR+Ly ) 4 (T**Tkx, x) > 0
& (T**(T*2T? = 2T*T + DT*x,x) > 0,

pér ¢do vektor x € H, ku k éshté njé numér natyror.
Atéheré, ekuacioni i fundit éshté ekuivalent me

T**(T*2T? — 2T*T + DT* > 0,

cka u deshté té vértetohe;j.

Nga pérkufizimi i klasés Q, kuasi klasés Q dhe ky pohim vérehet se vlen impilacioni:
klasa Q € kuasi klasén Q € k — kuasi klasén Q € (k + 1) — kuasi klasén Q.

Mirépo e anasjellta e kétij implikacioni nuk vlen gjithmoné, pér kété arsye kemi kérkuar kushte
shtesé. Andaj, pér kété géllim né vazhdim japim pohimin 3.1.2 gé jep raportin ndérmjet késaj
klase si dhe klasés Q.

Pohim 3.1.2. ([49]) Le té jeté T € L(H) operator gé i takon k —kuasi klasés Q té operatoréve.
Nése T* ka rang té dendur, atéheré operatori T i takon klasés Q t& operatoréve.

Veértetim: Megé T* éshté operator me rang té dendur, atéheré T*(H) = H. Le té jeté y € H.
Atéheré, ekziston vargu (x,)o-, né H i tillé gé T*x, > y,n > co. Meqé operatori T i
takon k —kuasi klasés Q, atéheré:
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3. k-kuasi klasa Q dhe k-kuasi klasa Q* e operatoréve

(T*®(T*?T? = 2T*T + DT*x,,x,) = 0
= ((T*?T? — 2T*T + T*x,, T*x,) = 0,vn € N.

Nga vazhdueshméria e produktit skalar, kemi se:
((T**T? = 2T*T + )y,y) = 0,y € H.
Pra, vlen
T*2T?2 = 2T*T+1>0

gé d.m.th. se T éshté operator nga klasa Q.
[ |

Mesheri né [53] ka pérkufizuar klasén e operatoréve k —kuasi paranormal. Operatori T quhet
k —kuasi paranormal nése:

(TR xl|? < 1T 2] - 1T ]I,

pér ¢cdo vektor x € H, ku k éshté njé numér natyror.
Pér k = 1, operatori quhet kuasi paranormal.

Eshté vértetuar se operatori T € L(H) éshté k —kuasi paranormal nése plotésohet kushti:
T**(T*2T? — 2AT*T + A2)T* > 0,v1 > 0.

Nga kjo si dhe pohimi i mésipérm shohim se ¢do operator k —kuasi paranormal éshté edhe
operator nga k —kuasi klasa Q, mirépo e anasjellta e késaj nuk vlen gjithmoné. Pohimi né vijim
na jep kushtin gé duhet plotésuar njé operator nga k —kuasi klasa Q gé té jeté operator k —kuasi
paranormal.

1
Pohim 3.1.3. ([49]) Le té jeté operatori T € L(H). Nése A 2T éshté operator nga k —kuasi
klasa Q, atéheré operatori T éshté k —kuasi paranormal, pér ¢do A > 0.

1
Veértetim: Le té jeté A 2T operator nga k — kuasi klasa Q, pér A > 0, atéheré:

1 \*k 1 \*2 1 \2 1 \* 1 1 \k
( A_ET) <( /’l"ET) ( /’l_ET) _ 2( A‘ET) ( A‘ET) + 1)( A‘ET) >0
k k
= A 2T**(A2T*2T?2 =207 T*T + DA 2Tk > 0

= T*(T*2T? — 2AT*T + A2)T* > 0

Ak+2

= T**(T*2T? — 2AT*T + A2)T* > 0,v1 > 0.
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Qe tregon se operatori T éshté k —kuasi paranormal.

Pohim 3.1.4. ([49]) Le té jeté T € L(H) operator gé i takon k —kuasi klasés Q t& operatoréve
dhe nése T? éshté izometri, atéheré edhe T éshté operator k —kuasi paranormal.

Veértetim: Le té jeté T operator nga k —kuasi klasa Q, atéheré:

2[IT** xl? < T2 ||? + (|||

= (IT**2x|l = IT*x[)? + 2||T**2x||IT*x].
Meqé operatori T2 éshté izometri, atéheré vlen
IT%x|| = ||xI|,

pércdo x € H.
Atéhergé, nga kétu kemi se:

2]l = [Ix]|

= [IT*x|l = IT x|

= - = [|[TF*2x|| = |IT*x]],
pra,

T 1xl|? < IT**2x|IIT*x|l, pér gdo x € H.

Pra, T éshté operator k —kuasi paranormal.
|
Gao dhe Fang (shih [54]) kané pérkufizuar klasén e operatoréve k —kuasi klasé A. Operatori T i
takon k —kuasi klasés A nése:
T**|T?|T* = T**|T|*T*,
Ku k éshté njé numér natyror.
Pér k = 1, operatori quhet kuasi klasé A.

Né vijim do té japim lidhjen mes klasés sé operatoréve té k —kuasi klasés A dhe k —kuasi
klasés Q.

Pohim 3.1.5. ([49]) Le té jeté T € L(H) operator nga k —kuasi klasa A, pér k njé numér
natyror atéheré T éshté operator nga k —kuasi klasa Q.

Veértetim: Meqé T éshté operator nga k —kuasi klasa A, atéheré:
T**|T2|T* > T**|T|2T*,
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3. k-kuasi klasa Q dhe k-kuasi klasa Q* e operatoréve

ku k éshté njé numér natyror.
Le té jeté x € H. Atéherg,

2||Tk+1x”2

— 2(Tk+1x,Tk+1x)

— Z(T*(k+1)Tk+1x,x)
= 2(T**|T|?T*x, x)

< 2(T**|T?|T*x, x)

= 2|||T?|T*x]|| - IT*x||
= 2||T**2x]|| - IT*x||

< NT**2x|? + |IT ]|,

Pra,
k+1 1 k+2 2 k 2
T x|| sg(IIT x|[ + (IT%x]|%),

gé d.m.th. se T éshté operator nga k —kuasi klasa Q.
|

Me shembull do té tregojmé se e anasjellta e kétij pohimi nuk vlen. Pra, jo ¢do operator
nga k —kuasi klasa Q éshté edhe operator nga k —kuasi klasa A.

Shembull 3.1.1. ([49]) Le té jeté T = G 8) € L(l, @ l,). Atéheré operatori T i takon

k —kuasi klasés Q, mirépo nuk i takon k —kuasi klasés A.

Pas ca llogaritjeve té thjeshta shohim se:

ez ek _ (101
T*=T2=w.=T _(0 0),
_r2_ .. _mk_(1 0
T=T2?=-=T _(1 0),
|T2|=(T*2T2)%=<\/§ O,

0 0
|T2| — (T*ZTZ)% — (\/E O ,
0 0
s e (20
IT| _TT_(0 0)
pra,
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T*k|T2|Tk — (ﬁ O)
0 O

dhe

T*k|T|2Tk = (g 8).

Pra,
T*kITZITk b T*kITIZTk,

atéheré operatori T nuk i takon k —kuasi klasés A.
Né anén tjetér,
s2m2 s _(2 0y _(4 O 1 0y_(-1 0
T*2T 2TT+I—(O 0) (0 0)+(0 1)—(0 1),
si dhe

T*(T*2T? — 2T°T + )T* = (é (1)) : (_01 2) : (1 g) - (8 g)

pra, operatori T itakon k —kuasi klasés Q.

Pohim 3.1.6. ([49]) Le té jeté T operator gé i takon k —kuasi klasés Q té operatoréve dhe N
nénhapésiré e mbyllur invariante e operatorit T atéheré ngushtimi T,y éshté poashtu operator
nga k —kuasi klasa Q e operatoréve.

Veértetim: Le té jeté T operator nga k —kuasi klasa Q e operatoréve dhe le té jeté x € N.
Atéheré

| T) x| = e

1
< 5 (T 2xll® + 1T 01

1 k+2 |2 k 12
=5 (1) + o))
(é tregon se ngushtimi T éshté poashtu nga k —kuasi klasa Q e operatoréve.

Pohim 3.1.7. ([49]) Le té jeté T operator gé i takon k —kuasi klasés Q té operatoréve dhe nése
operatori T komuton dyfish me operatorin izometrik S, atéheré operatori TS poashtu i takon
k —kuasi klasés Q té operatoréve.
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3. k-kuasi klasa Q dhe k-kuasi klasa Q* e operatoréve

Veértetim: Le té jete A = TS.
DiméseTS =ST,S*'T =TS *,S*S = 1.
Atéheré

AR (A*2A% — 24 A + 1) AF

= (TS)**((TS)**(TS)? — 2(TS)*(TS) + I)(TS)*
=(TS)*(TS)* ...(TS)*((TS)*(TS)*(TS)(TS) — 2(TS)*(TS) + DN(TS)(TS) ...(TS)
= S*T*S*T* ...S*T*(S*T*S*T*TSTS — 2S*T*TS + NTSTS ...TS

= S*kT**(T*2T2 — 2T*T + )T*S* > 0,

Prej nga fitohet se TS éshté operator nga k —kuasi klasa Q e operatoréve.

Pohim 3.1.8. ([49]) Le té jeté operatori T € L(H). Nése ||T|| < \% atéheré operatori T i takon
k —kuasi klasés Q té operatoréve.

Vértetim: Nga ||T|| < % kemi se || Tx]||? < %,Vx € H.

Atéheré,
1
(Tx,Tx) — E(x,x) <0,Vx€EH

= (I -2T*T)x,x) = 0,Vvx EH
=] -2T*T>0
= T2T2-2T*T+1>0

= T**(T*2T? = 2T*T + DT* > 0.

Pra, shihet se T éshté operator nga k —kuasi klasa Q.
[ ]

Pohim 3.1.9. ([49]) Le té jeté T operator gé i takon k —kuasi klasés Q dhe S njé operator
unitarisht ekuivalent me operatorin T, atéheré operatori S éshté operator gé i takon k —kuasi
klasés Q.

Vértetim: Le té jeté S njé operator unitarisht ekuivalent me operatorin T atéheré ekziston
operatori unitar U i tilléqé S = U*TU.

Megé T éshté operator gé i takon k —kuasi klasés @, atéheré vlen
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T**(T*2T? — 2T*T + T* > 0.
Prej kétu kemi se
S*k(§*25%2 — 25*S + )S*
= (U*TU)*((U*TU)*?(U*TU)? — 2(U*TU)*(U*TU) + )(U*TU)*
= U*T*UU*T*U ..U*T*UU*T*UU*T*UU*TUU*TU — 2U*T*UU*TU + DU*TUU*TU ..U*TU
= U*T**(T*?T? = 2T*T + DT*U > 0.

Pra, S éshté operator gé i takon k —kuasi klasés Q.

Lemé 3.1.1. ([55]) Pér cdo cift té operatoréve (4, C) vlen
c(A)ua(C)=0(T)Uud
ku 9 éshté unioni i vrimave né a(T), gé jané nénbashkési té (4) N a(C).

Pohim 3.1.10. ([49]) Le té jeté T € L(H) njé operator nga k —kuasi klasa Q. Nése rangu i
operatorit T* nuk éshté i dendur dhe

T = (g‘ ’g) né H = R(TF) @ N(T*®).

Atéheré, A éshté operator nga klasa Q né R(T*), C* = 0 dhe o(T) = a(4) U {0}.

Vértetim: Supozojmé se T éshté operator nga k —kuasi klasa Q. Meqgé T* nuk e ka rangun e
dendur atéheré operatori T mund té paragitet né formén matricore:

T= (g‘ g) né H = R(T®) @ N(T*).

Meqé T éshté operator nga k —kuasi klasa Q kemi:
T**(T*2T? — 2T*T + DT* > 0.
Atéherg,

((T*2T? = 2T*T + Dx, x) = ((A*?4% — 2A4*A + Dx,x) = 0, Vx € R(T¥).
Prandaj,

A2A%2 —24*A+1=0.

Pra, operatori A i takon klasés Q né R(Tk).
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3. k-kuasi klasa Q dhe k-kuasi klasa Q* e operatoréve

Tregojmé tani se C* = 0.
Le té jeté P projeksioni ortogonal i H né R(T%).

P&r ndonjé x = (2) € H = R(TF) @ N(T*0),

kemi
(Ckxy, x,) = (T*(I — P)x,(I — P)x)
={UI - P)x,T*( - P)x) = 0.
Atéheré
T** =0
rrjedhimisht
ck =0.

Tregojmé tani se C* = 0.
Meqé,

c(A)ua(C)=0(T)ud,
ku 9 éshté unioni i vrimave né a(T), gé jané nénbashkeési té a(A) N o(C) nga lema 3.1.1.
Megé, a(A) N a(C) nuk ka pika té brendshme, atéheré
o(T) =0(A)Ua(C) =0(Ad)u{0}.

Pohim 3.1.11. Le té jeté T € L(H) njé operator regular nga k —kuasi klasa Q atéheré pér
spektrin aproksimativ té tij vlen:

V2
TRt - ITR R 4 (TR

Gap(T) € {,1 €C <1< ||T||}.

Veértetim: Le té jeté T njé operator regular nga k —kuasi klasa Q, atéheré pér ¢cdo vektor njési x
nga hapésira e Hilbertit H kemi:

[l = (T~ (T |2

< DT - ITF x|
1
S N5 AT 2l + 1T )
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Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

1
=3 T D2 - AT HPNT]? + (T IPIT))

Pra,
2 < ITxl? - I HZ - AT + 1T 1)
respektivisht, fitohet jobarazimi:

V2
ITx|l =
IT =2 - NTR*|2 + || T*1|2

Tani supozojmé se A € a,,, atéheré ekziston vargu (x,), llx,ll = 1, [I(T — Dx,ll - 0,n - oo,
nga jobarazimi i fundit kemi:

V2
(T, - JITRHLZ + | T* 1|2 B

ITxn = Axpll 2 T2l = 121 - llx5 |l 2

Tani né jobarazimin e fundit té fituar, kur n — oo, fitohet:

2
|A] = V2
T2 - NTR*|2 + || TR-1|2

Pra, kemi:

V2
TRt - ITR I 4 (TR

Oap(T) C {,1 ec <A< IITII}

gjé qé u deshté edhe té vértetohej.

Pohimi 3.1.12. Le té jeté T € L(H) njé operator regular k —kuasi paranormal atéheré pér
spektrin aproksimativ té tij vlen:

1
[T =2 - TR - [T

Veértetimi béhet ngjashém sikur né pohimin 3.1.11.

Oap(T) C {,1 €C <1< ||T||}.

Teoremé 3.1.1. ([52]) Le té jeté T njé operator invertibil dhe N njé operator i tillé

gé N komuton me operatorin T*T. Atéheré operatori N éshté nga k —kuasi klasa Q atéheré dhe
vetém atéheré nése TNT 1 éshté operator nga k —kuasi klasa Q.

Vértetim: Le té jeté N njé operator nga k —kuasi klasa Q.
Atéherg,
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3. k-kuasi klasa Q dhe k-kuasi klasa Q* e operatoréve

N*®(N*2N? —2N*N + )N* > 0.

Prej nga kemi se:
TN**[N*2N? — 2 N*N + I|N¥T* > 0.
Konsiderojmé,
TN**[N*2N? — 2 N*N + I|N*T*[TT*]
=TN*¥[N*2N? — 2 N*N + I|N*[T*T]T*
=T[T*TIN**[N*2N? — 2 N*N + I|N*T*
=[TT*]TN**[N*2N? — 2 N*N + I|N*T*
Pra, vérejmé se operatori TT* komuton me operatorin TN*"[N*ZN2 —2N*N + I]N"T*.

Atéheré edhe operatori [TT*]™! gjithashtu komuton me TN*¥[N*2N2 — 2 N*N + I|N*T*

Duke pasur parasysh faktin se nése dy operatoré jané pozitiv dhe nése jané operatoré komutativ
atéheré edhe produkti i tyre éshté operator pozitiv, atéheré konkludojmé se produkti i

operatoréve [TT*]™ dhe TN*¥[N*2N? — 2 N*N + [|N*T* éshté pozitiv, pra:
TN*¥[N*2N? — 2 N*N + IIN¥T*[TT*]71 2 0 .o cee evv v e (%)

Meqé operatori N komuton me T*T kemi,

(1) ..(TNT~Y* = (TNT")*(TNT~Y)* ...(TNT~1)*

— T*=IN*T*T*IN*T* _T*IN*T* = ... = T*_IN*kT*

(2)..(TNT Y)Y = TNT'TNT-'TNT~!..TNT~' = TN*T1!

(3) .(TNTY)*2(TNT Y% = (TNT"Y)*(TNT~)*(TNT )(TNT™1)

— TN*ZNZT—l

dhe

4)...(TNT™Y) (TNT™Y) = TN*NT ™,
Pér té vértetuar se TNT 1 éshté operator nga k —kuasi klasa Q, ekuacionet (1), (2), (3) e (4) i
zBvendésojmé né shprehjen né vijim:

(TNT™Y*[(TNT~Y)*2(TNT~1)%2 — 2(TNT~Y)*(TNT™1) + I](TNT~ 1)k
dhe kemi:
(TNT™Y**[(TNT~Y)*2(TNT~1)%2 — 2(TNT~Y)*(TNT~1) + I](TNT~1H)*

= T* IN**T*[TN*2N2T~1 — 2 TN*NT~1 + [|[TN*T 1
= T* IN**T*T[N*2N? — 2 N*N + [][T~'TN*T~!

= T* IN**T*T[N*2N? — 2 N*N + I|N*T~!

= T* IN**T*T[N*2N? — 2 N*N + I|N*T~!

= TN**[N*2N? — 2 N*N + [|[N*T~1.
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Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

Pra, tani duhet vértetuar se shprehja e fundit éshté pozitive. Nga jobarazimi (*) i fituar gjejmé
se:
TN**[N*2N? — 2 N*N + I|N*¥T*[TT*]"* = 0
= TN**[N*?N? — 2N*N + IIN¥T*T*"1T-1 > 0
= TN**[N*2N?2 —2N*N +II[N¥T"1 >0
Pra, operatori TNT~! éshté nga k —kuasi klasa Q .
Anasjelltas, le té jeté TNT~1 njé operator nga k —kuasi klasa Q . Atéheré, vlen:

(TNTHY**[(TNT~Y)*2(TNT~1)2 — 2(TNT"Y)*(TNT~Y) + I](TNT 1)* > 0
Atéherg, ngjashém si mé paré, pas zévendésimit té ekuacioneve (1), (2), (3) e (4) kemi:
TN**[N*2N? —2 N*N + I|N*¥T~1 >0
= T*TN**[N*2N? — 2 N*N + I|N*¥T~1T > 0
= [T*TIN**[N*2N? — 2 N*N + I]N* > 0.
Tani megé operatori [T*T] komuton me N atéheré ai komuton edhe me operatorin
[T*TIN*¥[N*2N? — 2 N*N + I|N,

Atéheré edhe operatori [T*T]~! komuton me [T*T]N**[N*2N? — 2 N*N + I|N*.

Meqé, operatorét [T*T]~* dhe [T*TIN**[N*2N% —2 N*N + I|N* jané pozitiv dhe komutojné
né mes veti atéheré edhe produkti i tyre éshté operator pozitiv dhe kemi:

[T*T] Y [T*T]N**[N*2N%? — 2 N*N + I|N¥ > 0
Késhtu fitohet

N*®(N*2N2? —2N*N + )N* > 0,

pra, N éshté nga k —kuasi klasa Q.

Teoremé 3.1.2. ([52]) Le té jeté T € L(H). Atéheré T éshté operator nga  k—kuasi klasa
Q atéheré dhe vetém atéheré nése T éshté nga k—kuasi klasa Q e operatoréve.

Veértetim: Supozojmé se T éshté nga k—kuasi klasa Q e operatoréve atéheré
T*k(T*2T? = 2T*T + DT* = 0.
Duhet vértetuar se T(*) éshté nga k—kuasi klasa Q e operatoréve, pra se vlen:
TO™(FOPTO? - 27T + )T 2 0,

Atéheré gjejmé:
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3. k-kuasi klasa Q dhe k-kuasi klasa Q* e operatoréve

F*k (T(*>*ZT(*)2 Y ION IO 1) Fk
= (IT*[Y2U|T* V2, [(IT* |V 2U|T*[M2) 2 (IT* |20 |T*|/%)?
_ 2(|T*|1/2U|T*|1/2)*(|T*|1/2U|T*|1/2) + I](lT*ll/zUlT*ll/Z)k
:(|T*|1/2U|T*|1/2)*(|T*|1/2U|T*|1/2)* (|T*|1/2U|T*|1/2)*
[(|T*|1/2U|T*|1/2)*(|T*|1/2U|T*|1/2)*(|T*|1/2U|T*|1/2)(|T*|1/2U|T*|1/2)
_ 2(|T*|1/2U|T*|1/2)*(|T*|1/2U|T*|1/2) + 1]
AT* 12U\ Y2 AT Y20 T Y2 . (T 12U T Y2)
= (IT*[*2U|T* V5T |V2U |T*[Y2) . (T V20| T+ 2)
[(lT*ll/ZU*lT*ll/Z)(lT*|1/2U*|T*|1/2)(|T*|1/2U|T*|1/2)(|T*|1/2U|T*|1/2)
_ 2(|T*|1/2U*|T*|1/2)(|T*|1/2U|T*|1/2) + 1]
AT* 12U\ Y5 AT Y20 T Y2 L. (T 12U T | Y2)
UU*[|T*|1/2U*|T*|U*|T*|U|T*|U|T*|1/2 _ 2|T*|1/2U*|T*|U|T*|1/2 + I]
uu(|T*|Y20|T*|U|T*| ... U|T*|Y*UU*
= U(U*|T*|Y20*|T*|U*|T*| ... U*|T*|Y20)
[U*|T*|1/2U*|T*|U*|T*|U|T*|U|T*|1/2U _ 2U*|T*|1/2U*|T*|U|T*|1/2U + I]
T |V2U|T* U T .. UIT* |20y U

= U(IT|Y2U|T\U*|T| ... US|ITIYH[[ITIY20*|T|U*|T|UIT|U|T|Y? = 2|T|Y20*|T|U|T|*/?
+I|(ITIM2U|T|UIT| ... UIT|Y?)U™

= U(TIM?0"|TIVSATIV2U|TIY?) .. (ITIV2U*(T|Y?)

[(TIY2U T V2 (TIV20|TIV2) (TIY2U|T VY2 (ITIY2U|T|Y?)
= 2(ITIY2U°|TIV)(TIV2U|T|IV?) + 1]

ATIV2U|TIY3)(TIY?0|T|Y?) .. (IT|V?U|T|V?) U*
= U(T**(TT? -2T'T+ DT*U* = 0.

Pra, vlen
Fk (T(*)*ZT(*)Z _FO T 4 1) 7O S

qé d.m.th.se T™ &shté nga k —kuasi klasa Q.

Anasjelltas, supozojmé se T) &shté operator nga k—kuasi klasa Q, atéherg,

TO™ (FOPTO? - 27T + )T 2 0,
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Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

Duhet vértetuar se féshté operator nga k —kuasi klasa Q, pra se vlen:
T (F272 _ 2T + )T* > 0,

Andaj, gjejmé:

T**(T*2T? = 2T*T + DT*

= U U(|T|V?2U™|T|VHTIV20|T1V?) ... (IT|V?20*|T|V?) U*U

[(TIY2U T2 ATV 20° TV (TIY2U|T Y5 TI1Y2U|T|1V?) -
2(IT1M2U*|TIVAHATIY2UITIY?) + N U*U

ATIM2u|T|V2)(IT|Y?U|T|YV?) ... (IT|Y2U|T|Y?) U*U

= U*(UIT|Y2U*|T|U|T] ... U*|T|Y 20 [UIT|Y 207 |T|U*|T|UIT|U|T|Y 20U
— 2U|T|Y2U*|T|U|T |20 + I|(UIT|Y2U|T|UIT] ... UIT|Y2U")U

= U*(IT* |20 |T*|U*|T*| .. USIT*|VB)[|T* |20 | T*|U* | T* |U|T*|U| T |/
= 2|T*|V2u|T*|U|T*|Y2 + 1|(IT* |20\ T*|U|T*| ... UIT* V%) U
— U*(lT*ll/ZU*lT*|1/2)(|T*|1/2U*|T*|1/2) (lT*ll/ZU*lT*ll/Z)

(AT 22U T VAT 20 T AT 20T 1Y (AT V20T [2)
= 2(IT*[V2UrIT* (Y2 AT [V2UIT M) + 1]

(lT*|1/2U|T*|1/2)(|T*|1/2U|T*|1/2) m(lT*ll/ZUlT*ll/Z)U
= Ur(IT*1M2UIT* V2 (AT 12 UIT (V)2 (1T V20T |V2)?
_ z(lT*|1/2U|T*|1/2)*(|T*|1/2U|T*|1/2) +1)(|T*|1/2U|T*|1/2)ku

O (T(*)*ZT(*)Z VIO JONN 1) Feky
Meqg, TO™ (TOPFO? — 2T O'FO 4 [)TOF > 0,
Atéheré,

T*(T*2T?2 - 2T* T+ DT >0

Pra, T éshté operator nga k —kuasi klasa Q.

Pohim 3.1.13. ([52]) Leté jeté T € L(H) njé operator i pérkufizur si vijon

= o)

Nése A éshté operator nga klasa Q, atéheré T éshté operator nga k —kuasi klasa Q.
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3. k-kuasi klasa Q dhe k-kuasi klasa Q* e operatoréve

Veértetim: Pas disa kalkulimeve kemi:

r- Y

o) _ ( A*k+2) 0)
B*A* ¢+ o)

T(k+2) _ (A(k+2) A(k+1)B)
0 o /'

ez — (ATEDAKRD gD gkt p
- (B*A*(k+1)A(k+2) B*A*(k+1)A(k+1)B>'

T*k(T*ZTZ —2T*T + I)Tk = Trk+2)(k+2) _ 2T*(k+1)T(k+1) + TkTk
[ A(ATPAR - 247A+ D) AK AR (A*24%2 — 24" A + DA®-VB
B*A* k=D (4242 — 24*A + DNA* B*A** "D (4242 — 24*"A + NAK-VB
Le té jeté u = x®y € HOH. Atéheré,

<(T*(k+2)T(k+2) _ ZT*(k+1)T(k+1) + T*ka)u,u)
= (A (A*2A%2 — 24" A + DA*x, x) + (A (4242 — 24" A + DA%~V By, x)
+(B*A**D (4242 — 24" A + DA*x, y) + (B*A**"D (4242 — 24*A + DA%V By, y)
= ((A2A42 = 24*A + D A¥x, Ak x) + ((A*2 A% — 24* A + DA%V By, A¥x)
+((A2A% = 24" A + ) A*x, A*~DBy) + (4242 — 24"A + DA%~V By, Ak-Dpy)
= ((A"2A4% = 24" A + D (A*x + A®=VBy), (A*x + A*~VBy)) > 0,
Meqgé, A éshté operator nga klasa Q atéheré,
A2A2 —24°A+1 >0,

pra,

T*K(T*2T2 — 2T*T 4+ NT* = T*k+2)7k+2) _ okt D (k+1) 4 TrkTk >

gé d.m.th. se T éshté operator nga k —kuasi klasa Q.
[ ]

Pohim 3.1.14. ([52]) Operatori i zhvendosjes sé njéanshme me peshé T me vargun e peshave
(ay,) éshté nga k —kuasi klasa Q e operatoréve atéheré dhe vetém atéheré nése:

|05n+k|2|95n+k+1|2 - 2|an+k|2 +1=0,

pér ¢do n.
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Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

Veértetim. Meqé T éshté operator i zhvendosjes me peshé, atéheré i tillé éshté edhe operatori T*
dhe kemi:

T(en) = anens1,

T ey = Ap_1€n-1,

(T"T)(en) = lanl?en,

(T?T?)(en) = lan|*lani1len,

(T*T*)(en) = lanl?lani1]? - lansx-1l?en,

(T*(kH)TkH)(en) = lag|?lans1|? - lanikl®en,

(T*(k+2)Tk+2)(en) = |ap|?lania|? oo lapapera |

Meqgé T éshté nga k —kuasi klasa Q atéheré

T**(T*2T? = 2T*T + NDT* > 0

PN T*(k+2)T(k+2) _ ZT*(k+1)T(k+1) + T*kTk >0

& |ay?lani1|? o @niis1® = 2lag P laniq | o l@nik)® + lag P lan |? o l@pik-1]? 2 0
& |anPlans1l? ol @nik-11? (@nsic *[@psr1|* = 2lanpl> +1) 20

& |anil?|ansps1]? — 2ok > +1 2 0.

Né vazhdim do té marrim njé shembull i cili tregon se ekziston operatori nga k —kuasi klasa Q i
cili éshté edhe operator kuasinilpotent mirépo nuk éshté operator k —kuasi paranormal.

Shembull 3.1.2. ([52]) Konsiderojmé operatorin T:1? — [? té pérkufizuar me
T(x) = (0, a1x1, A3X,, A3X3,...) KUa, = zln’ pér n > 1.

Atéheré T éshté operator nga k —kuasi klasa Q si dhe operator kuasinilpotent mirépo pér n > 2
nuk éshté operator k —kuasi paranormal.

Nga T(x) = (0, A1X1, AxXy, A3Xs3, ),
kemi:

T*(x) = (a1x5, AyX3, Az3Xy, ...),
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3. k-kuasi klasa Q dhe k-kuasi klasa Q* e operatoréve

2(4) —
T#(x) = (0,0, ayazxq1, aza3X;, 343, ... ),
K(y) —
T*(x) =10,0, ..0, @13 ... A Xy, A2Q3 ... Apy1X2, A3Uy oo Aep2X3, v |,
k—heré

K(v) — 2 2 2
T*T*(x) = (0, 0, ...0, 1@y ... XfXq, ApQg oo Afiy1 X2, A3Wy v AfpypX3, won ),
N —— ——’
(k—1)—heré

T*kTk(x) = (a?a3 ...afx,, a2a3 ..af 1%y Q5AZ ... Af13X3, 1),

T*RTk+1(x) = (0,223 ... @2 41X1, A5A3 . QP 1Ay Xn, AFAZ o QF oy App3 X3, o),
T*®R+AOTE+L(x) = (a?a? .2, 1%, a2a? .2, %y, a2a? ...ak 3X3,...),

T*®FADTEF2(x) = (0,022 ... A2 1 Ay 2X1, A2QAZ . Q2 5 Api3Xn, AEAZ . OF 3y aXs, on),
T*FDTRA2 () = (aZa? ... a2, ,x;, A3a? ...al 3%y, a2a? ..ak,,x5,...).

Atéheré,

(T**(T**T? — 2T*T + I)T*x,x) = ((T**+2)Tk+2 _ 2=+ D TR+ 4 ToRTE) ¥ %)

— (202 o2p2 o2 2,2 2 2 2 2,2 2 2 2
=((a1a; ... e Xjey1 A 2X1, A3 A5 o Aoy g X4 2 Xje13X2, AZAY oo Xy 3 X4 3Xjc44X3, -2
2.2 2.2 2.2 2 2 2.2 2 2
—2(a1 a5 ... Aj A1 X1, A5A5 oo Qi Aeg2 Xy A5QY o Ay 2 Al 43X3, o)
2.2 2 2.2 2 2.2 2
+ (ajas ...aigxq, Q505 ... Ajp1 X2, A5QY .. Afiy2X3, ), (X1, Xg, X3,...))

— 2,2 2.2 2 2,2 2.2 2.2 2
=((ajas ... A} Af 41 Xig42 — 220:1 a:zz... a:ga:k+1 +ajaj ... czxk )le, X1) ,
2,2 2,2 2,2
+{((asa;5 ... a2k+1a2k+2a2k+3 —2aia;s ... a2k+1a2k+2 + aja;3 ...a2k+1)x2,x2)
2,2 2,2 2,2
+((@5af ... Ao X3 Afops — 2Q5Q5 . A Qfpyg + A5AL . Ay p) X3, X3) + oo

(afa3 .. agai @iy, = 23%“%---“2“!%“ +afas 62(1% )”2951”2 ,
+(aja3 ---a2k+1a2k+2a2k+3 — 2a3a3 ---a2k+1a2k+2 +ajas .. a2k+1)”x2”2
+(a3a7 . A X3 Qiera — 20305 . Qi yr ity + a3 ah i) llxsl? + -

= afaf .. a1 (A1 Airr = 20541 + 1) lx4 I
+a3ad . g (A @iys — 20, + Dllx, |l
+adaf . A ARy (AR g3 Wi — 20543 + Dllag]l? + - 2 0.

Meqg,

n+k>2<n+k+1>2 <n+k

2
2 2 2 — _
On+kOntk+1 — 2afn+k +1= (2(n+k) 2(n+k+1) 2(n+k)) +1= Or

k=1, n=>1.
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Klasat e operatoréve M-klasé Q dhe k-kuasi klasé Q né hapésirat e Hilbertit

Atéheré, T éshté operator nga k —kuasi klasa Q.

Nga,
T(ex) = ok Ck+1
kemi
k k+1
Tz(ek) = F'F6k+2,...,
k k+1 k+n-1
Tn(ek) = 2_k 2k+1 C 2k+n_1 ek+n
Meqé,
n k k+1 k+n-1 1 2 n
70 = sup |3 e g || =3 37 g
1
, 1 (1-2-wn\® Y
r() = Ml = tm (W) =
2 2 272
" (n+ 1)” n+1
ST = e =0
22 272

Pra, operatori T é&shté kuasinilpotent.

Eshté vértetuar se operatori T gé té jeté operator k —kuasi paranormal, duhet plotésuar kushti

ge

lan ikl < lansk+al

Andaj né kété rast vérehet se ky kusht nuk plotésohet pér n > 2, meqé vargu a,, = Zln éshté varg

monotono zvogélues pér n > 2.
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3. k-kuasi klasa Q dhe k-kuasi klasa Q* e operatoréve

3.2 k —KUASI KLASA Q* E OPERATOREVE

Né fillim do té japim pérkufizimin e kuasi klasés Q™ té operatoréve (shih [56]).

Pérkufizim 3.2.1. ([56]) Operatori T € L(H) i takon kuasi klasés Q* té operatoréve nése
plotésohet kushti:

1
IT*Txll* < 5 AIT°xl1” + 1Tx]1%),
pér ¢do vektor x € H.

Eshté vértetuar se operatori T € L(H) i takon kuasi klasés Q* nése plotésohet kushti:
T*3T3 — 2(T*T)2 + T*T > 0.

Duke u mbéshtetur né kété kemi pérkufizuar k —kuasi klasén Q* té operatoréve, gé né fakt éshté
pérgjithésim i kuasi klasés Q*, si dhe kemi vértetuar disa veti né lidhje me kété klasé té re té
operatoréve, rezultate kéto té publikuara né punimet [50] dhe [63].

Pérkufizim 3.2.2. ([50]) Operatori T € L(H) i takon k —kuasi klasés Q* té operatoréve nése
plotésohet kushti:

1
IT=Txl1? < 5 AT 2x]® + 0T 51,

pér ¢do vektor x € H, ku k éshté njé numér natyror.
Shihet garté se pér k = 1, operatori 1 —kuasi klasé Q* né fakt paraget operatorin e kuasi klasés
Q.
Pohim 3.2.1. ([50]) Operatori T € L(H) itakon k —kuasi klasés Q*, té operatoréve atéheré dhe
vetém atéheré nése plotésohet kushti:

T**(T*2T? = 2TT* + NT* > 0,

ku k éshté njé numér natyror.

Veértetim: Le té jeté T operator gé i takon k —kuasi klasés Q*, té operatoréve, atéheré vlen:
20T T x|I? < IT**2x||* + IT*x]|?,
pér ¢do vektor x € H, ku k éshté njé numér natyror.

(T*+2x TH+2x) — 2(T*T*x, T*T*x) + (T*x, T¥x) = 0
& (T*R+DThF2y 50y — 2((T*T*)* T*Tkx, x) + (T*T*x,x) = 0
& (T**DTR+25 5y — 2T*RTT*Tkx, x) + (T**Tkx, x) > 0

pér ¢do vektor x € H, ku k éshté njé numér natyror.
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Atéheré, ekuacioni i fundit éshté ekuivalent me
T**(T*2T? = 2TT* + DTk > 0,

cka u deshté té vértetohe;j.

Nga pérkufizimi i klasés Q*, kuasi klasés Q* dhe ky pohim vérehet se vlen impilacioni:
klasa Q* € kuasi klasén Q* € k — kuasi klasén Q* € (k + 1) — kuasi klasén Q*.

E qarté se e anasjellta e kétij implikacioni nuk vlen gjithmoné, pér kété arsye kemi kérkuar
kushte shtesé. Né vazhdim sé pari do té japim rrjedhimin 3.2.1 e mé pas japim njé shembull gé
tregon se ekziston operatori gé éshté 2 —kuasi klasé Q* e i cili nuk éshté 1 —kuasi klasé Q*. E
mé pas do té japim pohimin 3.2.2 gé jep raportin ndérmjet késaj klase si dhe klasés Q* .

Rrjedhim 3.2.1. ([50]) Operatori i zhvendosjen sé njéanshme me peshé T me vargun e peshave
(a,) éshté operator nga k —kuasi klasa Q* atéheré dhe vetém atéheré nése plotésohet kushti

| il * | @niir1]® — 2l anip-1[* +1 =0,

pér ¢do n.

Vértetim: Meqgé operatori T éshté operator i zhvendosjes me peshé atéheré i tillé éshté edhe
operatori i adjuguari i tij T* atéheré kemi:

T(en) = aneny1,

T en = @pq1en-1,

TT e, = |ay_1|%en,

(T?T%)en = lan|?lans1l?en,

(T*T*)(en) = lanl*lans1|® - |@nik-1%en,

(T*TT*T*)(en) = lanl*lansr|? o |@nir—1l*en,

(T*(k+2)Tk+2)(9n) = |an?lan1|? o |opsrs1]?en

Meqé, T éshté operator nga k —kuasi klasa Q*, atéheré pas disa kalkulimeve té thjeshta kemi se:
T**(T*2T? = 2TT* + DT* >0

& THk+2)Tk+2 _ pp*kprrTk 4 T*kTK >
& (T**(T**T? = 2TT* + DT*x,x) > 0,

4 |an|2|an+1|2 |an+k+1|2 - 2|05n|2|0fn+1|2 |95n+k—1|4 + |an|2|an+1|2 |an+k—1|2 >0
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4 |an|2|an+1|2 |05n+k+1|2(|an+k|2Ian+k—1|2 - 2|“n+k—1|2 + 1) = 0

& |t a1 |? = 2| anik-11> +1 2 0.

[ |
Shembull 3.2.1. ([50]) Konsiderojmé operatorin T né [, té pérkufizuar me
T(x) = (0, a1x1, A3 X5, A3X3, ... ), KU, @y = 2,a,, = 1,n > 2.

Atéheré operatori T éshté 2 —kuasi klasé Q* e nuk éshté 1 —kuasi klasé Q*.
Kemi:

T(x) = (0, a1 xq, A3 %5, A3X3, ...),

T*(x) = (a1x5, AzX3, A3Xy, .. ).
Tani nga pohimi 3.2.1 dhe rrjedhimi 3.2.1, pér 2 —kuasi klasé Q* fitohet:
(T**>(T**T? — 2TT* + DT?x, x)
= afaj(afaf — 2af + Dllxl* + afaf(afag — 2a3 + Dllxll? + -+ = 0.
Ndérsa pér 1 —kuasi klasé Q* kemi:
(T*(T*2T?% = 2TT* + Tx, x)
= af(ajaf — 2af + Dllxl* + af(a3ai — 2a3 + Dllx|I? + -+ <0.

[ |

Pohim 3.2.2. ([50]) Le té jeté T € L(H) operator gé i takon k —kuasi klasés Q* té operatoréve.
Nése T* ka rang té dendur, atéheré operatori T i takon klasés Q* té operatoréve.

Veértetimi béhet ngjashém sikur né pohimin 3.1.2.

Né vazhdim do té japim lidhshmériné ndérmjet k —kuasi klasé Q* dhe klasés sé operatoréve
k —kuasi — = —paranormalé.

Operatori T éshté k —kuasi— * —paranormal nése plotésohet kushti
IT*T* x| < IT**2x|[lIT*x]l,

pér ¢do x € H, ku k &shté numér natyror, (shih [57]).

Eshté treguar se operatori T € L(H) i cili éshté operator i zhvendosjes sé njéanshme me peshé,
me vargun e peshave (a,,) éshté operator k —kuasi — * —paranormal atéheré dhe vetém atéheré
nése plotésohet kushti

|kl - lansks1] = |an+k—1|2:
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pér ¢do n (shih [62]).

Eshté vértetuar se operatori T € L(H) éshté k —kuasi — x —paranormal atéheré dhe vetém
atéheré nése plotésohet kushti

T**(T*2T? — 2ATT* + A2)T* = 0, pércdo 1 € R.

Pér k = 1, operatori quhet kuasi— * —paranormal.

Nga kjo kemi se ¢do operator gé éshté k —kuasi — = —paranormal éshté edhe operator nga
k —kuasi klasa Q*. Mirépo, e anasjellta nuk vlen gjithmoné. Pér té treguar se kéto dy klasa jané
té ndryshme dhe lidhshmériné mes tyre, kemi dhéné pohimet 3.2.3 dhe 3.2.4, si dhe kemi dhéné
shembullin 3.2.2.

1
Pohim 3.2.3. ([50]) Le té jeté operatori T € L(H). Nése A 2T éshté operator nga k —kuasi
klasa Q*, atéheré operatori T éshté k —kuasi— * — paranormal, pér ¢do 4 > 0.
Veértetimi béhet ngjashém sikur né pohimin 3.1.3.

Pohim 3.2.4. ([50]) Le té jeté T € L(H) operator gé i takon k —kuasi klasés Q*, té operatoréve
dhe nése T2 éshté izometri, atéheré edhe T éshté operator k —kuasi— * —paranormal.

Veértetimi béhet ngjashém sikur né pohimin 3.1.4.

Shembulli 3.2.2. ([63]) Le té jeté T, njé operator i zhvendosjes sé njéanshme me peshé, me
vargun e peshave jozero té dhéne si mé poshté:

2 3 n+1 n+k+1
dog = X, = §,(X2= Z,...,an= n+2,...,an+k= m,,ﬂZl,kZl

Atéheré vlejné rezultatet e méposhtme:

1. Noga rrjedhimi 3.2.1, operatori T, i takon k —kuasi klasés Q* atéheré dhe vetém atéheré
nése plotésohet kushti
letnie |l onsrs1]® = 2l apip-11* +1 20

Pas disa llogaritjeve vérejmé se kjo éshté e sakté atéheré dhe vetém atéheré nése

0<x< s
X=75

2. Operatori T, éshté k —kuasi — * —paranormal atéheré dhe vetém atéheré nése
plotésohet kushti
A I - Aoy I T A

Pas disa llogaritjeve vérejmé se kjo éshté e sakté atéheré dhe vetém atéheré nése
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1
0<x< o5
3. Né fund vérejmé se pér
1 V3
% <x< 7
operatori T, éshté nga k —kuasi klasa Q* mirépo nuk éshté operator k —kuasi — *

—paranormal .

Né vazhdim do té japim raportin ndérmjet k —kuasi klasés Q* dhe k —kuasi— * —klasés A té
operatoréve.

Mesheri né [58] ka pérkufizuar klasén e operatoréve k —kuasi— * — klasé A. Operatori T € L(H)
i takon k —kuasi— * —klasés A, nése plotéson kushtin
T**|T2|T* = T**|T*|?T*,
ku k éshté numér natyror.
Qarté pér k = 1, operatori quhet kuasi— * — klasé A (shih [59]).

Pohim 3.2.5. ([50]) Le té jeté T € L(H) operator nga k —kuasi— * — klasa A, pér k njé numér
natyror atéheré T éshté operator nga k —kuasi klasa Q*.

Veértetim: Meqé T éshté operator nga k —kuasi— * — klasa A, atéheré:
T**|T?|T* = T**|T*|>T*,

ku k éshté njé numér natyror.
Le té jeté x € H. Atéherg,

2\|T*T*x||?

= 2(T*T*x, T*T*x)

= 2{T**TT*T*x, x)

= 2(T**|T*|?>Tkx, x)
< 2(T**|T?|T*x, x)

= 2(|T?|T*x, T*x)

< 2|||T?|T*x]|| - IT*x||
= 2||T**2x]|| - IT*x||

< TR 212 + 1T ]I,

Pra,

(T 212 + IT*x(1?)

N =

IT*T*x||?> <
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gé d.m.th. se T éshté operator nga k —kuasi klasa Q~.

[ |
E qarté se ¢do operator T € L(H) gé i takon kuasi— * —klasés 4, i takon edhe kuasi klasés Q*.
Me shembull do té tregojmé se e anasjellta e kétij pohimi nuk vlen. Pra, jo ¢do operator nga
kuasi klasa Q* éshté edhe operator nga kuasi— * — klasa A.

Shembull 3.2.3. ([50]) Le té jeté K =@, H,, ku H,, = H. Le té jené operatorét A, B € L(H),
pérkufizojmé operatorin T, p Né K si né vijim:

(1

TA,B = 0
0

Operatori T,  éshté kuasi— * —klasé A atéheré dhe vetém atéheré nése plotésohet kushti

O OoOwo o
O Wo oo
oo oo
o000 OO

AB?A > A*.
Le té jené A dhe B dy operatoré té pérkufizuar si vijon:

a=( amn-(3

Atéherég,

—0.3359... —0.2265...

A(B? — AD)A =
( ) (—0.2265 . 0.8244 ..

)zo.

Pra, gé tregon se operatori T nuk éshté kuasi— * —klasé A.
Operatori i dnéné T, p i takon kuasi klasés Q* atéheré dhe vetém atéheré nése:

T*(T*2T2 — 2TT* + )T = A(B* — 24%2 + )A > 0.

Pra,

B R R Al )

Qé tregon se operatori T éshté kuasi klasé Q*.
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Pohim 3.2.6. ([50]) Le té jeté T operator gé i takon k —kuasi klasés Q* té operatoréve dhe N
nénhapésiré e mbyllur invariante e operatorit T atéheré ngushtimi Ty éshté poashtu operator

nga k —kuasi klasa Q* e operatoréve.
Veértetimi béhet ngjashém sikur né pohimin 3.1.6

Pohim 3.2.7. ([50]) Le té jeté T operator qé i takon k —kuasi klasés Q* té operatoréve dhe nése
operatori T komuton dyfish me operatorin izometrik S, atéheré operatori TS poashtu i takon
k —kuasi klasés Q* té operatoréve.

Veértetimi béhet ngjashém sikur né pohimin 3.1.7.

Pohim 3.2.8. ([50]) Le té jeté operatori T € L(H). Nése ||T*| < iz atéheré operatori T i takon
k —kuasi klasés Q* té operatoréve.

Vértetim: Nga [T < % kemi se ||T*x||? < %,Vx €H,

Atéheré,

1
(T*x, T*x) — E(x,x) <0,Vx€EH

= ((I —2TT")x,x) 2 0,Yx EH

>1-2TT* =0

= T*2T2—2TT" +1>0

= T**(T*?T? = 2TT* + DT* > 0,

Prej nga shihet se T éshté operator nga k —kuasi klasa Q*.

Pohim 3.2.9. ([50]) Le té jeté T operator gé i takon k —kuasi klasés Q*dhe S njé operator
unitarisht ekuivalent me operatorin T, atéheré operatori S éshté operator gé i takon k —kuasi
klasés Q.

Veértetimi béhet ngjashém sikur né pohimin 3.1.9.

Pohim 3.2.10. ([50]) Le té jeté T € L(H) njé operator nga k —kuasi klasa Q*. Nése rangu i
operatorit T nuk éshté i dendur dhe

T = (‘3 ?) né H = R(TF) @ N(T*).

Atéheré, A éshté operator nga klasa Q* né R(Tk), C* = 0 dhe o(T) = o (4) U {0}.

Vértetimi béhet ngjashém sikur né pohimin 3.1.10.
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Pohim 3.2.11. Le té jeté T € L(H) njé operator regular nga k —kuasi klasa Q* atéheré pér
spektrin aproksimativ té tij vlen:

_ V2
(T TR - ITR L2 + || 71|12

Veértetim: Le té jeté T njé operator regular nga k —kuasi klasa Q*, atéheré pér ¢cdo vektor njési x
nga hapésira e Hilbertit H kemi:

llx|I? = (T T*) =" - (T*T*)x]|?
< I T)7HI? - IT"T*x||?

0ap(T) € {,1 €C <1< IITII}.

1
< (T T~ =l UIT** 2] + 1T x]1%)

< % T2 - TP Tl? + TP T
Pra,

2 < ITxl? - W T2 - AT + 1T
respektivisht, fitohet jobarazimi:

2
”TX” = ky-1 k+1]|2 k—-1]|2
I T2 - T + T

Tani supozojmé se A € gy, atéheré ekziston vargu
Cen), llxnll = 1L, II(T — Dxull > 0,n > oo,
nga jobarazimi i fundit kemi:
V2

ITx = Axn |l = T2l = (2] - 2]l 2 -
I(T=TO)=H - Y ITR*2 + || T*- 1|2

|21

Tani né jobarazimin e fundit té fituar, kur n — oo, fitohet:

V2
Al =
|(T=T*)=1|| - JIIT**1||2 + || T*-1 |12

Pra, kemi:
V2
| (T*Tk)=2|| - Y IITR*+1]|2 + || T*-1||2

gjé gé u deshté edhe té vértetohe;.

Oap(T) € {/1 €C <1< IITII}
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Pohim 3.2.12. Le té jeté T € L(H) njé operator regular k —kuasi— * —paranormal atéheré pér
spektrin aproksimativ té tij vlen:

1
TRy - ITR - TR
Vértetimi béhet ngjashém sikur né pohimin 3.2.11.

0ap(T) C {,1 eC <1< IITII}.

Teoremé 3.2.1. ([63]) Le té jeté T njé operator invertibil dne N njé operator i tillé gé N komuton
me operatorin T*T. Atéheré operatori N éshté nga k —kuasi klasa Q* atéheré dhe vetém atéheré
nése TNT ! éshté operator nga k —kuasi klasa Q*.

Vértetimi béhet ngjashém sikur né teoremén 3.1.1.

Teoremé 3.2.2. ([63]) Le té jeté T € L(H). Atéheré T éshté operator nga k—kuasi
klasa Q* atéheré dhe vetém atéheré nése T éshté nga k—kuasi klasa Q* e operatoréve.

Vértetimi béhet ngjashém sikur né teoremén 3.1.2.

Pohim 3.2.13. ([63]) Le té jeté T € L(H) njé operator i pérkufizur si vijon

=5 o)

Nése A éshté operator nga klasa Q* dhe nése BB* = 0, atéheré T éshté operator nga k —kuasi
klasa Q™ .

Vértetim: Pas disa kalkulimeve kemi:

S

e _ (AT 0
T - B*A*(k—l) O ’

Tk_<Ak A(k-l)B)
0 0o /

T**TT*Tk = <

A™*(AA* + BB") A A*(A4* + BB)AK-Dp
B*A**=D(AA* + BB)A* B*A**-V(44* + BB)A®-VB

:< Ak AA*AK A*AA*A%-VB )
B*A*k=Dpp* Ak BrA*k-Dgp*Ak-DB

ok+2) :< Ar(k+2) 0)
B*A*k+D o/’
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T(k+2) _ (A(IH-Z) A(k+1)B)
0 0 1

Tk+2)p(k+2) — ( Ak+2) g(k+2) A*k+2) g(k+D) g >

B*A*(k+1)A(k+2) B*A*(k+1)A(k+1)B
T*k(T*sz —2T*T + I)Tk = T*k+2)(k+2) _ p*kpT*Tk 4 T*kTk
_ ( AR (A2 A% — 244" + ) A¥ Ak (A2A2 - 244" + DAKVB >
B*A* k"D (A2 A% - 244" + DAF B*A* "D (A?A4% — 244" + DAKDB
Le té jeté u = x@®y € HOH. Atéheré,
<(T*(k+2)T(k+2) — 2T*kTT*Tk 4+ T*ka)u,u>
= (A (A*2A% — 244" + DA*x, x) + (A (A*2A% — 244" + DA%~DBy, x)
+(B*A** =D (4242 — 244" + DA*x, y) + (B*A*®"D (4242 — 244" + DA%~V By, y)
= ((A"2 A2 — 244" + D A¥x, Ak x) + ((A*2A% — 244" + DA%~V By, A¥x)
+((A"24% — 244" + DA*x, A*~DBy) + ((A*2 A% — 244" + DA%~V By, Ak-DpBy)
= ((A"24% — 244" + D (A*x + A%~V By), (4kx + A%V By)) > 0,
Meqé, A éshté operator nga klasa Q* atéheré,
A2A? — 244" +1 >0,

pra,

T*K(T*2T2 — 2T*T 4+ [)T* = T**k+2)7*k+2) _ ppkpp*Tk 4 T*RTk >
gé d.m.th. se T éshté operator nga k —kuasi klasa Q™.

[ ]
Né vazhdim do té japim raportin ndérmjet kuasi klasés Q* dhe operatoréve kuasi— hipernormalé.
Operatori T € L(H) quhet operator kuasi—hipernormal, nése plotéson kushtin

IT*Tx|l < [ITx?]],

pér ¢do vektor njési x né H.

Eshté treguar se operatori T € L(H) i cili éshté operator i zhvendosjen me peshg, me vargun e
peshave (a,) éshté operator kuasi—hipernormal atéheré dhe vetém atéheré nése plotésohet
kushti
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|an| < |an+1|’

pér ¢do n (shih [34]).
Pohim 3.2.14. ([63]) Cdo operator kuasi— hipernormal éshté edhe operator nga kuasi klasa Q*.
Veértetim: Le té jeté T njé operator kuasi —hipernormal atéheré vien

IT*Tx|l < ITx?|l.

Meqé cdo operator kuasi—hipernormal éshté edhe operator paranormal [34, Rrjedhimi 3.15]
atéheré kemi:

2

Tx
i rall < el = |7 ()| - i

7]
<|

1
< S UIT°xl” + 1),

Tx
r (IITxll)” Tl = I3l - 1Tl

pra, T éshté operator nga kuasi klasa Q*.

Né vazhdim do t& marrim njé shembull i cili tregon se ekziston operatori nga k —kuasi klasa Q™ i
cili éshté edhe operator kuasinilpotent mirépo nuk éshté operator kuasi— hipernormal.

Shembull 3.2.4. ([63]) Konsiderojmé operatorin T:1? — [? té pérkufizuar me
T(x) = (0, ayx1, @yx,, A3x3,...) kua, = zin, pér n > 1.

Atéheré T éshté operator nga k —kuasi klasa Q* dhe kuasinilpotent mirépo nuk éshté
kuasi—hipernormal.

Ngjashém sikur né shembullin 3.1.2 fitojmé

1 \? 1 \? 1 \?
2 a? —2a? +1= —2{ze) t1=20
On+kOnt+1 — 0n+k-1 = Gern) \Garken S (nrk—1) =Y

k>1n>1.

Atéheré, T éshté operator nga k —kuasi klasa Q*.

Nga,

T(ey) = ok Clet1
kemi
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, 11
T (ek) = z_k ' Wek+2’ ey
; 1 1 1
T (ek) = ﬁ . 2k+1 . 2k+n_1 Chin
MECIé,
n 1 1 1 1 1

1
. 1 ) 1 n . 1
r(1) = lim || TR = lim |~y | = lim —gg = 0.
2

n—oo — —
2 2
Pra, operatori T éshté kuasi nilpotent.
Mirépo, operatori T nuk éshté kuasi —hipernormal meqgé né kété rast

latn| < |anyal.
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REKOMANDIME

Pér klasén e operatoréve N —kuasinormalé, rekomandojmé gé mé tutje té béhet shqyrtimi i
transformimi Aluthge, dmth té gjenden kushtet kur transformimi Aluthge i njé operatori i takon
klasés sé operatoréve N —kuasinormalé.

Pér Klasat e operatoréve M —klasé Q, M —klasé Q*, rekomandojmé gé né vazhdim té studiohet
spektri aproksimativ si dhe llojet e spektrave té tjeré meqé deri tani nuk éshté béré njé gjé e tillé.

Si dhe né pérgjithési pér té gjitha kéto klasa té reja té operatoréve rekomandojmé té studiohet
vetia e kontraksionit, kontraksionit té vérteté dhe kontraksionit té sakté, veti kéto né pérgjithési té
reja té shqyrtuara vetém né njé numér relativisht té vogél té klasave té operatoréve.
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PERFUNDIMI

Né kété disertacion pérve¢ se jané treguar disa veti té operatoréve té cilét kané gené té
pérkufizuar mé paré, jané pérkufizuar edhe klasé té reja té operatoréve dhe jané treguar disa veti
té tyre. Klasé té reja té pérkufizuara né kété punim jané M —klasé Q*, k —kuasi klasé Q si dhe
k —kuasi klasé Q*.

Né kapitullin e paré, jané dhéné konceptet bazike nga teoria e operatoréve té nevojshme pér
zhvillimin e métejmé té disertacionit. Po ashtu, jané dhéné disa rezultate pér klasat e
operatoréve kuasinormalé dhe N —kuasinormalé. Né vazhdim, jané dhéné kushtet qé duhet t’i
plotésojné dy operatoré N —kuasinormalé ashtu gé edhe shuma e tyre té jeté nga kjo klasé
(Teorema 1.3.1). Si dhe jané dhéné kushtet gé duhet té plotésoj njé operator nga klasa
N —kuasinormal dhe njé operator nga klasa kuasinormal ashtu qé produkti i tyre té jeté operator
N —kuasinormal (Teorema 1.3.2).

Né kapitullin e dyté, jané studiuar klasat e operatoréve M —Kklasés Q si dhe M —klasés Q*. Eshté
vértetuar se ¢cdo operator M —paranormal, pérkatésisht M* —paranormal, éshté edhe operator nga
M —klasa Q, pérkatésisht M —klasa Q*, mirépo e anasjellta nuk vlen gjithmoné (Pohim 2.1.2,
Pohimi 2.2.2). Po ashtu, éshté vértetuar se transformimi Aluthge T i takon M —klasés Q,
M —klasés Q* atéheré dhe vetém atéheré kur * —transformimi Aluthge T() i takon M —klasés
Q, M —klasés Q*, respektivisht (Teorema 2.4.2, Teorema 2.4.3).

Né kapitullin e treté, jané treguar disa veti té klasave té operatoréve k —kuasi klasés Q si dhe
k —kuasi klasés Q*. Né kété kapitull kemi shqyrtuar raportin e k —kuasi klasés Q té operatoréve
né krahasim me klasé té tjera té operatoréve, si me klasén Q, k —kuasi klasén A si dhe klasén e
operatoréve k —kuasi paranormalé (Pohim 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4, 3.1.5). Po ashtu, kemi shqyrtuar
raportin e k —kuasi klasés Q* té operatoréve né krahasim me klasé té tjera té operatoréve, si me
klasén Q*, k —kuasi— * —klasén A si dhe me klasén e operatoréve k —kuasi— * — paranormalé
(Pohim 3.2.2,3.2.3,3.2.4, 3.2.5).
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SUMMARY

In this dissertation are shown several properties of some operators that have been introduced by
other authors, also are defined new class of operators and are shown some of their properties.
The new classes of operators that are defined are M —class Q*, k —quasi class Q and k —quasi
class Q.

In the first chapter, are given basic definitions from theory of operators which are necessary to
accomplish the dissertation. Also, there are shown some results for the classes of operators such
as quasinormal operators and N —quasinormal operators. In following there are given conditions
under which the sum of two N —quasinormal operators is also N —quasinormal operator
(Theorem 1.3.1), and conditions under which the product of N —quasinormal operator and
quasinormal operator is N —quasinormal operator (Theorem 1.3.2).

In the second chapter of this dissertation classes of operators such as M —class Q and M —class
Q* are studied. It is proved that every M —paranormal operator, respectively, every
M* —paranormal, is the operator of M —class Q, M —class Q*, respectively, but the reverse of
this is not always valid (Proposition 2.1.2, Proposition 2.2.2). Also, it is proved that Aluthge
transformation T is M —class Q, M —class Q* if and only if * —Aluthge transformation T is
M —class Q, M — class Q*, respectively (Theorem 2.4.3, Theorem 2.4.4).

In the third chapter there are shown some properties of the operators of k —quasi class Q and
k —quasi class Q*. In this chapter the relation of k —quasi class Q operators with other classes
of operators such as: class Q, k —quasi class A and k —quasi paranormal operators was
reviewed (Proposition 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4, 3.1.5). Also, it is shown the relation of k —quasi class
Q* operators with other classes of operators such as: class Q*, k —quasi— = —class A and
k —quasi— * — paranormal operators (Proposition 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 3.2.5).
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