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ABSTRAKTI 

 

 
Në këtë disertacion do të tregojmë disa veti të operatorëve të cilët kanë qenë të përkufizuar më 

parë, si  për klasën e operatorëve  𝑁 −kuasinormalë e 𝑀 −klasë 𝑄. 

Po ashtu,  do të  përkufizojmë klasë të reja të  operatorëve. Klasat e reja të cilat do t’i 

përkufizojmë janë:  𝑀 −klasë 𝑄∗, 𝑘 −kuasi klasë 𝑄 si dhe 𝑘 −kuasi klasë 𝑄∗.  Për këto klasë të 

operatorëve do t’i studiojmë shumë veti të tyre.  

Për klasën e operatorëve 𝑁 −kuasinormalë ndër të tjera, do të japim  kushtet që duhet t’i 

plotësojnë dy operatorë nga kjo klasë ashtu që edhe shuma e tyre të jetë nga kjo klasë, si dhe 

kushtet që duhet të plotësoj një operator 𝑁 −kuasinormal dhe një operator kuasinormal ashtu që 

edhe produkti i tyre të jetë operator 𝑁 −kuasinormal. 

Do të studiojmë shumë veti  për operatorët  e 𝑀 −klasës 𝑄 si dhe 𝑀 −klasës 𝑄∗. Do të 

shqyrtojmë raportin e këtyre klasave me klasë të tjera të përkufizuar më parë. Do të tregojmë se 

çdo operator 𝑀−paranormal, përkatësisht 𝑀∗ −paranormal, është edhe operator nga 𝑀 −klasa 

𝑄, përkatësisht  𝑀 −klasa 𝑄∗,  mirëpo e anasjellta nuk vlen gjithmonë.  

Më pas, do të vërtetojmë se transformimi Aluthge �̃� i takon 𝑀−klasës 𝑄,𝑀 −klasës 𝑄∗ atëherë 

dhe vetëm atëherë kur ∗ −transformimi Aluthge  �̃�(∗) i takon 𝑀 −klasës 𝑄, 𝑀−klasës 𝑄∗, 
respektivisht. 

Do të vërtetojmë se prodhimi tensorial i operatorit nga 𝑀 −klasa 𝑄, 𝑀−klasa 𝑄∗ dhe operatorit 

identik  𝐼 është poashtu operator nga 𝑀 −klasa 𝑄, 𝑀 −klasa 𝑄∗, respektivisht.  Ndërsa  me 

shembull do të tregojmë se prodhimi tensorial i dy operatorëve nga 𝑀−klasa 𝑄, 𝑀 −klasa 𝑄∗ 
nuk është medoemos i tillë, respektivisht. 

Po ashtu edhe për operatorët e 𝑘 −kuasi klasës 𝑄 si dhe 𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗ do të studiojmë 

shumë veti të tyre. Për operatorët e 𝑘 −kuasi klasës 𝑄 do të tregojmë se vlen implikacioni 

𝑘𝑙𝑎𝑠𝑎 𝑄 ⊆ 𝑘𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑘𝑙𝑎𝑠ë𝑛 𝑄 ⊆ 𝑘 − 𝑘𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑘𝑙𝑎𝑠ë𝑛 𝑄 ⊆ (𝑘 + 1) − 𝑘𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑘𝑙𝑎𝑠ë𝑛 𝑄. 

Po ashtu do  të tregojmë raportin e kësaj klase të operatorëve në krahasim me klasë të tjera, si me 

𝑘 −kuasi klasën 𝐴 si dhe klasën e operatorëve 𝑘 −kuasi paranormalë.  

Ndërsa, për operatorët e 𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗ do të tregojmë se vlen po ashtu implikacioni 

𝑘𝑙𝑎𝑠𝑎 𝑄∗ ⊆ 𝑘𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑘𝑙𝑎𝑠ë𝑛 𝑄∗ ⊆ 𝑘 − 𝑘𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑘𝑙𝑎𝑠ë𝑛 𝑄∗ ⊆ (𝑘 + 1) − 𝑘𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑘𝑙𝑎𝑠ë𝑛 𝑄∗. 



vi 
 

Po ashtu do të tregojmë raportin e kësaj klase në krahasim me klasë të tjera të operatorëve si me 

𝑘 −kuasi− ∗ −klasën 𝐴 si dhe me klasën e operatorëve 𝑘 −kuasi− ∗ − paranormalë. 

Me shembull do të tregojmë se ekziston operatori që i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗, e që është 

kuasinilpotent mirëpo nuk është operator kuasi− hipernormal. 
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ABSTRACT 

 

In this dissertation we will show some properties of the operators who have previously been 

defined, as the 𝑁 −quasinormal operators and 𝑀−class 𝑄 operators.  

We will also define new class of operators.  The new class of operators are: 𝑀 −class 𝑄∗, 
𝑘 −quasi class 𝑄  and 𝑘 −quasi class 𝑄∗. For these classes of operators we will study many of 

their properties. 

 

For the class of the 𝑁 −quasinormal operators among others, we will obtain conditions under 

which the sum of two 𝑁 −quasinormal operators is also 𝑁 −quasinormal operator, and 

conditions under which the product of 𝑁 −quasinormal operator and quasinormal operator is 

𝑁 −quasinormal operator. 

Many properties we will study for 𝑀 −class 𝑄 and 𝑀 −class 𝑄∗ opertors. We will give the 

relation of these two new classes with the other classes of operators that have been introduced 

before. We will show that every 𝑀 −paranormal operator, respectively, every 𝑀∗ −paranormal, 

is the operator of 𝑀 −class 𝑄, 𝑀 −class 𝑄∗, respectively, but the reverse of this is not always 

valid. 

Moreover we will prove that Aluthge transformation �̃� is 𝑀 −class 𝑄,𝑀 −class 𝑄∗ if and only if   

∗ −Aluthge transformation  �̃�(∗) is 𝑀 −class 𝑄, 𝑀 − 𝑐lass 𝑄∗, respectively. 

We will prove that the tensor product of the 𝑀 −class 𝑄, 𝑀 −class 𝑄∗operator and the  identical 

operator 𝐼 is also the operator of 𝑀−class 𝑄, 𝑀 − 𝑐lass 𝑄∗, respectively. While with  the 

example we will show that the tensor product of two operators of 𝑀−class 𝑄, 𝑀 −class 𝑄∗ is 

not necessarily to be  𝑀 −class 𝑄, 𝑀−class 𝑄∗, respectively. 

 

Furthermore, for 𝑘 −quasi class 𝑄  and 𝑘 −quasi class 𝑄∗ we will study many properties.  For 

𝑘 −quasi class 𝑄  operators we will prove that the following implication is true 

𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 𝑄 ⊆ 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 𝑄 ⊆ 𝑘 − 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 𝑄 ⊆ (𝑘 + 1) − 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 𝑄. 

Also we will give the relation of 𝑘 −quasi class 𝑄  operators with other classes of operators such 

as, 𝑘 −quasi class 𝐴 and 𝑘 −quasi paranormal operators. 

For 𝑘 −quasi class 𝑄∗ operators we will prove that the following implication is true 
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𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 𝑄∗ ⊆ 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 𝑄∗ ⊆ 𝑘 − 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 𝑄∗ ⊆ (𝑘 + 1) − 𝑞𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑐𝑙𝑎𝑠𝑠 𝑄∗. 

Also we will give the relation of 𝑘 −quasi class 𝑄∗ operators with other classes of operators such 

as, 𝑘 −quasi− ∗ −class 𝐴 and 𝑘 −quasi− ∗ − paranormal operators. 

With the example we will show that there is an operator that belongs to the 𝑘 −quasi class 

𝑄∗, which is quasinilpotent operator but it is not quasi −hyponormal. 
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HYRJE 

 

Teoria e operatorëve është një teori relativisht e re në kuadër të analizës funksionale. Mund të 

themi se si disiplinë e veçantë u zhvillua nga fundi i shekullit XIX dhe fillimi i shekullit XX. Në 

fillim të shekullit XX paraqiten një numër i madh punimesh nga matematikanë të shquar të asaj 

kohe, të cilat i japin një dinamikë të jashtëzakonshme zhvillimit të kësaj lëmie. 

Një rol të veçantë në teorinë e operatorëve në hapësirat e Hilbertit padyshim zënë disa klasa të 

operatorëve siç janë edhe klasa e operatorëve 𝑀 −paranormalë, 𝑀∗ −paranormalë, klasa 𝑄, 

kuasi klasa 𝑄, klasa 𝑄∗ si dhe kuasi klasa 𝑄∗. Me studimin e këtyre klasave të operatorëve janë 

marrë shumë matematikanë si Arora, Thukral, Duggal, Radharamani, Yamazaki, Ando e shumë 

të tjerë. Ata kanë shqyrtuar shumë veti të këtyre klasave si dhe raportin e këtyre klasave me klasa 

të tjera të operatorëve të përkufizuar më parë. 

Po ashtu, një prej klasave të operatorëve me një rol të jashtëzakonshëm është edhe klasa e 

operatorëve kuasinormalë, klasë kjo e përkufizuar diku në vitet e shtatëdhjeta. Deri më tani janë 

shqyrtuar shumë veti të kësaj klase me rëndësi të posaçme. Më vonë Lohaj (shih [18]) ka 

përkufizuar klasën e operatorëve 𝑁 −kuasinormalë dhe ka vërtetuar shumë veti të kësaj klase. Në 

këtë punim (shih [41]) janë paraqitur disa veti të tjera të kësaj klase të re të operatorëve. 

Në këtë disertacion qëllimi kryesor është përkufizimi dhe studimi i klasave të reja të operatorëve 

dhe studimi i vetive të disa klasave të operatorëve të përkufizuara më herët nga autorë të tjerë.  

Klasa të reja të operatorëve të përkufizuar në këtë disertacion janë: klasa e operatorëve 𝑀−klasë 

𝑄∗, 𝑘 −kuasi klasë 𝑄 si dhe 𝑘 −kuasi klasë 𝑄∗.  Pra, këtu qëllimi është të tregohen veti të 

ndryshme të klasave të lartpërmendura, si dhe të shikohen lidhshmëritë ndërmjet këtyre klasave 

dhe klasave të tjera të operatorëve. Qëllimi i punimit është edhe studimi i disa klasave të 

operatorëve të përkufizuara më herët, p.sh. në këtë drejtim është punuar mjaft në klasat e 

operatorëve 𝑁 −kuasinormalë si dhe 𝑀 −klasë 𝑄. 

       Punimi i disertacionit përbëhet nga tre kapituj.  

 Kapitulli i parë është “ Operatorët 𝑁 −kuasinormalë”. 

Kapitulli i parë do të shërbejë si kapitull ndihmës. Në pjesën e parë janë dhënë disa koncepte 

bazë dhe do përmblidhen pohime nga teoria e operatorëve, koncepte dhe pohime këto të 

rëndësishme për pjesën tjetër të doktoratës. Ndër të tjera janë dhënë përkufizimi i spektrit, rrezes 

spektrale, përkufizimi i operatorit të zhvendosjes me peshë si dhe përkufizimi i nënhapësirës 

invariante. 

Në pjesën e dytë janë shqyrtuar disa veti të operatorëve normalë dhe kuasinormalë. 
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Në pjesën e tretë janë shqyrtuar disa veti të klasës së operatorëve 𝑁 −kuasinormalë në hapësirat 

e Hilbertit. Më saktë, janë studiuar disa kushte që duhet të plotësoj një operator që t’i takon kësaj 

klase. Po ashtu, janë dhënë  kushtet që duhet t’i plotësojnë dy operatorë nga kjo klasë ashtu që 

edhe shuma e tyre të jetë nga kjo klasë (Teorema 1.3.1). Si dhe janë dhënë kushtet që duhet të 

plotësoj një operator nga klasa 𝑁 −kuasinormal dhe një operator nga klasa kuasinormal ashtu që 

produkti i tyre të jetë operator 𝑁 −kuasinormal (Teorema 1.3.2). 

Kapitulli i dytë  është “𝑀−klasa 𝑄 dhe 𝑀 −klasa  𝑄∗e operatorëve” . 

Në pjesën e parë janë dhënë shumë veti të operatorëve nga 𝑀 −klasa 𝑄. Kjo klasë është 

përkufizuar më herët nga Senthilkumar dhe Prasad (shih [38]).  Ata kanë shqyrtuar disa veti të 

kësaj klase. Tani këtu ndër të tjerat është treguar se nëse 𝑇  është një operator invertibil dhe 𝑁 një 

operator i tillë që 𝑁 komuton me operatorin 𝑇∗𝑇 atëherë operatori 𝑁 është nga  𝑀 −klasa 𝑄 

atëherë dhe vetëm atëherë nëse 𝑇𝑁𝑇−1 është operator nga 𝑀 −klasa 𝑄 (Teorema 2.1.1).  

Ndërsa, në pjesën e dytë duke u bazuar në përkufizimin e 𝑀−klasën 𝑄 të operatorëve është 

përkufizuar 𝑀 −klasa 𝑄∗ e operatorëve. Janë vërtetuar disa pohime lidhur me këtë klasë të 

operatorëve.  Ndër të tjerat është paraqitur edhe lidhshmëria e kësaj klase me klasën e 

përkufizuar shumë më parë, klasën e operatorëve 𝑀∗ −paranormalë (Pohim 2.2.2). Më pas, me 

shembull është vërtetuar se klasat e operatorëve, 𝑀 −klasa 𝑄 dhe 𝑀 −klasa 𝑄∗ janë të ndryshme 

dhe të pavarura në mes veti, mirëpo meqë teknikat e vërtetimit të rezultateve për të dy këto klasa 

janë pothuajse të njëjta andaj pohimet për klasën e operatorëve  𝑀 −klasës 𝑄∗   do t’i marrim pa 

vërtetimet meqë vërtetohen ngjashëm si në rastin e 𝑀 −klasën 𝑄. 

Në pjesën e tretë është shqyrtuar prodhimi tensorial i këtyre dy klasave të operatorëve. Më saktë, 

është vërtetuar se prodhimi tensorial i operatorit nga 𝑀 −klasa 𝑄, 𝑀 −klasa 𝑄∗ dhe operatorit 

identik  𝐼 është operator nga 𝑀 −klasa 𝑄, 𝑀 −klasa 𝑄∗, respektivisht (Pohim 2.3.1 & Pohim 

2.3.2).  Ndërsa  me shembull është treguar se prodhimi tensorial i dy operatorëve nga 𝑀 −klasa 

𝑄, 𝑀−klasa 𝑄∗ nuk është medoemos i tillë, respektivisht (Shembull 2.3.1). 

Në pjesën e katërt është dhënë përkufizimi i transformimit Aluthge dhe ∗ −transformimit 

Aluthge, si dhe është vërtetuar se transformimi Aluthge �̃� i takon 𝑀 −klasës 𝑄,𝑀 −klasës 𝑄∗ 
atëherë dhe vetëm atëherë kur ∗ −transformimi Aluthge  �̃�(∗) i takon 𝑀 −klasës 𝑄, 𝑀 −klasës 

𝑄∗, respektivisht (Teorema 2.4.2 & Teorema 2.4.3.). 

 Kapitulli i tretë është  “𝑘 −kuasi klasa 𝑄 dhe 𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗e operatorëve” . 

Në pjesën e parë është përkufizuar 𝑘 −kuasi klasa 𝑄 e operatorëve.  Kjo klasë në fakt  është një 

zgjerim i kuasi klasës 𝑄 të përkufizuar nga Devika (shih [51]). Këtu është shqyrtuar raporti i 

kësaj klase të operatorëve në krahasim me klasë të tjera të operatorëve, si me klasën 𝑄, 𝑘 −kuasi 

klasën 𝐴 si dhe klasën e operatorëve 𝑘 −kuasi paranormalë (Pohim 3.1.2, Pohim 3.1.3, Pohim 

3.1.4, Pohim 3.1.5). Pohim me rëndësi të posaçme është Pohimi 3.1.11. ku është shqyrtuar 

spektri aproksimativ i kësaj klase. Për spektrin aproksimativ të operatorëve nga  𝑘 −kuasi klasa 

𝑄 është vërtetuar se vlen 



xi 
 

𝜎𝑎𝑝(𝑇) ⊆ {𝜆 ∈ 𝐶:
√2

‖𝑇−𝑘−1‖ ∙ √‖𝑇𝑘+1‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2
≤ 𝜆 ≤ ‖𝑇‖}. 

 

E tani nga ky pohim është shqyrtuar edhe spektri aproksimativ i klasës së operatorëve 𝑘 −kuasi 

paranormalë, i cili ka qenë si problem i hapur deri më tani. 

 

Ndërsa në pjesën e dytë është përkufizuar 𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗ e operatorëve.  Kjo klasë është një 

zgjerim i kuasi klasës 𝑄∗. Ndër shumë veti të tjera është shqyrtuar edhe  raporti i kësaj klase të 

operatorëve në krahasim me klasë të tjera të operatorëve, si me klasën 𝑄∗, 𝑘 −kuasi− ∗ −klasën 

𝐴 si dhe me klasën e operatorëve 𝑘 −kuasi− ∗ − paranormalë (Pohim 3.2.2, Pohim 3.2.3, Pohim 

3.2.4, Pohim 3.2.5). Po ashtu, është vërtetuar se çdo operator kuasi hipernormal është edhe 

operator nga kuasi klasa 𝑄∗  (Pohim 3.2.14.).  Me shembull është  treguar se ekziston operatori  

𝑇 nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗  i cili nuk është kuasi hipernormal (Shembull 3.2.4). Edhe këtu pohim 

me rëndësi të posaçme  është Pohimi 3.2.11. ku është shqyrtuar spektri aproksimativ i kësaj 

klase. Për spektrin aproksimativ të operatorëve nga  𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗ është vërtetuar se vlen 

𝜎𝑎𝑝(𝑇) ⊆ {𝜆 ∈ 𝐶:
√2

‖(𝑇∗𝑇𝑘)−1‖ ∙ √‖𝑇𝑘+1‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2
≤ 𝜆 ≤ ‖𝑇‖}. 

 

Edhe këtu  ngjashëm si më parë, nga ku pohim është shqyrtuar edhe spektri aproksimativ i klasës 

së operatorëve k −kuasi− ∗ − paranormalë, i cili ka qenë si problem i hapur deri më tani.
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Kapitulli 1 

 

OPERATORËT 𝑵−KUASINORMALË 

 
Në këtë kapitull së pari do t`i japim kuptimet bazike si dhe disa pohime themelore 

nga teoria e operatorëve në hapësirat e Hilbertit. Do të japim po ashtu disa veti të 

rëndësishme të operatorëve normalë si dhe atyre kuasinormalë. Tutje, do të flasim 

për operatorët 𝑁 −kuasinormalë, operatorë të cilët janë përkufizuar nga Lohaj (shih 

[18]). Këtu do të paraqesim disa veti të tjera të kësaj klase të operatorëve, rezultate 

këto të publikuara në punimin [41]. 

 
 

 

1.1 DISA KONCEPTE BAZIKE NGA TEORIA E 

OPERATORËVE NË HAPËSIRAT E HILBERTIT 
 

 

Le të jetë 𝐻 hapësirë komplekse e Hilbertit, le të jetë 𝐿(𝐻) bashkësia e të gjithë operatorëve 

linear të kufizuar në hapësirën 𝐻 dhe le të jetë  𝑇 ∈ 𝐿(𝐻). 

 

Me 𝑅(𝑇)  kemi shënuar rangun e operatorit  𝑇 i cili është përkufizuar me 𝑅(𝑇) = {𝑇𝑥: 𝑥 ∈ 𝐻}, 
kurse me  𝑁(𝑇) kemi shënuar bërthamën e operatorit 𝑇  e cila është përkufizuar me  

𝑁(𝑇) = {𝑥 ∈ 𝐻: 𝑇𝑥 = 0}. 

 

Çdo operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i përgjigjet operatori i vetëm  𝑇∗ ∈ 𝐿(𝐻) i tilllë që 〈𝑇𝑥, 𝑦〉 =
〈𝑥, 𝑇∗𝑦〉, ∀𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻, dhe quhet operatori i adjuguar i operatorit 𝑇. 

 

Teoremë 1.1.1. ([19]) Le te jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) atëherë për operatorin e adjuguar të tij vlejnë këto 

veti: 

1. ‖𝑇∗‖ = ‖𝑇‖; 
2. (𝑇∗)∗ = 𝑇; 
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3. (𝑇1 + 𝑇2)
∗ = 𝑇1

∗ + 𝑇2
∗, 

4. (𝑇1𝑇2)
∗ = 𝑇2

∗𝑇1
∗; 

5. (𝛼𝑇)∗ = �̅�𝑇∗, 𝛼 ∈ ℂ; 
6. ‖𝑇∗𝑇‖ = ‖𝑇𝑇∗‖ = ‖𝑇‖2; 
7. 𝑁(𝑇) = 𝑅(𝑇∗)⊥; 
8. 𝑁(𝑇∗) = 𝑅(𝑇)⊥. 

 

Operatori 𝑇 është pozitiv nëse 〈𝑇𝑥, 𝑥〉  ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 dhe shënohet 𝑇 ≥ 0. 

 

Teoremë 1.1.2. ([19]) Le të jenë 𝑇, 𝑆 ∈ 𝐿(𝐻) dy operatorë pozitiv. Nëse operatorët  𝑇, 𝑆 janë 

komutativ, atëherë prodhimi 𝑇𝑆 po ashtu është operator pozitiv. 

 

Është e qartë se operatorët  𝑇∗𝑇  dhe 𝑇𝑇∗ janë operatorë pozitiv. 

 

Teoremë 1.1.3. ([19]) Për çdo operator pozitiv 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻), ekziston rrënja katrore unike 

 𝑇
1

2 ∈ 𝐿(𝐻),  e cila gjithashtu është operator pozitiv, që komuton me çdo operator me të cilin 

komuton operatori 𝑇. 

 

Vëmë |𝑇| = (𝑇∗𝑇)
1

2, i cili është operator pozitiv dhe vlen |𝑇|2 = 𝑇∗𝑇.   Nga këtu kemi se 

|𝑇∗|2 = 𝑇𝑇∗. 

 

Përkufizim 1.1.1. ([7]) Për operatorin 𝑇 themi se është unitarisht ekuivalent me operatorin 𝑆  
nëse ekziston operatori unitar 𝑈  ashtu që  𝑆 = 𝑈∗𝑆𝑈. 
 

Përkufizim 1.1.2. ([7]) Kur operatori 𝑇  komuton me operatorin  𝑆  dhe  𝑆∗, atëherë themi se 

operatori 𝑇 komuton dyfish me operatorin 𝑆. 

 

Në vazhdim do të japim përkufizimin për spektrin e operatorit si dhe rrezen spektrale të tij. 

 

Përkufizim 1.1.3. ([11]) Spektër të operatorit T  quajmë bashkësinë e të gjithë numrave 

kompleksë  𝜆  për të cilët 𝑇 − 𝜆𝐼 nuk është operator invertibil në 𝐿(𝐻) dhe e shënojmë me 𝜎(𝑇). 
Pra, 

𝜎(𝑇) = {𝜆 ∈ ℂ: (𝑇 − 𝜆𝐼) ∉ 𝐿(𝐻)−1}. 

Komplementi i bashkësisë 𝜎(𝑇) shenohet me 𝜌(𝑇) dhe paraqet bashkësinë rezolvente të 

operatorit 𝑇. Pra,  

𝜌(𝑇) = {𝜆 ∈ ℂ: (𝑇 − 𝜆𝐼) ∈ 𝐿(𝐻)−1} = ℂ\𝜎(𝑇). 

Spektri pikësor dhe spektri aproksimativ për operatorin T përkatësisht janë: 
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𝜎𝑝(𝑇) = {𝜆 ∈ ℂ: (𝑇 − 𝜆𝐼) 𝑛𝑢𝑘 ë𝑠ℎ𝑡ë 𝑖𝑛𝑗𝑒𝑘𝑡𝑖𝑣}, 

 

𝜎𝑎𝑝(𝑇) = {𝜆 ∈ ℂ: 𝑖𝑛𝑓
‖𝑥‖=1

‖(𝑇 − 𝜆𝐼)𝑥‖ = 0}. 

 

Vërtetohet se nëse 𝜆 ∈ 𝜎𝑎𝑝, atëherë ekziston vargu (𝑥𝑛) i tillë që ‖𝑥𝑛‖ = 1 dhe  

‖(𝑇 − 𝜆)𝑥𝑛‖ → 0, 𝑛 → ∞. 
 

 

Përkufizim 1.1.4. ([11]) Rrezja spektrale e operatorit 𝑇 shenohet me r(𝑇) dhe përkufizohet me : 

𝑟(𝑇) = 𝑠𝑢𝑝{|𝜆|: 𝜆 ∈ 𝜎(𝑇)}. 

Vërejmë se 0 ≤ 𝑟(𝑇) ≤ ‖𝑇‖. 

Teoremë 1.1.4. ([11])  Për çdo operator të kufizuar 𝑇 vlen: 

𝑟(𝑇) =  𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑇𝑛‖
1

𝑛 ≤ ‖𝑇‖. 

Përkufizim 1.1.5. ([11]) Operatori 𝑇 quhet operator nilpotent nëse 𝑇𝑛 = 0 për ndonjë 𝑛 ∈ ℕ. 
Ndërsa operatori 𝑇 quhet kuazinilpotent nëse 𝜎(𝑇 ) = {0}. 

Përkufizim 1.1.6. ([11]) Operatori 𝑇 quhet normaloid, në qoftë se 𝑟(𝑇) = ‖𝑇‖. 

 

Tani në vazhdim do të japim përkufizimin e operatorit të zhvendosjes me peshë. 

Përkufizim 1.1.7. ([11]) Le të jetë (𝑒𝑛) bazë e ortonormuar në 𝐻 dhe (𝛼𝑛) një varg i fiksuar i 

numrave kompleksë. Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻),  quhet operator i zhvendosjes me peshë në hapësirën 

komplekse  të Hilbertit nëse 𝑇(𝑒𝑛) = 𝛼𝑛𝑒𝑛+1, për çdo n. 

Vargu (𝛼𝑛) quhet vargu i peshave. 

Operatori 𝑇 quhet operator i zhvendosjes së njëanshme me peshë përkatësisht i zhvendosjes së 

dyanshme me peshë nëse n i takon bashkësisë së numrave të plotë jo negativ, përkatësisht 

bashkësisë së numrave të plotë. 

 

Pohim 1.1.1. ([47]) Nëse 𝑇 është operator i zhvendosjes së dyanëshme me peshë, atëherë 

𝑇∗𝑒𝑛 = 𝛼𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑒𝑛−1, ∀𝑛 ∈ ℤ.    

Nëse 𝑇 është operator i zhvendosjes së njëanëshme me peshë, atëherë: 

𝑇∗𝑒𝑛 = 𝛼𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑒𝑛−1, ∀𝑛 ≥ 1 𝑑ℎ𝑒  𝑇
∗𝑒0 = 0. 

Tani marrim rastin e operatorëve të zhvendosjes me peshë në rastin kur termat e vargut të 

peshave (𝛼𝑛) janë të barabarta me 1, për çdo n. 
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Përkufizim 1.1.8. ([11]) Le të jetë (𝑒𝑛) bazë e ortonormuar në 𝐻. Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) quhet 

operator i zhvendosjes në hapësirën komplekse  të Hilbertit nëse 𝑇(𝑒𝑛) = 𝑒𝑛+1, për çdo n. 

Operatori 𝑇 quhet operator i zhvendosjes së njëanshme përkatësisht i zhvendosjes së dyanshme 

nëse n i takon bashkësisë së numrave të plotë jo negativ, përkatësisht bashkësisë së numrave të 

plotë. 

 

Teoremë 1.1.5. ([11]) Operatori i zhvendosjes së njëanshme paraqet një  izometri. Pra, 

‖𝑇𝑥‖ = ‖𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

Teoremë 1.1.6. ([11]) Për operatorin e adjunguar  𝑇∗ të operatorit të   zhvendosjes së 

njëanshme 𝑇 vlenë: 

𝑇∗(𝑥) = ∑〈𝑥, 𝑒𝑛+1〉𝑒𝑛.

∞

𝑛=0

 

 

Shohim tani përkufizimin e nënhapësirës invariante. 

 

Përkufizim 1.1.9. ([46]) Le të jetë 𝑀 nënhapësirë e mbyllur e hapësirës 𝐻. Për nënhapësirën 

𝑀 themi se është 𝑇 −invariante në qoftë se 𝑇(𝑀) ⊆ 𝑀.  Pra, në qoftë se për çdo 𝑥 ∈ 𝑀, rrjedh 

𝑇𝑥 ∈ 𝑀.  Nënhapësira invariante 𝑀 është jotriviale, në qoftë se 𝑀 ≠ {0} dhe 𝑀 ≠ 𝐻. 

 

Pohim 1.1.2. ([46]) Le të jetë 𝑀 nënhapësirë e hapësirës 𝐻. Nënhapësira 𝑀 e hapësirës 𝐻 është 

𝑇 −invariante, atëherë dhe vetëm atëherë, kur  𝑀⊥ është invariante për  𝑇∗. 

 

Në qoftë se 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) dhe 𝑀 nënhapësirë e mbyllur e hapësirës 𝐻, atëherë 𝐻 = 𝑀⨁𝑀⊥ dhe 𝑇 

mund të shprehet përmes matricës të tipit 2 × 2: 

𝑇 = (
𝐴 𝐵
𝐶 𝐷

) 

ku 

𝐴:𝑀 → 𝑀, pra 𝐴 ∈ 𝐿(𝑀); 

𝐵:𝑀⊥ → 𝑀, pra 𝐵 ∈ 𝐿(𝑀⊥, 𝑀); 

𝐶:𝑀⊥ → 𝑀⊥, pra 𝐶 ∈ 𝐿(𝑀⊥); 

dhe 

𝐷:𝑀 → 𝑀⊥, pra 𝐷 ∈ 𝐿(𝑀,𝑀⊥). 
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Nëse 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) dhe 𝑀 është nënhapësirë invariante për operatorin 𝑇, atëherë me  𝑇|𝑀    shënojmë 

ngushtimin e operatorit 𝑇  në 𝑀. Është e qartë se  

 

 𝑇|𝑀  ∈ 𝐿(𝑀), ( 𝑇|𝑀  )
∗
= 𝑇∗|𝑀  dhe ‖ 𝑇|𝑀  ‖ ≤ ‖𝑇‖. 

 

1.2  OPERATORËT NORMALË DHE KUASINORMALË 

 

Përkufizim 1.2.1. ([19]) Operatori T quhet operator normal nëse plotësohet kushti 

𝑇𝑇∗ = 𝑇∗𝑇. 

Teoremë 1.2.1. ([19]) Operatori T është operator normal atëherë dhe vetëm atëherë nëse  

‖𝑇𝑥‖ = ‖𝑇∗𝑥‖, ∀𝑥 ∈ 𝑋. 

Teoremë 1.2.2. ([7]) Operatori 𝑇 është operator normal atëherë dhe vetëm atëherë nëse 

𝑇∗𝑆 = 𝑆𝑇∗  për çdo operator të kufizuar 𝑆 i tillë që  𝑇𝑆 = 𝑆𝑇. 

Përkufizim 1.2.2. Operatori 𝑇 quhet operator kuasinormal nëse  

𝑇(𝑇∗𝑇) = (𝑇∗𝑇)𝑇. 

Pohim 1.2.1. ([7]) Nëse 𝑇 është operator normal atëherë  𝑇 është operator kuasinormal. 

Mirëpo e anasjellta e këtij pohimi nuk vlen gjithmonë, andaj në vazhdim japim teoremën. 

Teoremë 1.2.3. ([18]) Nëse 𝑇 është operator kuasinormal invertibil atëherë 𝑇është operator 

normal. 

Pohim 1.2.2. ([18]) Nëse 𝑇 është operator kuasinormal invertibil dhe nëse plotësohet kushti 

𝑇(𝑇∗𝑇) = 𝜆𝐼 + 𝑄, ku 𝜆 ∈ ℂ… .… (1) 

Atëherë, operatori 𝑄 është operator normal. 

Lemë 1.2.1. ([19]) Nëse 𝑇 është operator i kufizuar atëherë ekziston izometria e pjesshme 𝑈 dhe 

operatori pozitiv |𝑇| = √𝑇∗𝑇 në 𝐻 të tillë që 𝑇 = 𝑈|𝑇| dhe 𝑁(𝑈) = 𝑁(|𝑇|), dhe kjo paraqet 

zbërthimin polar të operatorit 𝑇. 

Pohim 1.2.3. ([22]) Çdo operator 𝑇∗mund të shenohet si 𝑇∗ = 𝑈∗|𝑇∗| ku 𝑈 është izometri e 

pjesshme dhe |𝑇∗| = √𝑇𝑇∗dhe kjo paraqet zbërthimin polar të operatorit 𝑇∗ dhe 𝑁(𝑈∗) =
𝑁(|𝑇∗|). 

Lemë 1.2.2. ([7]) Nëse 𝑇është operator i kufizuar me zbërthimin polar 𝑇 = 𝑈|𝑇| atëherë 𝑇 është 

operator kusinormal atëherë dhe vetëm atëherë nëse 𝑈|𝑇| = |𝑇|𝑈. 
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1.3  OPERATORËT 𝑵−KUASINORMALË 
 

Përkufizim 1.3.1. ([18]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) quhet operator 𝑁 −kuasinormal nëse   

𝑇(𝑇∗𝑇) = 𝑁(𝑇∗𝑇)𝑇, (𝑁 ∈ ℝ). 

E qartë se për 𝑁 = 1, fitohet klasa e operatorëve kuasinormalë. 

Lemë 1.3.1. ([18]) Nëse 𝑇 është operator 𝑁 −kuasinormal regular atëherë: 

𝑎) 𝑇∗(𝑇∗𝑇) =
1

𝑁
(𝑇∗𝑇)𝑇∗, (𝑁 ∈ ℝ), 

𝑏) 𝑇−1(𝑇∗𝑇) =
1

𝑁
(𝑇∗𝑇)𝑇−1, (𝑁 ∈ ℝ) 

𝑐) 𝑇∗−1(𝑇∗𝑇) = 𝑁(𝑇∗𝑇)𝑇∗−1, (𝑁 ∈ ℝ). 

 

Lemë 1.3.2. ([18]) Nëse 𝑇 është operator 𝑁 −kuasinormal dhe invertibil atëherë 𝑇 është 

operator kuasinormal. 

Lemë 1.3.3. ([18]) Nëse 𝑇 është operator 𝑁 −kuasinormal dhe i zhvendosjes së njëanshme 

atëherë 

|𝛼𝑛+1| =
1

√𝑁𝑛
|𝛼1| 

Për 𝑁 > 1, operatori 𝑇 është kuasinilpotent kompakt dhe për 𝑁 < 1, 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

|𝛼𝑛+1| = ∞. 

Përkufizim 1.3.2. ([19])  Le të jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) atëherë 

𝑈 = 𝑅𝑒𝑇 =
𝑇 + 𝑇∗

2
, 𝑉 = 𝐼𝑚𝑇 =

𝑇 − 𝑇∗

2𝑖
 

 janë pjesa reale dhe imagjinare, përkatësisht e operatorit 𝑇, atëherë 𝑇 = 𝑈 + 𝑖𝑉.   

Le të jenë 𝐵2 = 𝑇𝑇∗ dhe  𝐶2 = 𝑇∗𝑇 dhe  ku 𝐵 e  𝐶 janë operatorë jo negativ. 

Pohim 1.3.1. ([41]) Nëse 𝑇 është operator i tillë që 

(i) operatori 𝐵 komuton me 𝑈 dhe 𝑉, 
(ii) 𝑇𝐵2 = 𝑁(𝐶2𝑇).  

Atëherë operatori 𝑇 është operator 𝑁 −kuasinormal. 

Vërtetim: Meqë 𝐵𝑈 = 𝑈𝐵, 𝐵𝑉 = 𝑉𝐵, atëherë kemi 
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  𝐵2𝑈 = 𝑈𝐵2, 𝐵2𝑉 = 𝑉𝐵2, 

prej nga 

𝐵2𝑇 + 𝐵2𝑇∗ = 𝑇𝐵2 + 𝑇∗𝐵2 

𝐵2𝑇 − 𝐵2𝑇∗ = 𝑇𝐵2 − 𝑇∗𝐵2 

Kjo na sjell në faktin që 

𝐵2𝑇 = 𝑇𝐵2 = 𝑁(𝐶2𝑇) ⇒ 𝑇𝑇∗𝑇 = 𝑁(𝑇∗𝑇𝑇). 

Pra, operatori 𝑇 është operator 𝑁 −kuasinormal. 

                                                                           ∎ 

 

Pohim1.3.2. ([41]) Le të jetë 𝑇  një operator 𝑁 −kuasinormal dhe 𝑇𝐵2 = 𝑁(𝐶2𝑇).   Atëherë 

operatori 𝐵 komuton me 𝑈 dhe  𝑉.  

Vërtetim: Meqë 𝑇𝐵2 = 𝑁(𝐶2𝑇) kemi  𝑇(𝑇𝑇∗) = 𝑁((𝑇∗𝑇)𝑇). 

Atëherë vlen 

(𝑇𝑇∗)𝑇∗ = 𝑁(𝑇∗(𝑇∗𝑇)).
 

Meqë 𝑇  është operator 𝑁 −kuasinormal kemi: 

𝐵2𝑈 = 𝑇𝑇∗
𝑇 + 𝑇∗

2
 

=
𝑇𝑇∗𝑇 + 𝑇𝑇∗𝑇∗

2
 

=
𝑁(𝑇∗𝑇)𝑇 + 𝑁𝑇∗(𝑇∗𝑇)

2
 

=
𝑁((𝑇∗𝑇)𝑇 + 𝑇∗(𝑇∗𝑇))

2
 

=
𝑁 (

1
𝑁 𝑇

(𝑇𝑇∗) +
1
𝑁
(𝑇∗𝑇)𝑇∗)

2
 

=
𝑇2𝑇∗ + 𝑇∗𝑇𝑇∗

2
 

=
𝑇 + 𝑇∗

2
𝑇𝑇∗ = 𝑈𝐵2. 

Meqë operatori 𝐵 është jonegativ, atëherë 𝐵𝑈 = 𝑈𝐵.  
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Ngjashëm vërtetohet se 𝐵𝑉 = 𝑉𝐵. 

                    ∎ 

 

Pohim 1.3.3. ([41]) Nëse 𝑇  është një operator i tillë që  𝐶2𝑈 =
1

𝑁
𝑈𝐶2,  𝐶2𝑉 =

1

𝑁
𝑉𝐶2.  Atëherë 

𝑇  është operator 𝑁 −kuasinormal. 

Vërtetim: Meqë 

 𝐶2𝑈 =
1

𝑁
𝑈𝐶2,  𝐶2𝑉 =

1

𝑁
𝑉𝐶2,  

atëherë kemi 

𝐶2(𝑈 + 𝑖𝑉) =
1

𝑁
(𝑈 + 𝑖𝑉)𝐶2,  𝐶2𝑇 =

1

𝑁
𝑇𝐶2  

nga rrjedh se 

(𝑇∗𝑇)𝑇 =
1

𝑁
𝑇(𝑇∗𝑇) ⇒ 𝑇(𝑇∗𝑇) = 𝑁(𝑇∗𝑇)𝑇. 

                    ∎ 

Pohim 1.3.4. ([41])  Le të jetë 𝑇 një operator 𝑁 −kuasinormal dhe   𝐵2𝑇 =
1

𝑁
𝐶2𝑇.  Atëherë: 

(i)  𝐶2𝑈 =
1

𝑁
𝑈𝐶2 

 

(ii) 𝐶2𝑉 =
1

𝑁
𝑉𝐶2. 

Vërtetim: (i) Meqë 

 𝐵2𝑇 =
1

𝑁
𝐶2𝑇 

⇒ (𝑇𝑇∗)𝑇 =
1

𝑁
(𝑇∗𝑇)𝑇 

⇒ 𝑇∗(𝑇𝑇∗) =
1

𝑁
𝑇∗(𝑇∗𝑇). 

Meqë 𝑇 është operator 𝑁 −kuasinormal atëherë kemi 

 𝐶2𝑈 = 𝑇∗𝑇
𝑇 + 𝑇∗

2
 

=
𝑇∗𝑇2 + 𝑇∗𝑇𝑇∗

2
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=

1
𝑁 𝑇𝑇

∗𝑇 +
1
𝑁𝑇

∗2𝑇

2
 

=
1

𝑁

𝑇 + 𝑇∗

2
𝑇∗𝑇 

=
1

𝑁
𝑈𝐶2. 

(ii) Ngjashëm vërtetohet se vlen edhe

 

𝐶2𝑉 =
1

𝑁
𝑉𝐶2. 

                    ∎ 

Në teoremat në vijim do të japim kushtet që duhet plotësuar dy operatorë 𝑁 −kuasinormalë ashtu 

që edhe shuma e tyre të jetë po ashtu operator i kësaj klase. Gjithashtu do të japim kushtet që 

duhet plotësuar një operator 𝑁 −kuasinormal dhe një operator kuasinormal ashtu që produkti i 

tyre të jetë operator 𝑁 −kuasinormal. 

Teoremë 1.3.1. ([41]) Le të jenë  𝑇1 dhe 𝑇2 dy operatorë 𝑁 −kuasinormalë të tillë që  𝑇1𝑇2 =
𝑇2𝑇1 = 𝑇1

∗𝑇2 = 𝑇2
∗𝑇1 = 0.  Atëherë shuma e tyre   𝑇1 + 𝑇2 është po ashtu operator 

𝑁 −kuasinormal. 

Vërtetim: Le të jenë  𝑇1 dhe 𝑇2  dy operatorë 𝑁 −kuasinormalë dhe le të vlejnë kushtet 

  𝑇1𝑇2 = 𝑇2𝑇1 = 𝑇1
∗𝑇2 = 𝑇2

∗𝑇1 = 0 

atëherë kemi: 

(𝑇1 + 𝑇2)[(𝑇1 + 𝑇2)
∗(𝑇1 + 𝑇2)] 

= (𝑇1 + 𝑇2)[(𝑇1
∗ + 𝑇2

∗)(𝑇1 + 𝑇2)] 

= (𝑇1 + 𝑇2)(𝑇1
∗𝑇1 + 𝑇1

∗𝑇2 + 𝑇2
∗𝑇1 + 𝑇2

∗𝑇2) 

= (𝑇1 + 𝑇2)(𝑇1
∗𝑇1 + 𝑇2

∗𝑇2) 

= 𝑇1𝑇1
∗𝑇1 + 𝑇1𝑇2

∗𝑇2 + 𝑇2𝑇1
∗𝑇1 + 𝑇2𝑇2

∗𝑇2 

= 𝑇1𝑇1
∗𝑇1 + 𝑇2𝑇2

∗𝑇2 

= 𝑁(𝑇1
∗𝑇1)𝑇1 + 𝑁(𝑇2

∗𝑇2)𝑇2 

= 𝑁((𝑇1
∗𝑇1)𝑇1 + (𝑇2

∗𝑇2)𝑇2) 

= 𝑁((𝑇1 + 𝑇2)
∗(𝑇1 + 𝑇2)

2). 

Pra,  𝑇1 + 𝑇2 është operator 𝑁 −kuasinormal. 

                                        ∎ 
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Teoremë 1.3.2. ([41])  Le të jenë,  𝑇1 një operator 𝑁 −kuasinormal dhe   𝑇2 një operator 

kuasinormal. Atëherë produkti i tyre   𝑇1𝑇2  është operator 𝑁 −kuasinormal nëse plotësohen 

kushtet e mëposhtme: 

(i) 𝑇1𝑇2 =  𝑇2𝑇1 

(ii)  𝑇1𝑇2
∗ = 𝑇2

∗𝑇1. 

 

Vërtetim: Le të jenë   𝑇1 një operator 𝑁 −kuasinormal dhe  𝑇2 një operator  kuasinormal që i 

plotësojnë kushtet e teoremës atëherë kemi: 

( 𝑇1𝑇2)( 𝑇1𝑇2)
∗( 𝑇1𝑇2) 

= ( 𝑇1𝑇2)(𝑇2
∗𝑇1
∗)( 𝑇1𝑇2) 

= ( 𝑇1𝑇2)(𝑇1
∗𝑇2
∗)( 𝑇1𝑇2) 

= 𝑇1(𝑇2𝑇1
∗)(𝑇2

∗𝑇1)𝑇2 

= 𝑇1(𝑇1
∗𝑇2)( 𝑇1𝑇2

∗)𝑇2 

= 𝑇1𝑇1
∗( 𝑇2𝑇1)(𝑇2

∗𝑇2) 

= 𝑇1𝑇1
∗( 𝑇1𝑇2)(𝑇2

∗𝑇2) 

= 𝑁(𝑇1
∗𝑇1
2)(𝑇2

∗𝑇2
2) 

= 𝑁𝑇1
∗(𝑇1

2𝑇2
∗)𝑇2

2 

= 𝑁(𝑇1
∗𝑇2
∗)(𝑇1

2𝑇2
2) 

= 𝑁(𝑇1
∗𝑇2
∗)(𝑇1𝑇2)

2 

= 𝑁(𝑇2
∗𝑇1
∗)(𝑇1𝑇2)

2 

= 𝑁(𝑇1𝑇2)
∗(𝑇1𝑇2)

2. 

Pra, produkti  𝑇1𝑇2 është operator 𝑁 −kuasinormal. 

                    ∎
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Kapitulli 2 

 

𝑴−KLASA 𝑸 DHE 𝑴−KLASA 𝑸∗ E 

OPERATORËVE 
 

Në këtë kapitull do të shqyrtojmë shumë veti të 𝑀 −klasës 𝑄 të operatorëve, klasë 

kjo e përkufizuar nga Senthilkumar dhe Prasad (shih [38]). Duke u bazuar në 

përkufizimin e 𝑀 −klasën 𝑄 të operatorëve do të përkufizojmë 𝑀 −klasën 𝑄∗ të 

operatorëve (shih [40]). Do të vërtetojmë disa pohime lidhur me këtë klasë të 

operatorëve. Me shembull, do tregojmë se këto dy klasa të operatorëve, 𝑀 −klasa 𝑄  

dhe 𝑀 −klasa 𝑄∗  janë të ndryshme dhe të pavarura në mes veti. Po ashtu, do të 

vërtetojmë se prodhimi tensorial i operatorit nga 𝑀 −klasa 𝑄, 𝑀 −klasa 𝑄∗ dhe 

operatorit identik  𝐼 është operator nga 𝑀−klasa 𝑄, 𝑀 −klasa 𝑄∗, respektivisht.  

Ndërsa  me shembull do të tregojmë se prodhimi tensorial i dy operatorëve nga 

𝑀 −klasa 𝑄, 𝑀−klasa 𝑄∗ nuk është medoemos i tillë, respektivisht. 

 

 

2.1  𝑴−KLASA 𝑸 E OPERATORËVE 

 

Në fillim do të japim përkufizimet e disa klasave të operatorëve që do të na nevojiten gjatë 

shqyrtimit të kësaj klase të operatorëve. 

Përkufizim 2.1.1. ([2]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) quhet operator paranormal nëse:  

‖𝑇𝑥‖2 ≤ ‖𝑇2𝑥‖,   

për çdo vektor njësi 𝑥 ∈ 𝐻, 

ose 

‖𝑇𝑥‖2 ≤ ‖𝑇2𝑥‖ ∙ ‖𝑥‖, 

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻. 
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Operatorët paranormalë janë përkufizuar nga Furuta, në fund të viteve 60 të shekullit të kaluar  

(shih [2]) dhe me studimin e kësaj klase të operatorëve janë marrë shumë matematikanë. 

Është vërtetuar se 𝑇 është operator paranormal nëse plotësohet kushti: 

𝑇∗2𝑇2 − 2𝜆𝑇∗𝑇 + 𝜆2 ≥ 0, ∀𝜆 > 0.  

Përkufizim 2.1.2. ([33]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) quhet operator  𝑀−paranormal nëse:  

‖𝑇𝑥‖2 ≤ 𝑀‖𝑇2𝑥‖,  

për çdo vektor njësi 𝑥 ∈ 𝐻 dhe 𝑀 një numër real  të fiksuar ku 𝑀 ≥ 1, 

ose   

‖𝑇𝑥‖2 ≤ 𝑀‖𝑇2𝑥‖ ∙ ‖𝑥‖,  

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻 dhe 𝑀 një numër real  të fiksuar ku 𝑀 ≥ 1. 

Me këtë klasë të operatorëve kanë punuar shumë matematikanë të njohur si Arora, Thukral, 

Kumar, etj. Është vërtetuar se 𝑇 është operator 𝑀 −paranormal nëse plotësohet kushti: 

𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝜆𝑇∗𝑇 + 𝜆2 ≥ 0, ∀𝜆 > 0.  

Shihet qartë se për 𝑀 = 1, operatori 1 −paranormal në fakt paraqet operatorin paranormal. 

 

Duggal, Kubrusly, Levan (shih [35]) më pas kanë përkufizuar klasën 𝑄 të operatorëve. 

Përkufizim 2.1.3. ([35]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i takon klasës 𝑄 të operatorëve nëse plotësohet 

kushti: 

‖𝑇𝑥‖2 ≤
1

2
(‖𝑇2𝑥‖2 + ‖𝑥‖2), 

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻. 

Është vërtetuar se operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i takon klasës 𝑄 nëse plotësohet kushti: 

𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼 ≥ 0. 

Senthilkumar dhe Prasad (shih [38]) kanë përkufizuar 𝑀 −klasën 𝑄 të operatorëve dhe kanë 

vërtetuar disa veti bazike të kësaj klase të operatorëve. Disa vetitë tjera të kësaj klase janë 

studiuar  të cilat do t’i paraqesim në vazhdim e në fakt ato janë të publikuara në punimin [40].  

Përkufizim 2.1.4. ([38]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i takon  𝑀 −klasës 𝑄 të operatorëve nëse 

plotësohet kushti: 

‖𝑇𝑥‖2 ≤
1

2
(𝑀2‖𝑇2𝑥‖2 + ‖𝑥‖2),  

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻 dhe 𝑀 një numër real e të fiksuar ku  𝑀 ≥ 1. 
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Shihet qartë se për 𝑀 = 1 operatori 1 −klasë 𝑄 në fakt paraqet operatorin e klasës 𝑄. 

Pohim 2.1.1. ([38]) Operatori  𝑇 ∈ 𝐿(𝐻)  i takon  𝑀 −klasës 𝑄 të operatorëve atëherë dhe 

vetëm atëherë nëse plotësohet kushti: 

𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼 ≥ 0, 

ku 𝑀 është një numër real  i fiksuar i tillë që  𝑀 ≥ 1. 

Nga përkufizimi i klasës së operatorëve 𝑀 −paranormalë dhe pohimi i mësipërm shohim se çdo 

operator 𝑀 −paranormal është edhe operator nga 𝑀 −klasa 𝑄, mirëpo e anasjellta e kësaj nuk 

vlen gjithmonë. Pohimi në vijim na jep kushtin që duhet plotësuar një operator nga  𝑀 −klasa 𝑄 

që të jetë operator 𝑀 −paranormal. 

Pohim 2.1.2. ([38]) Le të jetë operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻).  Nëse 𝜆−
1

2𝑇 është operator nga 𝑀 −klasa 𝑄, 
atëherë operatori 𝑇 është 𝑀 −paranormal, për çdo 𝜆 > 0. 

Pohim 2.1.3. ([38]) Le të jetë  𝑇 një operator i zhvendosjes së dyanshme me peshë me vargun e 

peshave  (𝛼𝑛). Atëherë 𝑇 i takon 𝑀 −klasës 𝑄 të operatorëve atëherë dhe vetëm atëherë nëse 

𝑀2|𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2 − 2|𝛼𝑛|
2 + 1 ≥ 0 

 për çdo 𝑛 ∈ 𝑍. 

 

Pohim 2.1.4.  Le të jetë 𝑇 një operator regular i zhvendosjes së dyanshme me peshë me vargun e 

peshave  (𝛼𝑛).  Atëherë  𝑇−1  i takon 𝑀 −klasës 𝑄 të operatorëve atëherë dhe vetëm atëherë 

nëse 

𝑀2 − 2|𝛼𝑛−2|
2 + |𝛼𝑛−1|

2|𝛼𝑛−2|
2 ≥ 0 

 për çdo 𝑛 ∈ 𝑍. 

Vërtetim: Supozojmë se operatori  𝑇−1  i takon 𝑀 −klasës 𝑄, atëherë kemi 

‖𝑇−1𝑥‖2 ≤
1

2
(𝑀2‖𝑇−2𝑥‖2 + ‖𝑥‖2), 

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻. 

Le të jetë  (𝑒𝑛)𝑛∈𝑍 bazë e ortonormuar në hapësirën e Hilbertit 𝐻, atëherë meqë 

‖𝑇−1𝑒𝑛‖
2 =

1

|𝛼𝑛−1|2
, 

‖𝑇−2𝑒𝑛‖
2 = ‖𝑇−1𝑇−1𝑒𝑛‖

2 =
1

|𝛼𝑛−1|2 ∙ |𝛼𝑛−2|2
, 

‖𝑒𝑛‖
2 = 1, 

përfundimisht kemi: 
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‖𝑇−1𝑒𝑛‖
2 ≤

1

2
(𝑀2‖𝑇−2𝑒𝑛‖

2 + ‖𝑒𝑛‖
2) 

⇔
1

|𝛼𝑛−1|2
≤
1

2
(𝑀2

1

|𝛼𝑛−1|2 ∙ |𝛼𝑛−2|2
+ 1) 

⇔
𝑀2

|𝛼𝑛−1|2|𝛼𝑛−2|2
−

2

|𝛼𝑛−1|2
+ 1 ≥ 0 

⇔𝑀2 − 2|𝛼𝑛−2|
2 + |𝛼𝑛−1|

2|𝛼𝑛−2|
2 ≥ 0. 

Në vazhdim do të marrim një shembull që tregon se inversi i një operatori nga 𝑀 −klasa 𝑄 mund 

të mos jetë operator nga 𝑀 −klasa 𝑄 . 

Shembull 2.1.1.  Le të jetë 𝑇 një operator regular i zhvendosjes së dyanshme me peshë me 

vargun e peshave  (𝛼𝑛) të përkufizuar si vijon: 

𝛼𝑛 =

{
 
 

 
 
1,                 𝑛 ≤ −2
3,                  𝑛 = −1
1,                  𝑛 = 0
𝑛 + 1

𝑛
, 𝑛 ≥ 1

 

Atëherë, operatori  𝑇 është operator nga 2 −klasa 𝑄, gjë që provohet lehtë duke pasur parasysh 

pohimi 2.1.3, ndërsa duke u bazuar në pohimin 2.1.4, shohim se operatori 𝑇−1 nuk është nga 

2 −klasa 𝑄, meqë p.sh. për 𝑛 = 1, kemi: 

𝑀2 − 2|𝛼−1|
2 + |𝛼0|

2|𝛼−1|
2 ≱ 0 

⇒ 4 − 2 ∙ 9 + 1 ∙ 9 ≱ 0. 

                                                                ∎ 

Pohim 2.1.5. ([38]) Le të jetë   𝑇 operator që i takon 𝑀−klasës 𝑄 të operatorëve dhe 𝑁 

nënhapësirë e mbyllur invariante e operatorit 𝑇 atëherë ngushtimi  𝑇|𝑁  është poashtu operator 

nga 𝑀 −klasa 𝑄 e operatorëve. 

 

Pohim 2.1.6. ([40]) Le të jetë   𝑇 operator që i takon 𝑀−klasës 𝑄 të operatorëve dhe nëse 

operatori 𝑇 komuton dyfish me operatorin izometrik 𝑆, atëherë operatori 𝑇𝑆 poashtu i takon 

 𝑀 −klasës 𝑄 të operatorëve. 

Vërtetim: Le të jetë 𝐴 = 𝑇𝑆. 

Dimë se 𝑇𝑆 = 𝑆𝑇, 𝑆∗𝑇 = 𝑇𝑆  ∗, 𝑆∗𝑆 = 𝐼. 

Atëherë 
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𝑀2𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼 

= 𝑀2(𝑇𝑆)∗2(𝑇𝑆)2 − 2(𝑇𝑆)∗(𝑇𝑆) + 𝐼 

= 𝑀2𝑆∗𝑇∗𝑆∗𝑇∗𝑇𝑆𝑇𝑆 − 2𝑆∗𝑇∗𝑇𝑆 + 𝐼 

= 𝑀2𝑇∗𝑇∗𝑆∗𝑆∗𝑆𝑆𝑇𝑇 − 2𝑇∗𝑆∗𝑆𝑇 + 𝐼 

= 𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼 ≥ 0, 

prej nga 𝑇𝑆 është operator nga 𝑀 −klasa 𝑄 e operatorëve. 

                                                                ∎ 

Pohim 2.1.7. ([40]) Le të jetë operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻). Nëse ‖𝑇‖ ≤
1

√2
, atëherë operatori 𝑇 i takon 

 𝑀 −klasës 𝑄 të operatorëve. 

Vërtetim: Nga  ‖𝑇‖ ≤
1

√2
, kemi se ‖𝑇𝑥‖2 ≤

1

2
. 

Atëherë, 

〈𝑇𝑥, 𝑇𝑥〉 −
1

2
〈𝑥, 𝑥〉 ≤ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 

⇒ 〈𝑇∗𝑇𝑥, 𝑥〉 −
1

2
〈𝑥, 𝑥〉 ≤ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 

⇒ 〈(𝐼 − 2𝑇∗𝑇)𝑥, 𝑥〉 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 

⇒ 𝐼 − 2𝑇∗𝑇 ≥ 0 

⇒ 𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼 ≥ 0, 

prej nga shihet se 𝑇 është operator nga 𝑀 −klasa 𝑄. 

                                                                        ∎ 

Pohim 2.1.8. ([40]) Le të jetë   𝑇 operator që i takon 𝑀−klasës 𝑄 dhe 𝑆 një operator unitarisht 

ekuivalent me operatorin  𝑇, atëherë operatori  𝑆 është operator që i takon 𝑀 −klasës 𝑄. 

Vërtetim: Le të jetë 𝑆 një operator unitarisht ekuivalent me operatorin  𝑇 atëherë ekziston 

operatori unitar 𝑈 i tillë që 𝑆 = 𝑈∗𝑇𝑈. 

Meqë 𝑇 është operator që i takon 𝑀 −klasës 𝑄, atëherë vlen 

𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼 ≥ 0. 

Prej këtu kemi se 

𝑀2𝑆∗2𝑆2 − 2𝑆∗𝑆 + 𝐼 



Klasat e operatorëve M-klasë Q dhe k-kuasi klasë Q në hapësirat e Hilbertit 

 
 

27 
 

= 𝑀2(𝑈∗𝑇𝑈)∗2(𝑈∗𝑇𝑈)2 − 2(𝑈∗𝑇𝑈)∗(𝑈∗𝑇𝑈) + 𝐼 

= 𝑀2𝑈∗𝑇∗𝑈𝑈∗𝑇∗𝑈𝑈∗𝑇𝑈𝑈∗𝑇𝑈 − 2𝑈∗𝑇∗𝑈𝑈∗𝑇𝑈 + 𝐼 

= 𝑈∗(𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑈 ≥ 0. 

Pra, 𝑆 është operator që i takon 𝑀 −klasës 𝑄. 

                                                                     ∎ 

Teoremë 2.1.1. ([48]) Le të jetë 𝑇 një operator invertibil dhe 𝑁 një operator i tillë që  𝑁 komuton 

me operatorin 𝑇∗𝑇. Atëherë operatori 𝑁 është nga 𝑀 −klasa 𝑄 atëherë dhe vetëm atëherë 

nëse 𝑇𝑁𝑇−1 është operator nga  𝑀 −klasa 𝑄. 

Vërtetim: Le të jetë  𝑁 një operator nga  𝑀 −klasa 𝑄, atëherë: 

𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2𝑁∗𝑁 + 𝐼 ≥ 0. 

Prej nga kemi se, 

𝑇[𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑇∗ ≥ 0 

Duke konsideruar,  

𝑇[𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑇∗[𝑇𝑇∗] 

=𝑇[𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼][𝑇∗𝑇]𝑇∗  

=𝑇[𝑇∗𝑇][𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑇∗  

=[𝑇𝑇∗]𝑇[𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑇∗. 

Pra, shohim se operatori 𝑇𝑇∗ komuton me operatorin  𝑇[𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑇∗.  Atëherë 

edhe operatori [𝑇𝑇∗]−1 gjithashtu komuton me operatorin   𝑇[𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑇∗. 

Duke pasur parasysh faktin se nëse dy operatorë janë pozitiv dhe nëse janë operatorë komutativ 

atëherë edhe produkti i tyre është operator pozitiv konkludojmë se produkti i 

operatorëve [𝑇𝑇∗]−1 dhe 𝑇[𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑇∗ është pozitiv, pra: 

𝑇[𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑇∗[𝑇𝑇∗]−1 ≥ 0……… . (∗) 

Tani meqë operatori 𝑁 komuton me  𝑇∗𝑇 kemi, 

𝑁𝑇∗𝑇 = 𝑇∗𝑇𝑁, 𝑇∗𝑇𝑁∗ = 𝑁∗𝑇∗𝑇,  

(𝑇𝑁𝑇−1)∗2(𝑇𝑁𝑇−1)2 = (𝑇𝑁𝑇−1)∗(𝑇𝑁𝑇−1)∗(𝑇𝑁𝑇−1)(𝑇𝑁𝑇−1) = 𝑇𝑁∗2𝑁2𝑇−1  …………(1) 

dhe 

(𝑇𝑁𝑇−1)∗(𝑇𝑁𝑇−1) = 𝑇𝑁∗𝑁𝑇−1                                             .............…….(2) 
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Për të vërtetuar se 𝑇𝑁𝑇−1 është operator nga 𝑀 −klasa 𝑄 ekuacionet (1) dhe (2) i zëvendësojmë 

në shprehjen 

𝑀2(𝑇𝑁𝑇−1)∗2(𝑇𝑁𝑇−1)2 − 2(𝑇𝑁𝑇−1)∗(𝑇𝑁𝑇−1) + 𝐼 

 dhe kemi: 

𝑀2𝑇𝑁∗2𝑁2𝑇−1 − 2 𝑇𝑁∗𝑁𝑇−1 + 𝐼 

= 𝑇[𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑇−1. 

Pra, tani duhet vërtetuar se shprehja e fundit është pozitive. Nga jobarazimi (*) i fituar gjejmë: 

𝑇[𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑇∗[𝑇𝑇∗]−1 ≥ 0 

⇒ 𝑇[𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑇∗𝑇∗−1𝑇−1 ≥ 0 

⇒ 𝑇[𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑇−1 ≥ 0 

Pra, operatori  𝑇𝑁𝑇−1 është operator nga 𝑀 −klasa 𝑄. 

Anasjelltas, le të jetë operatori  𝑇𝑁𝑇−1 nga 𝑀 −klasa 𝑄, pra: 

𝑀2(𝑇𝑁𝑇−1)∗2(𝑇𝑁𝑇−1)2 − 2(𝑇𝑁𝑇−1)∗(𝑇𝑁𝑇−1) + 𝐼 ≥ 0. 

Atëherë, ngjashëm si më parë pas zëvendësimit të ekuacioneve (1) dhe (2) kemi:  

𝑀2𝑇𝑁∗2𝑁2𝑇−1 − 2 𝑇𝑁∗𝑁𝑇−1 + 𝐼 ≥ 0  

⇒ 𝑇[𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑇−1 ≥ 0 

⇒ 𝑇∗𝑇[𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑇−1𝑇 ≥ 0 

⇒ [𝑇∗𝑇][𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼] ≥ 0. 

Meqë, operatori [𝑇∗𝑇]  komuton me operatorin 𝑁 atëherë ai komuton edhe me operatorin e fituar  

[𝑇∗𝑇][𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]. 

Ngjashëm si me parë vërejmë se edhe operatori [𝑇∗𝑇]−1 komuton me operatorin 

[𝑇∗𝑇][𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]. Dhe meqë këta dy operatorë janë pozitiv dhe komutojnë në mes 

veti atëherë edhe produkti i tyre është pozitiv, andaj gjejmë: 

[𝑇∗𝑇]−1[𝑇∗𝑇][𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼] ≥ 0. 

⇒ 𝑀2𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼 ≥ 0. 

Pra, operatori  𝑁 është nga  𝑀 −klasa 𝑄. 

                                                                ∎ 
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2.2  𝑴−KLASA 𝑸∗ E OPERATORËVE 
 

Në fillim edhe këtu japim përkufizimin e disa klasave të operatorëve që janë përkufizuar më 

herët e që janë me rëndësi në shqyrtim e kësaj klase të re. 

Përkufizim 2.2.1. ([8]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) quhet operator ∗ −paranormal nëse: 

‖𝑇∗𝑥‖2 ≤ ‖𝑇2𝑥‖,  

për çdo vektor njësi 𝑥 ∈ 𝐻, 

ose 

‖𝑇∗𝑥‖2 ≤ ‖𝑇2𝑥‖ ∙ ‖𝑥‖,  

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻. 

Kjo klasë e operatorëve është përkufizuar në disertacionin e doktoratës së S. M. Patel, ndërsa 

disa nga vetitë e kësaj klase janë treguar nga Arora dhe Thukral (shih [8]). Është vërtetuar se 

𝑇 është operator ∗ −paranormal nëse plotësohet kushti: 

𝑇∗2𝑇2 − 2𝜆𝑇𝑇∗ + 𝜆2 ≥ 0, ∀𝜆 > 0.  

Përkufizim 2.2.2. ([37]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) quhet operator 𝑀∗ − paranormal nëse: 

‖𝑇∗𝑥‖2 ≤ 𝑀‖𝑇2𝑥‖,  

për çdo vektor njësi 𝑥 ∈ 𝐻 dhe 𝑀 një numër real  të fiksuar ku 𝑀 ≥ 1, 

ose  

‖𝑇∗𝑥‖2 ≤ 𝑀‖𝑇2𝑥‖ ∙ ‖𝑥‖,  

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻 dhe 𝑀 një numër real  të fiksuar ku 𝑀 ≥ 1. 

Shihet qartë se për 𝑀 = 1, operatori 1∗ −paranormal paraqet operatori ∗ −paranormal. 

Është vërtetuar se 𝑇 është operator 𝑀∗ −paranormal nëse plotësohet kushti: 

𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝜆𝑇𝑇∗ + 𝜆2 ≥ 0, ∀𝜆 > 0.  

 

Yang dhe Kim (shih [39]) kanë përkufizuar klasën 𝑄∗ të operatorëve. 

Përkufizim 2.2.3. ([39]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i takon klasës 𝑄∗ të operatorëve nëse plotësohet 

kushti: 

‖𝑇∗𝑥‖2 ≤
1

2
(‖𝑇2𝑥‖2 + ‖𝑥‖2),  

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻. 
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Është vërtetuar se operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i takon klasës 𝑄∗ nëse plotësohet kushti: 

𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼 ≥ 0. 

Tani duke u bazuar në përkufizimin e 𝑀 −klasës 𝑄 japim përkufizimin e 𝑀 −klasës 𝑄∗. 

 

Përkufizim 2.2.4. ([40]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i takon  𝑀 −klasës 𝑄∗ të operatorëve nëse 

plotësohet kushti: 

‖𝑇∗𝑥‖2 ≤
1

2
(𝑀2‖𝑇2𝑥‖2 + ‖𝑥‖2),  

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻 dhe 𝑀 një numër real  të fiksuar ku 𝑀 ≥ 1. 

Shihet qartë se për 𝑀 = 1, operatori 1 −klasë 𝑄 ∗ paraqet operatorin e klasës 𝑄∗. 

Pohim 2.2.1. ([40]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i takon  𝑀 −klasës 𝑄∗ të operatorëve atëherë dhe vetëm 

atëherë nëse plotësohet kushti: 

𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼 ≥ 0,  

ku 𝑀 është një numër real  i fiksuar i tillë që  𝑀 ≥ 1. 

Vërtetim: Le të jetë 𝑇 operator që i takon 𝑀−klasës 𝑄∗ të operatorëve, atëherë vlen 

‖𝑇∗𝑥‖2 ≤
1

2
(𝑀2‖𝑇2𝑥‖2 + ‖𝑥‖2),  

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻 dhe 𝑀 është një numër real  të fiksuar,  𝑀 ≥ 1. 

Nga këtu për 𝑥 ∈ 𝐻 dhe numrin real të fiksuar  𝑀 ≥ 1, kemi: 

𝑀2〈𝑇2𝑥, 𝑇2𝑥 〉 + 〈𝑥, 𝑥〉 − 2〈𝑇∗𝑥, 𝑇∗𝑥〉 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 

⟺ 〈𝑀2𝑇∗2𝑇2𝑥, 𝑥 〉 + 〈𝑥, 𝑥〉 − 2〈𝑇𝑇∗𝑥, 𝑥〉 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 

⟺ 〈(𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼)𝑥, 𝑥 〉 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻. 

Ekuacioni i fundit është ekuivalent me  

𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼 ≥ 0. 

Gjë që u deshtë dhe të vërtetohej. 

                                                                ∎ 

Nga përkufizimi i klasës së operatorëve  𝑀∗ −paranormalë dhe pohimi i mësipërm shohim se 

çdo operator  𝑀∗ −paranormal është edhe operator nga 𝑀 −klasa 𝑄∗, mirëpo e anasjellta e kësaj 

nuk vlen gjithmonë. Pohimi në vijim na jep kushtin që duhet plotësuar një operator nga 

𝑀 −klasa 𝑄∗ që të jetë operator  𝑀∗ −paranormal. 
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Pohim 2.2.2. ([40]) Le të jetë operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻).  Nëse 𝜆−
1

2𝑇 është operator nga 𝑀 −klasa 𝑄∗, 
atëherë operatori 𝑇 është 𝑀∗ −paranormal, për çdo 𝜆 > 0. 

Vërtetim: Le të jetë  𝜆−
1

2𝑇 operator nga 𝑀 −klasa 𝑄∗, për 𝜆 > 0, atëherë: 

𝑀2 (  𝜆−
1
2𝑇)

∗2

(  𝜆−
1
2𝑇)

2

− 2(  𝜆−
1
2𝑇) (  𝜆−

1
2𝑇)

∗

+ 𝐼 ≥ 0 

⇒ 𝑀2𝜆−2𝑇∗2𝑇2 − 2𝜆−1𝑇𝑇∗ + 𝐼 ≥ 0 

⇒ 𝜆−2(𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝜆𝑇𝑇∗ + 𝜆2) ≥ 0 

⇒ 𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝜆𝑇𝑇∗ + 𝜆2 ≥ 0. 

Që tregon se operatori 𝑇 është 𝑀∗ −paranormal. 

                                                                ∎ 

Pohim 2.2.3. ([40]) Le të jetë 𝑇 një operator i zhvendosjes së dyanshme me peshë me vargun e 

peshave  (𝛼𝑛). Atëherë 𝑇 i takon 𝑀 −klasës 𝑄∗ të operatorëve atëherë dhe vetëm atëherë nëse 

 
𝑀2|𝛼𝑛|

2|𝛼𝑛+1|
2 − 2|𝛼𝑛−1|

2 + 1 ≥ 0 

 për çdo 𝑛 ∈ 𝑍. 

Vërtetim: Le të jetë 𝑇 operator që i takon 𝑀−klasës 𝑄∗ të operatorëve, atëherë vlen 

𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼 ≥ 0. 

Si dhe le të jetë (𝑒𝑛)𝑛∈𝑍  një bazë e ortonormuar në hapësirën e Hilbertit 𝐻, atëherë meqë, 

𝑇(𝑒𝑛) = 𝛼𝑛𝑒𝑛+1, 

𝑇∗𝑒𝑛 = 𝛼𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑒𝑛−1, 

(𝑇∗2𝑇2)𝑒𝑛 = |𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2𝑒𝑛, 

(𝑇𝑇∗)𝑒𝑛 = |𝛼𝑛−1|
2𝑒𝑛. 

Kemi: 

𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼 ≥ 0 

⇔𝑀2|𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2 − 2|𝛼𝑛−1|
2 + 1 ≥ 0. 

                                                                ∎ 

Në vazhdim me shembull tregojmë se këto dy klasa të operatorëve, 𝑀 −klasa 𝑄  dhe 

𝑀 −klasa 𝑄∗ janë të ndryshme dhe të pavarura në mes veti. 
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Shembull 2.2.1. Le të jetë 𝑇 një operator i zhvendosjes së dyanshme me peshë me vargun e 

peshave  (𝛼𝑛) të përkufizuar si vijon: 

𝛼𝑛 =

{
 
 

 
 
0,              𝑛 ≤ 0
1,                𝑛 = 1
1

2
,             𝑛 = 2

2,             𝑛 ≥ 3

 

Nga pohimi 2.2.3 operatori 𝑇 i takon 𝑀 −klasës  𝑄∗ nëse plotësohet kushti 

𝑀2|𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2 − 2|𝛼𝑛−1|
2 + 1 ≥ 0, për çdo 𝑛 ∈ 𝑍. 

Pra, që në rastin tonë shihet se jobarazimi i mësipërm vlen për çdo numër real e të fiksuar 

𝑀 ≥ 1, andaj operatori 𝑇 i takon 𝑀 −klasës  𝑄∗, për çdo numër real e të fiksuar 𝑀 ≥ 1. 

Ndërsa, nga pohimi 2.1.3, kemi se operatori 𝑇 i takon 𝑀 −klasës  𝑄 nëse plotësohet kushti 

𝑀2|𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2 − 2|𝛼𝑛|
2 + 1 ≥ 0, për çdo 𝑛 ∈ 𝑍. 

Pra, në rastin tonë nga jobarazimi i mësipërm shihet se vlen vetëm për numër real e të fiksuar 

𝑀 ≥ 2, andaj operatori 𝑇 i takon 𝑀 −klasës  𝑄, për çdo numër real e të fiksuar 𝑀 ≥ 2, mirëpo  

nuk i takon 1 −klasës 𝑄,  meqë p.sh. për 𝑛 = 1, kemi: 

𝑀2|𝛼1|
2|𝛼2|

2 − 2|𝛼1|
2 + 1 ≱ 0 

⇒ 1 ∙ 1 ∙
1

4
− 2 ∙ 1 + 1 ≱ 0. 

                                                                ∎ 

Pohim 2.2.4.  Le të jetë 𝑇 një operator regular i zhvendosjes së dyanshme me peshë me vargun e 

peshave  (𝛼𝑛).  Atëherë  𝑇−1  i takon 𝑀 −klasës 𝑄∗ të operatorëve atëherë dhe vetëm atëherë 

nëse 

𝑀2|𝛼𝑛|
2 − 2|𝛼𝑛−1|

2|𝛼𝑛−2|
2 + |𝛼𝑛|

2|𝛼𝑛−1|
2|𝛼𝑛−2|

2 ≥ 0 

 për çdo 𝑛 ∈ 𝑍. 

Vërtetim: Supozojmë se operatori  𝑇−1  i takon 𝑀 −klasës 𝑄∗  atëherë kemi 

‖𝑇∗−1𝑥‖2 ≤
1

2
(𝑀2‖𝑇−2𝑥‖2 + ‖𝑥‖2), 

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻. 

Le të jetë  (𝑒𝑛)𝑛∈𝑍 bazë e ortonormuar në hapësirën e Hilbertit 𝐻, atëherë meqë 

‖𝑇−1𝑒𝑛‖
2 =

1

|𝛼𝑛−1|2
, 

‖𝑇−2𝑒𝑛‖
2 = ‖𝑇−1𝑇−1𝑒𝑛‖

2 =
1

|𝛼𝑛−1|2 ∙ |𝛼𝑛−2|2
, 
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‖𝑇∗−1𝑒𝑛‖
2 =

1

|𝛼𝑛|2
, 

‖𝑒𝑛‖
2 = 1, 

përfundimisht kemi: 

‖𝑇∗−1𝑒𝑛‖
2 ≤

1

2
(𝑀2‖𝑇−2𝑒𝑛‖

2 + ‖𝑒𝑛‖
2) 

⇔
1

|𝛼𝑛|2
≤
1

2
(𝑀2

1

|𝛼𝑛−1|2 ∙ |𝛼𝑛−2|2
+ 1) 

⇔
𝑀2

|𝛼𝑛−1|
2|𝛼𝑛−2|

2
−

2

|𝛼𝑛|
2
+ 1 ≥ 0 

⇔𝑀2|𝛼𝑛|
2 − 2|𝛼𝑛−1|

2|𝛼𝑛−2|
2 + |𝛼𝑛|

2|𝛼𝑛−1|
2|𝛼𝑛−2|

2 ≥ 0. 

Në vazhdim do të marrim një shembull që tregon se inversi i një operatori nga 𝑀 −klasa 𝑄∗ 
mund të mos jetë operator nga 𝑀−klasa 𝑄∗ . 

Shembull 2.2.2.  Le të jetë 𝑇 një operator regular i zhvendosjes së dyanshme me peshë me 

vargun e peshave  (𝛼𝑛) të përkufizuar si vijon: 

𝛼𝑛 = {

1, 𝑛 ≤ −1
1

2
, 𝑛 = 0

2, 𝑛 ≥ 1

 

Atëherë operatori  𝑇 është operator nga 2 −klasa 𝑄∗, gjë që provohet lehtë duke pasur parasysh 

pohimi 2.2.3, ndërsa duke u bazuar në pohimin 2.2.4, shohim se operatori 𝑇−1 nuk është nga 

2 −klasa 𝑄∗, meqë p.sh. për 𝑛 = 0, kemi: 

𝑀2|𝛼0|
2 − 2|𝛼−1|

2|𝛼−2|
2 + |𝛼0|

2|𝛼−1|
2|𝛼−2|

2 ≱ 0 

⇒ 4 ∙
1

4
− 2 ∙ 1 ∙ 1 +

1

4
∙ 1 ∙ 1 ≱ 0. 

                                                                ∎ 

 

Pohim 2.2.5. ([40]) Le të jetë 𝑇 operator që i takon 𝑀−klasës 𝑄∗ të operatorëve dhe 𝑁 

nënhapësirë e mbyllur invariante e operatorit 𝑇 atëherë ngushtimi  𝑇|𝑁  është poashtu operator 

nga 𝑀 −klasa 𝑄∗ e operatorëve. 

Vërtetim: Le të jetë 𝑇 operator nga  𝑀−klasa 𝑄∗ e operatorëve dhe le të jetë 𝑥 ∈ 𝑁. Atëherë 

‖𝑇|𝑁
∗ 𝑥‖

2
= ‖𝑇∗𝑥‖2 
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≤
1

2
(𝑀2‖𝑇2𝑥‖2 + ‖𝑥‖2) 

=
1

2
(𝑀2 ‖(𝑇|𝑁)

2
𝑥‖

2

+ ‖𝑥‖2). 

që tregon se ngushtimi 𝑇|𝑁 është poashtu nga  𝑀−klasa 𝑄∗ e operatorëve. 

                                                                ∎ 

Pohim 2.2.6. ([40]) Le të jetë   𝑇 operator që i takon 𝑀−klasës 𝑄∗ të operatorëve dhe nëse 

operatori 𝑇 komuton dyfish me operatorin izometrik 𝑆, atëherë operatori 𝑇𝑆 poashtu i takon 

 𝑀 −klasës 𝑄∗ të operatorëve. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në pohimin 2.1.6. 

Pohim 2.2.7. ([40]) Le të jetë operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻).  Nëse ‖𝑇∗‖ ≤
1

√2
, atëherë operatori  𝑇 i takon 

 𝑀 −klasës 𝑄∗ të operatorëve. 

Vërtetim: Nga  ‖𝑇∗‖ ≤
1

√2
, kemi se ‖𝑇∗𝑥‖2 ≤

1

2
, ∀𝑥 ∈ 𝐻. 

Atëherë, 

〈𝑇∗𝑥, 𝑇∗𝑥〉 −
1

2
〈𝑥, 𝑥〉 ≤ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 

⇒ 〈𝑇𝑇∗𝑥, 𝑥〉 −
1

2
〈𝑥, 𝑥〉 ≤ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 

⇒ 〈(𝐼 − 2𝑇𝑇∗)𝑥, 𝑥〉 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 

⇒ 𝐼 − 2𝑇𝑇∗ ≥ 0 

⇒ 𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼 ≥ 0, 

prej nga shihet se 𝑇 është operator nga 𝑀 −klasa 𝑄∗. 

                                                                ∎ 

Pohim 2.2.8. ([40]) Le të jetë   𝑇 operator që i takon 𝑀 −klasës 𝑄∗ dhe 𝑆 një operator unitarisht 

ekuivalent me operatorin  𝑇, atëherë operatori  𝑆 është operator që i takon  𝑀 −klasës 𝑄∗. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në pohimin 2.1.8. 

 

Teoremë 2.2.1. ([48]) Le të jetë 𝑇 një operator invertibil dhe 𝑁 një operator i tillë që 𝑁 komuton 

me operatorin 𝑇∗𝑇. Atëherë operatori 𝑁 është nga 𝑀 −klasa 𝑄∗ atëherë dhe vetëm atëherë nëse  

𝑇𝑁𝑇−1 është operator nga 𝑀 −klasa 𝑄∗. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në teoremën 2.1.1. 
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2.3 PRODHIMI TENSORIAL PËR 𝑴−KLASËN 𝑸 DHE 

𝑴−KLASËN 𝑸∗ TË OPERATORËVE 
 

Në fillim japim disa njohuri themelore për prodhimin tensorial. 

Le të jetë 𝐻 një hapësirë komplekse jo zero me prodhimin e brendshëm 〈. , . 〉, si dhe le të jetë 

𝐻 × 𝐻 prodhimi i drejtpërdrejtë i hapësirës vektoriale H me vetveten. 

Përkufizim 2.3.1. ([43]) Prodhim tensorial të vektorëve 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻 e quajmë pasqyrimin bilinear 

𝑥 ⊗ 𝑥:𝐻 × 𝐻 → ℂ, 

të dhënë me 

(𝑥 ⊗ 𝑦)(𝑢, 𝑣) = 〈𝑥, 𝑢〉〈𝑦, 𝑣〉 

për çdo (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐻 × 𝐻. 

 

Për prodhimin tensorial të përkufizuar si mësipër vlejnë vetitë: 

1. 𝛼𝛽(𝑥 ⊗ 𝑦) = 𝛼𝑥 ⊗ 𝛽𝑦 = 𝛽𝑥 ⊗ 𝛼𝑦,  për çdo (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐻 × 𝐻. 

2. 𝑥 ⊗ (𝑦 + 𝑧) = 𝑥 ⊗ 𝑦 + 𝑥 ⊗ 𝑧, për çdo 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻. 
3. (𝑥 + 𝑦)⊗ 𝑧 = 𝑥 ⊗ 𝑧 + 𝑦⊗ 𝑧, për çdo 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ 𝐻. 
4. (𝑥 + 𝑦)⊗ (𝑧 + 𝑤) = 𝑥 ⊗ 𝑧 + 𝑥 ⊗𝑤 + 𝑦⊗ 𝑧 + 𝑦⊗𝑤, për çdo 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ 𝐻. 
 

Tregohet se shuma e dy prodhimeve tensoriale nuk është domosdo prodhim tensorial, prandaj 

shënojmë me 

𝐻⊗𝐻 = {∑𝛼𝑖𝑥𝑖⊗𝑦𝑖: 𝛼𝑖 ∈ ℂ, (𝑥𝑖, 𝑦𝑖) ∈ 𝐻 ⊗𝐻, 𝑛

𝑛

𝑖=0

∈ ℕ} 

bashkësinë e të gjitha kombinimeve të fundme të prodhimeve tensoriale në  𝐻 × 𝐻. 

Ndërtojmë pasqyrimin: 

〈. , . 〉: (𝐻 ⊗ 𝐻) × (𝐻 ⊗𝐻) → ℂ 

të dhënë me 

〈∑𝛼𝑖𝑥𝑖⊗𝑦𝑖,

𝑛

𝑖=0

∑𝛽𝑗𝑧𝑗⊗𝑤𝑗

𝑛

𝑗=0

〉 =∑∑𝛼𝑖�̅�𝑗〈𝑥𝑖, 𝑧𝑗〉〈𝑦𝑖 , 𝑤𝑗〉

𝑛

𝑗=0

𝑛

𝑖=0

 

për çdo 
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∑𝛼𝑖𝑥𝑖⊗𝑦𝑖,

𝑛

𝑖=0

∑𝛽𝑗𝑧𝑗⊗𝑤𝑗 , nga

𝑛

𝑗=0

(𝐻 ⊗𝐻). 

Në veçanti kemi 

〈𝑥 ⊗ 𝑦, 𝑧 ⊗ 𝑤〉 = 〈𝑥, 𝑧〉〈𝑦, 𝑤〉 

për çdo 𝑥, 𝑦, 𝑧, 𝑤 ∈ 𝐻, që është prodhimi i brendshëm në  𝐻 ⊗ 𝐻. 

Hapësira lineare 𝐻 me prodhimin e brendshëm të dhënë mësipërm nuk është domosdo komplete, 

për këtë arsye marrim hapësirën  𝐻 ⊗̂ 𝐻 që është kompletim i hapësirës 𝐻 ⊗ 𝐻, që për arsye 

praktike po e shënojmë përsëri me 𝐻⊗𝐻. Po ashtu, pasi që 

𝛼𝑖𝑥𝑖⊗𝑦𝑖 = 𝑥𝑖⊗𝛼𝑖𝑦𝑖 = 𝛼𝑖

1
2𝑥𝑖⊗𝛼

𝑖

1
2𝑦𝑖, 

atëherë shpesh në vend të 

∑𝛼𝑖𝑥𝑖⊗𝑦𝑖,

𝑛

𝑖=0

 

marrim 

∑𝑥𝑖⊗𝑦𝑖 .

𝑛

𝑖=0

 

Përkufizim 2.3.2. ([43]) Le të jenë 𝑇, 𝑆 ∈ 𝐿(𝐻).  Prodhim tensorial të operatorëve  𝑇 dhe 𝑆 në 

hapësirën me prodhim të brendshëm 𝐻⊗𝐻 e quajmë operatorin 

𝑇 ⊗ 𝑆:𝐻 ⊗𝐻 → 𝐻⊗𝐻 

të dhënë me 

𝑇 ⊗ 𝑆∑𝑥𝑖⊗𝑦𝑖 =∑𝑇𝑥𝑖⊗𝑆𝑦𝑖

𝑛

𝑖=0

𝑛

𝑖=0

 

për çdo 

∑𝑥𝑖⊗𝑦𝑖 ∈ 𝐻 ⊗𝐻.

𝑛

𝑖=0

 

Pra, kemi: 

(𝑇 ⊗ 𝑆)(𝑥 ⊗ 𝑦) = 𝑇𝑥 ⊗ 𝑆𝑦, 
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për çdo 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐻. 

 

Teoremë 2.3.1. ([43])  Le të jenë 𝛼, 𝛽 ∈ ℂ, 𝑇, 𝑇1, 𝑇2, 𝑆, 𝑆1, 𝑆2 ∈ 𝐿(𝐻).  Atëherë, vlejnë: 

1. 𝑇 ⊗ 𝑆 ∈ 𝐿(𝐻) dhe ‖𝑇 ⊗ 𝑆‖ = ‖𝑇‖‖𝑆‖, 

2. 𝛼𝛽𝑇⊗ 𝑆 = 𝛼𝑇 ⊗ 𝛽𝑆, 
3. 𝑇 ⊗ (𝑆1 + 𝑆2) = 𝑇 ⊗ 𝑆1 + 𝑇⊗ 𝑆2, 
4. (𝑇1 + 𝑇2) ⊗ 𝑆 = 𝑇1⊗𝑆 + 𝑇2⊗𝑆, 
5. (𝑇1 + 𝑇2) ⊗ (𝑆1 + 𝑆2) = 𝑇1⊗𝑆1 + 𝑇2⊗𝑆1 + 𝑇1⊗𝑆2 + 𝑇2⊗𝑆2, 
6. (𝑇1⊗𝑆1)(𝑇2⊗𝑆2) = 𝑇1𝑇2⊗𝑆1𝑆2, 
7. Nëse 𝑇 dhe 𝑆 janë operatorë invertibil, atëherë i tillë është edhe operatori 𝑇𝑆 dhe vlen 

(𝑇 ⊗ 𝑆)−1 = 𝑇−1⊗𝑆−1, 
8. (𝑇 ⊗ 𝑆)∗ = 𝑇∗⊗𝑆∗, 
9. (𝑇∗⊗𝑆∗)(𝑇 ⊗ 𝑆) = 𝑇∗𝑇 ⊗ 𝑆∗𝑆 = |𝑇|2⊗ |𝑆|2. 
10. 𝑇 ⊗ 𝑆 = (𝑇⊗ 𝐼)(𝐼 ⊗ 𝑆) = (𝐼 ⊗ 𝑆)(𝑇 ⊗ 𝐼) 

 

Është e qartë se vlen 

𝐼 ⊗ 𝐼 = 𝛼𝐼 ⊗ 𝛼−1𝐼 

për çdo skalar 𝛼 ≠ 0. 

Gjithashtu 

0⊗ 0 = 𝐴⊗ 0 = 0⊗ 𝐴. 

 

Pra, 𝐴⊗ 𝐵,  është operator zero, atëherë dhe vetëm atëherë, kur njëri nga operatorët 𝐴 ose 

𝐵 është operator zero. 

 

Le të jenë dhënë operatorët 𝐴 ∈ 𝐿(ℂ𝑛) dhe 𝐵 ∈ 𝐿(ℂ𝑚) dy operatorë me atë të formës matricore 
(𝑛 × 𝑛 𝑑ℎ𝑒 𝑚 ×𝑚) si vijon: 

 

𝐴 = (

𝛼11 … 𝛼1𝑛
⋮ ⋮ ⋮
𝛼𝑛1 … 𝛼𝑛𝑛

) dhe 𝐵 = (
𝛽11 … 𝛽1𝑚
⋮ ⋮ ⋮
𝛽𝑚1 … 𝛽𝑚𝑚

). 

Atëherë produkti 𝐴⊗ 𝐵 i matricave 𝐴 ∈ 𝐿(ℂ𝑛) dhe 𝐵 ∈ 𝐿(ℂ𝑚) ipet me 

𝐴⊗𝐵 = (
𝛼11𝐵 … 𝛼1𝑛𝐵
⋮ ⋮ ⋮

𝛼𝑛1𝐵 … 𝛼𝑛𝑛𝐵
)  në 𝐿(⊕𝑖=1

𝑛 ℂ𝑚) = 𝐿(ℂ𝑚𝑛). 
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Në vazhdim shohim se prodhimi tensorial i  një operatorit nga 𝑀 −klasa 𝑄, 𝑀 −klasa  𝑄∗ dhe 

operatorit identik  I është operator nga 𝑀 −klasa 𝑄, 𝑀 −klasa  𝑄∗, respektivisht.  Ndërsa  me 

shembull do të tregojmë se prodhimi tensorial i dy operatorëve nga 𝑀−klasa 𝑄, 𝑀 −klasa  𝑄∗ 
nuk është medoemos i tillë, respektivisht. 

Pohim 2.3.1. ([61]) Le të jetë 𝑇 operator që i takon 𝑀 −klasës 𝑄, atëherë  𝑇 ⊗ 𝐼 si dhe 𝐼 ⊗ 𝑇 

janë poashtu operatorë nga 𝑀 −klasa 𝑄.  

Vërtetim: Le të jetë 𝑇 operator nga 𝑀 −klasa 𝑄 atëherë, 

𝑀2(𝑇 ⊗ 𝐼)∗2(𝑇 ⊗ 𝐼)2 − 2(𝑇 ⊗ 𝐼)∗(𝑇 ⊗ 𝐼) + 𝐼 ⊗ 𝐼 

= (𝑀2𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)⊗ 𝐼 ≥ 0. 

Pra, 𝑇 ⊗ 𝐼 është operator nga 𝑀 −klasa 𝑄.  

Ngjashëm, vërtetohet edhe për rastin 𝐼 ⊗ 𝑇. 

                                                                ∎ 

Pohim 2.3.2. ([61]) Le të jetë 𝑇 operator që i takon 𝑀 −klasës 𝑄∗, atëherë 𝑇 ⊗ 𝐼 si dhe 𝐼 ⊗ 𝑇 

janë poashtu operatorë nga 𝑀 −klasa 𝑄∗. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në pohimin 2.3.1. 

Tani me shembull vërtetojmë se prodhimi tensorial i dy operatorëve nga 𝑀 −klasa 𝑄, 𝑀 −klasa 

𝑄∗ nuk është medoemos operator nga 𝑀 −klasa 𝑄, 𝑀 −klasa 𝑄∗, respektivisht. 

Shembull 2.3.1. ([61]) Le të jetë 𝐻 hapësirë dy dimensionale e Hilbertit ℝ ×ℝ dhe le të jenë 𝐴 

dhe 𝐵 dy operatorë pozitiv në  ℝ × ℝ. Le të jetë n një numër i plotë pozitiv i fiksuar. Po e 

përkufizojmë operatorin 𝑇 = 𝑇𝐴,𝐵,𝑛 në vijim: 

 𝑇〈𝑥1, 𝑥2, 𝑥3, … 〉 = 〈0, 𝐴𝑥1, 𝐴𝑥2, … , 𝐴𝑥𝑛, 𝐵𝑥𝑛+1, 𝐵𝑥𝑛+2, … 〉. 

Operatori  𝑇 i takon 𝑀−klasës 𝑄, nëse 

𝑀2𝐴𝐵2𝐴 − 2𝐴2 + 𝐼 ≥ 0, 

Le të jenë operatorët 𝐶 dhe 𝐷 operatorë në hapësirën 𝐻 të përkufizuara me  

𝐶 = (
𝑀 𝑀
𝑀 2𝑀

) ,𝐷 = (
1 2
2 8

). 

Atëherë, 

〈𝐶𝑥, 𝑥〉 ≥ 0  dhe 〈𝐷𝑥, 𝑥〉 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻. 

Le të jenë operatorët 𝐴  dhe 𝐵 të tillë që 
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𝐴 = 𝐶
1
2, 𝐵 = (𝐶−

1
2𝐷𝐶−

1
2)

1
2
. 

Atëherë,  

𝑀2𝐴𝐵2𝐴 − 2𝐴2 + 𝐼 = 𝑀2𝐶
1
2 (𝐶−

1
2𝐷𝐶−

1
2)𝐶

1
2 − 2(𝐶

1
2)
2

+ 𝐼 = 𝑀2𝐷 − 2𝐶 + 𝐼 

= 𝑀2 (
1 2
2 8

) − 2 (
𝑀 𝑀
𝑀 2𝑀

) + (
1 0
0 1

) = (
(𝑀 − 1)2 2𝑀(𝑀 − 1)

2𝑀(𝑀 − 1) (2𝑀 − 1)2 + 4𝑀2) 

që është shprehje pozitive  për 𝑀 ≥ 1, atëherë operatori i takon 𝑀 −klasës 𝑄. 

Tregojmë tani se 𝑇 ⊗ 𝑇 nuk i takon 𝑀 −klasës 𝑄. 

Që operatori  𝑇 ⊗ 𝑇 t’i takon 𝑀 −klasës 𝑄 duhet që: 

𝑀2(𝑇 ⊗ 𝑇)∗2(𝑇 ⊗ 𝑇)2 − 2(𝑇 ⊗ 𝑇)∗(𝑇 ⊗ 𝑇) + 𝐼 ⊗ 𝐼 

= 𝑀2(𝑇∗2⊗𝑇∗2)(𝑇2⊗𝑇2) − 2(𝑇∗⊗𝑇∗)(𝑇 ⊗ 𝑇) + 𝐼 ⊗ 𝐼 

= 𝑀2𝑇∗2𝑇2⊗𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 ⊗ 𝑇∗𝑇 + 𝐼 ⊗ 𝐼 ≥ 0. 

Në rastin tonë duhet që 

𝑀2𝐴𝐵2𝐴⊗ 𝐴𝐵2𝐴 − 2𝐴2⊗𝐴2 + 𝐼 ⊗ 𝐼 

= 𝑀2𝐷 ⊗𝐷 − 2𝐶 ⊗ 𝐶 + 𝐼 ⊗ 𝐼 ≥ 0. 

Atëherë, 

𝑀2𝐷⊗𝐷 − 2𝐶 ⊗ 𝐶 + 𝐼 ⊗ 𝐼 

= 𝑀2 (
1 2
2 8

)⊗ (
1 2
2 8

) − 2 (
𝑀 𝑀
𝑀 2𝑀

)⊗ (
𝑀 𝑀
𝑀 2𝑀

) + (
1 0
0 1

) ⊗ (
1 0
0 1

) 

= 𝑀2 (

1 2
2 8

2 4
4 16

2 4
4 16

8 16
16 64

) − 2(

𝑀2 𝑀2

𝑀2 2𝑀2
𝑀2 𝑀2

𝑀2 2𝑀2

𝑀2 𝑀2

𝑀2 2𝑀2
2𝑀2 2𝑀2

2𝑀2 4𝑀2

) + (

1 0
0 1

0 0
0 0

0 0
0 0

1 0
0 1

) 

= (

1 −𝑀2 0
 0 4𝑀2 + 1

0         2𝑀2

  2𝑀2         12𝑀2

0        2𝑀2

2𝑀2     12𝑀2
4𝑀2 + 1  12𝑀2

 12𝑀2 56𝑀2 + 1

) 

që nuk është pozitive, që d.m.th. se operatori 𝑇 ⊗ 𝑇 nuk i takon 𝑀 −klasës 𝑄. 



2. M-klasa Q dhe M-klasa Q* e operatorëve 

40 
 

Ngjashëm, sikur në rastin për operatorin e 𝑀 −klasës 𝑄 shqyrtojmë tani rastin për operatorin e 

𝑀 −klasës 𝑄∗. Marrim të njëjtin operator 𝑇 sikurse më parë. 

Operatori 𝑇 i takon takon 𝑀 −klasa 𝑄∗, nëse 

𝑀2𝐵4 − 2𝐴2 + 𝐼 ≥ 0. 

Mirëpo le të jenë tani, operatorët 𝐴  dhe 𝐵  të tillë që  

 𝐴 = 𝐶
1
2, 𝐵 = 𝐷

1
4, 

për të njëjtit operatorë  𝐶 e 𝐷 të dhënë si më parë. 

Atëherë, shohim se  

𝑀2𝐵4 − 2𝐴2 + 𝐼 = 𝑀2 (𝐷
1
4)
4

− 2(𝐶
1
2)
2

+ 𝐼 = 𝑀2𝐷 − 2𝐶 + 𝐼 

= 𝑀2 (
1 2
2 8

) − 2 (
𝑀 𝑀
𝑀 2𝑀

) + (
1 0
0 1

) = (
(𝑀 − 1)2 2𝑀(𝑀 − 1)

2𝑀(𝑀 − 1) (2𝑀 − 1)2 + 4𝑀2) 

që është pozitive për 𝑀 ≥ 1, atëherë operatori i takon 𝑀−klasës 𝑄∗. 

Tregojmë tani se 𝑇 ⊗ 𝑇 nuk i takon 𝑀 −klasës 𝑄∗. 

Që operatori 𝑇 ⊗ 𝑇 t’i takon 𝑀 −klasës 𝑄∗ 𝑑𝑢ℎ𝑒𝑡 𝑞ë: 

𝑀2(𝑇 ⊗ 𝑇)∗2(𝑇 ⊗ 𝑇)2 − 2(𝑇 ⊗ 𝑇)(𝑇 ⊗ 𝑇)∗ + 𝐼 ⊗ 𝐼 

= 𝑀2(𝑇∗2⊗𝑇∗2)(𝑇2⊗𝑇2) − 2(𝑇 ⊗ 𝑇)(𝑇∗⊗𝑇∗) + 𝐼 ⊗ 𝐼 

= 𝑀2𝑇∗2𝑇2⊗𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗⊗𝑇𝑇∗ + 𝐼 ⊗ 𝐼 ≥ 0. 

Në rastin tonë duhet që 

𝑀2𝐷⊗𝐷 − 2𝐶 ⊗ 𝐶 + 𝐼 ⊗ 𝐼 ≥ 0. 

Atëherë, ngjashëm si më parë vërehet se fitohet një operator jo pozitiv, që d.m.th. se operatori 

𝑇 ⊗ 𝑇 nuk i takon 𝑀 −klasës 𝑄∗. 

                                                                ∎ 
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2.4 TRANSORMIMI ALUTHGE PËR 𝑴−KLASËN 𝑸 DHE 

𝑴−KLASËN 𝑸∗ TË OPERATORËVE 
 

Në fillim japim përkufizimin për transformimin Aluthge dhe ∗ −transformimin Aluthge.  

Përkufizim 2.4.1. ([44]) Le të jetë  𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) një operator ku dekompozimi polar i tij është 

 𝑇 = 𝑈|𝑇|, ku |𝑇| = (𝑇∗𝑇)1 2⁄ . Atëherë operatori 

 

�̃� = |𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄  

quhet transformimi Aluthge i operatorit 𝑇. 

Përkufizim 2.4.2. ([45]) Le të jetë 𝑇 = 𝑈|𝑇| dekompozimi polar i operatorit 𝑇 . Atëherë 

∗ −transformimi Aluthge është përkufizuar me 

�̃�(∗) = (�̃�∗)∗ = |𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ . 

Deri më tani janë shqyrtuar shumë veti të këtyre transformimeve,  ndër të tjera vlejnë pohimet: 

Teoremë 2.4.1. ([45]) Le të jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻). Atëherë vlejnë pohimet e mëposhtme: 

i) 𝜎(�̃�) = 𝜎(�̃�∗) = 𝜎(𝑇), 

ii) ‖�̃�‖ = ‖�̃�∗‖. 

iii) 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ = |𝑇|1 2⁄ 𝑈∗,   
iv) 𝑈∗|𝑇∗| = |𝑇|𝑈∗ 
v)  𝑈|𝑇|1 2⁄ = |𝑇∗|1 2⁄ 𝑈,  
vi) 𝑈|𝑇| = |𝑇∗|𝑈. 

 

Tani në vijim do të marrim teoremën për ekuivalencën ndërmjet transformimin Aluthge dhe  

∗ −transformin Aluthge për 𝑀−klasën 𝑄 si dhe  𝑀 −klasën 𝑄∗ të operatorëve, respektivisht. 

Teoremë 2.4.2. ([48]) Le të jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻). Atëherë  𝑇 ̃është operator nga  𝑀 −klasa 𝑄 atëherë 

dhe vetëm atëherë nëse  �̃�(∗)  është nga  𝑀 −klasa 𝑄 e operatorëve. 

Vërtetim: Supozojmë se 𝑇 ̃, pra transformimi Aluthge është nga 𝑀−klasa 𝑄 e operatorëve 

atëherë 

𝑀2�̃�∗2�̃�2 − 2�̃�∗�̃� + 𝐼 ≥ 0. 

Duhet vërtetuar se �̃�(∗), pra se ∗ −transformin Aluthge është nga 𝑀 −klasa 𝑄 e operatorëve, pra 

se 

𝑀2�̃�(∗)
∗2
�̃�(∗)

2
− 2�̃�(∗)

∗
�̃�(∗) + 𝐼 ≥ 0. 
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Llogarisim 

𝑀2�̃�(∗)
∗2
�̃�(∗)

2
− 2�̃�(∗)

∗
�̃�(∗) + 𝐼 

= 𝑀2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )2 − 2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ ) + 𝐼 

= 𝑀2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )

− 2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ ) + 𝐼 

= 𝑀2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )
− 2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ ) + 𝐼 

= 𝑈𝑈∗[𝑀2|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|𝑈∗|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|1 2⁄ − 2|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|1 2⁄ + 𝐼]𝑈𝑈∗ 

= 𝑈[𝑀2𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|𝑈∗|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈 − 2𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈 + 𝐼]𝑈∗ 

= 𝑈[𝑀2|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|𝑈∗𝑈∗𝑈|𝑇|𝑈|𝑇|𝑈|𝑇|1 2⁄ − 2|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗𝑈∗𝑈|𝑇|𝑈|𝑇|1 2⁄ + 𝐼]𝑈∗ 

= 𝑈[𝑀2(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ )

− 2(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ ) + 𝐼] 𝑈∗ 

= 𝑈(𝑀2�̃�∗2�̃�2 − 2�̃�∗�̃� + 𝐼)𝑈∗ ≥ 0. 

Atëherë,   �̃�(∗) është operator nga 𝑀 −klasa 𝑄. 

Anasjelltas, supozojmë se �̃�(∗) është operator nga 𝑀 −klasa 𝑄 atëherë vlen 

𝑀2�̃�(∗)
∗2
�̃�(∗)

2
− 2�̃�(∗)

∗
�̃�(∗) + 𝐼 ≥ 0. 

Duhet vërtetuar se 𝑇 ̃është operator nga 𝑀 −klasa 𝑄, pra që vlen  

𝑀2�̃�∗2�̃�2 − 2�̃�∗�̃� + 𝐼 ≥ 0. 

Atëherë,  

𝑀2�̃�∗2�̃�2 − 2�̃�∗�̃� + 𝐼 

= 𝑈∗𝑈[𝑀2(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ )

− 2(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ ) + 𝐼] 𝑈∗𝑈 

= 𝑈∗[𝑈𝑀2|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|𝑈∗|𝑇|𝑈|𝑇|𝑈|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗ − 2𝑈|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|𝑈|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗ + 𝐼]𝑈 

= 𝑈∗[𝑀2|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|𝑈∗𝑈∗𝑈|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|1 2⁄ − 2|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗𝑈∗𝑈|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|1 2⁄ + 𝐼]𝑈 

= 𝑈∗[𝑀2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )

− 2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ ) + 𝐼]𝑈 

= 𝑈∗[𝑀2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )2 − 2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )
+ 𝐼]𝑈 

= 𝑈∗ (𝑀2�̃�(∗)
∗2
�̃�(∗)

2
− 2�̃�(∗)

∗
�̃�(∗) + 𝐼)𝑈 
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Meqë, 

 𝑀2�̃�(∗)
∗2
�̃�(∗)

2
− 2�̃�(∗)

∗
�̃�(∗) + 𝐼 ≥ 0 

atëherë kemi se,  

𝑀2�̃�∗2�̃�2 − 2�̃�∗�̃� + 𝐼 ≥ 0. 

Pra, operatori  �̃� është nga 𝑀 −klasa 𝑄. 

                                                                ∎ 

Teoremë 2.4.3. ([48]) Le të jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) . Atëherë 𝑇 ̃ është operator nga   𝑀 −klasa 𝑄∗  
atëherë dhe vetëm atëherë nëse   �̃�(∗) është nga   𝑀 −klasa 𝑄∗ e operatorëve. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në teoremën  2.4.2. 
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Kapitulli 3 

 

𝒌 −KUASI KLASA 𝑸 DHE 𝒌 −KUASI 

KLASA 𝑸∗ E OPERATORËVE 

  
Në këtë kapitull do të përkufizojmë dy klasa të reja të operatorëve 𝑘 −kuasi klasën 𝑄 

si dhe 𝑘 −kuasi klasën 𝑄∗ të operatorëve.  Në fakt, këto klasa janë zgjerim i kuasi 

klasës 𝑄, si dhe kuasi klasës 𝑄∗, përkatësisht. Do të shqyrtojmë shumë veti të këtyre  

dy klasave si dhe lidhshmërinë e tyre me klasat tjera të përkufizuara më herët, veti 

këto të publikuara në punimet [49], [50], [52]. 

 

3.1   𝒌 −KUASI KLASA 𝑸 E OPERATORËVE 

 

Në fillim do të japim përkufizimin e kuasi klasës  𝑄 të operatorëve të përkufizuar nga Devika e 

Suresh (shih [51]). 

Përkufizim 3.1.1. ([51]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i takon kuasi klasës  𝑄 të operatorëve nëse 

plotësohet kushti: 

‖𝑇2𝑥‖2 ≤
1

2
(‖𝑇3𝑥‖2 + ‖𝑇𝑥‖2),  

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻. 

Është vërtetuar se operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i takon kuasi klasës 𝑄 nëse plotësohet kushti: 

𝑇∗3𝑇3 − 2𝑇∗2𝑇2 + 𝑇∗𝑇 ≥ 0. 

Duke u mbështetur në këtë, kemi përkufizuar 𝑘 −kuasi klasën 𝑄 të operatorëve, që në fakt është 

përgjithësim i kuasi klasës 𝑄, si dhe kemi vërtetuar disa veti në lidhje me këtë klasë të re të 

operatorëve, rezultate këto të publikuara në punimet [49], [52]. 

Përkufizim 3.1.2. ([49]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i takon  𝑘 −kuasi klasës 𝑄 të operatorëve nëse 

plotësohet kushti: 
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‖𝑇𝑘+1𝑥‖2 ≤
1

2
(‖𝑇𝑘+2𝑥‖2 + ‖𝑇𝑘𝑥‖2),  

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻, ku 𝑘 është një numër natyror. 

Shihet qartë se për 𝑘 = 1, operatori 1 −kuasi klasë 𝑄 në fakt paraqet operatorin e kuasi klasës 𝑄. 

Pohim 3.1.1. ([49]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻)  i takon  𝑘 −kuasi klasës 𝑄 të operatorëve atëherë dhe 

vetëm atëherë nëse plotësohet kushti: 

𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘 ≥ 0,  

ku 𝑘 është një numër natyror. 

Vërtetim: Le të jetë 𝑇 operator që i takon  𝑘 −kuasi klasës 𝑄 të operatorëve, atëherë vlen: 

‖𝑇𝑘+1𝑥‖2 ≤
1

2
(‖𝑇𝑘+2𝑥‖2 + ‖𝑇𝑘𝑥‖2),  

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻, ku 𝑘 është një numër natyror. 

〈𝑇𝑘+2𝑥, 𝑇𝑘+2𝑥〉 − 2〈𝑇𝑘+1𝑥, 𝑇𝑘+1𝑥〉 + 〈𝑇𝑘𝑥, 𝑇𝑘𝑥〉 ≥ 0 

⟺ 〈𝑇∗(𝑘+2)𝑇𝑘+2𝑥, 𝑥〉 − 2〈𝑇∗(𝑘+1)𝑇𝑘+1𝑥, 𝑥〉 + 〈𝑇∗𝑘𝑇𝑘𝑥, 𝑥〉 ≥ 0 

⟺ 〈𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘𝑥, 𝑥〉 ≥ 0, 

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻, ku 𝑘 është një numër natyror. 

Atëherë, ekuacioni i fundit është ekuivalent me 

𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘 ≥ 0, 

çka u deshtë të vërtetohej. 

                                                                ∎ 

Nga përkufizimi i klasës 𝑄, kuasi klasës 𝑄 dhe ky pohim vërehet se vlen impilacioni: 

𝑘𝑙𝑎𝑠𝑎 𝑄 ⊆ 𝑘𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑘𝑙𝑎𝑠ë𝑛 𝑄 ⊆ 𝑘 − 𝑘𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑘𝑙𝑎𝑠ë𝑛 𝑄 ⊆ (𝑘 + 1) − 𝑘𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑘𝑙𝑎𝑠ë𝑛 𝑄. 

Mirëpo e anasjellta e këtij implikacioni nuk vlen gjithmonë, për këtë arsye kemi kërkuar kushte 

shtesë. Andaj, për këtë qëllim në vazhdim japim pohimin 3.1.2 që jep raportin ndërmjet kësaj 

klase si dhe klasës 𝑄. 

Pohim 3.1.2. ([49]) Le të jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) operator që i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄 të operatorëve. 

Nëse 𝑇𝑘 ka rang të dendur, atëherë operatori 𝑇 i takon klasës 𝑄 të operatorëve. 

Vërtetim: Meqë  𝑇𝑘 është operator me rang të dendur, atëherë 𝑇𝑘(𝐻)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝐻. Le të jetë 𝑦 ∈ 𝐻. 
Atëherë, ekziston vargu (𝑥𝑛)𝑛=1

∞  në 𝐻 i tillë që 𝑇𝑘𝑥𝑛 → 𝑦, 𝑛 → ∞. Meqë operatori 𝑇 i 

takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄, atëherë: 
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〈𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘𝑥𝑛, 𝑥𝑛〉 ≥ 0 

⇒ 〈(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘𝑥𝑛, 𝑇
𝑘𝑥𝑛〉 ≥ 0, ∀𝑛 ∈ ℕ. 

Nga vazhdueshmëria e produktit skalar, kemi se: 

〈(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑦, 𝑦〉 ≥ 0, 𝑦 ∈ 𝐻. 

Pra, vlen 

𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼 ≥ 0 

 që d.m.th. se 𝑇 është operator nga klasa 𝑄. 

                                                                ∎ 

Mesheri në [53] ka përkufizuar klasën e operatorëve 𝑘 −kuasi paranormal. Operatori 𝑇 quhet 

𝑘 −kuasi paranormal nëse:  

‖𝑇𝑘+1𝑥‖2 ≤ ‖𝑇𝑘+2𝑥‖ ∙ ‖𝑇𝑘𝑥‖, 

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻, ku 𝑘 është një numër natyror.  

Për 𝑘 = 1, operatori quhet kuasi paranormal. 

 

Është vërtetuar se operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) është 𝑘 −kuasi paranormal nëse plotësohet kushti: 

𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝜆𝑇∗𝑇 + 𝜆2)𝑇𝑘 ≥ 0, ∀𝜆 > 0. 

Nga kjo si dhe pohimi i mësipërm shohim se çdo operator  𝑘 −kuasi paranormal është edhe 

operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄, mirëpo e anasjellta e kësaj nuk vlen gjithmonë. Pohimi në vijim 

na jep kushtin që duhet plotësuar një operator nga  𝑘 −kuasi klasa 𝑄 që të jetë operator 𝑘 −kuasi 

paranormal. 

Pohim 3.1.3. ([49]) Le të jetë operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻).  Nëse 𝜆−
1

2𝑇 është operator nga 𝑘 −kuasi 

klasa 𝑄, atëherë operatori 𝑇 është 𝑘 −kuasi paranormal, për çdo 𝜆 > 0. 

Vërtetim: Le të jetë  𝜆−
1

2𝑇 operator nga 𝑘 − kuasi klasa 𝑄, për 𝜆 > 0, atëherë: 

(  𝜆−
1
2𝑇)

∗𝑘

((  𝜆−
1
2𝑇)

∗2

(  𝜆−
1
2𝑇)

2

− 2(  𝜆−
1
2𝑇)

∗

(  𝜆−
1
2𝑇) + 𝐼) (  𝜆−

1
2𝑇)

𝑘

≥ 0 

⇒ 𝜆−
𝑘
2𝑇∗𝑘(𝜆−2𝑇∗2𝑇2 − 2𝜆−1𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝜆−

𝑘
2𝑇𝑘 ≥ 0 

⇒
1

𝜆𝑘+2
𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝜆𝑇∗𝑇 + 𝜆2)𝑇𝑘 ≥ 0 

⇒ 𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝜆𝑇∗𝑇 + 𝜆2)𝑇𝑘 ≥ 0, ∀𝜆 > 0. 
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Që tregon se operatori  𝑇 është 𝑘 −kuasi paranormal. 

                                                                ∎ 

Pohim 3.1.4. ([49]) Le të jetë   𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) operator që i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄  të operatorëve 

dhe nëse  𝑇2 është izometri, atëherë edhe 𝑇 është operator 𝑘 −kuasi paranormal. 

Vërtetim: Le të jetë 𝑇 operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄, atëherë: 

2‖𝑇𝑘+1𝑥‖2 ≤ ‖𝑇𝑘+2𝑥‖2 + ‖𝑇𝑘𝑥‖2 

= (‖𝑇𝑘+2𝑥‖ − ‖𝑇𝑘𝑥‖)2 + 2‖𝑇𝑘+2𝑥‖‖𝑇𝑘𝑥‖. 

Meqë operatori 𝑇2 është izometri, atëherë vlen 

‖𝑇2𝑥‖ = ‖𝑥‖, 

për çdo 𝑥 ∈ 𝐻. 

Atëherë, nga këtu kemi se: 

‖𝑇2𝑥‖ = ‖𝑥‖ 

⇒ ‖𝑇4𝑥‖ = ‖𝑇2𝑥‖ 

⇒ ⋯ ⇒ ‖𝑇𝑘+2𝑥‖ = ‖𝑇𝑘𝑥‖, 

pra, 

‖𝑇𝑘+1𝑥‖2 ≤ ‖𝑇𝑘+2𝑥‖‖𝑇𝑘𝑥‖, për çdo 𝑥 ∈ 𝐻. 

Pra, 𝑇 është operator 𝑘 −kuasi paranormal. 

                                                                ∎ 

Gao dhe Fang (shih [54]) kanë përkufizuar klasën e operatorëve 𝑘 −kuasi klasë 𝐴. Operatori 𝑇 i 

takon 𝑘 −kuasi klasës 𝐴 nëse:  

𝑇∗𝑘|𝑇2|𝑇𝑘 ≥ 𝑇∗𝑘|𝑇|2𝑇𝑘,  

ku 𝑘 është një numër natyror. 

Për 𝑘 = 1, operatori quhet kuasi klasë 𝐴. 

Në vijim do të japim lidhjen mes klasës së operatorëve të 𝑘 −kuasi klasës 𝐴 dhe 𝑘 −kuasi 

klasës 𝑄. 

Pohim 3.1.5. ([49]) Le të jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) operator nga 𝑘 −kuasi  klasa 𝐴,  për 𝑘  një numër 

natyror atëherë 𝑇  është operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄. 

Vërtetim: Meqë 𝑇 është operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝐴, atëherë: 

𝑇∗𝑘|𝑇2|𝑇𝑘 ≥ 𝑇∗𝑘|𝑇|2𝑇𝑘,  
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ku 𝑘 është një numër natyror. 

Le të jetë 𝑥 ∈ 𝐻. Atëherë, 

2‖𝑇𝑘+1𝑥‖2 

= 2〈𝑇𝑘+1𝑥, 𝑇𝑘+1𝑥〉 

= 2〈𝑇∗(𝑘+1)𝑇𝑘+1𝑥, 𝑥〉 

= 2〈𝑇∗𝑘|𝑇|2𝑇𝑘𝑥, 𝑥〉 

≤ 2〈𝑇∗𝑘|𝑇2|𝑇𝑘𝑥, 𝑥〉 

= 2‖|𝑇2|𝑇𝑘𝑥‖ ∙ ‖𝑇𝑘𝑥‖ 

= 2‖𝑇𝑘+2𝑥‖ ∙ ‖𝑇𝑘𝑥‖ 

≤ ‖𝑇𝑘+2𝑥‖2 + ‖𝑇𝑘𝑥‖2. 

Pra,  

‖𝑇𝑘+1𝑥‖ ≤
 1

2
(‖𝑇𝑘+2𝑥‖2 + ‖𝑇𝑘𝑥‖2), 

që d.m.th. se 𝑇 është operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄. 

                                                               ∎ 

Me shembull do të tregojmë se e anasjellta e këtij pohimi nuk vlen. Pra, jo çdo operator 

nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄 është edhe operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝐴. 

Shembull 3.1.1. ([49]) Le të jetë 𝑇 = (
1 0
1 0

) ∈ 𝐿(𝑙2⊕ 𝑙2). Atëherë operatori  𝑇 i takon 

𝑘 −kuasi klasës 𝑄, mirëpo nuk i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝐴. 

Pas ca llogaritjeve të thjeshta shohim se: 

𝑇∗ = 𝑇∗2 = ⋯ = 𝑇∗𝑘 = (
1 1
0 0

), 

𝑇 = 𝑇2 = ⋯ = 𝑇𝑘 = (
1 0
1 0

), 

|𝑇2| = (𝑇∗2𝑇2)
1

2 = (√2 0
0 0

), 

|𝑇2| = (𝑇∗2𝑇2)
1

2 = (√2 0
0 0

), 

|𝑇|2 = 𝑇∗𝑇 = (
2 0
0 0

) 

 

pra,  
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𝑇∗𝑘|𝑇2|𝑇𝑘 = (√2 0
0 0

) 

dhe  

𝑇∗𝑘|𝑇|2𝑇𝑘 = (
2 0
0 0

). 

Pra,  

𝑇∗𝑘|𝑇2|𝑇𝑘 ≱ 𝑇∗𝑘|𝑇|2𝑇𝑘, 

atëherë operatori 𝑇 nuk i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝐴. 

Në anën tjetër,  

𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼 = (
2 0
0 0

) − (
4 0
0 0

) + (
1 0
0 1

) = (
−1 0
0 1

), 

si dhe 

𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘 = (
1 1
0 0

) ∙ (
−1 0
0 1

) ∙ (
1 0
1 0

) = (
0 0
0 0

) 

pra, operatori  𝑇 i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄. 

                                                                ∎ 

Pohim 3.1.6. ([49]) Le të jetë   𝑇 operator që i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄 të operatorëve dhe 𝑁 

nënhapësirë e mbyllur invariante e operatorit 𝑇 atëherë ngushtimi  𝑇|𝑁  është poashtu operator 

nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄 e operatorëve. 

Vërtetim: Le të jetë 𝑇 operator nga  𝑘 −kuasi klasa 𝑄 e operatorëve dhe le të jetë 𝑥 ∈ 𝑁. 
Atëherë 

‖(𝑇|𝑁)
𝑘+1
𝑥‖

2

= ‖𝑇𝑘+1𝑥‖2 

≤
1

2
(‖𝑇𝑘+2𝑥‖2 + ‖𝑇𝑘𝑥‖2) 

=
1

2
(‖(𝑇|𝑁)

𝑘+2
𝑥‖

2

+ ‖(𝑇|𝑁)
𝑘
𝑥‖

2

). 

që tregon se ngushtimi 𝑇|𝑁 është poashtu nga  𝑘 −kuasi klasa 𝑄 e operatorëve. 

                                                                ∎ 

Pohim 3.1.7. ([49]) Le të jetë   𝑇 operator që i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄 të operatorëve dhe nëse 

operatori 𝑇 komuton dyfish me operatorin izometrik 𝑆, atëherë operatori  𝑇𝑆 poashtu i takon 

 𝑘 −kuasi klasës 𝑄 të operatorëve. 
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Vërtetim: Le të jetë 𝐴 = 𝑇𝑆. 

Dimë se 𝑇𝑆 = 𝑆𝑇, 𝑆∗𝑇 = 𝑇𝑆  ∗, 𝑆∗𝑆 = 𝐼. 

Atëherë 

𝐴∗𝑘(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼)𝐴𝑘 

= (𝑇𝑆)∗𝑘((𝑇𝑆)∗2(𝑇𝑆)2 − 2(𝑇𝑆)∗(𝑇𝑆) + 𝐼)(𝑇𝑆)𝑘 

=(𝑇𝑆)∗(𝑇𝑆)∗…(𝑇𝑆)∗((𝑇𝑆)∗(𝑇𝑆)∗(𝑇𝑆)(𝑇𝑆) − 2(𝑇𝑆)∗(𝑇𝑆) + 𝐼)(𝑇𝑆)(𝑇𝑆)… (𝑇𝑆) 

= 𝑆∗𝑇∗𝑆∗𝑇∗…𝑆∗𝑇∗(𝑆∗𝑇∗𝑆∗𝑇∗𝑇𝑆𝑇𝑆 − 2𝑆∗𝑇∗𝑇𝑆 + 𝐼)𝑇𝑆𝑇𝑆…𝑇𝑆 

= 𝑆∗𝑘𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘𝑆𝑘 ≥ 0, 

Prej nga fitohet se  𝑇𝑆 është operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄 e operatorëve. 

                                                                ∎ 

Pohim 3.1.8. ([49]) Le të jetë operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻). Nëse ‖𝑇‖ ≤
1

√2
, atëherë operatori 𝑇  i takon 

 𝑘 −kuasi klasës 𝑄 të operatorëve. 

Vërtetim: Nga  ‖𝑇‖ ≤
1

√2
, kemi se ‖𝑇𝑥‖2 ≤

1

2
, ∀𝑥 ∈ 𝐻. 

Atëherë, 

〈𝑇𝑥, 𝑇𝑥〉 −
1

2
〈𝑥, 𝑥〉 ≤ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 

⇒ 〈(𝐼 − 2𝑇∗𝑇)𝑥, 𝑥〉 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 

⇒ 𝐼 − 2𝑇∗𝑇 ≥ 0 

⇒ 𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼 ≥ 0 

⇒ 𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘 ≥ 0. 

Pra, shihet se 𝑇 është operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄. 

                                                                ∎ 

Pohim 3.1.9. ([49]) Le të jetë   𝑇 operator që i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄 dhe 𝑆 një operator 

unitarisht ekuivalent me operatorin  𝑇, atëherë operatori  𝑆 është operator që i takon 𝑘 −kuasi 

klasës 𝑄. 

Vërtetim: Le të jetë 𝑆 një operator unitarisht ekuivalent me operatorin  𝑇 atëherë ekziston 

operatori unitar 𝑈 i tillë që 𝑆 = 𝑈∗𝑇𝑈. 

Meqë  𝑇 është operator që i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄, atëherë vlen  
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𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘 ≥ 0. 

Prej këtu kemi se 

𝑆∗𝑘(𝑆∗2𝑆2 − 2𝑆∗𝑆 + 𝐼)𝑆𝑘 

= (𝑈∗𝑇𝑈)∗𝑘((𝑈∗𝑇𝑈)∗2(𝑈∗𝑇𝑈)2 − 2(𝑈∗𝑇𝑈)∗(𝑈∗𝑇𝑈) + 𝐼)(𝑈∗𝑇𝑈)𝑘 

= 𝑈∗𝑇∗𝑈𝑈∗𝑇∗𝑈…𝑈∗𝑇∗𝑈(𝑈∗𝑇∗𝑈𝑈∗𝑇∗𝑈𝑈∗𝑇𝑈𝑈∗𝑇𝑈 − 2𝑈∗𝑇∗𝑈𝑈∗𝑇𝑈 + 𝐼)𝑈∗𝑇𝑈𝑈∗𝑇𝑈…𝑈∗𝑇𝑈 

= 𝑈∗𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘𝑈 ≥ 0. 

Pra, 𝑆 është operator që i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄. 

                                                                ∎ 

 

Lemë 3.1.1. ([55]) Për çdo çift të operatorëve (𝐴, 𝐶) vlen 

𝜎(𝐴) ∪ 𝜎(𝐶) = 𝜎(𝑇) ∪ 𝜗 

ku 𝜗 është unioni i vrimave në 𝜎(𝑇), që janë nënbashkësi të 𝜎(𝐴) ∩ 𝜎(𝐶). 

 

Pohim 3.1.10. ([49]) Le të jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) një operator nga  𝑘 −kuasi klasa  𝑄. Nëse rangu i 

operatorit  𝑇𝑘   nuk është i dendur dhe  

𝑇 = (
𝐴 𝐵
0 𝐶

) në  𝐻 = 𝑅(𝑇𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊕ 𝑁(𝑇∗𝑘). 

Atëherë, 𝐴 është operator nga klasa  𝑄 në 𝑅(𝑇𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  𝐶𝑘 = 0 dhe 𝜎(𝑇) = 𝜎(𝐴) ∪ {0}. 

Vërtetim: Supozojmë se   𝑇 është operator nga  𝑘 −kuasi klasa 𝑄.  Meqë 𝑇𝑘  nuk e ka rangun e 

dendur atëherë operatori 𝑇 mund të paraqitet në formën matricore:  

T= (
𝐴 𝐵
0 𝐶

) në  𝐻 = 𝑅(𝑇𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊕ 𝑁(𝑇∗𝑘). 

Meqë 𝑇 është operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄 kemi: 

𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘 ≥ 0. 

Atëherë, 

〈(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑥, 𝑥〉 = 〈(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼)𝑥, 𝑥〉 ≥ 0,  ∀𝑥 ∈ 𝑅(𝑇𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Prandaj, 

 𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼 ≥ 0. 

Pra, operatori 𝐴 i takon klasës 𝑄 në 𝑅(𝑇𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 
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Tregojmë tani se  𝐶𝑘 = 0. 

Le të jetë P projeksioni ortogonal i 𝐻 në 𝑅(𝑇𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

Për ndonjë 𝑥 = (
𝑥1
𝑥2
) ∈ 𝐻 = 𝑅(𝑇𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊕ 𝑁(𝑇∗𝑘), 

kemi 

〈𝐶𝑘𝑥2,  𝑥2〉 = 〈𝑇
𝑘(𝐼 − 𝑃)𝑥, (𝐼 − 𝑃)𝑥〉 

= 〈(𝐼 − 𝑃)𝑥, 𝑇∗𝑘(𝐼 − 𝑃)𝑥〉 = 0. 

Atëherë 

𝑇∗𝑘 = 0 

rrjedhimisht 

 𝐶𝑘 = 0. 

Tregojmë tani se  𝐶𝑘 = 0. 

Meqë, 

𝜎(𝐴) ∪ 𝜎(𝐶) = 𝜎(𝑇) ∪ 𝜗, 

ku 𝜗 është unioni i vrimave në 𝜎(𝑇), që janë nënbashkësi të 𝜎(𝐴) ∩ 𝜎(𝐶) nga lema 3.1.1. 

Meqë, 𝜎(𝐴) ∩ 𝜎(𝐶) nuk ka pika të brendshme, atëherë 

𝜎(𝑇) = 𝜎(𝐴) ∪ 𝜎(𝐶) = 𝜎(𝐴) ∪ {0}. 

                                                                ∎ 

Pohim 3.1.11. Le të jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) një operator regular nga  𝑘 −kuasi klasa  𝑄 atëherë për 

spektrin aproksimativ të tij vlen: 

𝜎𝑎𝑝(𝑇) ⊆ {𝜆 ∈ 𝐶:
√2

‖𝑇−𝑘−1‖ ∙ √‖𝑇𝑘+1‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2
≤ 𝜆 ≤ ‖𝑇‖}. 

 

Vërtetim: Le të jetë 𝑇 një operator regular nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄, atëherë për çdo vektor njësi 𝑥 

nga hapësira e Hilbertit 𝐻 kemi: 

‖𝑥‖2 = ‖(𝑇𝑘+1)−1 ∙ (𝑇𝑘+1)𝑥‖2 

≤ ‖(𝑇𝑘+1)−1‖2 ∙ ‖𝑇𝑘+1𝑥‖2 

≤ ‖(𝑇𝑘+1)−1‖2 ∙
1

2
∙ (‖𝑇𝑘+2𝑥‖2 + ‖𝑇𝑘𝑥‖2) 
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≤
1

2
∙ ‖(𝑇𝑘+1)−1‖2 ∙ (‖𝑇𝑘+1‖2‖𝑇𝑥‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2‖𝑇𝑥‖2) 

Pra,  

2 ≤ ‖𝑇𝑥‖2 ∙ ‖(𝑇𝑘+1)−1‖2 ∙ (‖𝑇𝑘+1‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2) 

respektivisht, fitohet jobarazimi: 

‖𝑇𝑥‖ ≥
√2

‖𝑇−𝑘−1‖ ∙ √‖𝑇𝑘+1‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2
 

 

Tani supozojmë se 𝜆 ∈ 𝜎𝑎𝑝, atëherë ekziston vargu (𝑥𝑛), ‖𝑥𝑛‖ = 1, ‖(𝑇 − 𝜆)𝑥𝑛‖ → 0, 𝑛 → ∞, 

nga jobarazimi i fundit kemi: 

‖𝑇𝑥𝑛 − 𝜆𝑥𝑛‖ ≥ ‖𝑇𝑥𝑛‖ − |𝜆| ∙ ‖𝑥𝑛‖ ≥
√2

‖𝑇−𝑘−1‖ ∙ √‖𝑇𝑘+1‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2
− |𝜆| 

 

Tani në jobarazimin e fundit të fituar, kur  𝑛 → ∞, fitohet: 

|𝜆| ≥
√2

‖𝑇−𝑘−1‖ ∙ √‖𝑇𝑘+1‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2
 

Pra, kemi: 

𝜎𝑎𝑝(𝑇) ⊆ {𝜆 ∈ 𝐶:
√2

‖𝑇−𝑘−1‖ ∙ √‖𝑇𝑘+1‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2
≤ 𝜆 ≤ ‖𝑇‖} 

gjë që u deshtë edhe të vërtetohej. 

                                                                ∎ 

Pohimi 3.1.12. Le të jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) një operator regular  𝑘 −kuasi paranormal atëherë për 

spektrin aproksimativ të tij vlen: 

𝜎𝑎𝑝(𝑇) ⊆ {𝜆 ∈ 𝐶:
1

‖𝑇−𝑘−1‖ ∙ √‖𝑇𝑘+1‖ ∙ ‖𝑇𝑘−1‖
≤ 𝜆 ≤ ‖𝑇‖}. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në pohimin 3.1.11. 

Teoremë 3.1.1. ([52])  Le të jetë 𝑇 një operator invertibil dhe 𝑁 një operator i tillë 

që 𝑁 komuton me operatorin 𝑇∗𝑇. Atëherë operatori 𝑁 është nga 𝑘 −kuasi klasa Q atëherë dhe 

vetëm atëherë nëse 𝑇𝑁𝑇−1 është operator nga 𝑘 −kuasi klasa  Q. 

Vërtetim: Le të jetë 𝑁 një operator nga 𝑘 −kuasi klasa Q. 

Atëherë, 
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𝑁∗𝑘(𝑁∗2𝑁2 − 2𝑁∗𝑁 + 𝐼)𝑁𝑘 ≥ 0. 

Prej nga kemi se: 

𝑇𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘𝑇∗ ≥ 0. 

Konsiderojmë,  

𝑇𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘𝑇∗[𝑇𝑇∗] 

=𝑇𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘[𝑇∗𝑇]𝑇∗ 

=𝑇[𝑇∗𝑇]𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘𝑇∗ 

=[𝑇𝑇∗]𝑇𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘𝑇∗ 

Pra, vërejmë se operatori  𝑇𝑇∗ komuton me operatorin 𝑇𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘𝑇∗. 

Atëherë edhe operatori  [𝑇𝑇∗]−1  gjithashtu komuton me 𝑇𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘𝑇∗ 

Duke pasur parasysh faktin se nëse dy operatorë janë pozitiv dhe nëse janë operatorë komutativ 

atëherë edhe produkti i tyre është operator pozitiv, atëherë konkludojmë se produkti i 

operatorëve  [𝑇𝑇∗]−1  dhe 𝑇𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘𝑇∗ është pozitiv, pra:  

                𝑇𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘𝑇∗[𝑇𝑇∗]−1 ≥ 0……………(∗) 

Meqë operatori 𝑁 komuton me  𝑇∗𝑇 kemi, 

(1)… ( 𝑇𝑁𝑇−1)∗𝑘 = ( 𝑇𝑁𝑇−1)∗( 𝑇𝑁𝑇−1)∗…( 𝑇𝑁𝑇−1)∗ 

= 𝑇∗−1𝑁∗𝑇∗𝑇∗−1𝑁∗𝑇∗…𝑇∗−1𝑁∗𝑇∗ = ⋯ = 𝑇∗−1𝑁∗𝑘𝑇∗ 

(2)… ( 𝑇𝑁𝑇−1)𝑘 = 𝑇𝑁𝑇−1𝑇𝑁𝑇−1𝑇𝑁𝑇−1…𝑇𝑁𝑇−1 = 𝑇𝑁𝑘𝑇−1                        

(3)… ( 𝑇𝑁𝑇−1)∗2( 𝑇𝑁𝑇−1)2 = ( 𝑇𝑁𝑇−1)∗( 𝑇𝑁𝑇−1)∗( 𝑇𝑁𝑇−1)( 𝑇𝑁𝑇−1)

= 𝑇𝑁∗2𝑁2𝑇−1 

dhe  

(4)… ( 𝑇𝑁𝑇−1)
∗
( 𝑇𝑁𝑇−1) = 𝑇𝑁∗𝑁𝑇−1. 

Për të vërtetuar se 𝑇𝑁𝑇−1 është operator nga 𝑘 −kuasi klasa Q, ekuacionet (1), (2), (3) e (4) i 

zëvendësojmë në shprehjen në vijim:  

(𝑇𝑁𝑇−1)∗𝑘[(𝑇𝑁𝑇−1)∗2(𝑇𝑁𝑇−1)2 − 2(𝑇𝑁𝑇−1)∗(𝑇𝑁𝑇−1) + 𝐼](𝑇𝑁𝑇−1)𝑘 

dhe kemi: 

(𝑇𝑁𝑇−1)∗𝑘[(𝑇𝑁𝑇−1)∗2(𝑇𝑁𝑇−1)2 − 2(𝑇𝑁𝑇−1)∗(𝑇𝑁𝑇−1) + 𝐼](𝑇𝑁𝑇−1)𝑘 

= 𝑇∗−1𝑁∗𝑘𝑇∗[𝑇𝑁∗2𝑁2𝑇−1 − 2 𝑇𝑁∗𝑁𝑇−1 + 𝐼]𝑇𝑁𝑘𝑇−1 

= 𝑇∗−1𝑁∗𝑘𝑇∗𝑇[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑇−1𝑇𝑁𝑘𝑇−1 

= 𝑇∗−1𝑁∗𝑘𝑇∗𝑇[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘𝑇−1 

= 𝑇∗−1𝑁∗𝑘𝑇∗𝑇[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘𝑇−1 

= 𝑇𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘𝑇−1. 
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Pra, tani duhet vërtetuar se shprehja e fundit është pozitive. Nga jobarazimi  (*)  i fituar gjejmë 

se: 

              𝑇𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘𝑇∗[𝑇𝑇∗]−1 ≥ 0 

⇒ 𝑇𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘𝑇∗𝑇∗−1𝑇−1 ≥ 0 

⇒ 𝑇𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘  𝑇−1 ≥ 0 

Pra, operatori   𝑇𝑁𝑇−1 është nga  𝑘 −kuasi klasa 𝑄 . 

Anasjelltas, le të jetë 𝑇𝑁𝑇−1   një operator nga  𝑘 −kuasi klasa Q .  Atëherë,  vlen: 

(𝑇𝑁𝑇−1)∗𝑘[(𝑇𝑁𝑇−1)∗2(𝑇𝑁𝑇−1)2 − 2(𝑇𝑁𝑇−1)∗(𝑇𝑁𝑇−1) + 𝐼](𝑇𝑁𝑇−1)𝑘 ≥ 0  

Atëherë, ngjashëm si më parë, pas zëvendësimit të ekuacioneve (1), (2), (3) e (4) kemi: 

𝑇𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘𝑇−1 ≥ 0 

⇒ 𝑇∗𝑇𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘𝑇−1𝑇 ≥ 0 

⇒ [𝑇∗𝑇]𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘 ≥ 0. 

Tani meqë  operatori [𝑇∗𝑇] komuton me  𝑁 atëherë ai komuton edhe me operatorin 

[𝑇∗𝑇]𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘. 

Atëherë edhe operatori  [𝑇∗𝑇]−1 komuton me   [𝑇∗𝑇]𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘. 

Meqë, operatorët  [𝑇∗𝑇]−1 dhe  [𝑇∗𝑇]𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘  janë pozitiv dhe komutojnë 

në mes veti atëherë edhe produkti i tyre është operator pozitiv dhe kemi: 

[𝑇∗𝑇]−1[𝑇∗𝑇]𝑁∗𝑘[𝑁∗2𝑁2 − 2 𝑁∗𝑁 + 𝐼]𝑁𝑘 ≥ 0 

Kështu fitohet 

𝑁∗𝑘(𝑁∗2𝑁2 − 2𝑁∗𝑁 + 𝐼)𝑁𝑘 ≥ 0, 

pra,  𝑁 është nga   𝑘 −kuasi klasa 𝑄. 

                                                               ∎ 

Teoremë 3.1.2. ([52]) Le të jetë  𝑇 ∈ 𝐿(𝐻). Atëherë  𝑇 ̃është operator nga   k−kuasi klasa 

 𝑄 atëherë dhe vetëm atëherë nëse  �̃�(∗) është nga   k−kuasi klasa 𝑄 e operatorëve. 

Vërtetim: Supozojmë se 𝑇 ̃ është nga   k−kuasi klasa 𝑄 e operatorëve atëherë  

�̃�∗𝑘(�̃�∗2�̃�2 − 2�̃�∗�̃� + 𝐼)�̃�𝑘 ≥ 0. 

Duhet vërtetuar se �̃�(∗ ) është nga   k−kuasi klasa 𝑄 e operatorëve, pra se vlen: 

�̃�(∗)
∗𝑘
(�̃�(∗)

∗2
�̃�(∗)

2
− 2�̃�(∗)

∗
�̃�(∗) + 𝐼) �̃�(∗)

𝑘
≥ 0. 

Atëherë gjejmë: 
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�̃�(∗)
∗𝑘
(�̃�(∗)

∗2
�̃�(∗)

2
− 2�̃�(∗)

∗
�̃�(∗) + 𝐼) �̃�(∗)

𝑘
 

= (|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗𝑘[(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )2

− 2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ ) + 𝐼](|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )𝑘 

  =(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗…(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗ 

[(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )

− 2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ ) + 𝐼] 

(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )… (|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ ) 

= (|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )… (|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ ) 

[(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )

− 2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ ) + 𝐼] 

(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )… (|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ ) 

= 𝑈𝑈∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|𝑈∗|𝑇∗| …𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ ) 

𝑈𝑈∗[|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|𝑈∗|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|1 2⁄ − 2|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|1 2⁄ + 𝐼] 

𝑈𝑈∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|𝑈|𝑇∗| …𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )𝑈𝑈∗ 

= 𝑈(𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|𝑈∗|𝑇∗| …𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈) 

[𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|𝑈∗|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈 − 2𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈 + 𝐼] 

(𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|𝑈|𝑇∗| …𝑈|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈)𝑈∗ 

= 𝑈(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|𝑈∗|𝑇|…𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )[[|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|𝑈∗|𝑇|𝑈|𝑇|𝑈|𝑇|1 2⁄ − 2|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|𝑈|𝑇|1 2⁄

+ 𝐼](|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|𝑈|𝑇|…𝑈|𝑇|1 2⁄ )𝑈∗ 

= 𝑈(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )… (|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ ) 

[(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ )

− 2(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ ) + 𝐼] 

(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ )… (|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ ) 𝑈∗ 

= 𝑈(�̃�∗𝑘(�̃�∗2�̃�2 − 2�̃�∗�̃� + 𝐼)�̃�𝑘)𝑈∗ ≥ 0. 

Pra, vlen 

�̃�(∗)
∗𝑘
(�̃�(∗)

∗2
�̃�(∗)

2
− 2�̃�(∗)

∗
�̃�(∗) + 𝐼) �̃�(∗)

𝑘
≥ 0 

që d.m.th. se  �̃�(∗)  është nga   𝑘 −kuasi klasa 𝑄. 

Anasjelltas, supozojmë se  �̃�(∗)  është operator nga k−kuasi klasa 𝑄, atëherë,  

 

�̃�(∗)
∗𝑘
(�̃�(∗)

∗2
�̃�(∗)

2
− 2�̃�(∗)

∗
�̃�(∗) + 𝐼) �̃�(∗)

𝑘
≥ 0. 



Klasat e operatorëve M-klasë Q dhe k-kuasi klasë Q në hapësirat e Hilbertit 

 
 

57 
 

Duhet vërtetuar se 𝑇 ̃është operator nga  𝑘 −kuasi klasa 𝑄, pra se vlen: 

�̃�∗𝑘(�̃�∗2�̃�2 − 2�̃�∗�̃� + 𝐼)�̃�𝑘 ≥ 0. 

Andaj, gjejmë: 

�̃�∗𝑘(�̃�∗2�̃�2 − 2�̃�∗�̃� + 𝐼)�̃�𝑘 

= 𝑈∗𝑈(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )… (|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ ) 𝑈∗𝑈 

[(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ ) −

2(|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ ) + 𝐼] 𝑈∗𝑈 

(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ )(|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ )… (|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|1 2⁄ ) 𝑈∗𝑈 

= 𝑈∗(𝑈|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|𝑈∗|𝑇|…𝑈∗|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗)[𝑈|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|𝑈∗|𝑇|𝑈|𝑇|𝑈|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗

− 2𝑈|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇|𝑈|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗ + 𝐼](𝑈|𝑇|1 2⁄ 𝑈|𝑇|𝑈|𝑇|…𝑈|𝑇|1 2⁄ 𝑈∗)𝑈 

= 𝑈∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|𝑈∗|𝑇∗| …𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )[|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|𝑈∗|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|1 2⁄

− 2|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|𝑈|𝑇∗|1 2⁄ + 𝐼](|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|𝑈|𝑇∗| …𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )𝑈 

= 𝑈∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )… (|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ ) 

[(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )

− 2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈∗|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ ) + 𝐼] 

(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )… (|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )𝑈 

= 𝑈∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗𝑘((|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )2

− 2(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )∗(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ ) + 𝐼)(|𝑇∗|1 2⁄ 𝑈|𝑇∗|1 2⁄ )𝑘𝑈 

= 𝑈∗�̃�(∗)
∗𝑘
(�̃�(∗)

∗2
�̃�(∗)

2
− 2�̃�(∗)

∗
�̃�(∗) + 𝐼) �̃�(∗)

𝑘
𝑈 

Meqë,  �̃�(∗)
∗𝑘
(�̃�(∗)

∗2
�̃�(∗)

2
− 2�̃�(∗)

∗
�̃�(∗) + 𝐼) �̃�(∗)

𝑘
≥ 0. 

Atëherë,  

�̃�∗𝑘(�̃�∗2�̃�2 − 2�̃�∗�̃� + 𝐼)�̃�𝑘 ≥ 0 

Pra, �̃� është operator nga  𝑘 −kuasi klasa 𝑄. 

                                                               ∎ 

Pohim 3.1.13. ([52])  Le të jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) një operator i përkufizur si vijon 

𝑇 = (
𝐴 𝐵
0 0

). 

Nëse 𝐴 është operator nga klasa 𝑄, atëherë 𝑇 është operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄. 
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Vërtetim:  Pas disa kalkulimeve kemi: 

𝑇∗ = (
𝐴∗ 0
𝐵∗ 0

), 

𝑇∗(𝑘+2) = ( 𝐴
∗(𝑘+2) 0

𝐵∗𝐴∗(𝑘+1) 0
), 

𝑇(𝑘+2) = (𝐴
(𝑘+2) 𝐴(𝑘+1)𝐵
0 0

),  

𝑇∗(𝑘+2)𝑇(𝑘+2) = ( 𝐴
∗(𝑘+2)𝐴(𝑘+2) 𝐴∗(𝑘+2)𝐴(𝑘+1)𝐵

𝐵∗𝐴∗(𝑘+1)𝐴(𝑘+2) 𝐵∗𝐴∗(𝑘+1)𝐴(𝑘+1)𝐵
). 

𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘 = 𝑇∗(𝑘+2)𝑇(𝑘+2) − 2𝑇∗(𝑘+1)𝑇(𝑘+1) + 𝑇∗𝑘𝑇𝑘

= (
𝐴∗𝑘(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼)𝐴𝑘 𝐴∗𝑘(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼)𝐴(𝑘−1)𝐵

𝐵∗𝐴∗(𝑘−1)(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼)𝐴𝑘 𝐵∗𝐴∗(𝑘−1)(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼)𝐴(𝑘−1)𝐵
) 

Le të jetë 𝑢 = 𝑥⨁𝑦 ∈ 𝐻⨁𝐻.  Atëherë, 

〈(𝑇∗(𝑘+2)𝑇(𝑘+2) − 2𝑇∗(𝑘+1)𝑇(𝑘+1) + 𝑇∗𝑘𝑇𝑘)𝑢, 𝑢〉 

= 〈𝐴∗𝑘(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼)𝐴𝑘𝑥, 𝑥〉 + 〈𝐴∗𝑘(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼)𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦, 𝑥〉 

+〈𝐵∗𝐴∗(𝑘−1)(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼)𝐴𝑘𝑥, 𝑦〉 + 〈𝐵∗𝐴∗(𝑘−1)(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼)𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦, 𝑦〉 

= 〈(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼)𝐴𝑘𝑥, 𝐴𝑘𝑥〉 + 〈(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼)𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦, 𝐴𝑘𝑥〉 

+〈(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼)𝐴𝑘𝑥, 𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦〉 + 〈(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼)𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦, 𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦〉 

= 〈(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼)(𝐴𝑘𝑥 + 𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦), (𝐴𝑘𝑥 + 𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦)〉 ≥ 0, 

Meqë, 𝐴 është operator nga klasa 𝑄 atëherë,  

𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴∗𝐴 + 𝐼 ≥ 0, 

 pra, 

𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘 = 𝑇∗(𝑘+2)𝑇(𝑘+2) − 2𝑇∗(𝑘+1)𝑇(𝑘+1) + 𝑇∗𝑘𝑇𝑘 ≥ 0  

që d.m.th. se 𝑇 është operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄. 

                                                                ∎ 

Pohim 3.1.14. ([52]) Operatori i zhvendosjes së njëanshme me peshë T me vargun e peshave 

(𝛼𝑛) është nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄  e operatorëve atëherë dhe vetëm atëherë nëse: 

|𝛼𝑛+𝑘|
2|𝛼𝑛+𝑘+1|

2 − 2|𝛼𝑛+𝑘|
2 + 1 ≥ 0, 

për çdo 𝑛. 
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Vërtetim. Meqë 𝑇 është operator i zhvendosjes me peshë, atëherë i tillë është edhe operatori  𝑇∗ 
dhe kemi: 

𝑇(𝑒𝑛) = 𝛼𝑛𝑒𝑛+1, 

𝑇∗𝑒𝑛 = 𝛼𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑒𝑛−1, 

(𝑇∗𝑇)(𝑒𝑛) = |𝛼𝑛|
2𝑒𝑛, 

 (𝑇∗2𝑇2)(𝑒𝑛) = |𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2𝑒𝑛, 

(𝑇∗𝑘𝑇𝑘)(𝑒𝑛) = |𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2… |𝛼𝑛+𝑘−1|
2𝑒𝑛, 

(𝑇∗(𝑘+1)𝑇𝑘+1)(𝑒𝑛) = |𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2… |𝛼𝑛+𝑘|
2𝑒𝑛, 

(𝑇∗(𝑘+2)𝑇𝑘+2)(𝑒𝑛) = |𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2… |𝛼𝑛+𝑘+1|
2. 

Meqë 𝑇  është nga  𝑘 −kuasi klasa 𝑄  atëherë  

𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘 ≥ 0 

⇔ 𝑇∗(𝑘+2)𝑇(𝑘+2) − 2𝑇∗(𝑘+1)𝑇(𝑘+1) + 𝑇∗𝑘𝑇𝑘 ≥ 0 

⇔ |𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2… |𝛼𝑛+𝑘+1|
2 − 2|𝛼𝑛|

2|𝛼𝑛+1|
2… |𝛼𝑛+𝑘|

2 + |𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2…|𝛼𝑛+𝑘−1|
2 ≥ 0 

⇔ |𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2… |𝛼𝑛+𝑘−1|
2(|𝛼𝑛+𝑘|

2|𝛼𝑛+𝑘+1|
2 − 2|𝛼𝑛+𝑘|

2 + 1) ≥ 0 

⇔ |𝛼𝑛+𝑘|
2|𝛼𝑛+𝑘+1|

2 − 2|𝛼𝑛+𝑘|
2 + 1 ≥ 0. 

                                                                ∎ 

 

Në vazhdim do të marrim një shembull i cili tregon se ekziston operatori nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄 i 

cili është edhe operator kuasinilpotent mirëpo nuk është operator 𝑘 −kuasi paranormal. 

Shembull 3.1.2. ([52]) Konsiderojmë operatorin  𝑇: 𝑙2 → 𝑙2 të përkufizuar me  

𝑇(𝑥) = (0,  𝛼1𝑥1,  𝛼2𝑥2,  𝛼3𝑥3, … )   ku 𝛼𝑛 =
𝑛

2𝑛
, për  𝑛 ≥ 1. 

Atëherë 𝑇 është operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄 si dhe operator kuasinilpotent mirëpo për 𝑛 ≥ 2 

nuk është operator 𝑘 −kuasi paranormal. 

Nga  𝑇(𝑥) = (0,  𝛼1𝑥1,  𝛼2𝑥2,  𝛼3𝑥3, … ), 

kemi:  

𝑇∗(𝑥) = ( 𝛼1𝑥2,  𝛼2𝑥3,  𝛼3𝑥4, … ),   
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𝑇2(𝑥) = (0,0,  𝛼1𝛼2𝑥1,  𝛼2𝛼3𝑥2,  𝛼3𝛼4𝑥3, … ), 

𝑇𝑘(𝑥) = (0,  0,  … 0⏟      
𝑘−ℎ𝑒𝑟ë

,  𝛼1𝛼2…𝛼𝑘𝑥1,  𝛼2𝛼3…𝛼𝑘+1𝑥2,  𝛼3𝛼4…𝛼𝑘+2𝑥3, … ), 

𝑇∗𝑇𝑘(𝑥) = (0,  0,  …0,⏟      
(𝑘−1)−ℎ𝑒𝑟ë

 𝛼1𝛼2…𝛼𝑘
2𝑥1,  𝛼2𝛼3…𝛼𝑘+1

2 𝑥2,  𝛼3𝛼4…𝛼𝑘+2
2 𝑥3, … ), 

𝑇∗𝑘𝑇𝑘(𝑥) = ( 𝛼1
2𝛼2

2…𝛼𝑘
2𝑥1,  𝛼2

2𝛼3
2…𝛼𝑘+1

2 𝑥2,  𝛼3
2𝛼4

2…𝛼𝑘+2
2 𝑥3, … ), 

𝑇∗𝑘𝑇𝑘+1(𝑥) = ( 0, 𝛼1
2𝛼2

2…𝛼𝑘
2𝛼𝑘+1𝑥1,  𝛼2

2𝛼3
2…𝛼𝑘+1

2 𝛼𝑘+2𝑥2,  𝛼3
2𝛼4

2…𝛼𝑘+2
2 𝛼𝑘+3𝑥3, … ), 

𝑇∗(𝑘+1)𝑇𝑘+1(𝑥) = ( 𝛼1
2𝛼2

2…𝛼𝑘+1
2 𝑥1,  𝛼2

2𝛼3
2…𝛼𝑘+2

2 𝑥2,  𝛼3
2𝛼4

2…𝛼𝑘+3
2 𝑥3, … ), 

𝑇∗(𝑘+1)𝑇𝑘+2(𝑥) = ( 0, 𝛼1
2𝛼2

2…𝛼𝑘+1
2 𝛼𝑘+2𝑥1,  𝛼2

2𝛼3
2…𝛼𝑘+2

2 𝛼𝑘+3𝑥2,  𝛼3
2𝛼4

2…𝛼𝑘+3
2 𝛼𝑘+4𝑥3, … ), 

𝑇∗(𝑘+2)𝑇𝑘+2(𝑥) = ( 𝛼1
2𝛼2

2…𝛼𝑘+2
2 𝑥1,  𝛼2

2𝛼3
2…𝛼𝑘+3

2 𝑥2,  𝛼3
2𝛼4

2…𝛼𝑘+4
2 𝑥3, … ). 

Atëherë, 

〈𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘𝑥, 𝑥〉 = 〈(𝑇∗(𝑘+2)𝑇𝑘+2 − 2𝑇∗(𝑘+1)𝑇𝑘+1 + 𝑇∗𝑘𝑇𝑘)𝑥, 𝑥〉 

= 〈(𝛼1
2𝛼2

2…𝛼𝑘
2𝛼𝑘+1

2 𝛼𝑘+2
2 𝑥1,  𝛼2

2𝛼3
2…𝛼𝑘+1

2 𝛼𝑘+2
2 𝛼𝑘+3

2 𝑥2,  𝛼3
2𝛼4

2…𝛼𝑘+2
2 𝛼𝑘+3

2 𝛼𝑘+4
2 𝑥3, … )

− 2(𝛼1
2𝛼2

2…𝛼𝑘
2𝛼𝑘+1

2 𝑥1,  𝛼2
2𝛼3

2…𝛼𝑘+1
2 𝛼𝑘+2

2 𝑥2,  𝛼3
2𝛼4

2…𝛼𝑘+2
2 𝛼𝑘+3

2 𝑥3, … )

+ ( 𝛼1
2𝛼2

2…𝛼𝑘
2𝑥1,  𝛼2

2𝛼3
2…𝛼𝑘+1

2 𝑥2,  𝛼3
2𝛼4

2…𝛼𝑘+2
2 𝑥3, … ), ( 𝑥1,  𝑥2,  𝑥3, … )〉 

= 〈(𝛼1
2𝛼2

2…𝛼𝑘
2𝛼𝑘+1

2 𝛼𝑘+2
2 − 2𝛼1

2𝛼2
2…𝛼𝑘

2𝛼𝑘+1
2 + 𝛼1

2𝛼2
2…𝛼𝑘

2 )𝑥1,  𝑥1〉
+ 〈( 𝛼2

2𝛼3
2…𝛼𝑘+1

2 𝛼𝑘+2
2 𝛼𝑘+3

2 − 2𝛼2
2𝛼3

2…𝛼𝑘+1
2 𝛼𝑘+2

2 + 𝛼2
2𝛼3

2…𝛼𝑘+1
2 )𝑥2, 𝑥2〉

+ 〈(𝛼3
2𝛼4

2…𝛼𝑘+2
2 𝛼𝑘+3

2 𝛼𝑘+4
2 − 2𝛼3

2𝛼4
2…𝛼𝑘+2

2 𝛼𝑘+3
2 + 𝛼3

2𝛼4
2…𝛼𝑘+2

2 )𝑥3, 𝑥3〉 + ⋯ 

= (𝛼1
2𝛼2

2…𝛼𝑘
2𝛼𝑘+1

2 𝛼𝑘+2
2 − 2𝛼1

2𝛼2
2…𝛼𝑘

2𝛼𝑘+1
2 + 𝛼1

2𝛼2
2…𝛼𝑘

2 )‖𝑥1‖
2

+ ( 𝛼2
2𝛼3

2…𝛼𝑘+1
2 𝛼𝑘+2

2 𝛼𝑘+3
2 − 2𝛼2

2𝛼3
2…𝛼𝑘+1

2 𝛼𝑘+2
2 + 𝛼2

2𝛼3
2…𝛼𝑘+1

2 )‖𝑥2‖
2

+ (𝛼3
2𝛼4

2…𝛼𝑘+2
2 𝛼𝑘+3

2 𝛼𝑘+4
2 − 2𝛼3

2𝛼4
2…𝛼𝑘+2

2 𝛼𝑘+3
2 + 𝛼3

2𝛼4
2…𝛼𝑘+2

2 )‖𝑥3‖
2 +⋯ 

= 𝛼1
2𝛼2

2…𝛼𝑘−1
2 𝛼𝑘

2(𝛼𝑘+1
2 𝛼𝑘+2

2 − 2𝛼𝑘+1
2 + 1 )‖𝑥1‖

2

+ 𝛼2
2𝛼3

2…𝛼𝑘
2𝛼𝑘+1

2 ( 𝛼𝑘+2
2 𝛼𝑘+3

2 − 2𝛼𝑘+2
2 + 1)‖𝑥2‖

2

+ 𝛼3
2𝛼4

2…𝛼𝑘+1
2 𝛼𝑘+2

2 (𝛼𝑘+3
2 𝛼𝑘+4

2 − 2𝛼𝑘+3
2 + 1)‖𝑥3‖

2 +⋯ ≥ 0. 

Meqë, 

𝛼𝑛+𝑘
2 𝛼𝑛+𝑘+1

2 − 2𝛼𝑛+𝑘
2 + 1 = (

𝑛 + 𝑘

2(𝑛+𝑘)
)
2

(
𝑛 + 𝑘 + 1

2(𝑛+𝑘+1)
)
2

− 2(
𝑛 + 𝑘

2(𝑛+𝑘)
)
2

+ 1 ≥ 0,   

𝑘 ≥ 1,  𝑛 ≥ 1. 
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Atëherë,  𝑇 është operator nga  𝑘 −kuasi klasa 𝑄. 

Nga, 

𝑇(𝑒𝑘) =
𝑘

2𝑘
𝑒𝑘+1 

kemi 

𝑇2(𝑒𝑘) =
𝑘

2𝑘
∙
𝑘 + 1

2𝑘+1
𝑒𝑘+2, …, 

𝑇𝑛(𝑒𝑘) =
𝑘

2𝑘
∙
𝑘 + 1

2𝑘+1
∙ … ∙

𝑘 + 𝑛 − 1

2𝑘+𝑛−1
𝑒𝑘+𝑛 

Meqë, 

‖𝑇𝑛‖ = 𝑠𝑢𝑝 ‖
𝑘

2𝑘
∙
𝑘 + 1

2𝑘+1
∙ … ∙

𝑘 + 𝑛 − 1

2𝑘+𝑛−1
‖ =

1

2
∙
2

22
∙ … ∙

𝑛

2𝑛
, 

𝑟(𝑇) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑇𝑛‖
1
𝑛 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
(
1 ∙ 2 ∙ ⋯ ∙ 𝑛

2
𝑛∙(𝑛+1)

2

)

1
𝑛

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

√𝑛!
𝑛

2
𝑛+1
2

 

< 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

√(
𝑛 + 1
2 )

𝑛𝑛

2
𝑛+1
2

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

𝑛 + 1
2

2
𝑛+1
2

= 0. 

Pra, operatori 𝑇 është kuasinilpotent.  

 

Është vërtetuar se operatori 𝑇 që të jetë operator 𝑘 −kuasi paranormal, duhet plotësuar kushti 

që 

|𝛼𝑛+𝑘| ≤ |𝛼𝑛+𝑘+1|. 

Andaj në këtë rast vërehet se ky kusht nuk plotësohet për 𝑛 ≥ 2, meqë vargu 𝛼𝑛 =
𝑛

2𝑛
 është varg 

monotono zvogëlues për 𝑛 ≥ 2. 

                                                                ∎ 
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3.2  𝒌 −KUASI KLASA 𝑸∗ E OPERATORËVE 

 

Në fillim do të japim përkufizimin e kuasi klasës  𝑄∗ të operatorëve (shih [56]). 

Përkufizim 3.2.1. ([56]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i takon kuasi klasës 𝑄∗ të operatorëve nëse 

plotësohet kushti: 

‖𝑇∗𝑇𝑥‖2 ≤
1

2
(‖𝑇3𝑥‖2 + ‖𝑇𝑥‖2), 

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻. 

Është vërtetuar se operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i takon kuasi klasës 𝑄∗ nëse plotësohet kushti: 

𝑇∗3𝑇3 − 2(𝑇∗𝑇)2 + 𝑇∗𝑇 ≥ 0. 

Duke u mbështetur në këtë kemi përkufizuar 𝑘 −kuasi klasën 𝑄∗ të operatorëve, që në fakt është 

përgjithësim i kuasi klasës 𝑄∗, si dhe kemi vërtetuar disa veti në lidhje me këtë klasë të re të 

operatorëve, rezultate këto të publikuara në punimet [50] dhe [63]. 

Përkufizim 3.2.2. ([50]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗ të operatorëve nëse 

plotësohet kushti: 

‖𝑇∗𝑇𝑘𝑥‖2 ≤
1

2
(‖𝑇𝑘+2𝑥‖2 + ‖𝑇𝑘𝑥‖2),  

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻, ku 𝑘 është një numër natyror. 

Shihet qartë se për 𝑘 = 1, operatori 1 −kuasi klasë 𝑄∗ në fakt paraqet operatorin e kuasi klasës 

𝑄∗. 

Pohim 3.2.1. ([50]) Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻)  i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗,  të operatorëve atëherë dhe 

vetëm atëherë nëse plotësohet kushti: 

𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼)𝑇𝑘 ≥ 0,  

ku 𝑘 është një numër natyror. 

Vërtetim: Le të jetë 𝑇 operator që i takon  𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗, të operatorëve, atëherë vlen: 

2‖𝑇∗𝑇𝑘𝑥‖2 ≤ ‖𝑇𝑘+2𝑥‖2 + ‖𝑇𝑘𝑥‖2,  

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻, ku 𝑘 është një numër natyror. 

〈𝑇𝑘+2𝑥, 𝑇𝑘+2𝑥〉 − 2〈𝑇∗𝑇𝑘𝑥, 𝑇∗𝑇𝑘𝑥〉 + 〈𝑇𝑘𝑥, 𝑇𝑘𝑥〉 ≥ 0 

⇔ 〈𝑇∗(𝑘+2)𝑇𝑘+2𝑥, 𝑥〉 − 2〈(𝑇∗𝑇𝑘)∗𝑇∗𝑇𝑘𝑥, 𝑥〉 + 〈𝑇∗𝑘𝑇𝑘𝑥, 𝑥〉 ≥ 0 

⇔ 〈𝑇∗(𝑘+2)𝑇𝑘+2𝑥, 𝑥〉 − 2〈𝑇∗𝑘𝑇𝑇∗𝑇𝑘𝑥, 𝑥〉 + 〈𝑇∗𝑘𝑇𝑘𝑥, 𝑥〉 ≥ 0 

 

për çdo vektor 𝑥 ∈ 𝐻, ku 𝑘 është një numër natyror. 
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Atëherë, ekuacioni i fundit është ekuivalent me 

𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼)𝑇𝑘 ≥ 0, 

çka u deshtë të vërtetohej. 

                                                             ∎ 

Nga përkufizimi i klasës 𝑄∗, kuasi klasës 𝑄∗ dhe ky pohim vërehet se vlen impilacioni: 

𝑘𝑙𝑎𝑠𝑎 𝑄∗ ⊆ 𝑘𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑘𝑙𝑎𝑠ë𝑛 𝑄∗ ⊆ 𝑘 − 𝑘𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑘𝑙𝑎𝑠ë𝑛 𝑄∗ ⊆ (𝑘 + 1) − 𝑘𝑢𝑎𝑠𝑖 𝑘𝑙𝑎𝑠ë𝑛 𝑄∗. 

E qartë se e anasjellta e këtij implikacioni nuk vlen gjithmonë, për këtë arsye kemi kërkuar 

kushte shtesë. Në vazhdim së pari do të japim rrjedhimin 3.2.1 e më pas japim një shembull që 

tregon se ekziston operatori që është 2 −kuasi klasë 𝑄∗ e i cili nuk është 1 −kuasi klasë 𝑄∗. E 

më pas do të japim pohimin 3.2.2 që jep raportin ndërmjet kësaj klase si dhe klasës 𝑄∗ . 

Rrjedhim 3.2.1. ([50]) Operatori i zhvendosjen së njëanshme me peshë  𝑇 me vargun e peshave 
(𝛼𝑛)  është operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗ atëherë dhe vetëm atëherë nëse plotësohet kushti 

|𝛼𝑛+𝑘|
2|𝛼𝑛+𝑘+1|

2 − 2|𝛼𝑛+𝑘−1|
2 + 1 ≥ 0, 

për çdo 𝑛. 

Vërtetim: Meqë operatori  𝑇 është operator i zhvendosjes me peshë atëherë i tillë është edhe 

operatori i adjuguari i tij  𝑇∗ atëherë kemi: 

𝑇(𝑒𝑛) = 𝛼𝑛𝑒𝑛+1, 

𝑇∗𝑒𝑛 = 𝛼𝑛−1̅̅ ̅̅ ̅̅ 𝑒𝑛−1, 

𝑇𝑇∗𝑒𝑛 = |𝛼𝑛−1|
2𝑒𝑛, 

(𝑇∗2𝑇2)𝑒𝑛 = |𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2𝑒𝑛, 

(𝑇∗𝑘𝑇𝑘)(𝑒𝑛) = |𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2… |𝛼𝑛+𝑘−1|
2𝑒𝑛, 

(𝑇∗𝑘𝑇𝑇∗𝑇𝑘)(𝑒𝑛) = |𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2… |𝛼𝑛+𝑘−1|
4𝑒𝑛, 

(𝑇∗(𝑘+2)𝑇𝑘+2)(𝑒𝑛) = |𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2… |𝛼𝑛+𝑘+1|
2𝑒𝑛 

Meqë, 𝑇 është operator nga  𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗, atëherë pas disa kalkulimeve të thjeshta kemi se: 

𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼)𝑇𝑘 ≥ 0 

⇔ 𝑇∗(𝑘+2)𝑇𝑘+2 − 2𝑇∗𝑘𝑇𝑇∗𝑇𝑘 + 𝑇∗𝑘𝑇𝑘 ≥ 0 

⇔ 〈𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼)𝑇𝑘𝑥, 𝑥〉 ≥ 0, 

⇔ |𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2… |𝛼𝑛+𝑘+1|
2 − 2|𝛼𝑛|

2|𝛼𝑛+1|
2… |𝛼𝑛+𝑘−1|

4 + |𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2… |𝛼𝑛+𝑘−1|
2 ≥ 0 



3. k-kuasi klasa Q dhe  k-kuasi klasa Q* e operatorëve 

 

64 
 

⇔ |𝛼𝑛|
2|𝛼𝑛+1|

2… |𝛼𝑛+𝑘+1|
2(|𝛼𝑛+𝑘|

2|𝛼𝑛+𝑘−1|
2 − 2|𝛼𝑛+𝑘−1|

2 + 1) ≥ 0 

⇔ |𝛼𝑛+𝑘|
2|𝛼𝑛+𝑘+1|

2 − 2|𝛼𝑛+𝑘−1|
2 + 1 ≥ 0. 

                                                                ∎ 

Shembull 3.2.1. ([50]) Konsiderojmë operatorin 𝑇 në 𝑙2 të përkufizuar me 

𝑇(𝑥) = (0, 𝛼1𝑥1, 𝛼2𝑥2, 𝛼3𝑥3, … ), ku, 𝛼1 = 2, 𝛼𝑛 = 1, 𝑛 ≥ 2. 

Atëherë operatori 𝑇 është 2 −kuasi klasë 𝑄∗ e  nuk është 1 −kuasi klasë 𝑄∗. 

Kemi: 

𝑇(𝑥) = (0, 𝛼1𝑥1, 𝛼2𝑥2, 𝛼3𝑥3, … ), 

𝑇∗(𝑥) = ( 𝛼1𝑥2, 𝛼2𝑥3, 𝛼3𝑥4, … ). 

Tani nga pohimi 3.2.1 dhe rrjedhimi 3.2.1, për 2 −kuasi klasë 𝑄∗ fitohet: 

〈𝑇∗2(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼)𝑇2𝑥, 𝑥〉 

= 𝛼1
2𝛼2

2(𝛼3
2𝛼4

2 − 2𝛼2
2 + 1)‖𝑥1‖

2 + 𝛼2
2𝛼3

2(𝛼4
2𝛼5

2 − 2𝛼3
2 + 1)‖𝑥2‖

2 +⋯ = 0. 

Ndërsa për 1 −kuasi klasë 𝑄∗ kemi: 

〈𝑇∗(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼)𝑇𝑥, 𝑥〉 

= 𝛼1
2(𝛼2

2𝛼3
2 − 2𝛼1

2 + 1)‖𝑥1‖
2 + 𝛼2

2(𝛼3
2𝛼4

2 − 2𝛼2
2 + 1)‖𝑥2‖

2 +⋯ < 0. 

                                                                      ∎ 

Pohim 3.2.2. ([50]) Le të jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) operator që i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗ të operatorëve. 

Nëse 𝑇𝑘 ka rang të dendur, atëherë operatori 𝑇 i takon klasës 𝑄∗ të operatorëve. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në pohimin 3.1.2. 

 

 Në vazhdim do të japim lidhshmërinë ndërmjet 𝑘 −kuasi klasë 𝑄∗ dhe klasës së operatorëve 

𝑘 −kuasi − ∗ −paranormalë. 

Operatori 𝑇 është 𝑘 −kuasi− ∗ −paranormal nëse plotësohet kushti   

‖𝑇∗𝑇𝑘𝑥‖2 ≤ ‖𝑇𝑘+2𝑥‖‖𝑇𝑘𝑥‖, 

për çdo 𝑥 ∈ 𝐻, ku 𝑘 është numër natyror, (shih [57]). 

Është treguar se operatori  𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i cili është operator i zhvendosjes  së njëanshme me peshë, 

 me vargun e peshave (𝛼𝑛) është operator 𝑘 −kuasi − ∗ −paranormal atëherë dhe vetëm atëherë 

nëse plotësohet kushti 

|𝛼𝑛+𝑘| ∙ |𝛼𝑛+𝑘+1| ≥ |𝛼𝑛+𝑘−1|
2, 
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për çdo 𝑛 (shih [62]). 

 

Është vërtetuar se operatori  𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) është 𝑘 −kuasi − ∗ −paranormal  atëherë dhe vetëm 

atëherë nëse plotësohet kushti 

𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝜆𝑇𝑇∗ + 𝜆2)𝑇𝑘 ≥ 0,  për çdo 𝜆 ∈ ℝ. 

Për 𝑘 = 1, operatori quhet kuasi− ∗ −paranormal. 

Nga kjo kemi se çdo operator që është  𝑘 −kuasi − ∗ −paranormal është edhe operator nga  

𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗. Mirëpo, e anasjellta nuk vlen gjithmonë. Për të treguar se këto dy klasa janë 

të ndryshme dhe lidhshmërinë mes tyre, kemi dhënë pohimet 3.2.3 dhe 3.2.4, si dhe kemi dhënë 

shembullin 3.2.2. 

Pohim 3.2.3. ([50]) Le të jetë operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻).   Nëse 𝜆−
1

2𝑇 është operator nga 𝑘 −kuasi 

klasa 𝑄∗, atëherë operatori 𝑇 është 𝑘 −kuasi− ∗ − paranormal, për çdo 𝜆 > 0. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në pohimin 3.1.3. 

Pohim 3.2.4. ([50]) Le të jetë   𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) operator që i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗, të operatorëve 

dhe nëse  𝑇2 është izometri, atëherë edhe 𝑇 është operator 𝑘 −kuasi− ∗ −paranormal. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në pohimin 3.1.4. 

 

Shembulli 3.2.2. ([63]) Le të jetë   𝑇𝑥 një operator i zhvendosjes së njëanshme me peshë,  me 

vargun e peshave jozero të dhëne si më poshtë: 

𝛼0 = 𝑥, 𝛼1 = √
2

3
, 𝛼2 = √

3

4
,… , 𝛼𝑛 = √

𝑛 + 1

𝑛 + 2
, … , 𝛼𝑛+𝑘 = √

𝑛 + 𝑘 + 1

𝑛 + 𝑘 + 2
 , … , 𝑛 ≥ 1, 𝑘 ≥ 1. 

Atëherë vlejnë rezultatet e mëposhtme: 

1. Nga rrjedhimi 3.2.1, operatori   𝑇𝑥 i takon  𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗ atëherë dhe vetëm atëherë 

nëse plotësohet kushti 

|𝛼𝑛+𝑘|
2|𝛼𝑛+𝑘+1|

2 − 2|𝛼𝑛+𝑘−1|
2 + 1 ≥ 0 

 

Pas disa llogaritjeve vërejmë se kjo është e saktë atëherë dhe vetëm atëherë nëse 

0 < 𝑥 ≤
√3

2
 

2. Operatori   𝑇𝑥 është 𝑘 −kuasi − ∗ −paranormal  atëherë dhe vetëm atëherë nëse 

plotësohet kushti 

|𝛼𝑛+𝑘| ∙ |𝛼𝑛+𝑘+1| ≥ |𝛼𝑛+𝑘−1|
2 

 

Pas disa llogaritjeve vërejmë se kjo është e saktë atëherë dhe vetëm atëherë nëse 
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0 < 𝑥 ≤
1

√2
4  

3. Në fund vërejmë se për  

1

√2
4 < 𝑥 ≤

√3

2
 

operatori   𝑇𝑥 është nga   𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗ mirëpo nuk është operator 𝑘 −kuasi − ∗

−paranormal . 

 

 Në vazhdim do të japim raportin ndërmjet 𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗ dhe 𝑘 −kuasi− ∗ −klasës 𝐴  të 

operatorëve.  

Mesheri në [58] ka përkufizuar klasën e operatorëve 𝑘 −kuasi− ∗ − klasë 𝐴. Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) 
i takon 𝑘 −kuasi− ∗ −klasës 𝐴, nëse plotëson kushtin 

𝑇∗𝑘|𝑇2|𝑇𝑘 ≥ 𝑇∗𝑘|𝑇∗|2𝑇𝑘, 

ku 𝑘 është numër natyror. 

Qartë për 𝑘 = 1, operatori quhet kuasi− ∗ − klasë 𝐴 (shih [59]). 

Pohim 3.2.5. ([50]) Le të jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) operator nga 𝑘 −kuasi− ∗ − klasa  𝐴, për 𝑘 një numër 

natyror atëherë  𝑇 është operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗. 

Vërtetim: Meqë 𝑇 është operator nga 𝑘 −kuasi− ∗ − klasa 𝐴, atëherë: 

𝑇∗𝑘|𝑇2|𝑇𝑘 ≥ 𝑇∗𝑘|𝑇∗|2𝑇𝑘,  

ku 𝑘 është një numër natyror. 

Le të jetë 𝑥 ∈ 𝐻. Atëherë, 

2‖𝑇∗𝑇𝑘𝑥‖2 

= 2〈𝑇∗𝑇𝑘𝑥, 𝑇∗𝑇𝑘𝑥〉 

= 2〈𝑇∗𝑘𝑇𝑇∗𝑇𝑘𝑥, 𝑥〉 

= 2〈𝑇∗𝑘|𝑇∗|2𝑇𝑘𝑥, 𝑥〉 

≤ 2〈𝑇∗𝑘|𝑇2|𝑇𝑘𝑥, 𝑥〉 

= 2〈|𝑇2|𝑇𝑘𝑥, 𝑇𝑘𝑥〉 

≤ 2‖|𝑇2|𝑇𝑘𝑥‖ ∙ ‖𝑇𝑘𝑥‖ 

= 2‖𝑇𝑘+2𝑥‖ ∙ ‖𝑇𝑘𝑥‖ 

≤ ‖𝑇𝑘+2𝑥‖2 + ‖𝑇𝑘𝑥‖2. 

Pra, 

‖𝑇∗𝑇𝑘𝑥‖2 ≤
1

2
(‖𝑇𝑘+2𝑥‖2 + ‖𝑇𝑘𝑥‖2) 
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që d.m.th. se 𝑇 është operator nga  𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗. 

                                                                ∎ 

E qartë se çdo operator  𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) që i takon kuasi− ∗ −klasës 𝐴, i takon edhe kuasi klasës 𝑄∗. 

Me shembull do të tregojmë se e anasjellta e këtij pohimi nuk vlen. Pra, jo çdo operator nga 

kuasi klasa 𝑄∗ është edhe operator nga kuasi− ∗ − klasa 𝐴. 

Shembull 3.2.3. ([50]) Le të jetë 𝐾 =⊕𝑛=1
+∞ 𝐻𝑛, ku 𝐻𝑛 ≅ 𝐻. Le të jenë operatorët 𝐴, 𝐵 ∈ 𝐿(𝐻), 

përkufizojmë operatorin  𝑇𝐴,𝐵 në 𝐾 si në vijim: 

𝑇𝐴,𝐵 =

(

  
 

0 0 0
𝐴 0 0
0 𝐵 0

0 0 ⋯
0 0 ⋯
0 0 ⋯

0 0 𝐵
0 0 0
⋮ ⋮ ⋮

0 0 ⋯
𝐵 0 ⋯
⋮ ⋮ ⋱)

  
 

 

Operatori 𝑇𝐴,𝐵  është kuasi− ∗ −klasë 𝐴  atëherë dhe vetëm atëherë nëse plotësohet kushti   

𝐴𝐵2𝐴 ≥ 𝐴4. 

Le të jenë  𝐴 dhe 𝐵  dy operatorë të përkufizuar si vijon:  

𝐴 = (
1 1
1 2

)

1

2
 dhe 𝐵 = (

1 2
2 8

)

1

4
 

Atëherë, 

𝐴(𝐵2 − 𝐴2)𝐴 = (
−0.3359… −0.2265…
−0.2265… 0.8244…

) ≱ 0. 

Pra, që tregon se operatori  𝑇 nuk është kuasi− ∗ −klasë 𝐴.  

Operatori i dhënë  𝑇𝐴,𝐵  i takon kuasi klasës 𝑄∗ atëherë dhe vetëm atëherë nëse: 

𝑇∗(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼)𝑇 = 𝐴(𝐵4 − 2𝐴2 + 𝐼)𝐴 ≥ 0. 

Pra,  

𝐴(𝐵4 − 2𝐴2 + 𝐼)𝐴 = (
1 1
1 2

)

1

2
(
0 0
0 5

) (
1 1
1 2

)

1

2
≥ 0. 

Që tregon se operatori  𝑇 është kuasi klasë 𝑄∗. 

                                                                ∎ 
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Pohim 3.2.6. ([50]) Le të jetë   𝑇 operator që i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗ të operatorëve dhe 𝑁 

nënhapësirë e mbyllur invariante e operatorit 𝑇 atëherë ngushtimi  𝑇|𝑁  është poashtu operator 

nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗ e operatorëve. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në pohimin 3.1.6 

 

Pohim 3.2.7. ([50]) Le të jetë   𝑇 operator që i takon 𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗ të operatorëve dhe nëse 

operatori 𝑇 komuton dyfish me operatorin izometrik 𝑆, atëherë operatori 𝑇𝑆 poashtu i takon 

 𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗ të operatorëve. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në pohimin 3.1.7. 

Pohim 3.2.8. ([50]) Le të jetë operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻).  Nëse ‖𝑇∗‖ ≤
1

√2
, atëherë operatori  𝑇 i takon 

 𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗  të operatorëve. 

Vërtetim: Nga  ‖𝑇∗‖ ≤
1

√2
, kemi se ‖𝑇∗𝑥‖2 ≤

1

2
, ∀𝑥 ∈ 𝐻, 

Atëherë, 

〈𝑇∗𝑥, 𝑇∗𝑥〉 −
1

2
〈𝑥, 𝑥〉 ≤ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 

⇒ 〈(𝐼 − 2𝑇𝑇∗)𝑥, 𝑥〉 ≥ 0, ∀𝑥 ∈ 𝐻 

⇒ 𝐼 − 2𝑇𝑇∗ ≥ 0 

⇒ 𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼 ≥ 0 

⇒ 𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇𝑇∗ + 𝐼)𝑇𝑘 ≥ 0, 

Prej nga shihet se 𝑇 është operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗. 

                                                                         ∎ 

Pohim 3.2.9. ([50]) Le të jetë   𝑇 operator që i takon  𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗dhe 𝑆 një operator 

unitarisht ekuivalent me operatorin  𝑇, atëherë operatori  𝑆 është operator që i takon 𝑘 −kuasi 

klasës 𝑄∗. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në pohimin 3.1.9. 

 

Pohim 3.2.10. ([50]) Le të jetë  𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) një operator nga  𝑘 −kuasi klasa  𝑄∗.  Nëse rangu i 

operatorit 𝑇𝑘  nuk është i dendur dhe  

𝑇 = (
𝐴 𝐵
0 𝐶

) në 𝐻 = 𝑅(𝑇𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ⊕ 𝑁(𝑇∗𝑘). 

Atëherë, 𝐴 është operator nga klasa 𝑄∗ në 𝑅(𝑇𝑘)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  𝐶𝑘 = 0 dhe 𝜎(𝑇) = 𝜎(𝐴) ∪ {0}. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në pohimin 3.1.10. 
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Pohim 3.2.11. Le të jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) një operator regular nga  𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗ atëherë për 

spektrin aproksimativ të tij vlen: 

𝜎𝑎𝑝(𝑇) ⊆ {𝜆 ∈ 𝐶:
√2

‖(𝑇∗𝑇𝑘)−1‖ ∙ √‖𝑇𝑘+1‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2
≤ 𝜆 ≤ ‖𝑇‖}. 

Vërtetim: Le të jetë 𝑇 një operator regular nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗, atëherë për çdo vektor njësi 𝑥 

nga hapësira e Hilbertit 𝐻 kemi: 

‖𝑥‖2 = ‖(𝑇∗𝑇𝑘)−1 ∙ (𝑇∗𝑇𝑘)𝑥‖2 

≤ ‖(𝑇∗𝑇𝑘)−1‖2 ∙ ‖𝑇∗𝑇𝑘𝑥‖2 

≤ ‖(𝑇∗𝑇𝑘)−1‖2 ∙
1

2
∙ (‖𝑇𝑘+2𝑥‖2 + ‖𝑇𝑘𝑥‖2) 

≤
1

2
∙ ‖(𝑇∗𝑇𝑘)−1‖2 ∙ (‖𝑇𝑘+1‖2‖𝑇𝑥‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2‖𝑇𝑥‖2) 

Pra,  

2 ≤ ‖𝑇𝑥‖2 ∙ ‖(𝑇∗𝑇𝑘)−1‖2 ∙ (‖𝑇𝑘+1‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2) 

respektivisht, fitohet jobarazimi: 

‖𝑇𝑥‖ ≥
√2

‖(𝑇∗𝑇𝑘)−1‖ ∙ √‖𝑇𝑘+1‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2
 

 

Tani supozojmë se 𝜆 ∈ 𝜎𝑎𝑝, atëherë ekziston vargu 

(𝑥𝑛), ‖𝑥𝑛‖ = 1, ‖(𝑇 − 𝜆)𝑥𝑛‖ → 0, 𝑛 → ∞, 

nga jobarazimi i fundit kemi: 

‖𝑇𝑥𝑛 − 𝜆𝑥𝑛‖ ≥ ‖𝑇𝑥𝑛‖ − |𝜆| ∙ ‖𝑥𝑛‖ ≥
√2

‖(𝑇∗𝑇𝑘)−1‖ ∙ √‖𝑇𝑘+1‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2
− |𝜆| 

 

Tani në jobarazimin e fundit të fituar, kur  𝑛 → ∞, fitohet: 

|𝜆| ≥
√2

‖(𝑇∗𝑇𝑘)−1‖ ∙ √‖𝑇𝑘+1‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2
 

Pra, kemi: 

𝜎𝑎𝑝(𝑇) ⊆ {𝜆 ∈ 𝐶:
√2

‖(𝑇∗𝑇𝑘)−1‖ ∙ √‖𝑇𝑘+1‖2 + ‖𝑇𝑘−1‖2
≤ 𝜆 ≤ ‖𝑇‖} 

gjë që u deshtë edhe të vërtetohej. 

                                                                ∎ 
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Pohim 3.2.12. Le të jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) një operator regular  𝑘 −kuasi− ∗ −paranormal atëherë për 

spektrin aproksimativ të tij vlen: 

𝜎𝑎𝑝(𝑇) ⊆ {𝜆 ∈ 𝐶:
1

‖(𝑇∗𝑇𝑘)−1‖ ∙ √‖𝑇𝑘+1‖ ∙ ‖𝑇𝑘−1‖
≤ 𝜆 ≤ ‖𝑇‖}. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në pohimin 3.2.11. 

 

Teoremë 3.2.1. ([63]) Le të jetë 𝑇 një operator invertibil dhe 𝑁 një operator i tillë që 𝑁 komuton 

me operatorin 𝑇∗𝑇. Atëherë operatori 𝑁 është nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗ atëherë dhe vetëm atëherë 

nëse 𝑇𝑁𝑇−1 është operator nga 𝑘 −kuasi klasa  𝑄∗. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në teoremën  3.1.1. 

Teoremë 3.2.2. ([63])  Le të jetë  𝑇 ∈ 𝐿(𝐻). Atëherë  𝑇 ̃është operator nga   k−kuasi 

klasa 𝑄∗ atëherë dhe vetëm atëherë nëse  �̃�(∗) është nga   k−kuasi klasa 𝑄∗ e operatorëve. 

Vërtetimi bëhet ngjashëm sikur në teoremën  3.1.2. 

 

Pohim 3.2.13. ([63]) Le të jetë 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) një operator i përkufizur si vijon 

𝑇 = (
𝐴 𝐵
0 0

). 

Nëse 𝐴 është operator nga klasa 𝑄∗ dhe nëse 𝐵𝐵∗ = 0, atëherë 𝑇 është operator nga 𝑘 −kuasi 

klasa 𝑄∗ . 

Vërtetim:  Pas disa kalkulimeve kemi: 

𝑇∗ = (
𝐴∗ 0
𝐵∗ 0

), 

 
 𝑇
∗𝑘
= ( 𝐴∗𝑘 0

𝐵∗𝐴∗(𝑘−1) 0
), 

𝑇𝑘 = (𝐴
𝑘 𝐴(𝑘−1)𝐵
0 0

),  

𝑇∗𝑘𝑇𝑇∗𝑇𝑘 = (
𝐴∗𝑘(𝐴𝐴∗ + 𝐵𝐵∗)𝐴𝑘 𝐴∗𝑘(𝐴𝐴∗ + 𝐵𝐵∗)𝐴(𝑘−1)𝐵

𝐵∗𝐴∗(𝑘−1)(𝐴𝐴∗ + 𝐵𝐵∗)𝐴𝑘 𝐵∗𝐴∗(𝑘−1)(𝐴𝐴∗ + 𝐵𝐵∗)𝐴(𝑘−1)𝐵
) 

= ( 𝐴∗𝑘𝐴𝐴∗𝐴𝑘 𝐴∗𝑘𝐴𝐴∗𝐴(𝑘−1)𝐵
𝐵∗𝐴∗(𝑘−1)𝐴𝐴∗𝐴𝑘 𝐵∗𝐴∗(𝑘−1)𝐴𝐴∗𝐴(𝑘−1)𝐵

) 

𝑇∗(𝑘+2) = ( 𝐴
∗(𝑘+2) 0

𝐵∗𝐴∗(𝑘+1) 0
), 
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𝑇(𝑘+2) = (𝐴
(𝑘+2) 𝐴(𝑘+1)𝐵
0 0

),  

𝑇∗(𝑘+2)𝑇(𝑘+2) = ( 𝐴
∗(𝑘+2)𝐴(𝑘+2) 𝐴∗(𝑘+2)𝐴(𝑘+1)𝐵

𝐵∗𝐴∗(𝑘+1)𝐴(𝑘+2) 𝐵∗𝐴∗(𝑘+1)𝐴(𝑘+1)𝐵
). 

𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘 = 𝑇∗(𝑘+2)𝑇(𝑘+2) − 2𝑇∗𝑘𝑇𝑇∗𝑇𝑘 + 𝑇∗𝑘𝑇𝑘

= (
𝐴∗𝑘(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴𝐴∗ + 𝐼)𝐴𝑘 𝐴∗𝑘(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴𝐴∗ + 𝐼)𝐴(𝑘−1)𝐵

𝐵∗𝐴∗(𝑘−1)(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴𝐴∗ + 𝐼)𝐴𝑘 𝐵∗𝐴∗(𝑘−1)(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴𝐴∗ + 𝐼)𝐴(𝑘−1)𝐵
) 

Le të jetë 𝑢 = 𝑥⨁𝑦 ∈ 𝐻⨁𝐻.  Atëherë, 

〈(𝑇∗(𝑘+2)𝑇(𝑘+2) − 2𝑇∗𝑘𝑇𝑇∗𝑇𝑘 + 𝑇∗𝑘𝑇𝑘)𝑢, 𝑢〉 

= 〈𝐴∗𝑘(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴𝐴∗ + 𝐼)𝐴𝑘𝑥, 𝑥〉 + 〈𝐴∗𝑘(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴𝐴∗ + 𝐼)𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦, 𝑥〉 

+〈𝐵∗𝐴∗(𝑘−1)(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴𝐴∗ + 𝐼)𝐴𝑘𝑥, 𝑦〉 + 〈𝐵∗𝐴∗(𝑘−1)(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴𝐴∗ + 𝐼)𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦, 𝑦〉 

= 〈(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴𝐴∗ + 𝐼)𝐴𝑘𝑥, 𝐴𝑘𝑥〉 + 〈(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴𝐴∗ + 𝐼)𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦, 𝐴𝑘𝑥〉 

+〈(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴𝐴∗ + 𝐼)𝐴𝑘𝑥, 𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦〉 + 〈(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴𝐴∗ + 𝐼)𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦, 𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦〉 

= 〈(𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴𝐴∗ + 𝐼)(𝐴𝑘𝑥 + 𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦), (𝐴𝑘𝑥 + 𝐴(𝑘−1)𝐵𝑦)〉 ≥ 0, 

Meqë, 𝐴 është operator nga klasa 𝑄∗ atëherë,  

𝐴∗2𝐴2 − 2𝐴𝐴∗ + 𝐼 ≥ 0, 

 pra, 

𝑇∗𝑘(𝑇∗2𝑇2 − 2𝑇∗𝑇 + 𝐼)𝑇𝑘 = 𝑇∗(𝑘+2)𝑇(𝑘+2) − 2𝑇∗𝑘𝑇𝑇∗𝑇𝑘 + 𝑇∗𝑘𝑇𝑘 ≥ 0  

që d.m.th. se 𝑇 është operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗. 

                                                                ∎ 

Në vazhdim do të japim raportin ndërmjet kuasi klasës 𝑄∗ dhe operatorëve kuasi− hipernormalë.  

Operatori 𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) quhet operator kuasi−hipernormal, nëse plotëson kushtin 

‖𝑇∗𝑇𝑥‖ ≤ ‖𝑇𝑥2‖, 

për çdo vektor njësi  𝑥 në 𝐻. 

Është treguar se operatori  𝑇 ∈ 𝐿(𝐻) i cili është operator i zhvendosjen  me peshë,  me vargun e 

peshave (𝛼𝑛) është operator kuasi−hipernormal atëherë dhe vetëm atëherë nëse plotësohet 

kushti 
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|𝛼𝑛| ≤ |𝛼𝑛+1|, 

për çdo 𝑛 (shih [34]). 

Pohim 3.2.14. ([63]) Çdo operator kuasi− hipernormal është edhe operator nga kuasi klasa 𝑄∗. 

Vërtetim: Le të jetë 𝑇 një operator kuasi −hipernormal atëherë vlen 

‖𝑇∗𝑇𝑥‖ ≤ ‖𝑇𝑥2‖. 

 

Meqë çdo operator kuasi−hipernormal është edhe operator paranormal [34, Rrjedhimi 3.15] 

atëherë kemi: 

‖𝑇∗𝑇𝑥‖ ≤ ‖𝑇𝑥2‖ = ‖𝑇 (
𝑇𝑥

‖𝑇𝑥‖
)‖

2

∙ ‖𝑇𝑥‖2 

≤ ‖𝑇2 (
𝑇𝑥

‖𝑇𝑥‖
)‖ ∙ ‖𝑇𝑥‖2 = ‖𝑇3𝑥‖ ∙ ‖𝑇𝑥‖ 

≤
1

2
(‖𝑇3𝑥‖2 + ‖𝑇𝑥‖2), 

pra, 𝑇 është operator nga kuasi klasa 𝑄∗. 

                                                                       ∎ 

Në vazhdim do të marrim një shembull i cili tregon se ekziston operatori nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗ i 
cili është edhe operator kuasinilpotent mirëpo nuk është operator kuasi− hipernormal. 

Shembull 3.2.4. ([63])  Konsiderojmë operatorin  𝑇: 𝑙2 → 𝑙2 të përkufizuar me   

𝑇(𝑥) = (0,  𝛼1𝑥1,  𝛼2𝑥2,  𝛼3𝑥3, … )   ku 𝛼𝑛 =
1

2𝑛
, për  𝑛 ≥ 1. 

Atëherë 𝑇 është operator nga 𝑘 −kuasi klasa 𝑄∗ dhe kuasinilpotent mirëpo nuk është 

kuasi−hipernormal. 

Ngjashëm sikur në shembullin 3.1.2 fitojmë 

𝛼𝑛+𝑘
2 𝛼𝑛+𝑘+1

2 − 2𝛼𝑛+𝑘−1
2 + 1 = (

1

2(𝑛+𝑘)
)
2

(
1

2(𝑛+𝑘+1)
)
2

− 2(
1

2(𝑛+𝑘−1)
)
2

+ 1 ≥ 0,   

𝑘 ≥ 1,  𝑛 ≥ 1. 

Atëherë,  𝑇 është operator nga  𝑘 −kuasi klasa  𝑄∗. 

Nga,  

𝑇(𝑒𝑘) =
1

2𝑘
𝑒𝑘+1 

kemi 
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𝑇2(𝑒𝑘) =
1

2𝑘
∙
1

2𝑘+1
𝑒𝑘+2, …, 

𝑇𝑛(𝑒𝑘) =
1

2𝑘
∙
1

2𝑘+1
∙ … ∙

1

2𝑘+𝑛−1
𝑒𝑘+𝑛 

. 

Meqë, 

‖𝑇𝑛‖ = 𝑠𝑢𝑝 ‖
1

2𝑘
∙
1

2𝑘+1
∙ … ∙

1

2𝑘+𝑛−1
‖ =

1

2
∙
1

22
∙ … ∙

1

2𝑛
, 

𝑟(𝑇) = 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

‖𝑇𝑛‖
1
𝑛 = 𝑙𝑖𝑚

𝑛→∞
(

1

2
𝑛∙(𝑛+1)

2

)

1
𝑛

= 𝑙𝑖𝑚
𝑛→∞

1

2
𝑛+1
2

= 0. 

Pra, operatori 𝑇 është kuasi nilpotent.  

Mirëpo, operatori 𝑇 nuk është kuasi −hipernormal meqë në këtë rast  

|𝛼𝑛| ≮ |𝛼𝑛+1|. 
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REKOMANDIME 

 

 
Për klasën e operatorëve 𝑁 −kuasinormalë,  rekomandojmë që më tutje të bëhet shqyrtimi i 

transformimi Aluthge, dmth të gjenden kushtet kur transformimi Aluthge i një operatori i takon 

klasës së operatorëve 𝑁 −kuasinormalë.  

Për klasat e operatorëve 𝑀 −klasë 𝑄, 𝑀 −klasë 𝑄∗,  rekomandojmë që në vazhdim të studiohet 

spektri aproksimativ si dhe llojet e spektrave të tjerë meqë deri tani nuk është bërë një gjë e tillë. 

Si dhe në përgjithësi për të gjitha këto klasa të reja të operatorëve rekomandojmë të studiohet 

vetia e kontraksionit, kontraksionit të vërtetë dhe kontraksionit të saktë, veti këto në përgjithësi të 

reja të shqyrtuara vetëm në një numër relativisht të vogël të klasave të operatorëve. 
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PËRFUNDIMI 

 

 
 

Në këtë disertacion përveç se janë treguar disa veti të operatorëve të cilët kanë qenë të 

përkufizuar më parë,  janë përkufizuar edhe klasë të reja të operatorëve dhe janë treguar disa veti 

të tyre. Klasë të reja të përkufizuara në këtë punim janë 𝑀 −klasë 𝑄∗, 𝑘 −kuasi klasë 𝑄 si dhe 

𝑘 −kuasi klasë 𝑄∗.   
 

Në kapitullin e parë, janë dhënë konceptet bazike nga teoria e operatorëve të nevojshme për 

zhvillimin e mëtejmë të disertacionit.  Po ashtu, janë  dhënë disa rezultate për klasat e 

operatorëve kuasinormalë dhe 𝑁 −kuasinormalë. Në vazhdim, janë dhënë  kushtet që duhet t’i 

plotësojnë dy operatorë 𝑁 −kuasinormalë ashtu që edhe shuma e tyre të jetë nga kjo klasë 

(Teorema 1.3.1). Si dhe janë dhënë kushtet që duhet të plotësoj një operator nga klasa 

𝑁 −kuasinormal dhe një operator nga klasa kuasinormal ashtu që produkti i tyre të jetë operator 

𝑁 −kuasinormal (Teorema 1.3.2). 

 

Në kapitullin e dytë, janë studiuar klasat e operatorëve 𝑀 −klasës 𝑄 si dhe 𝑀 −klasës 𝑄∗. Është 

vërtetuar se çdo operator 𝑀 −paranormal, përkatësisht 𝑀∗ −paranormal, është edhe operator nga 

𝑀 −klasa 𝑄, përkatësisht  𝑀 −klasa 𝑄∗,  mirëpo e anasjellta nuk vlen gjithmonë (Pohim 2.1.2, 

Pohimi 2.2.2). Po ashtu,  është vërtetuar se transformimi Aluthge �̃� i takon 𝑀 −klasës 𝑄,
𝑀 −klasës 𝑄∗ atëherë dhe vetëm atëherë kur ∗ −transformimi Aluthge  �̃�(∗) i takon 𝑀−klasës 

𝑄,  𝑀−klasës 𝑄∗, respektivisht (Teorema 2.4.2, Teorema 2.4.3). 

Në kapitullin e tretë, janë treguar disa veti të klasave të operatorëve  𝑘 −kuasi klasës 𝑄 si dhe 

𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗. Në këtë kapitull kemi shqyrtuar raportin e 𝑘 −kuasi klasës 𝑄 të operatorëve 

në krahasim me klasë të tjera të operatorëve, si me klasën 𝑄, 𝑘 −kuasi klasën 𝐴 si dhe klasën e 

operatorëve 𝑘 −kuasi paranormalë (Pohim 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4, 3.1.5). Po ashtu, kemi shqyrtuar  

raportin e 𝑘 −kuasi klasës 𝑄∗ të operatorëve në krahasim me klasë të tjera të operatorëve, si me 

klasën 𝑄∗, 𝑘 −kuasi− ∗ −klasën 𝐴 si dhe me klasën e operatorëve 𝑘 −kuasi− ∗ − paranormalë 

(Pohim 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4, 3.2.5). 
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SUMMARY 
 

 

 

 

In this dissertation are shown several properties of some operators that have been introduced by 

other authors, also are defined new class of operators and are shown some of their properties. 

The new classes of operators that are defined are 𝑀 −class 𝑄∗, 𝑘 −quasi class 𝑄  and 𝑘 −quasi 

class 𝑄∗. 
 

In the first chapter, are given basic definitions from theory of operators which are necessary to 

accomplish the dissertation.  Also, there are shown some results for the classes of operators such 

as quasinormal operators and 𝑁 −quasinormal operators. In following there are given conditions 

under which the sum of two 𝑁 −quasinormal operators is also 𝑁 −quasinormal operator 

(Theorem 1.3.1), and conditions under which the product of 𝑁 −quasinormal operator and 

quasinormal operator is 𝑁 −quasinormal operator (Theorem 1.3.2).  

In the second chapter of this dissertation classes of operators such as  𝑀 −class 𝑄 and 𝑀−class 

𝑄∗ are studied. It is proved that every 𝑀 −paranormal operator, respectively, every 

𝑀∗ −paranormal, is the operator of 𝑀 −class 𝑄, 𝑀 −class 𝑄∗, respectively, but the reverse of 

this is not always valid (Proposition 2.1.2, Proposition 2.2.2). Also, it is proved that Aluthge 

transformation �̃� is 𝑀 −class 𝑄, 𝑀 −class 𝑄∗ if and only if  ∗ −Aluthge transformation  �̃�(∗) is 

𝑀 −class 𝑄, 𝑀 − 𝑐lass 𝑄∗, respectively (Theorem 2.4.3, Theorem 2.4.4).  

In the third chapter there are shown some properties of the operators of 𝑘 −quasi class 𝑄  and 

𝑘 −quasi class 𝑄∗.  In this chapter the relation of 𝑘 −quasi class 𝑄  operators with other classes 

of operators such as:  class  𝑄,  𝑘 −quasi class 𝐴 and 𝑘 −quasi paranormal operators was 

reviewed (Proposition 3.1.2, 3.1.3, 3.1.4, 3.1.5). Also, it is shown   the relation of 𝑘 −quasi class 

𝑄∗ operators with other classes of operators such as: class 𝑄∗, 𝑘 −quasi− ∗ −class 𝐴 and 

𝑘 −quasi− ∗ − paranormal operators (Proposition 3.2.2, 3.2.3, 3.2.4 3.2.5). 
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