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Shtrimi dhe trajtimi numerik i problemeve diferenciale dhe objekti i kétij studimi

Mjaft modele né shkencat natyrore dhe ato teknike paragiten me ekuacione diferenciale

té zakonshme (EDZ) té formés

y'=f(xy) f :RxR" >R" 1)

Rast i vecanté i sistemit (1) éshté ekuacioni diferencial i rendit n i formés:

w® =g(x,W,W(l),....,W(”’l)), g:RxR" >R (1)

Ndér problemet gé shtrohen pér sistemin (1) apo ekuacionin (1') mé té zakonshme jané:

a) Problemi i vierés fillestare gé pér sistemin (1) shkruhet né formén
y'=1(xy), Y(%)= Yo, (2

b) Problemet e vlerés kufitare, zakonisht me dy pika, qé karakterizohen nga njé
mori formulimesh. Kétu shquhen njé klasé problemesh me réndési té posagme né

zbatime praktike qé kané té béjné me ekuacionin diferencial té rendit té dyté:

WOg(WT) e Wighanw). O

c) Problemet e zgjidhjeve periodike qé gjithashtu kané njé mori formulimesh e gé
shpesh reduktohen né probleme kufitare.
d) Problemet e vlerave té veta gé jané njé zgjerim apo pérgjithésim i problemeve

kufitare e periodike.
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Céshtja e ekzistencés dhe unicitetit té zgjidhjes pér problemin a) - (1) - (2) zgjidhet né
ményré globale népérmjet teoremés Pikar, ndérsa pér problemet e tjera b), c), d) kjo
céshtje né pérgjithési éshté e ndérlikuar dhe literatura matematike si¢ do té shihet mé
poshté ofron vetém zgjidhje té vecanta e té pjesshme té problemit.

Né punimin gé po paraqitim trajtohen, ndérmjet té tjerash, disa probleme té vlerave té
veta. Njé model nga fusha e vibracioneve mekanike, formulohet matematikisht si
problem i vlerave té veta i ndértuar mbi njé problem zgjidhjesh periodike né njé
ekuacion té formés (3). Né vazhdim trajtohen disa probleme speciale té pérgjithshme,
kufitare té vlerave té veta té rendeve 6-8 qé kané zbatime té réndésishme né fenomenin
e instabilitetit termal.

Aparati analitik pér trajtimin e problemeve diferenciale, ndérsa paragitet i fugishém dhe
I pazévendésueshém né studimin e aspekteve cilésore dhe zbulimin e vetive themelore
té zgjidhjeve té tyre, né aspektin praktik té kérkimit té kétyre zgjidhjeve ai ka mé pak
fugi veprimi. Vecanérisht kur anét e djathta f e g tek (1) e (1) jané jolineare, kérkimi
analitik i zgjidhjeve béhet shumé i ndérlikuar [9]. Aparati matematik i pérdorur shpesh
béhet ndérdisiplinor si gjeometri algjebrike, topologji diferenciale etj. Pérgjithésisht
trajtimet numerike paragiten té jené mjaft operative e té suksesshme né zgjidhjen e
problemeve diferenciale.

Disa nga parimet kryesore qé kané té b&jné me njé apo njé grup metodash numerike pér

zgjidhjen e njé problemi diferencial jané:

1. Universaliteti , pra zgjidhja e problemit nuk varet nga forma e f dhe g tek
(1)e(1’)sidhenga n.

2. Rritja praktikisht pa kufizim e rendit r té metodés gé presupozon rritjen e
shpejtésisé sé konvergjencés praktikisht pa kufizim,

3. Sigurimi i géndrueshmérisé numerike té zgjidhjes pavarésisht nga rendi r i

2
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metodés.

Mund té konstatojmé gé metoda e variablés diskrete gé éshté metoda kryesore numerike
pér zgjidhjen e problemit a) — (2), plotéson 3 parimet e mésipérme. Kjo metodé me
fillimet e saj té hershme mé 1902 ka njohur zhvillime té vrullshme deri né ditét tona dhe
karakterizohet nga njé shuméllojshmeéri tipesh e klasash.

Vetém njé nénklasé e ngushté dhe e kufizuar problemesh nuk mund té trajtohen dot me
metodat e pérgjithshme té variablés diskrete. Metodat pér zgjidhjen e tyre né literaturé
formulohen me termin “Metoda speciale pér probleme speciale” [15]. Shpesh
specialiteti i kétyre problemeve lidhet me konfiguracionin tepér té vecanté qé krijojné

né planin kompleks vlerat e veta té Jakobianit f . Dallohen kétu dy situata:

1) Té ashtuquajturit sisteme stiff qé karakterizohen nga njé shpérhapje e madhe e

vlerave té veta f, sipas boshtit ox" (té analizuar né literaturé [5],[10],[15] etj.)

2) Sisteme qé kané vlera té veta prané boshtit imagjinar gé& numerikisht
manifestojné fenomene té ngjashme me sistemet stiff [19]. Ké&té rast ne do ta
ndeshim né punimin toné.
Tablloja e trajtimit numerik té& problemeve té tjeré diferenciale b) - c) — d) etj ndryshon
mjaft nga kjo e mésipérmja. Kétu mund té klasifikojme dy grupe té médha metodash:
1. Né grupin e paré po futim metodat té cilat mundohen ta zgjidhin problemin
drejtpérdrejt. Metoda kryesore e kétij grupi éshté ajo e diferencave té fundme
(MDF). Por ndérsa pér ekuacionet diferenciale té rendit té ulét gjenerimi i metodave
té ndryshme béhet po me até lehtési si né problemin e vlerés fillestare (ndérkaq
rritja e rendit té metodave dhe trajtimi i géndrueshmérisé sé tyre ka analogji), pér
ekuacionet diferenciale té rendeve té larta (n>4) dalin véshtirési serioze né
gjenerimin e metodave, rritjen e rendit té tyre dhe trajtimin e problemit té

géndrueshmérisé. Skemat e diferencave e humbasin universalitetin e tyre pér
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problemet e rendeve té larta dhe né literaturén e specialitetit kéto probleme kané
trajtime té posacme. Te tilla jané problemet speciale té rendit 6-8 té instabilitetit
termal té trajtuara né [3], [4], [12], [21], [22], [25], [26] gé trajtohen né kété punim.
2. NEé grupin e dyté po futim metodat té cilat mundohen ta zgjidhin problemin duke
e transformuar até né njé seri problemesh fillestare e duke pérdorur pastaj aparatin e
fugishém numerik qé ekziston pér kéto té fundit. Tipike kétu jané metodat e tipit
goditje [16], [20] etj gé aplikohen pér njé klasé té gjeré problemesh kufitare.
Avantazhi kryesor i metodave té kétij grupi éshté aplikimi i tyre né problemet
inxhinjerike gé shogérohen me singularitete té ndryshme té problemit qé zgjidhet (e
qé véshtirésojné pérdorimin e metodave té tjera).

Metodat qé kemi pérdorur né kapitullin e dyté dhe té katért té kétij punimi pér

zgjidhjen e problemeve té shtruara, mund té klasifikohen né kété grup metodash.

Ekuacionet diferenciale me derivate té pjesshme (EDP) kané gené dhe mbeten njé nga
mjetet mé té fugishme té matematikés pér studimin e proceseve fizike. Metodat
numerike pér zgjidhjen e pérafért té tyre morén zhvillim té vrullshém né fillim té viteve
’60 dhe ecén paralel me zhvillimin e teknikés llogaritése. Nga piképamja matematike
kéto metoda u béné njé fushé e pérzier e njé aparati matematik ndérdisiplinor ku
ndérthuren dhe, né njé faré mase, shkrihnen me njéra-tjetrén, teoria e ekuacioneve
diferenciale, teoria e funksioneve té variablit real, analiza funksionale, analiza
numerike, informatika, teoria e fushave, teoria e elasticitetit, etj. Nga piképamja
praktike metodat numerike u béné njé mjet i pazévendésueshém pér zgjidhjen e shumé
problemeve industriale dhe njé zoné e hapur takimi e bashképunimi midis
matematicienéve, informaticienéve, fizikantéve dhe specialistéve té fushave té
ndryshme inxhinierike. Disa gindra monografi, disa dhjetra mijé artikuj dhe njé numér i

konsiderueshém programesh informatike u jané kushtuar metodave numerike né
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ekuacionet diferenciale me derivate té pjesshme (shkurt EDP). EDP karakterizohen nga

njé shuméllojshméri e madhe klasash e formulimesh té ndryshme. Paraprakisht po futim
shénimet:
Q - Zoné e hapur né R*(x,y,z) ose R*(x,y,t) sipas rastit.

D - Zoné e hapur né R*(x,y) ose R*(x,t) sipas rastit; gjithashtu prerje

ose konfiguracion i zonés Q pér t=t,.
S - Kufiri i zonés ose i zonés D sipas rastit.
f,g,h - Funksione té dhéné né Q, S ose D
A, B,C,M,I - Operatoré diferencialé té rendit I ose <, zakonisht linearé ose

kuazilinearé.

Dallohen tre tipe problemesh me formulime matematike pérkatése:

(1)  Problemet e ekuilibrit: Té gjendet funksioni u=u(x,y,z) itillé qé
Au = f née Q (4)
Bu=g né S

(2) Problemet e vlerave té veta: Té gjendet parametri 4 (A quhet vlera e vet) i

tillé gé problemi diferencial
Au=AMu né Q (5)

Bu=ACu né S

té keté zgjidhje té ndryshme nga zgjidhja e dukshme u(x,y,z)=0.

(3)  Problemet e pérhapjes: Té gjendet funksioni u=u(x,y,t) i tillé gé

Au=f né Q, pér t>t, (6)
lu=h né D, pér t=t, (Q pér t=t))
Bu=g né S, pér t=t,
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Operatorét diferencialé ~ A,B,M, etj., sipas njé metode té quajtur metoda e
karakteristikave ndahen né eliptiké, paraboliké dhe hiperboliké.

Metodat numerike pér zgjidhjen e problemeve diferenciale né pérgjithési bazohen né
paragitjen e pérafért lokale té zgjidhjes me funksione elementare, zakonisht polinome.
Historikisht dhe né varési té aparatit matematik gé pérdoret dallohen dy metoda

kryesore:

- Metoda e diferencave té fundme, dhe

- metoda e elementeve té fundme.

Pér problemet e pérhapjes, krahas tyre, zé vénd me peshé metoda Hermitiane. Metodat
e mésipérme e reduktojné njé problem diferencial né problem algjebrik, respektivisht
linear n.qg.s. problemi diferencial éshté i tillé, dhe zakonisht me matricé té rrallé.

Metoda e diferencave té fundme bazohet né zévendésimin lokal té diferencialeve me
diferenca. Né parim metoda e diferencave té fundme pér ekuacionet me derivate té
pjesshme éshté njé metodé e thjeshté dhe universale, por paragitet relativisht e ngurté
dhe ka véshtirési né trajtimin e kufijve kur kéta jané kompleks.

Metoda e elementeve té fundém pérdor njé aparat matematik té ndérlikuar, por éshté mé
elastike, mé e manovrueshme né pérdorimin e kufijve dhe fizikisht mé afér problemit
diferencial qé zgjidhet. Sidomos éshté efektive né disa probleme standarte inxhinierike
ku parimet e saj ekstremale marrin kuptime fizike té caktuara.

Zbatime té posagme, vecanérisht disa gé lidhen me mekanikén e trupit té ngurté,
ndeshen me ekuacione diferenciale me derivate té pjesshme té tipit hiperbolik me té
dhénat fillestare té tyre diskrete (jo té vazhdueshme). Metodat e diferencave té fundme
jané té padobishme pér zgjidhjen e kétyre problemeve pasi me anén e tyre nuk mund té

trajtohen té dhéna fillestare diskrete. Metoda e karakteristikave éshté e pérshtatshme
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pikérisht pér problemet mé sipér. Ajo mund té pérdoret me sukses pér rastin mé té

pérgjithshém té ekuacionit hiperbolik kuazilinear té formés:

o°u o°u o°u

a16t2+a28x6t+a38x2:a4 O<x<1 t>0 (7)
ku a,i=14, jané funksione té xt,u, 24 dhe Y.
ot OX
Kushtet kufitare dhe fillestare jané:
u(x,0)=e(x), 0<x<l
u; (x,0)=w(x), o<x<I
dhe u(0,t)=u(l,t)=0, t>0

Né kété punim disertacioni formulohet dhe zgjidhet numerikisht njé problem diferencial
valor me shuarje kufitare, qgé ndeshet né studimin e fenomenit fizik té Iékundjeve né
linjat e tensionit té larté dhe né struktura té tjera fleksible. Modeli fizik éshté ai i njé
korde njéri skaj i sé cilés géndron i fiksuar, kurse skaji tjetér lidhet me njé sistem gé
gjeneron lékundje, me koeficient shuarje té vogél. Modeli matematik éshté njé problem
i vlerés fillestare-kufitare pér njé ekuacion diferencial jolinear té dobét me kushte

kufitare jo klasike ge dallon esencialisht nga formulimi standart (7):
15,
U, —U, =& ut—éut , O<x<zmt>0, 8)

me kushte kufitare:

u(0,t)=0, t=0,u,(7t)=-aw,(7t), t>0,
dhe kushte fillestare:

u(x0)=¢(x), O<x<z u(x0)=w(x) O0<x<r,
Metoda numerike e propozuar dhe algoritmi pérkatés i ndértuar jané tipit té

karakteristikave. Ato shfrytézojne rrjetin specifik té nyjeve gé gjenerojné kurbat
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karakteristike té ekuacionit si dhe vecorité e kushteve fillestare-kufitare té problemit.
Del e qarté gjithashtu se metoda e propozuar minimizon véshtirésité e progedimit
algjebrik té metodés klasike té karakteristikave si dhe kompleksitetin algjebrik té saj.
Né fund té punimit analizohet nje metodé numerike gé kombinon teknikat e MDF dhe
até té funksioneve spline né tension pér zgjidhjen e njé ekuacioni quasilinear té rendit té

dyté (ku problemi (8) é&shté njé rast i vecanté i tij) i formés

U, = A(x,t,u)u, + f(xtu,u,u) 0<x<Lt>0 9)
me kushte fillestare:

u(x,0)=a(x), u, (x,0)=b(x), 0<x<1
dhe kushte kufitare:

u(0,t)=p,(t), u(L,t)=p,(t), t>0

Né punimin gé paragitim jané pérdorur si pjesé pérbérése e funksionit spline né tension,
funksionet trigonometrike sinus dhe kosinus né vend té funksioneve eksponencialé té
pérdorur nga Mohanty [38]. Lehtésia né trajtimin e tyre si funksione gé derivohen sa
heré té jeté e nevojshme dhe fakti qé konvertohen tek njéri-tjetri gjaté derivimit
pérbéjné njé bazé té miré pér studim té métejshém. Qéndrueshméria e metodés gé
bazohet tek kéto funksione trigonometrike vlen té studiohet né vazhdimési. Ndérkohé

gé analiza e konvergjencés mund té trajtohet duke u mbéshtetur tek Mohatny [38].




Integrimi numerik i sistemeve me vlera té veta prané boshtit imagjinar

KAPITULLI 1

Integrimi numerik i sistemeve me vlera té veta prané boshtit imagjinar

Konsiderojmé sistemin:

y'=f(ty), f:RxR" —>R" (1.1)
dhe variantin linear té tij:

y'=Ay+F(t) (1.2)
ku A, éshté matricé me vleraté veta A, =u; +iv;, jeJ={12,...,n}.
Pér analizén gé do té béjmé mé poshté mund té kufizohemi né rastin kur 4, jané té

ndryshme.

Konsiderojmé problemin e vlerés fillestare
y'=Ay, y(0)=Yy, (1.3)

zgjidhja e té cilit éshté
V= ijeiithT_ (1.4)

ku k; jané kostante gé varen nga kushte fillestare, kurse CJT éshté vektori respektiv i
vlerés sé veté 4, .
Ngs y, € R", atéheré me pjesét reale té (1.3) mund té formohet matrica

B,., = (cijeujt sin(vjt+a )) (1.5)

nxn

dhe ¢do komponent i zgjidhjes (1.4) &shté shuma e elementéve té rreshtit pérkatés té
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késaj matrice. Shgyrtojmé funksionin
x=ae"sin(vt+g; ),u<0 (1.6)

27

i

Gjaté njé hapi integrimi me gjatési h kemi ndryshimin eksponencial relativ e . Pér té

grafiku i té cilit Iekundet me periodé T =——, amplitudé ae" dhe fazé « .

matur kété ndryshim me saktesi ne duhet té vendosim njé kufizim té formés

e">1-7,

ku £ éshté i vogél (£ =0.1). Qé kétej
3

h<-=— (1.7)
—u

Pér té paragitur né ményré diskrete njé sinjal sinusoidal si ai i formés (1.6) duhen
treguar té paktén pikat ekstremale. Pér saktési numerike té paktén 10-fishi i késaj sasie
éshté i nevojshém. Pra

10h <T:2—7Z = h<% (1.8)
v v

Ndajmé sektorin Z ={z=u+iv/u <0} né dy pjesé:
T
2=2,02,, e+p=7

duke pérdorur si kufi ndarés vijat me ekuacione

M__os (L9)
u &

K&to vija paragesin pozicionin e ekuilibrit té kufizimeve (1.7) dhe (1.8). Né sektorin Z,,
kufizimi (1.7) éshté mé shtréngues se kufizimi (1.8), kurse né sektorin Z, ndodh e

anasjellta. Pér konsiderata saktésie, né sektorin Z ; duhet vendosur kufizimi (1.7), kurse

né sektorin Z_ kufizimi (1.8).

10
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Njé kufizim tjetér mbi h vendos kerkesa e géndrueshmérisé absolute. Pér shumicén e

metodave eksplicite té integrimit numerik ky kufizim shprehet né formén

h<£ A=U+iv (1.10)

Al
ku k éshté kostante e rendit nga 1 deri né 10.
Kufizimi (1.10) vepron né gjithé sektorin Z dhe sikurse duket éshté mé i dobét se
kufizimet (1.7) dhe (1.8) né sektorét pérkatés.

Analizojmé raportin e kufizimeve (1.7) dhe (1.10) né sektorin Z,. Kufizimi (1.7)

forcohet me zvogélimin e u, por ndérkaq pér u<0 madhésia x e (1.6) béhet e
papérfillshme pas njé intervali té shkurtér kohe dhe paraqgitja me saktési e saj pas kétij

intervali éshté e panevojshme. Kjo tregon se né sektorin Z, kérkesa e saktésisé éshté

relative, kalimtare. Shpejt kjo kérkesé zévendésohet me até té géndrueshmérisé
absolute. Pér rastin e ekuacionit skalar (1.1) ky fakt nuk ka ndonjé vleré. Problemi
ndryshon né rastin e sistemit (1.1). Pér njé nivel té dhéné saktésie duke ruajtur si
kérkesé té pérhershme qgéndrueshmériné absolute (kufizimin (1.10)) dhe duke

neglizhuar kérkesén e saktésisé (kufizimin (1.17)), pér té gjithé komponentét b, te

(1.5), té cilét, duke u zvogéluar eksponencialisht, bien nén nivelin e saktésisé sé dhéné,
éshté e mundur té shkurtohet mjaft koha e llogaritjeve.

Né ményré mé analitike shénojmé me

R, (t) = max

J i<j<n

u;t
c;e’

Né qgofté se R; (t) zvogeélohet nén nivelin e saktésisé sé llogaritjeve, atéheré gé nga
momenti t, vlera e vet A, pérjashtohet nga kufizimi gé vendosin mbi h mosbarazimet

(1.7) ose (1.8). Raporti géndrueshméri-saktési béhet késhtu esencial pér zgjedhjen e

hapit té integrimit né sektorin Z .

11
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Prania e dy vlerave té veta me pjesé reale shumé té ndryshueshme né Z, con né té
ashtuquajturin fenomen stiff.
Ndérkaq né sektorin Z_ kufizimi (1.8), gé éshté pérgjithésisht mé i forté se kufizimi
(1.10), éshté i nevojshém pér njé interval té gjaté kohé. Kjo tregon se né sektorin Z,
kérkesa e saktésisé éshté mé e mprehté se ajo e géndrueshmérisé absolute.
Zgjidhja e pérgjithshme e problemit (1.2) éshté

y=V+w(t) ° (1.11)
ku y éshté e formés (1.4). Prania e njé vlere té vet A té sistemit (1.2) né sektorin Z,
bén gé pér té arritur zgjidhjen e vecanté y/(t) tek (1.11) té duhet njé interval i gjaté

kohé (derisa komponentja pérgjegjése e késaj vlere té (1.4) té “shuhet”), ndérkaq
kufizimi (1.9) kérkon njé hap relativisht té vogél integrimi. Numri i hapave té
integrimit, koha e llogaritjeve dhe rreziku i gabimeve té rrumbullakimit béhen kritike,
situaté e ngjashme kjo, me até té sistemeve stiff.

Shénojmé me P madhésiné:

Ka vend:
Pohimi: Numri minimal i hapave té integrimit té sistemit éshté proporcional me P .

Vértetim. Né qofté se do té kérkojmé gé komponentja tek (1.6) té zvogélohet deri né

rendin 107" té vogélsisé, atéheré nga mosbarazimi

aeut <10—m = t>_m|nlo ’
u
pra numri i hapave té integrimit do té jeté
v
N Min1o %:CU, W .. Mminio
u V] u 0.6

12
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Atéheré pér komponenten gé i pérgjigjet vlerés sé vet u, +iv, numri minimal i hapave

v

té integrimit do té jeté proporcional me |-2|=P.
u0

Eshté e kuptueshme gé sa mé e madhe té jeté P, pra sa mé prané boshtit imagjinar té
jeté vlera e vet ekstremale u, +iv,, aqg mé kritik béhet problemi i integrimit numerik té

komponentes pérkatése. Si rrjedhim béhet kritik problemi i integrimit numerik té

sistemit (1.2) né rastin kur vlerat e veta té tij plotésojné kushtet:

Yo
u0

i

U;

>1

u, <0, pér jeJ dhe P:m%x
je

sepse pér té fituar numerikisht zgjidhjen e vecanté w(t) tek (1.11) (té ashtuquajtur

zgjidhje té géndrueshme) gé merret pas “shuarjes” sé zgjidhjes té ashtuquajtur kalimtare
y=>ke"c]
j=1

do té duhej njé interval i gjaté kohor derisa té “shuhej” komponentja mé e ngadalté né

zgjidhjen kalimtare. Eshté e kuptueshme se sistemi i ¢farédoshém (1.1) paraget té

njéjtén tablo té integrimit numerik né intervalin I (t), né qofté se vlerat e veta A(t) té
Jakobianit Sv té tij né kété interval plotésojné kushtet e mésipérme.
y

Mund té tregohet se numri maksimal i hapave té integrimit té njé sistemi linear gé ka

vlera té veta prané boshtit imagjinar éshté proporcional me madhésiné

M = max(‘vj‘) j
min(‘uj‘)’

Né gofté se madhésité P e M jané larg njéra-tjetrés (né kété rast modulet e vlerave té

eld.

veta kané shpérndarje té madhe) atéheré pérjashtimi nga kufizimi (1.8) i komponentéve

gé bien nén nivelin e saktésisé sé kérkuar e shkurton mjaft kohén e llogaritjeve.

13
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Mund té llogaritet se rénies eksponenciale tek (1.6) gjaté njé hapi h, i pérgjigjet
ndryshimi eksponencial absolut me vleré té pérafért ae™“uh, kurse lékundjes

sinusoidale me frekuencé v, i pérgjigjet ndryshimi frekuencial i pérafért me

2—”ae‘“tuh. Né fazén fillestare té& integrimit kéto ndryshime mund té kérkojné njé
v

kufizim mé té forté mbi h sesa mosbarazimet (1.7) dhe (1.8). Né rastin e sistemeve me
vlera té veta prané boshtit imagjinar, ndryshimi frekuencial ka vleré t&¢ madhe pér njé
interval té gjaté kohé dhe kufizimi mbi h béhet mjaft shtréngues. Njé alternativé pér té
dalé nga kjo gjendje éshté standartizimi (ndryshim i shkallés) i pérshtatshém i sistemit
(1.1). Mé analitikisht, shénojmé me

R=max{R; (0)}, U =max|u|, V =max]v|, jeJ.
Né qofté se RU >0 ose RV >0, atéheré pjesétohet sistemi (1.1) me njé kostante té
pérshtatshme (p.sh. me max(RU , RV) pér té shmangur pérdorimin e njé hapi h té
vogél né fazén fillestare té integrimit.
Pér integrimin numerik té sistemeve gé kané vlera té veta prané boshtit imagjinar

propozojmé metodat implicite té tipit Gear. Metodat me géndrueshméri A(a) jané té

padobishme pér kéto sisteme sepse pér « =% kéto metoda jané me géndrueshméri A,

késhtu gé gabimi lokal i tyre, pér rend r>3 rritet pa kufi kur a—)%. Né gofté se

madhésia P nuk éshté shumé e madhe (tipik P =10), atéheré mund té pérdoren metoda
njéhapéshe eksplicite, detyrimisht té implementuara me strategji hapi variabél dhe me
parametra té pérshtatshém té kufizimit té gabimit lokal pér shkak té Iékundjes sé madhe
té zgjidhjes. P.sh. pérdoret me efektivitet kodi RKF pér zgjidhjen e problemeve té

vlerés fillestare (me P =10), té gjeneruara nga metoda e modifikuar e goditjes. Né

14
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gofté se vlerat e veta /1(t) té Jakobianit i—f géndrojné relativisht kostante, atéheré njé
y

klasé metodash té mbéshtetura né polinomet trigonometrike mund té jené té

pérshtatshme.
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Metoda numerike pér zgjidhjen e disa problemeve kufitare, periodike dhe té vlerave té veta

KAPITULLI 2

Metoda numerike pér zgjidhjen e disa problemeve kufitare, periodike dhe té
vlerave té veta

2.1 Metoda e goditjes pér zgjidhjen e problemeve kufitare me dy pika

Konsiderojmé problemin e méposhtém kufitar jolinear

y'=f(xyy), a<x<b, y(a)=a, y(b)=p (2.1)
(rast i vecanté a=0,b =1 problemi Dirihle). Kushtet e teoremés sé formuluar né [16]
pér ekzistencén dhe unicitetin e zgjidhjes sé problemit Dirihle mund té pérshtaten pér
problemin (2.1). Si shembull, problemi gé modelon devijimin (shtrembé&rimin) e njé
trau drejtkéndor, mbi té cilin aplikohet njé ngarkesé uniforme, ndérkaq skajet e traut

jané té fiksuara ka formén:

d’w S _oox ~ B
o B ") w(0)=w(1)=0 (2.2)

ku w=w(x) éshté devijimi vertikal né distancén x nga e skaji i majté i traut, kurse 1,

q, E, S dhe | jané respektivisht, gjatésia e traut, intensiteti i ngarkesés uniforme,
moduli i elasticitetit, tensioni né skaje, dhe momenti géndror i inerciseé.

Kur trau éshté me trashési uniforme, prodhimi EI do té jeté konstant, dhe zgjidhja e
sakté do té merrej lehtésisht. Megjithaté, né shumé apikime, trashésia nuk éshté
uniforme, késhtu gqé momenti i inercisé | éshté njé funksion i x, dhe né kété rast
problemi (2.2) éshté jolinear, rrjedhimisht zgjidhja e tij kérkon teknika pérafruese.

Njé problem tjeter i vlerés kufitare, gé ndeshet né studimin e presioneve né njé tra,

17
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formulohet né formén:

kushte kufitare y(0)=y(1)=0

Problemi modelon pérkuljen y(x) té njé trau me gjatési 1 njési dhe seksion té prerjes
térthore q(x). Trau éshté objekt i presioneve té jashtme p(x) dhe f(x), qé ndikojné
mbi pérkuljen y(x).

Kushtet kufitare (2.1), né njé rast mé té pérgjithshém, mund té jené né formén:

ay(a)+a,y'(a)=A
(2.3)
By (b)+A.y (b)=B

ku a,a,, 8,5, AB jané konstante dhe |y |+|a,| >0, |B|+|5,|>0. Kushtet kufitaré
mé sipér quhen linearé. Pér o, = B, =1 dhe «, = 8, =0, merren kushtet (2.1). Rast mé i

pérgjithshém jané kushtet jolinearé té formés:

Problemi i egzistencés dhe unicitetit té zgjidhjes pér problemet kufitare, né pérgjithési,

éshté mjaft i ndérlikuar. Pér problemin me kushte lineare ka vend teorema Keller [23]:

Teoremé 2.1 : N.q.s. né bashkésiné D = {x € [a, b], —o<Yy, Yy < +oo} kénagen kushtet:
a) derivatet e pjesshme té f jané funksione té vazhdueshém.

b) y®+y'?, éshté madhési e kufizuar
C) egzistojné konstantet O<L,M <o tétillagé: O <5 <L, & <M

d) oy, <0 dhe Bp,>0.

18
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atéhere problemi (2.1) - (2.3) ka zgjidhje té vetme.
Kuptohet véshtirésia e zbatimit né praktiké té teoremés sé mésipérme.
Ideja e metodés sé goditjes pér zgjidhjen e problemit (2.1) géndron né ndértimin dhe

zgjidhjen numerike té njé serie problemesh fillestare té formés:
y'=f(xyy), a<x<b, y(a)=a, y'(a)=t, k=012.. (24)

ku t, éshté parametér zgjedhja e té cilit do té jeté e tillé qé

limy(b,t )=y(b)=2

K—o0

Ne nisemi nga shénjestra fillestare t;, né pikén (a,a) dhe zgjidhim fillimisht problemin
e vlerés fillestare

y'=f(xyy), a<x<b, y(a)=a, Yy'(a)=t,
Nése y(b,to) nuk éshté mjaftueshém afér me S, bé&mé korrigjimin me njé tjetér vleré
té zgjedhur t, e keshtu né vazhdim , derisa y(x,t, ) té jeté mjaftueshém afér 3.
Né ményré gé té sigurohemi gé kjo proceduré do té ¢ojé né rezulate té kénagshme, ne
duhet t& vendosim kushte t& caktura pér f (x,y,y’). Né Keller [23] jané formuluar kéto

kushte
Teoremé 2.2. Problemi me kushte kufitare (2.1) dhe problemi shogérues me kushte

fillestare

y'=f(xvy), a<x<b, y(a)=a, y(a)=t (2.5)
pér njé parametér té ¢farédoshém t, do té keté zgjidhje té vetme né [a,b] , NQS
né zonén D={(x,y,y’):a<x<h,—oo< X<+, —00<y<+w} plotésohen

kushtet

(i) f,of /oy dhe of /oy’ jané té vazhdueshém
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(i) egziston njé kostante M , gé <M pércdo (x,y,y)eD,

of ,
~ Xy y! y
5 (%0
(iii)  egziston njé kostante L e tillé gé 0 <%< L

Po tregojmé se si ndértohet vargu t, né relacionin (2.4). Ne kérkojmé t té tillé qé

y(b,t)-p=0 (2.6)
Ekuacioni (2.6) éshté jolinear dhe pér zgjidhjen e tij mund té pérdoret metoda e

Njutonit. Fillimisht po shkruajmé variantin sekant té késaj metode:

. [y(b’tkfl)_ﬂ][tkfl _tk—z]

t =t , k=23,..
‘ “ y(b’tk—l)_y(b'tk—z)
Ndérkagq, iteracioni Njutonian ka formén:
y(b,t,)-B , d[y(b,t)]
t =t _ , k b’t = —-— 2.7
k+1 = —y'(b,tk) u yt( k) at (2.7)

t=t
Iteracioni (2.7) paraget veéshtirési sepse funksioni y(b,t) nuk njihet né ményré
eksplicite, késhtu qé edhe derivati i tij né t., y/(b,t,) nuk njihet. Rishkruajmé
problemin (2.5) ne formén,

y'(xt)=f(xy(xt),y(xt), y(at)=a, y(at)=t (2.8)
Né ekuacionin e mésipérm derivojmé né lidhje me t dhe ndérrojmé radhén e derivimit.
Pas zévendésimit z(x,t)=(dy/ot)(x,t)=y;(xt) né ekuacionin qé merret, fitohet ky

problem i vlerés fillestare:
of of
"=—(xVy,Y)+—(xvy,¥)Z, z(a)=027(a)=1 (2.9)
S0y xyy)Z 2(a)=0.2(a)
Pas integrimit té (2.9) gjendet z(b,t)=1y;(b,t), késhtu qé iteracioni (2.7) béhet:

y(b,t,)-B

o) (2.10)

t, =t —
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Vemé re se metoda e Njutonit (2.10) kérkon né ¢do hap zgjidhjen e dy problemeve té
vlerés fillestare (2.8) dhe (2.9). Rezulton se variant Njuton i metodés sé goditjes éshté
mé i shpejté se varianti-sekant, megjithése i pari né ¢do hap bén zgjidhjen e problemi
shtesé (2.9).

Kemi kryer nje algoritém te pérmbledhur té metodés sé mésipérme té goditjes - varianti
Njuton. Né bazé té tij, duke pérdorur utilitetet e duhura Matlab kemi krijuar njé paketé

kodesh gé realizojné zgjidhjen e njé modeli konkret té problemit té vlerés kufitare.

Potenciali elektrostatik - Ekuacioni Laplasit
25[] T T T T T T T T T

200

150

100

u - potenciali elektrostatik

50

|
2 22 24 26 238 3 3.2 34 3.6 3.8 4

U 1 1 1 1 1

r- rrezja sferike

Fig. 2.1: Metoda e goditjes - Llogaritja e potencialit elektrostatik

Model 2.1: Le té jeté u potenciali elektrostatik midis dy sferave metalike koncetrike

me rreze R, dhe R,. Sfera e brendshme me rreze R, mbahet né potencilin V,, kurse
sfera e jashtme me rreze R, mbahet né potencial kostant V, =0 volt. Sikurse dihet

potenciali u né zonén midis dy sferave kénaq ekuacionin e Laplasit gé kétu mund té
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shkruhet né formén:

d’u 2du
FJFFEZQ R <r<R,, u(R)=V, u(R,)=V,=0.

Kérkohet té llogaritet me péraférsi potenciali u si funksion i r dhe té krahasohet

rezultatati i gjetur me rezultatin teorik té u

V, R, —
o048 )

Kodet matlab pérkatés (SHTOJCA A) realizojné zgjidhjen e modelit t& mésipérm me

metodén e goditjes dhe grafikojné pér krahasim rezultatet.

2.2. Metoda e goditjes pér kérkimin e zgjidhjeve periodike

Supozojmé se problemi (1) ka zgjidhje periodike me periodé T . Mund té formulohet ky
problem i vlerés kufitare [20] :
Té gjendet zgjidhja e problemit (1) gé plotéson kushtin
y(0)-y(T)=0 (2.11)

Problemi (1) — (2.11) mund té zgjidhet me metodén e goditjes. Késhtu, futet parametri

t e R" si vleré ndihmése fillestare pér y(0) dhe problemi merr formén
y'(xt)=f(xy(xt), y(0)=y(0t) (2.12)
F(t)=y(0,t)-y(T.t)=y,—y; =0 (2.13)

Procedimet e métejshme kryhen si mé sipér dhe vendin e ekuacionit diferencial (2.9) e

Zé sistemi diferencial,

| = : 2o (2.14)

(ay(x,t)j_af(mx,t)) ay(xt) ay(01) o,
y(x.t) a1 ot ot

Metoda e mésipérme éshté modifikuar né [20] duke futur njé piké C brenda intervalit
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té periodés (0,T) dhe duke gjeneruar dy cifte problemesh fillestare respektivisht né

[0,C] dhe [T,C]. Ekuacioni (2.13) me kété modifikim merr formén

F(t)=Y,(C.,t)-y;(C,t)=0 (2.15)
Kushti (2.15) siguron kétu vazhdueshmériné e zgjidhjes né C .
Né kété modifikim dyfishohet numri i problemeve té vlerés fillestare gé duhet té

zgjidhen, por praktikisht ngelet po ai volum llogaritjesh.

2.3 Zbatim: Studimi matematik i vibracioneve gé lindin né transmisionet e

dhémbézuara
Né térésiné e mekanizmave gé prodhohen né industriné mekanike njé vend té posacém
z€ projektimi dhe prodhimi i mekanizmave me transmisione té dhémbézuara. Gjaté
punés sé kétyre transmisioneve ndodh dukuria gé njihet si vibracion apo dridhje e
mekanizmit. Njé nga objektivat e studimit té vibracioneve mekanike éshté projektimi i
atyre mekanizmave gé realizojné vibracion sa mé té vogél. Vibracioni né fakt
influencohet nga shumé faktoré sekondaré, por vibracioni kryesor dhe shkatérues éshté
produkt i fenomenit té quajtur rezonancé parametrike. Né rastin e njé mekanizmi té
thjeshté té pérbéré nga njé cift ingranazhesh té dhémbézuara parametri i rezonancés

éshté raporti i numrit té rrotullimeve té dy ingranazheve pérkatés.

2.3.1 Formulimi matematik i problemit

Né [17] dhe [18] éshté formuluar problemi i méposhtém matematik gqé modelon

Iékundjet e vogla (vibracionet) té njé cifti dhémbésh té ingranuar:

Té gjendet zgjidhja W (x) e ekuacionit

W”+2n(X)W'+m(x)W = g(x) (2.16)

23



KAPITULLI 2 A. Naco

gé plotéson kushtet

a) W(x) éshté funksion i vazhdueshém dhe periodik me periodé T né intérvalin
0,4

b) Derivati i paré i zgjidhjes W'(x) éshté i vazhdueshem né ]0,+c[ me perjashtim
té pikave té trajtés AT, A=12,...n,..., ku ka kércime té tipit
AW'=A + AW'/AT -0

c) Funksionet n(x), m(x), g(x) jané periodiké me periodé T dhe né ¢do
interval ]ﬂT,(ﬁJrl)T[, né pikén midis, AT <C<(A+1)T, kané képutje

thelbésore.

Né [20] éshté kapércyer céshtja e ekzistencés dhe unicitetit té zgjidhjes sé problemit
(2.16) — a),b), c) duke supozuar se ai ka zgjidhje té vetme dhe éshté gjetur zgjidhja e
tij duke pérdorur njé modifikim té metodés sé goditjes. Pér problemin (2.16) —a), b), )
céshtja e ekzistencés sé zgjidhjes éshté esenciale sepse mosekzistenca e zgjidhjes sé tij
interpretohet fizikisht si fenomen i rezonancés parametrike. Parametri i rezonancés
éshté @, gé éshté raporti @, :w, dhe gé ndérhyn né ekuacionin (2.16) népérmjet
varésisé sé koeficientéve té tij nga ky parameteér.

Formulimi i mésipérm nénkupton gjetjen e atyre vlerave diskrete té parametrit @ pér té
cilat cénohet ekzistenca dhe uniciteti i zgjidhjes sé problemit (2.16) —a), b), ¢), ¢éshtje
e cila éshté trajtuar né [17].

Né fakt objektivi kryesor i studimit té Iékundjeve té vogla né transmisionet e
dhémbézuara éshté qé né térésiné e ingranazheve dhe mekanizmave té dhémbézuar gé

prodhohen té gjenden ato kombinime ingranimesh, pra ato raporte @, : @, pér té cilat
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zhurmat apo vibracionet jané né minimum. Mé konkretisht kérkohet gjetja e zonave mé
té pérshtatshme té punés sé transmisionit, dhe veganérisht lokalizimi i atyre brezave té
rrotullimit pér secilin ingranazh gé c¢ojné né humbjen e periodicitetit té zgjidhjes,
d.m.th. né rezonancé. Pér kété arsye éshté e dobishme gé modelin matematik gé
modelon vibracionet e veta (frekuencat vetjake w) , pra problemin (2.16) —a), b), c). ta
formulojmé né formén :

Té gjenden zonat e lejuara té frekuencave @ té punés sé transmisionit té

dhémbézuar, mé konkkretisht té gjenden intervalet reale té @ pér té cilat

ampituda e dridhjes W (x) merr vlera té pranueshme.

2.3.2 Zgjidhja numerike e problemit

Eshté e nevojshme té nxirret njé kriter analitik pér pércaktimin e frekuencave té lejuara.

Ngs pérdorim metodén e pérshkruar né paragrafet 2.2 dhe 2.3 mé sipér zgjidhjen W (x)

mund ta shkruajmé si kombinim linear pérkatés té 6 zgjidhjeve té vecanta l.p. (me
kushte fillestaré té zgjedhur né ményré té pérshtatshme si né [20]) té cilat mund té
gjenerohen numerikisht. Duke vendosur kushtet (2.16) —a), b), c) pas njé algjebre jo té
komlikuar fitohet njé sistem linear pér pércaktimin e konstanteve té panjohura té

kombinimit linear gé ka pércaktorin:

W (a)) _ k:f _le Wz1 _sz

Lo 2 (2.19)
11 _W12 \Nz1 _\Nz2

Mund té shkruajmé menjéheré njé kriter pér pércaktimin e zonave té lejuara té o, kéto

jané pikérisht zonat pér té cilat plotésohet kriteri
W (@) > &, (2.20)
Ku &;,, ME sipér éshté parametér i pérdoruesit.

Neé fakt éshté e véshtiré té pércaktohet parametri &, , pér shkak té relativitetit té
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theksuar té vlerave té pércaktorit W(a)) (problemet e vlerés fillestare gqé gjeneron
metoda e goditjes né pérgjithési variojné vrullshém). Késhtu gé né vend té testit
numerik (2.20) éshté shumé mé e logjikshme té testohet singulariteti i matricave me
pércaktor W (a)) Né eksperimentet numerike gé kemi kryer, ne kemi pérdorur si test té
singularitetit faktorin e kushtézimit té matricave respektive, duke pérdorur kétu

utilitetin matlab COND pér llogaritjen e kétij faktori. Késhtu qé kriteri (2.20)

zévendésohet me kriterin

cond (W (@)) > &0, (2.21)
Vetém me pak eksperimente numerike éshté e mundur té pércaktohet njé vleré e
pranueshme pér tolerancén &, ,, dhe pastaj té nxirren zonat e lejuara té punés sé
transmisionit, pra té zgjidhet problemi i shtruar mé lart.
Pér té llogaritur vlerén e funksionit W () pér vlerén e dhéné o zévendésohet kjo e
fundit tek problemi (2.16) —a), b), c) dhe zgjidhen 6 probleme té vlerés fillestare me
kushtet respektive.
N.qg.se supozojmé qé funksionet n(x,) dhe m(x,®) jané konstanté né [0, T ](né fakt
referuar [17] ata jané aférsisht pjesé — pjesé kostanté) atéheré zgjidhja e pérgjithshme e
homogjenit t¢ (2.16) mund té marré formén:

y = Ae"“sin(at+ p) (2.22)

ku a=v6-n?, ndérsa A dhe S jané konstante gé varen nga kushtet fillestare té

problemit. Duke patur parasysh rendet e madhésive: n~10° dhe m=~10® del qgé
a ~10*. Vlerat e veta te Jakobianit té sistemit gé i pérgjigjet (2.16) jané té rendit
A =—N=xai

Por, meqé raporti «/n>>1, rezulton se ekuacioni (2.16) ka njé vleré té veté me pjesé
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reale negative prané boshtit imagjinar. Integrimi numerik i problemeve té vlerés
fillestare qé gjeneron metoda e goditjes, né ¢do hap té metodés, nxjerr probleme si ato
gé u analizuan né kapitullin e paré té kétij punimi. Por po té kemi parasysh se problemi
I shtruar kérkon vetém lokalizimin e frekuencave vetjake, atéheré mund té pohohet se
problemi zgjidhet numerikisht me saktési.

Eksperimentet e kryera né ordinator me té dhéna industriale té¢ marra nga [17] tregojné
se brezi i paré i rezonancés parametrike zbulohet me gartési. Si pérfundim mund té
shihni se metoda numerike gé propozohet éshté mé afér realitetit té dukurisé fizike té

vibracionit.
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KAPITULLI 3

Metoda té diferencave té fundme pér zgjidhjen e problemeve té vlerés kufitare dhe

té vlerave té veta té rendeve té larta

Metodat e kétij kapitulli kané karakteristika té géndrueshme té mira, por kané kosto
llogaritése té larté dhe pérdorimi i tyre né zgjidhjen e njé problem konkret kérkon mé
tepér lodhje e konsum mendor. Ideja géndrore e metodave me diferenca té fundme éshté
zévendesimi i derivative tek ekuacioni diferencial qé zgjidhet, me anén e pérafrimeve té
pérshtatshme. Mé tej, problemi diferencial transformohet né njé problem algjebrik, mé
konkretisht, né njé sistem ekuacionesh algjebrike, zgjidhja numerike e té cilit éshté
njékohésisht zgjidhja e pérafért e problemit kufitar t€ dhéné. Lineariteti apo jolineariteti
I problemit diferencial reflektohet me té njéjtén kahe tek problemi algjebrik pérkatés.
Shtjellimin e métejshém té metodés po e bé&mé duke iu referuar peoblemit diferencial

kufitar pérkatés.

3.1 Problemi kufitar i rendit té dyté-rasti linear

Konsiderojmé problemin linear té vlerés kufitare (3.1):

W =p(x)W+q(x)w+r(x), w(a)=Aw(b)=B (3.1)
Segmenti i integrimit [a,b] ndahet né (N +1) pjesé té barabarta me anén e rrietit té
nyjeve x =a+ih, i=0,N+1 h=(b—a)/(N+1). Zgjedhja e hapit h kostant e
thjeshton mjaft algjebrén e veprimeve né metodat e diferencave te fundme. Vihet re
menjéheré se w,=A, w,,=B. Né& nyjet e brendshme x,i=1 N, ekuacioni
diferencial (3.1) mund té shkruhet,

W' (%)= p (X)W (x)+a(x)w(x)+r(x)

Pas zévendésimit né ekuacionin e mésipérm té derivateve w'(x;),w"(x,) me diferencat
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géndrore respektive té rendit té dyté

Wi =W X. _V\/i+1_2r:’;/i+V\/i—11 izl,_N

dhe pas kryerjes sé veprimeve pérkatése fitohet sistemi i méposhtém i N ekuacioneve

linearé pér pércaktimine N té panjohurave w,w,,....,w, :

aWw, + b1W2 = d1
CW,_, +aWw +bw,  =d, i=2,....N-1 (3.2)
Cy Wy 4 +ayW, =d,
ku koefigientét a,,b;,c,,d; llogariten si mé poshté:
a =2+h’q(x), b=-1+(h/2)p(x), ¢ =-1-(h/2)p(x), i=L..,N
(3.3)

d =-h’r(x), i=2..,N-1 d, =-h’r(x)-cA d,=-h’r(x,)-byB

Sistemi i ekuacioneve lineare algjebriké (3.3) mund té shkruhet né trajté matricore:

al bl 0 ' ' O Wl dl
c, a b, O 0 W, d,
° ' =| (3.4)
0 :
Chna Ay bN 4 || Wna d N-1
O . . 0 ¢y a, /\lw dy

Sikurse shihet matrica (3.4) éshté tridiagonale dhe pér zgjidhjen numerike té tij mund té

pérdoret metoda Crout.

3.2 Metoda e diferencave té fundme pér problemin linear té vlerave té veta

Problemi linear i vlerave té veta né ekuacionet diferenciale té rendit té dyté formulohet:

Té gjenden vlerat e parametrit A té tilla gé problemi i vlerés kufitare

w'=p(x)W+[q(x)-4]w, w(a)=0,w(b)=0 (3.5)
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té keté zgjidhje w(x) té ndryshme nga zgjidhja triviale w(x)=0.
Problemi i mésipérm mund té zgjidhet me anén e metodés sé diferencave té fundme.

Zévendésimi i X me X,, w me W, dhe i derivateve W/ e W' me anén e formulave té
diferencave ¢on né ekuacionet algjebriké perkates. Vecse né vend té termit r(xi) kétu
kemi termin (—/1Wi ) késhtu qé zévendésimet (3.3) dhe ekuacionet (3.2) shkruhen:

a =2+hq(x), i=1..,N

b, =—1+(h/2) p(x), i=L...N-1

(3.6)
¢ =-1-(h/2)p(x), i=2..,N
aw, +bw, =h?Aw,
K2
SV FaW FbW, =AW,y N 3.7)
Cy Wy, +a, W, =h*Aw,
NEé trajté matricore ekuacionet (3.7) shkruhen si
a b 0 . . 0 W, W,
c, a, b, O 0 W, W,
0
E
h 0
CN -1 a‘N -1 l")N -1 WN -1 WN -1
0 0 ¢y a, )\ w W,
ose shkurt
Aw = Aw (3.8)

Késhtu gé& pérfundimisht problemi linear diferencial i vlerave té veta (3.5) u

transformua me anén e metodés sé diferencave té fundme né problemin linear algjebrik

té vlerave té veta (3.8).

31



KAPITULLI 3 A. Naco

3.3 Problemi kufitar i rendit té dyté-rasti jolinear

Pér problemin e pérgjithshém té vlerés kufitare:

w(x)=g(x,w,w), w(a)=A w(b)=B (3.9)
Metoda e diferencave té fundme e paragrafit té kaluar mund té zhvillohet né ményré té
ngjashme, vegse kétu sistemi algjebrik rezultant do té jeté jolinear, ashtu si edhe
problemi diferencial (3.9). Konkretisht, pas zévendésimit té derivateve tek ekuacioni
(3.9) me diferenca pérkatése dhe manipulimeve algjebrike analoge me rastin linear,

fitohet sistemi prej N x N ekuacionesh algjebriké jolinearé té formés:

2w, — W, +hzg(x1,wl,W22—;Aj—A:0

—W, + 2w, — W, + h’g (xz,wz, W32_hW1j =0

................................................................ (3.10)
Wy, —W
~W,_, +2W,_ — Wy +hzg(xN_l,wN_1, N o N 2):0
—W,_, +2W, +hzg(xN,wN, B_Z:Nlj B=0

Sistemi (3.10) mund té zgjidhet vetém né ményré iterative, p.sh. mund té pérdoret

metoda e Njutonit. Jakobiani J (W, ......., W, ) i sistemit (3.10) mund té llogaritet lehte.

Ngs shénojmeé si:

a, =2+h29W(Xi,Wi,Mj, i=1..,N

h - — W, .
b =-1+| — dxow,—2 =L =1, N-1
' J{ZJQW (X' Y 2h j I (3.11)
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ateheré matrica J (W,,......., Wy ) ka formé identike me até té anés sé majté té (3.4).

| gjithé procesi i mésipérm detajohet nga algoritmi i méposhtém.
Algoritém pér metodén e diferencave té fundme-rasti jolinear
Té dhéna: Ekuacioni diferencial

w(x)=g(x,w,w), w(a)=A w(b)=B

N —numri i nyjeve té brendshme,

M —numri maksimal i iteracioneve,

Tol —tolerancé & lejuar

Hapi 1. h=(b-a)/(N+1), w,=A w,,=B

Hapi 2. Péri=1,...,N, kryej w =A+ih(i_A)
~a

Hapi3. k=1
Hapi 4. Derisa k<M kryej hapat 5-18

Hapi5. x=a+h
t=(w, - A)/(2h)

a, =2+h’*g, (X, w,t)
b, =-1+(h/2) g, (X, W)
d, =—(2w, —w, - A+h?*g (x,w,,t))
Hapi 6. Pér i=1,....,N -1 Kkryej
x=a+ih, t=(w,-w_)/(2h)

a =2+h’g, (x,w,t)

b =-1+(h/2)g, (X, W,1)
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¢, =-1-(h/2)g, (x,w,t)

d, =—(2w, —w., —w, +h*g (x, W, 1))
Hapi 7. x=b-h, t=(B-w,)/(2h)

a, =2+h’g, (X,wy,t)
cy =—1+(h/2) g, (X, wy,t)

d, = —(ZWN —W,_, —B+h*g(x,w, t))

Hapi 8. Zgjidhet sistemi tridiagonal, me diagonale a,,b.,c, dhe terma té liré d,, me

metodén Crout ose ¢farédo metodé tjetér. Merren rezultatet: (x,,w;).
Hapi9.Péri=N-1...1 Vv,=z -uVv,+1 W =w +V,
Hapi 15. Ngs |v| <Tol atéheré kryej hapat 16 dhe 17
Hapi 16. Pér i =1,....,N +1 Kkryej
x=a-+ih, nxirr (x,w,)
Hapi 17. Fund
Hapi 18. k=k+1
Hapi 19. Shkruaj mesazhin “Eshté tejkaluar Numri maksimal i iteracioneve té lejuara”
Hapi 20. Fund
Kemi ndértuar kodin MATLAB té algoritmit té mésipérm (Kodi mdf.m ne Shtojce).
Kodi i ndértuar u kolaudua me problemin e méposhtém kufitar.
Model 3.1

Duke pérdorur metodén e diferencave té fundme (kodin mdf.m) té gjendet zgjidhja e

pérafért e problemit té vlerés kufitare,

W =2w’ —6w-2x°, 1<x<2, w(l)=2, w(2)=5/2,
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duke marré h=0.1. Té krahasohet rezultati me zgjidhjen teorike w=x+1/x.

Né figurén e méposhtme jané paraqitur grafikisht zgjidhja teorike e problemit dhe

rezultatet numerike té kodit MATLAB mdf.m

Grafiku i zgjidhjes analitike y=x+1/x dhe rezultatet numerike te kodit mdf.m per modelin 2.1
2.5 %

T T T T T T T T T

3.4 Metodat e diferencave té fundme té rendeve té larta.

Rritja e saktésisé sé metodés sé diferencave éshté e lidhur me saktésiné e llogaritjes sé

derivateve w'(x) dhe w"(x) sipas formulave té péraférta te diferencave. Zvogélimi i
gabimit lokal té derivative, gé é&shté i formés O(hz), kérkon zvogélimin e hapit té

integrimit h, ndérkag kjo e fundit sjell drejtpérdrejt rritjen e numrit N =(b—a)/h té

ekuacioneve té sistemeve algjebriké (3.2) apo (3.10).
Njé alternativeé tjetér pér rritjen e saktésisé, pa e rritur numrin e ekuacioneve algjebriké

gé duhet té zgjidhen, éshté rritja e rendit té gabimit lokal té formulave pér pérafrimin e

derivative w'(x) dhe w"(x) me diferenca géndrore. Konkretisht né vend té formulave
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me rend té gabimit lokal té formés O(hz), mund té pérdoren formula té tjera me rend té

gabimit lokal mé té larté. Mé poshté jepen dy cifte formulash té tilla me gabime lokale

respektivisht té formés O(h*) dhe O(h°®).

vv{=ﬁ(wi_z—8wi_l+8wi+1—wi+z) | =0(h*)
W= ﬁ(—wi2 +16w_, —30w, +16w,, —W,, ) I, = O(h“)
W = W%h(—wia +OW,_, —45W,, +45W,, — W, + W, , ) | =0(h°)
W= ﬁ(ZWi3 —27W,_, + 270W,_, —490w; + 270w, — 27w, , +2W,,;) |, =0 (hﬁ)

Mund té verifikohet se sistemet algjebrike analoge té (3.9) apo (3.17), gé do té

rezultonin nga pérdorimi i formulave me gabim lokal O(h“), do té ishin sisteme me

matrica bandé 5-diagonale dhe ekuacionet pérkatesé té tyre do té formoheshin pér ¢do

X,1=3,N—-3. Pér 6 nyjet skajore éshté e nevojshme té shkruhen formula té tjera,

tashmé jo géndrore, pér shprehjen e pérafért té derivative. Nxjerrja e formulave té tilla
né zbatime té posagme béhet sipas parimit té metodés sé koeficientéve té papércaktuar,

ndérkaq pérzgjedhja e koeficientéve motivohet sé pari nga ruajtja e saktésisé sé procgesit

té diferencave, né rastin konkret O(h*), dhe mé tej nga uniformiteti dhe komoditeti

paragités i 6 ekuacioneve shtesé né ansamblin e (N —6) ekuacioneve bazé.

3.5 Metoda e diferencave té fundme pér ekuacionet diferenciale té rendeve t€ larta.

Problemet e vlerés kufitare apo té vlerave té veta pér ekuacionet diferenciale té rendeve mé té
larta se dy trajtohen né ményré té ngjashme me ato té rendit té dyté, vecse kétu kompleksiteti

algjebrik i problemeve véshtiréson né ményré té ndjeshme nxjerrjen e metodave té diferencave
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dhe implementimin e tyre né zbatime konkrete.
Sé pari duhen nxjerré formula té posacme diferencash géndrore dhe té té njéjtit rend, pér

shprehjen e té gjithé derivateve gé figurojné né ekuacion, me anén e diferencave. Mé tej,

zévendésohen né ekuacionin diferencial X = X;, i ::L_N , dhe té gjitha derivatet gé

figurojné né té me formulat pérkatése té diferencave. Sé fundi zgjidhet numerikisht
sistemi i ekuacioneve algjebriké gé fitohet. Le té shikojmé mé poshté realizimin konkret

té kétyre procedurave pér disa probleme speciale té vlerave té veta té rendeve té larta.

3.6 Shtrimi i disa problemeve speciale té vlerave té veta gé lindin né instabilitetin
termal.
Si rezultat i nxehjes sé njé shtrese horizontale fluidi né fundin e saj lind gradient i
temperaturés gé shkakton lévizjen e fluidit dhe pagéndrueshmériné e shtresés. Dy prej
katér gjendjeve themelore té késaj pagéndrueshmérie pérshkruhen matematikisht ([7],

[8]) prej ekuacioneve diferenciale té rendeve respektive 6-8 té formés.
(D? - A2)’'W (x) = —RA? (1-x2 )W (x) 0
(DA Fp)[(D2 -~ o) (D —A2)+TD2}W (x)=—RA’(D* - A*— )W (x) (II)

Lidhur me ekuacionin diferencial (1) né [3] dhe [8], jané formuluar kéto probleme té
vlerave té veta (té ashtuquajtura probleme té shtresés sé Bénard-it):

Problem A-1: Té gjendet vlera e vet minimale R dhe A korresponduese e ekuacionit

(1) pér x€[0,10] me kushte kufitare:

W (0)=D*W (0)=D*W (0)=0
(3.12)
W (10) = D°W (10) = D*W (10) =0
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Problem A-2: Né problemin e mésipérm x* zévendésohet me x.

Problem A-3: Né problemin A-1 kushtet kufitare (3.12) zévendésohen me kushtet:

DW (0)=DW (0)=D*W (0)=0
(3.13)
DW (10) = DW (10) = D°W (10) =0

Problem A-4: Né problemin A-2 kushtet kufitare (3.12) zévendésohen me kushtet:
W (0)=DW (0)=W (10)=0 (3.14)
(D? - A% W (0)=(D? - A?) W (10) =0 (3.15)
Lidhur me ekuacionin diferencial (I1), né [8] éshté shtruar ky,

Problem B. Te gjendet autovlera minimale R dhe parametrat shogérues respektivé A

dhe o pér x €[0,1], me kushte kufitare té formés:
W?#(0)=w*(1)=0, i=0,123. (3.16)

Né shénimet e mésipérme

x koordinaté vertikale pa dimensione

D=d/dx,

R éshté numri i Rayleigh-it, vlera e vet (autovlera) e panjohur e problemit,

W(x) funksioni i vet (autofunksion) shogérues i problemit,

A (reale) dhe o (imagjinare) jané autoparametra shogérues té panjohur té R,

T numri | Taylor-it

kurse madhésité e tjera jané konstante fizike nomenklatura e té cilave kétu nuk na

intereson.

Nuk éshté vértetuar teorikisht ekzistenca e zgjidhjes sé problemeve té mésipérme.

Autorét gé jané marré me to [3], [4], [6], [7], [8], [11], [16], [17], etj. e kané kapércyer
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kété céshtje dhe nga kuptimi fizik i problemeve éshté supozuar se secili prej tyre ka njé
pafundési vlerash diskrete A gé shogérojné R. Bile né problemet (I1)-B pér vlera té
cfarédoshme té A (reale) dhe o (imagjinare) rezulton gé R éshté komplekse, por nga
kuptimi fizik ajo éshté reale, késhtu gé bashké me pércaktimin e saj kérkohet té
specifikohet spektri diskret i vlerave A, o pér té cilén R éshté reale dhe pér¢do A,o

nga Ky spektér kérkohet minimumii R.

3.7 Trajtimi matematik i problemeve kufitare dhe té vlerave té veta té rendeve té
larta.

Literatura matematike pér problemet kufitare dhe ato té vlerave té veta té rendeve té
larta éshté e rrallé. Probleme té tilla jané trajtuar né ményré té miréfillté tek Argawal [1]
i cili jep njé seri kriteresh pér kushtet e ekzistencés dhe unicitetit té zgjidhjes sé kétyre
problemeve. Metoda numerike dhe disa eksperimente numerike pér problemet e
rendeve té larta jané trajtuar nga Ascher [2], Esser [14], etj.

Problemet speciale té rendit 6-8 té instabilitetit termal trajtohen pér heré té paré nga
Chandrasekhar [11] i cili jep dhe disa rezultate. Problemet e rendit té 6 jané zgjidhur mé
1987 nga Baldwin [3], [4] duke pérdorur metodat e fazés integrale, me 1990 nga Twizel
& Boutayeb [25] duke pérdorur metodén e diferencave té fundme (MDF) dhe mé 1992
nga Huang & Sloan [21], duke pérdorur metodat pseudospektrale. Problemet e rendit 8
jané trajtuar numerikisht vitet e fundit nga Boutayeb e Twizel (1993) [8] duke pérdorur

MDF.

3.8 Zgjidhja e njé problemi té vlerave té veta té rendit 6 me anén e MDF.

Konsiderojmé problemin e méposhtém té formuluar né [25]
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~(D? — A2) W (x)—~RAZ (L3 W (x)+ g (x W (x))=0, 0<x<X (3.17)

W(0)=A DW(0)=A, DW(0)=A,
(3.18)

W(X)=B, DW(X)=B, DW(X)=B,
ME sipér supozohet se W (x) e C*[a,b],g(x,W)eC®[a,b] .
Ndérkaq, A, A, A, B, B, B, jané kostante reale. Problemi (3.17) — (3.18) do té

shérbejé si bazé, disi e pérgjithshme, pér té zgjidhur problemet e vlerave té veta A-1, A-

2, A-3, A-4 té 3.6.
3.8.1 Njé metodé e diferencave té fundme direkte

Copétojmé segmentin [0, X | né (N +1) intervale té barabarta, N >5, me gjatési
h=X/(N +1). Shénojmé me W, , vlerén e pérafért té zgjidhjes W (x) né pikén x, té

llogaritur sipas skemés sé diferencave gé do té propozohet mé poshté. Qartazi

W, = A,,W,,, = B,. Njé metodé diferencash simetrike jepet né [25]. Zévendésojmé
derivatet W® W W ® tek (3.17) me anén e diferencave t& méposhtme:

W (x,) =" (W, 5 —6W, , +15W, , — 20W, +15W,, —6W, , +W,;)+0(h’)

W (x,) =h™ (W, , —4W, , +6W, — 4w,

n+l

+W,_,)+0(h?) (3.19)

W (x,)=h7 (W, —2W, +W,_,)+0(h*)

Pas zévendésimit té barazimeve (3.19) tek (3.17) do té fitohet ekuacioni

W, ; +3(2+ Ah?)W,_, —3(5+4A°h* + A'h* )W, +
+[ 20+18A°h +6A'h* + A'h® —RAh® (1) W, - (3.20)
~3(5+4A% + A'h* )W, +3(2+ A*h* )W, , W, , +h°g, =0

n+1 n+2 n+3

me gabim lokal té rendit té formés O(hg). Ekuacioni (3.20) éshté i vlefshém vetém pér
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nyjet e brendshme X, pér té cilat n=3,N —2. Pér nyjet skajore x,, pra n=1,2,N-1 N

formula té posagme shkruhen pér llogaritjen e W' ( ,) dhe W' ( V)

= hiezslcn,iwi _iVn,ihZiWi(Zi), n=12

3 .
|’]742(:1n| i zan,ihZiWi(zl)l n :1’2
(3.21)

5
_W(a)(XNufn):h_z N+1| ZVnu ZIWNill’ n=12

=1

N+1 n h_4zdn |WN+1 i 25 hZWNilla n :1,2
Si¢ éshté e zakonshme né metodat e diferencave té fundme, 34 koefigientét e panjohur

tek (348) C,(i=15n=12), d,(i=14n=12), 7,,4,(i=023n=12)

pércaktohen me metodén e koeficientéve té pacaktuar. Pércaktimi béhet i tillé gé:
a) gabimi lokal i formulave (3.21) té keté té njéjtin rend 8 si edhe tek formulat (3.20)
b) 4 ekuacionet gé firtohen nga zévendésimi i formulave (3.21) tek (3.17), t€ mund té
integrohen sé bashku (t€ mund té pérmblidhen sé bashku) me ekuacionet (3.20).

Tek [26] éshté publikuar tabela me vlerat pérkatése té 34 koeficientéve. 4 ekuacionet e

pérmendur mé sipér sé bashku me (N —4) ekuacionet (3.20) formojné njé sistem prej

N ekuacionesh algjebriké jolinearé né trajté matricore pérfundimtare
(J°+P+3Ah20% +3A'h"J + A°h°1 —RA’h°G )W +h°g (X, W)=b  (3.22)

ku J éshté matrica tridiagonale N x N, ku elementét e diagonales kryesore jané

ji, =2,Vi=1N, elementét e diagonaleve sekondare jané j,,., =—1 Vi=1N -1 dhe

juw Vi=2N, G=G(x)=diag{1-x’}, g=[g,...9,] dhe b=(b,b,,....b,)",

I Matrica unitare.
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Elementét e b gjenden né funksion té kushteve (3.18) dhe té 34 koeficientéve té (3.21).
Vlera e tyre éshté publikuar gjithashtu tek [26], por pér problemet e vlerave té veta A-1,

A-2, A-3, A-4 ne kemi b=0. Elementét e matricés P, , & varen nga 34 koefigientét,

gjithashtu jané publikuar aty. Né themel té gjithé procesit t& komplikuar llogarités

géndron nxjerrja e formés sé kondensuar (3.17) ku ndérhyn matrica e volitshme J .

3.8.2 Njé metodé indirekte e diferencave té fundme

Sikurse u pa mé larté, nxjerrja e metodave té diferencave direkt pér problemin (3.17) —
(3.18) paraget njé proceduré me njé algjebér mjaft t&¢ komplikuar. Njé rrugé pér té
zbutur kété komplikim éshté transformimi i ekuacionit diferencial (3.12) né njé sistem
ekuacionesh té rendeve té dyté dhe pastaj trajtimi numerik i kétyre té fundit.
Vecanérisht efektive rezulton kjo ide pér problemet me rend mé té larté se 6.

Problemi (3.17) + (3.18) shkruhet né formén

—(D? = A?)V (x) = RA* (1= x* )W (x) - g (x,W (x))

(D* - A*)U (x)=V (x) 0<x<X (3.23)

Vv (0)= A, V(x)=B,
U(0)=A, U(X)=B, (3.24)
W(O)=A,  W(X)=8,

(3.23) pérbén njé sistem prej 3 problemesh kufitare té rendit té dyté. Duke zévendésuar
tek (3.23) derivatet e dyta me ané té diferencave géndrore té rendit té dyté (si né

barazimin e treté té (3.19)) fitohen tre sisteme ekuacionesh algjebrike jo lineare:
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(J+Ah°1)V —RA*h°GW +h’g—b, =0

(J+Ah*1)U +h%V b, =0 (3.25)

(3+Ah*1)W +h?U —b, =0
b,,b,,b, gjenden nga (3.24). Shénimet e tjera jané njélloj si mé sipér. Sistemi jolinear

(3.25) zgjidhet me njé progeduré standarte numerike p.sh si ajo e Newton-it.

3.9 Zgjidhja e problemeve té shtresés sé Benard-it.

Metoda numerike e paragrafit 3.8 adoptohet lehté pér zgjidhjen e problemeve A-1,A-
2,A-3,A-4 té formuluar né hyrje té kétij kapitulli:

Problemi A-1. Té gjendet vlera e vet minimale R dhe A korresponduese e ekuacionit
(D~ A% W (x) = —RAZ (1-x2 )W (x) (3.26)

pér x €[0,10] me kushte kufitare:

W (0)=D*W (0)=D'W (0)=0 (3.27)
W (10) = DW (10) = D'W (10) =0 (3.28)
Ky problem fitohet nga (3.17) duke zévendésuar g(x,W)=0, X =10 dhe tek (3.18)
duke marré Ay =A, = A, =B, =B, =B, =0. Pér pasojé tek (3.22) do té
kemi g =0, b=0 dhe vlerat e veta té problemit A-1 fitohen nga zgjidhja e problemit
algjebrik té vlerave té veta:
APh G (3% +P+3Ah2 0% +3Ah*J + Ah°1 )W = RW (3.29)
Njé metodé alternative pér zgjidhjen e problemit Al éshté zévendésimi i parametrave té

mésipérm tek (3.25) dhe eliminimi tek ky i funditi U dhe V . Do té kemi problemin
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algjebrik té vlerave té veta.
A G™ (3% + Ah?1 ) W = RW (3.30)
Problemi A-2: Ne problemin Al me siper x* zevendesohet me x.

Vlerat e veta té kétij problemi merren duke zgjidhur (3.29) ose (3.30) ku matrica

G =diag{l-x,}.

Problemi A-3: Ne problemin Al kushtet kufitare (3.27) — (3.28) zevendesohen me
DW (0)=DW (0)=D*W (0)=0 (3.31)
DW (10) = D'W (10) = D°W (10) =0 (3.32)

Metoda e paragrafit 3.8.1 kérkon modifikime né zbé&rthimet (3.21) konkretisht kéto

zbérthime do té kené formén:

6 2 )
—W(6) (Xn) = h76zan,iWi - hzan,ihZiWO(ZIﬂ), n=123
i=1 i=0

5 1 ]
W (x,)=h"> bW, =Y g WY, n=12 (3.33)
i=1 i=0

4
~W® (x)=h?>"CW, - 7,hwW,
i=1

Pér skajet e majta X, X,, X; dhe ngjashmérisht pér skajet e djathta Xy _,, Xy, Xy, (duke
vendosur tek (3.33) né vend té indeksit n indeksin N+1-n, né vend té€ X, té vémeé

Xy )-

Mé tej vazhdohet si né problemin A-1. 46 koefigientét e panjohur tek (3.33):
a,(i=16n=123), b, (i=15n=12), C(i=14), , (i=012n=123),

B (i =0, n=1, 2) dhe y, pércaktohen me metodén e koeficientéve té pacaktuar.

Pércaktimi béhet i tillé gé:
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a) gabimi lokal i formulave (3.33) té keté té& njéjtin rend 8 si edhe tek formulat
(3.20).
b) 5 ekuacionet gé fitohen nga zévendésimi i formulave (3.33) tek (3.17), té mund

té integrohen sé bashku me ekuacionet (3.20) né formén:
APh°G™(3°+P,+3A2h2(J,+F,)+3A4h"2(J +R)+ Ah°l )W =RW  (3.34)
Tek [26] éshté publikuar tabela me vlerat pérkatése té 46 koefigientéve té pérshkruar
mé sipér si dhe matricat B,P,,P, gé varen prej tyre, ndérkaq si né problemin
A,G=diag{1-x’} .
Metoda alternative (3.25) gjithashtu mund té pérdoret duke patur parasysh kéto kushte:

DV (0) =DV (10)=0

DU (0)=DU (10) =0 (3.35)

DW (0) = DW (10) =0
Problemi A-4: Ne problemin A2 kushtet kufitare (3.27) — (3.28) zevendesohen me
W (0)=DW (0)=W (0)=0 (3.36)
(D? - A2) W (0)=(D? - A?) W (10) =0 (3.37)
Metodat e pérshkruara mé sipér nuk pérdoren dot direkt mbi kété problem pér arsye té

natyrés sé ndryshme té kushteve kufitare. Né qofté se shénojmé me:

V (x)=(D? - A*) W (x) (3.38)
atéheré prej (3.37) del gé V (x) plotéson kushtet

V(0)=V (10)=0 (3.39)
Né qofté se njihet V (x) atéheré (3.36) + (3.38) éshté njé problem i rendit té katért pér

gjetien e W (x). Gjithashtu ekuacioni (3.26) mund té shkruhet si:

45



KAPITULLI 3 A. Naco

(D* =A%)V (x)+RA* (1-x)W (x)=0, 0<x<10 (3.40)
dhe problemet (3.38) e (3.40) trajtohen bashkérisht.

Né njé seri eksperimentesh numerikeé té krye né [26], duke marré h=1/50.1 (né kété

ményré G ekziston), vlera minimale R dhe parametri shogérues A pér problemet
Al, A2, A3, A4 jané llogaritur duke zgjidhur problemet e pérgjithshme algjebriké té
vlerave té veta (3.24) (problemi Al), (3.29) (problemi A3) apo variante té modifikuar té
tyre (pér problemet A2 — A3). Programi standart pérkatés nga libraria NAG (Numerical
Algorithm Group) éshté pérdorur né ményré té pérséritur duke lévizur parametrin A me

hap kostant né spektrin e vet, duke llogaritur pér ¢cdo A vlerén e vet R dhe pastaj duke

gjetur ciftin (A,R) me R minimum. Rezultatet gé jané publikuar né [26] do té

krahasohen me rezultatet e metodave numerike alternative qé nxirren dhe zbatohen né

kapitullin e 111-té té kétij punimi.

3.10 Zgjidhja e problemeve té vlerave té veta té rendit 8 me anén e MDF
Riformulojmé problemin I1-B té paragrafit 3.8:
Problemi I1-B. Té gjendet autovlera minimale R dhe parametrat shogérues respektivé A dhe

o té ekuacionit

(- A%Ro)| (DF ~ A° —or)' (D~ A%) +TD* |W (x) = -RA* (D? - A~ o)W (x) (341

pér x €[0,1] me kushte kufitare t& formés

W?(0)=W*(1)=0, i=0,3 (3.42)
3.10.1 Metoda direkte

Skema direkte e pérdorimit t&¢ MDF pér problemet (3.41) — (3.42) tani éshté e qarté.

Derivatet e rendit té 2, 4, 6 tek (3.41) do té zévendésohen me diferencat pérkatése

(3.19), ndérkaq formula analoge me ato té (3.19) mund té shkruhen pér derivatin e
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rendit 8. N& ményré té pérgjithshme derivati i rendit 2p (p=14)i W (x), né x=x,,
do té paraqitej:

2p _

W =h?P>"(-1) CfW,.,, +O(h?),  p=14 (3.43)

2p" "n+k—-p
k=0

Po késhtu, formulat e posagme (3.21) té paraqitjes sé derivateve té rendit 4-6 né skajet
si dhe analogét e tyre pér derivatet e rendit 8 me koefigienté zbérthimi té pércaktuar
sipas metodés sé koeficientéve té papércaktuar, jané té nevojshme té shkruhen.
Pérmbledhja e tyre sé bashku me ekuacionet gé rezultojné pas zévendésimit té
formulave (3.43) né ekuacionin (3.41) e kthen pérfundimisht kété té fundit né problem
algjebrik respektiv té vlerave té veta. Matrica J do té jeté e pranishme né fuqi té 4-t.
Problemi algjebrik i vlerave té veta qé i pérgjigjet problemit (3.41) — (3.42) éshté
kompleks pérkundér problemeve algjebriké realé té shtresés sé Benard-it qé u shqyrtuan
né paragrafin 3.9.. Le té shikojmé formén e problemit algjebrik té vlerave té veta g€ i
pérgjigjet problemit diferencial (3.41) — (3.42). Ekuacioni (3.41) mund té shkruhet né
formén:
(D°+ j,D° + j,D* + j,D* + j4)W +ip( jsD° + j,D* + j,D* + js)W +

(3.44)
+RA?(D? - A*)W —iuRA'W =0

Tek (3.44) u=o/1, kurse koefigientét e tjeré mund té shprehen népérmjet parametrave
dhe madhésive fizike qé figurojné tek formulimi (1), i paragrafit 3.6. Duke zévendésuar
tek (3.44) formulat (3.43) pér p=14 do té fitohen (N —6) ekuacione algjebriké gé i
pérgjigien (N —6) nyjeve: X, Xg....,Xy_s. Duke iu shtuar kétyre ekuacioneve
zbérthimet e posagme né nyjet skajore té fituara sipas skemés (3.21), e plotésuar kjo e
fundit dhe me zberthimete W®(x, ) dhe W*®(x,, ,) pér n=1,2,3, fitohen gjithsej N

ekuacione algjebriké té cilét mund té paraqgiten né trajtén matricore si:
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[(3% = 3ih°3%+ h*3% = h°3 + 001 )i (= 3% + o3 7 = j;h*3 + jsh°1, ) W =
(3.45)
= RA’[ h°(3+h°A) +iph®l, W
(3.45) éshté problem i pérgjithshém algjebrik i vlerave té veta gé mund té zgjidhet me

njé progeduré standarte numerike.

3.10.2 Metoda indirekte
Transformimi i problemit diferencial (3.41) — (3.42) né problemin algjebrik (3.45)

shogérohet me njé algjebér té vecanté veprimesh qé komplikohet mé tej pér problemet
me rend mé té larté se 8. Pér té zvogéluar véshtirésité e procedimit algjebrik mund té

pérdoren metodat indirekte gé jané pérshkruar né 3.8.2 pér problemin e rendit té 6.
Késhtu duke shenuar me W vektorin W =(w,,w,,w,,w,)" e me D, =diag{d/dx}

atéhere problemi (3.44) mund té shkruhet né formén:

DW =BW +iuEW + RA’CW +i uRA*FW (3.46)

0 1 0 0 0 1 0
w 5 _ 0 0 1 . 0 0 1

“o 0 0 1| ™ 1o o 1
_J4 _j3 _Jz _Jl _j8 _j7 _JG _Js
0 1 00 0100

C_o 1 0 F_0010 (3.47)

1o 0 0 1]’ 10 0 0 1 '
A> -1 00 1000

duke aplikuar per problemin (3.46) metodén numerike té rendit té dyté:

W, +2W -W

n+l+h20n :0 (348)
marrim
LW, —(21,+h*B)W, +1W

n+1

—iuEW, = RAZh’CW, +iuRA*h2FW,  (3.49)

Ekuacioni (3.49) éshté i vlefshém pér n=1, N . Duke véné re g¢ W, =W, , =0,,
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barazimet (3.49) mund té pérmblidhen né trajté matricore.

(M —iuh’L)V =RA’h? (P +iuQ)V (3.50)
ku V :(WlT,WZT,....,WNT )T éshté i rendit 4N , kurse M,L,P,Q jané matrica bllok

tridiagonale té formés:

(21, +h’B) l,
l, -(21,+h’B) I,
M = .
(21,+h’B) l,
1, (21,+h’B)
E C F
E 0 C .. 0O F 0
L= . P=l. , Q=
0 E O .. C 0 F
E C F

Ekuacioni (3.50) éshté njé problem algjebrik i vlerave té veta té pérgjithsuara dhe
pérbén njé formulim alternativ té problemit (3.41) — (3.42). Njé formé mé e
pérgjithshme mund t‘i jepej kétij formulimi n.q.s do té konsideronim né vend té

metodes sé vecanté (3.48) metodén mé té pérgjithshme,

W, +2W, -W,_, +h?[ W', +(1-20)W,+6W,, |=0 (3.51)
Pér =0 sikurse dihet 8shté metoda e rendit té dyté (3.48). Pér =1/12 do té fitohej
metoda Numerov

W, , +2W, -W_, +1/12h? [¢n+1 +10¢, + ¢n_1] =0 (3.52)
ge eshte nje metode e rendit te 4-t.

Metoda direkte (3.45) éshté zbatuar né [26], duke marré N =50 dhe vlera minimale R

dhe parametra shogérues A dhe x jané llogaritur pér 5 numra té ndryshém té Taylor-it

49



KAPITULLI 3 A. Naco

T. Edhe kétu programi standart pérkatés nga libraria NAG éshté pérdorur sipas

teknikés sé méposhtme iterative: Pér vlera té dhéna té T, A dhe x ¢do vleré e veté R,

né pérgjithési éshté komplekse, R, =U +iV, . Vlerat e A dhe x jané cikluar né

spektrin e tyre né ményré té tillé g¢ V. -0 dhe si rrjedhim R, ->U_ , n=1N.

Rezultatet gé jané publikuar né [26] do té krahasohen me rezultatet e metodave

numerike alternative gé nxirren dhe zbatohen né kapitullin 111 té kétij punimi.
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KAPITULLI I 4

Metoda numerike alternative pér zgjidhjen e problemeve té vierave té veta té
rendit té 6-8 té instabilitetit termal

Metodat e diferencave té fundme té trajtuara né kapitullin 3 té& kétij punimi i
transformojné ekuacionet diferenciale té shtruara me ekuacionet (I) dhe (Il) né
probleme té pérgjithshme algjebrike lineare té vlerave té veta. Metodat numerike gé do
té trajtohen né kété kapitull i transformojné kéto probleme né probleme algjebrike né té
cilét vlerat e veta jané “zero” sistemesh té ekuacioneve algjebriké. Né kété piképamje
kéto jané metoda numerike alternative dhe rivale t¢ MDF. Baza e kétyre metodave é&shté
shfrytézimi i vetive té problemit gé zgjidhet dhe pérdorimi i mekanizmit té zhvilluar té
problemit té vlerés fillestare. Késhtu kéto metoda futen né grupin e dyté nga piképamja
e klasifikimit gé ne bémé pér metodat numerike té zgjidhjes sé problemeve diferenciale

b), ¢), d) né hyrje té kétij punimi.

4.1 Zgjidhja e problemit té vlerave té veta rendit té 8

4.1.1 Pérshkrimi i metodés

Le té supozojmé se R éshté vleré e vet reale e problemit (3.41) —(3.42). Duke shénuar
me u=o/i dhe duke veguar pjesét reale dhe imagjinare né (3.41) ky i fundit mund té
shkruhet né formén:

(D°+BD® +CD" + ED?* + F )W (x)+i(D°® +C,D* + ED* + F, )W (x) =0 (4.1)

ku B,C,E,F,C,,E,,F, jané konstante qé varen nga A R, # dhe nga madhésité e tjera
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fizike qé figurojné né (3.41). Shkruajmé ekuacionin (4.1) né formé mé té pérmbledhur:
DW +iDW =0 4.2)
ku D, dhe D, jané operatorét pérkatés diferencialé té rendeve 8 e 6 qgé figurojné tek

(4.1). Ekuacioni kompleks (4.2) éshté ekuivalent me sistemin real

a) DW=0
(4.3)
b) DW =0

Numrat A R,z dhe funksioni shogérues W (x) jané zgjidhje e problemit (3.41)-(3.42)

atéheré dhe vetém atéheré kur AR,z dhe W (x) jané zgjidhje té sistemit (4.3) me
kushtet (4.4)
w® (0)=w®(1)=0, i=0123 (4.4)

Konsiderojmé matricén P, , té tipit (4.5)

10 00 0 0 OO

0 ao 0 b, 0c, 0 d,

0 01 0O0O0O0TDO
b - 0 a 0 b O ¢c 0 d (45)
** 10 0 0 0 1 0 0 O

0 agZ 0 by 0 c, 0O d

0O 000 O0O0T1O

0 aa 0 by 0 ¢ O dy

né té cilin minori i rendit té katért i formuar nga elementét a,,b,,c,,d,, i=14

kérkohet té jeté i ndryshém nga 0. Shénojmé me Ps« nénmatricén e formuar nga 6

rreshtat dhe shtyllat e para té matricés P . Shénojmé me P,i=1,8 shtyllat e matricés P
dhe me Pi,i=1,6 shtyllat e matricés P . Le té jeté W, zgjidhja e problemit (4.3) — (a),

me Kushte fillestare P, , i=1,..,8 dhe njékohésisht, Wi zgjidhja e problemit (4.3) — (b)
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me kushte fillestare Pi,i=16. Shénojmé me W (x) dhe W(x) zgjidhjet e

pergjithshme té problemeve (4.3) — (a) dhe (4.3) — (b). Do té kemi:

W = z KW, (4.6)
W=y KW, (47

Duke vendosur mbi (4.6) dhe (4.7) kushtet e majta (4.4) mund té bindemi gé

K =K, =K, =K, =Ki=K3z=Ks5=0 (4.8)
Me kushtet (4.8) barazimet (4.6) e (4.7) shkruhen né formén

W = KW, + KW, + KW, + KW, (4.9)

W = KoWa + KW+ KoWo + KeWe (4.10)
Duke vendosur mbi (4.9) dhe (4.10) kushtet e djathta (4.4) fitohen dy sisteme

ekuacionesh linearé homogjené té rendeve 4 e 3 gé mund té shkruhen né formé té

pérmbledhur:

1,4, j=0,

w

(W2 (1))(Ky)=0, i (4.11)

(War (0))(Ka)=0, -1

w
N ¢
I
N

(4.12)

Mund té formulohet pohimi :
KMN gé problemi (3.41) — (3.42) té keté zgjidhje té ndryshme nga zgjidhja trivale
W(X)EO éshté qé pércaktorét e matricave gé figurojné né anét e majta té (4.11)
dhe (4.12) té jené té barabarté me zero .

Shénojmé me X dhe X matricat e sipérpérmendura dhe me A dhe A respektivisht
kéta pércaktoré. Né kété ményré problemi i ekzistencés dhe i gjetjes sé zgjidhjes sé

problemit (3.41) — (3.42) reduktohet né ekzistencén dhe gjetjen e zgjidhjes sé sistemit té
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ekuacioneve algjebriké,

0

A(R,A,,u)

A(RA 1)=0

(4.13)

R

LA
oA

Por kuptohet se ne nuk e njohim trajtén analitike té funksioneveA dhe A tek

ekuacionet (4.13) pér derisa nuk i njohim analitikisht zgjidhjet W,,,i=1,4 dhe

Wi, i =1 3. Supozojmé se zgjidhjet e mésipérme fitohen numerikisht me njé proceduré
standarte numerike.
Pér té zgjidhur numerikisht sistemin (4.13) veprohet si mé poshté:

- pérvlera té dnénaté A dhe u gjendet vlera mé e vogél R pér té cilén

A(R, A 1) =0 dhe vieramé e vogél R pér té cilén A(R, A, 1) =0.

- pérvleréne dhéné té A gjendet x si rrénjé e ekuacionit R(u)—R(u)=0.

- gjendet A si minimumi R(A).

4.1.2 Algoritmi i metodés

Duke u nisur nga shtrimi i hollésishém i problemit i béré né paragrafin 3.6 dhe
pérshkrimi i metodés numerike né paragrafin 4.1.1 éshté béré algoritmimi né MATLAB
i zgjidhjes sé problemit (3.41) — (3.42) té rendit té 8. Pér kété géllim jané ndértuar njé
kod kryesor MATLAB (kodi pr8.m) dhe 6 funksione MATLAB ndihmés. Disa kode
standard t¢ MATLAB-it si cond.m, fzero.m pérdoren me efektivitet brenda tyre. Né
ANEKS Il jepen té plota kodi dhe funksionet e ndértuara. Kétu po pérshkruajmé

shkurtimisht disa aspekte té tyre.
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Kodi pr8.m: Me anén e kétij kodi futen té dhénat kryesore fillestare t& problemit,
konkretisht 5 té dhénat e para té spektrit pér vlerat e péraférta té parametrave T, A, R, i
me kufijté e tyre minimalé dhe maksimalé dhe konstantet e tjera gé jané marré nga [26].
Nga ky kod thirret dhe funksioni (nénprogrami) kryesor FIN=fmin ('RSA', Amin, Amax)
me anén e té cilit gjendet vlera pérfundimtare A pér té cilén R merr vlerén minimale
(ekuacioni i treté né sistemin (4.13)). Mé tej llogariten dhe afishohen vlerat
pérfundimtare té R dhe L.

Funksioni: function cnl=condl (R)

Pér vlerén e dhéné té R llogariten koefigientét e E dhe F té (4.1) qé varennga R.
Me anén e kodit MATLAB standard ode45.m zgjidhet problemi (4.3) - (a) me kushte

fillestare respektivisht shtyllat ¢ift t¢ matricés I,, (né rastin konkret né vend té
kushteve té pérgjithshme (4.5) kemi marré P =1, ) dhe me rreshtat ¢ift matricés sé
rezultateve vy, , té fituara formohet matrica X, ,. Ekuacioni i paré i sistemit (4.13):
A(R, A,,u):O, éshté né fakt njé testim i singularitetit t¢ matricés X . Po sikurse dihet

testet A==0 apo A<g huk jané té pérshtatshme nga pikpamja numerike pér té

testuar singularitetin e njé matrice sepse né pérgjithési éshté e véshtiré té pércaktohet

toleranca &, né ményré korrekte. Ndérkaq té ashtuquaturit numra kushtézimi té
matricés (numri Hadamard, rrezja spektrale e matricés, etj.) jané tregues mé té

génésishém pér kéte qgéllim. Né vecanti numri kushtézimit ||X||HX’1H dhe kodi

MATLAB cond (X) gé shérben pér llogaritjen e tij, rezulton mjaft efektiv né testimin e

singularitetit t&é matricés X . Sa mé i madh t€ jet€ ky numér aq mé “singulare’ &€shté

matrica X . Funksioni yné MATLAB condl.m implementon pikérisht kété kod pér té

llogaritur madhésiné cnl=—cond(X) né funksion té R, pra cnl=cnl(R). Arsyeja e
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llogaritjes sé cnl éshté e qarté: Ekuacioni A(R)=0 zévendésohet me problemin

ekuivalent min {cnl( R)} .

Funksioni; function cn2=cond?2 (R)

Njélloj si mé lart llogarit madhésiné cn2 = —cond (Y) Kuptohet qé cn2 = cn2(R)

Funksioni: function di=dif (S)

Pér vlerén e dhéné té =S llogariten koeficientét C dhe E, gé varen drejtpérdrejt prej
4 Né paragitjen (4.1). Pastaj me anén e funksionit standard MATLAB fmin.m gjenden
numrat Rl dhe R2 qé jané pikat ekstremale (minimale) té funksioneve respektivé

cnl(R) dhe cn2(R). Mé tej llogaritet diferenca di = R1-R2 . Kuptohet qé di =di(S).

Funksioni: function RA=RSA (A);
Pér vlerén e dhéné t¢ A llogariten koeficientét B dhe C, gé varen drejtpérdrejt prej A
né paraqgitjen (4.1). Pastaj pérdoret funksioni MATLAB fzero.m pér té zgjidhur

ekuacionin di(S)=0, pra pér té gjetur até vleré S pér té cilén vlera e vet R1 (qé buron

nga ekuacioni (4.3)-a) pérputhet me vlerén e vet R2 (gé buron nga ekuacioni (4.3) — (b)

Funksionet: function fu8=ek8(T,Z)dhe function fu6=ek6 (T, Z)
Kuptohet se kéto jané funksionet qé regjistrojné né disk respektivisht ekuacionet

diferencialé (4.3) — (a) dhe (4.3) — (b)

4.1.3 Rezultate numerike

Metoda numerike e pérshkruar né 4.1.1 dhe algoritmimi i saj né MATLAB u pérdorén
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pér zgjidhjen e problemit (3.41) — (3.42) duke gjetur vlerén e vet minimale té tij R si
dhe vlerat korresponduese A dhe o pér 5 vlera té ndryshme té numrit té Taylorit T .
Né Tab.4.1 jepen rezultatet e késaj metode ku pérfshihen vlerat e parametrave u = o/i
dhe vilera e vet R pér 5 vlera respektive té¢ T . Po né Tab. 4.1 jané pasqyruar rezultatet
analoge té zgjidhjes sé kétij problemi né [11] me metoda fiziko-analitike (kolonat

Ac, 1., R. ) dhe rezultatet e paragitura né [26] (kolonat A,u R, ) qé i pérkasin

zgjidhjes numerike té problemit me anén e MDF.

Tab.4.1: Vlerat kritike per problemin e vlerave te veta te rendit te tete duke

perdorur metoden e pershkruar ne seksionin 4.1 te krahasuara me ato te

literatures
T A=A =A Hc My # Re R R
1681x10 2.270 101.4 101.39 | 101.392 | 1388 1388 1388.0

1681x10° 2.594 307.9 |307.9 307.898 | 1694 1693.9 |1694.0

1681x10° 3.710 816.82 | 816.82 | 816.805 | 3436 3436.1 | 3436.0

1681x10* 5.698 1930.0 | 1930.24 | 1930.20 | 11020 | 11023.1 | 11020.8

1681x10° 8.626 4330.0 | 4326.49 | 4330.21 | 43680 | 43683.5 | 43681.4

Nga Tab.4.1 mund té vihet re se rezultatet e llogaritura deri né 4 shifra me vleré pér R

dhe deri né 4 shifra me vleré pér 4, jané identike me ato té Chandrasekhar [11]. Mund
té themi se vlerat e llogaritura Rdhe u jané mé afér vlerave té Chandrasekhar [11] se
sa ato té Twizell [26]. Ndérkaq saktésia e rezultateve R, A, 1z mund té rritet akoma duke

rafinuar paramétrat opsionale té funksioneve MATLAB té pérdorur.
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4.1.4 Pérfundime

Duke analizuar rezulatet numerike té paragitura né Tab.4.1 mund té nxirren disa
pérfundime. Rezultatet e [11] gé né tabelé jané shénuar me indeksin C dhe gé kané
dalé me anén e studimit fiziko — analitik té problemit konsiderohen mé té saktat por ato
jané vetém rezultate té pjesshme e lokale dhe té nxjerra me njé rrugé té ndérlikuar.
Rezultatet e [26] té shénuara me indeksin T jané rezultate numerike té fituara nga
pérdorimi i MDF (metoda té rendit té katért). Duke krahasuar dy metodat numerike del
se metoda e propozuar prodhon rezultate gé jané mé afér rezultateve té [11].

Metoda e propozuar éshté mé e thjeshté né programim, mé elastike né pérdorim. Ajo
mund té shtrihet pa shumé véshtirési pér zgjidhjen e problemeve té tjera té instabilitetit
termal ose problemeve té tjera té ngjashme. Né kété metodé shfrytézohet me efektivitet
aparati i fugishém numerik i zgjidhjes sé problemit té vlerés fillestare. Kapaciteti
rezervues i saj éshté minimal ndérkaq metoda e [26] kérkon rezervime matricash té
rendit mbi 200.

Metoda e propozuar me gjithé elasticitetin dhe manovrueshmériné e pérdorimit né
situaté té ndryshme, éshté e kufizuar vetém pér problemet lineare. Variante té metodave
té tipit goditje jané alternative analoge pér problemet jo lineare. Ndérkag metodat e
diferencave té fundme paragiten mé universale dhe ato mund té pérdoren dhe pér

problemet jo lineare me gjithé véshtirésité e shumta gé gjeneron Ky rast.

4.2 Zgjidhja numerike e problemeve té tjeré té instabilitetit termal. Problemet e

rendit té 6
Metoda numerike e pérshkruar né 4.1.1 mund té pérdoret pér zgjidhjen e 4

problemeve A-1, A-2, A-3, A-4 té formuluar né paragrafin 3.6 duke béré modifikimet

pérkatése né algoritmin e paragrafit 4.1.2, gé burojné nga specifika e kétyre
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problemeve. Sé pari, algoritmi né fjalé péson njé thjeshtim té ndjeshém nga fakti se
vlera e vet R né problemet e mésipérme éshté gjithmoné reale sepse ka vetém njé
parametér shogérues A Qé éshté real. Duke gené akoma se problemet né fjalé jané té
rendit té 6 atéheré ekuacioni kompleks (4.1) i rendit té 8 zévendésohet né njé ekuacion

real té rendit té 6 dhe sistemi (4.3) me njé ekuacion té vetém:
D;(W)=(D°+BD*+CD’+E )W (x)=0 (4.14)
ku B,C,E jané funksione t¢ A R dhe kostanteve té tjera fizike.

Pér problemin A-1, (3.26) — (3.27) — (3.28) vendin e matricés P, ; e z& matrica

1 0 0 0 0O

0 a, 0 b, 0 ¢
B _ 0 01 0 0O 4.15)
*¢ 10 a, 0 b, 0 ¢

0 00010

0 ag¢ 0 b, 0 c

ku minori i formuar nga elementét a,,b,;,c,,,1=12,3, kérkohet té jeté i ndryshém nga

zero. Zgjidhja e pérgjithshme e ekuacionit (4.14) éshté
W=>KW, (4.16)

Duke vendosur mbi (4.16) kushtet e majta (3.27) merret
K,=K,=K;=0 (4.17)

Késhtu qé (4.16) shkruhet né formén

3
W = Z K, W, (4.18)

1

Duke vendosur tani mbi (4.18), kushtet e djathta (4.23) merret sistemi algjebrik linear
| D*W, (1) [[K,]=0, i=123 j=012 (4.19)

Shénoj me X matricén e sistemit (4.19) dhe me A pércaktorin e saj. Eshté e garté se
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A=A(R,A). Duke pérmbledhur rezultatet e kétij paragrafi mund té arrihet né

pérfundimin se:
Numrat R dhe A do te jené zgjidhje té problemit A1, (3.26) — (3.27) — (3.28),
atéheré dhe vetém atéheré kur
A(R,A)=0
(4.20)

R _o
0A
Shprehje eksplicite pér A éshté e pamundur sepse zgjidhjet W,,,i=1,2,3, jané té

panjohura analitikisht. Por kéto zgjidhje mund té fitohen numerikisht me anén e njé
procedure numerike cfarédo.

Sistemi algjebrik (4.20) trajtohet si mé poshté:

- Pérnjé vleré té dhéné té A gjendet vleramé e vogél R pértécilén A(R,A)=0.
- Gjendet A as minimumi {R(A)}

Metoda e pérshkruar mé sipér funksionon miré numerikisht. Né njé seri eksperimentesh
numerike, duke j’u referuar Chandrasekhar [11], vlera minimale R dhe vlera
koresponduese A u llogaritén pér vlera té ndryshme té numrit té Taylor-it T . Pér kété

géllim u pérshtatén skedarét dhe funksionet MATLAB té ndértuar né paragrafin 4.1.2.

Edhe kétu né vend té zgjidhjes numerike té ekuacionit A(R,A)=0 me anén e ndonjé

metode numerike standarte, ose me anén e funksionit MATLAB fzero, rrénja R gjendet

duke testuar singularitetin e matricés X (R) té ekuacionit (4.19), si mé poshte:

- Pérvleraté ndryshme té R llogaritet numri i kushtézimit me anén e funksionit

MATLAB cond(X) .

- Vlerae vet R gjendet si minimum i funksionit: {~cond (X (R))}.
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Rezultatet e fituara paragiten né tabelén 4.2 (kolonat R, A), duke u ballafaquar me
rezultatet analoge té [4], (kolonat R;,A;) gé jané fituar me metodat e fazés integrale
dhe me ato té [25], (kolonat R;,A.) gé jané rezultate numerike té fituara me anén e

MDF.

Tah.4.2: Vlerat kritike per problemin e vlerave te veta te rendit te gjashte duke

perdorur metoden e pershkruar ne seksionin 4.2 2 te krahasuara me ato

te literatures

R, A, R, A R A
411720155 | 1.6791 411515421 | 1.6790 411715282 | 1.6791
1382.695328 | 3.8130 11356.557010 | 3.8112 11374.815374 | 3.8124
68778.117 | 5.971 68397.491 | 5.965 685122154 | 5.967

Si¢ duket nga tabela 4.2, rezultatet tona jané mé afér atyre té Baldwin [4], ndérkaq
aférsia fillon té “prishet” ndérsa R (dhe A) rriten. Saktésia numerike né metodén qé
propozojmé né fakt éshté e lidhur me procedurén numerike té zgjedhur pér zgjidhjen e
problemeve té simuluara té vlerés fillestare dhe si¢ duket nga rezultatet e tabelés 4.2
dhe nga analiza gé do té béjmé mé poshté kjo proceduré éshté mjaft e varur nga cilésité
specifike té ekuacionit (3.26).

Shkruajmé ekuacionin (3.26) né formén:

W(G)—BAZ\N(4)+3A“W(2)+[RA2(1—XZ)—A6]W=0, 0<x<10 (4.21)
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Vlerat e veta té Jakobianit té sistemit gé buron nga ekuacioni (4.21) jané rrénjét e

ekuacionit karakteristik:

A8 —3A22" +3A" Q7 +[RA2 (1- xz)—Aﬁ]zo (4.22)
Konsiderojmé ekuacionin

A5 —3A21* +3A* 2% +d =0 (4.23)

ku d éshté vlera e shprehjes RA”(1-x*)— A® pér x=10.
Shénojmé me A, i =1,6 rrénjét e (4.23). Njé analizé e rrénjéve A, tregon se ky
ekuacion ka 2 rrénjé reale té kundérta dhe 4 rrénjé komplekse té formés Faxib. Rrénja
reale 4, dominon modulet e rrénjéve A, 4,, A, 4, dhe shkalla e dominimit té rrénjés
mbi modulet e rrénjéve A, 4,, A, 4 rritet me rritjen e x—it.

Zgjidhja e pérgjithshme e ekuacionit (4.23) shkruhet né formén:
6
W => ce* (4.24)
i=1

Duke pasur parasysh arsyetimet e mésipérme del se komponentja e paré ce* tek
zgjidhja e pérgjithshme (4.24) dominon komponentet e tjera, ndérsa komponentja e dyté
c,e’” éshté krejt pa peshé ndérsa x —i rritet. Nga kjo del se né pérgjithsi zgjidhja e ¢cdo
problemi diferencial me bazé ekuacionin (4.23) shkon me shpejtési né infinit. Ajo ¢ka

ndodh me kété ekuacion pritet té ndodhé aférsisht me ekuacionin diferencial (4.21)

(eksperimentet né ordinator e konfirmojné kété fakt). Gjaté njé hapi integrimi me
gjatési h komponentja c,e™ ka njé ritém rritjeje gé mund té gmohet:

Ay (x+h)
q(h):—cfeﬂix — e =14 Ah+0(h) ~1+ 4h (4.25)
1

Pér té vlerésuar numerikisht me saktési komponenten c,e”* ne duhet té vendosim tek

barazimi (4.25) njé kufizim té formés,
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q(h)<1.1 = h<0.14 (4.26)
n.q.s i referohemi tabelés 4.2 té rezultateve pér R ~ 400 dhe x =10 tek ekuacioni

(4.23) del g& A, #10. Nga kjo dhe mosbarazimi (4.26) del gé:
h <1/100=0.01 (4.27)

Té integrosh ekuacionin diferencial (4.21) me hap konstant integrimi h<0.01 do té
thoté gé té kryesh té paktén 1000 hapa integrimi, pra kemi njé situaté kritike. Situata
kegésohet progresivisht pér R ~10* dhe R~7x10*. Koha e llogaritjeve béhet kritike
ndérsa fenomeni i pérhapjes sé gabimit t& rrumbullakimit rrezikon té zhvlerésojé

procedurat e zakonshme numerike té integrimit.

Pér sa i pérket zgjedhjes sé pérshtatshme té a,;,b,.,c,,, tek matrica (4.15), kétu géllimi

éshté gé termi dominant c,e™ né zgjidhjen e simuluar té keté influencé sa mé té voggl.
Kjo do té thoté gé funksioni W(x) né anén e majté té (4.24) duhet té keté kushte té tilla

fillestare qé |c1|z10’",n>>0. Duke analizuar (4.20) bindemi gé kjo arrihet kur

b

a,,b,,,c,, zvogélohen progresivisht (eksperimentet numerike e vértetuan kété

20
konkluzion). Rezultatet gé jané dhéné né tabelén 4.2 i pérkasin pérdorimit té kodit
ode45.m me zgjedhje té elementéve té matricés (4.15) si mé sipér. Duket nga rezultatet
se progedura fillon té dobésohet me rritien e R. Njé alternativé pér té pérmirésuar
rezultatet éshté zgjedhja e njé kodi me rend progedure mé té larté.

Analiza dhe komentet e mésipérme jané té vlefshme pér problemet e tjeré A-2, A-3, A-
4. Problemi A-2 dallon nga problemi A-1 vetém pér faktin se x* zévendésohet me X
¢‘ka influencon né zbutjen e parametrave kritiké qé u pérmendén mé sipér e qé vihet re

eksperimentalisht. Né problemin A-3 matrica (4.5) péson njé transformim.

Ajo merr formén:
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a 0 b 0¢c O
0 1 00 00O
a 0 b 0 ¢c O
P = 4.28
®9 10 0 0 1 0 0 (4.28)
a 0 b 0 c O
0 000 0O
Ndérkaq (4.17) merr formén
k,=k, =k; =0 (4.29)

Eshté e kuptueshme ecuria dhe transformimet e progedimeve té métejshme.

Pér problemin A-4 matrica P(exﬁ) ka formén:
10 0 0 0 O
0 1 0 0 0 O
P 0O 0 1 0 0 O (4.30)
®®"la, b, ¢ d, e f,
0 0 2A> 0 1 O
a, by ¢ d; e f

k =k, =k =0 (4.31)

Qé kétej mund té nxirret forma qé do té keté (4.18), (4.19). Analiza qé bémé mé sipér

pér ekuacionin diferencial (3.26) duke iu referuar problemit A-1 e tabelés 4.2 dhe

konkluzionet e nxjerra pér to jané té vlefshme pér problemet A-2, A-3, A-4 duke

pérshtatur ndryshimet e rastit.

Rezultatet numerike pér kéto probleme nuk po i paragitim meqgénése rezultatet e tabelés

4.2 pér problemin A-1 mund té konsiderohen té mjaftueshme si test i metodés sé

propozuar pér problemet e rendit té 6.

4.3 Transferimi dhe zgjidhja e njé problemi kufitar né njé problem té optimizimit

numerik. Zgjidhja e ekuacionit Navier-Stokes (problemi Blassius).
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Rrjedhja laminare e njé léngu né njé shtesé horizontale (i ashtuquajturi problemi
Blassius) mund té modelohet me anén e njé ekuacioni diferencial té rendit té treté té

njohur me emrin Navier-Stokes. Modeli matematik éshté njé problem kufitar me 2 pika:

Té gjendet funksioni y = f (x)qé kénaq ekuacionin diferencial

ff +2f"=0 (4.32)

me kushte kufitare
x=0 f(0)=0 f'(0)=0 (4.33)
X =00 f'(0)=1 (4.34)

Zgjidhja e problemit (4.32) - (4.33) - (4.34) mund té realizohet numerikisht népérmjet
teknikave numerike té tipit goditje. Ne do té perdorim kétu njé tekniké té optimizimit
numerik 1-dimensional pér té zgjidhur problemin e mésipérm. Konkretisht, shénojmé
me t (t— parametér optimizimi) derivatin e dyté té funksionit f né pikén x=0, pra
f7(0)=t
Ndértojmé problemin e vlerés fillestare (problemin Koshi) si mé poshté:
ff"+2f"=0

me kushte fillestare

Pas zévendésimeve

dhe
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y,=f=y
y,=f'=y
y3= f!l:yﬂ

fitohet nje problem standard i vlerés fillestare qé pér Cdo vleré té dhéné té t mund té
zgjidhet numerikisht me anén e komandés Matlab ode45. Shénojmé me f’(t,oo)
vlerén y, = f'=y’ né pikén fundore oo te integrimit. N& demonstrimin toné ne do té

marrim oo =6. Formulojmé kété problem té€ minimizimit 1-dimensional:

Té gjendet vlera t gé minimizon funksionin e géllimit
h(t)=(F'(t.)-1)’
Funksioni i géllimit né problemin e mésipérm té optimizimit éshté implicit. Kuptohet qé
h(t)>0 dhe minimumi (zero) i funksionit h(t) arrihet kur f’(t,o0)=1, pra kur f
plotéson kushti kufitar (4.34). Né zgjidhjen gé ne kemi realizuar kemi pérdorur

funksionin Matlab fminsearch pér optimizimin e funksionit h(t).

Kodet e méposhtme Matlab realizojné plotésisht zgjidhjen e problemit (4.32) - (4.33) -

(4.34).

function w= ns(x,Y) % krijohet skedar funksioni pér sistemin diferencial
w(1)=Y(1);w(2)=Y(2);w(3)=Y(1).*Y(3)/2;

wW=W;

function H =h(t) % krijohet skedar funksioni pér funksionin e gellit h(t)
[x,Y]=ode45('ns",[06],[00t]);

H =Y (end,2);

problemi_blassius.m % krijohet skedari kryesor pér zgjidhjen e problemit Blassius
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t= f minsearch('h',1);
ode45('ns',[06],[00t]);

Egzekutimi i skedarit. Problemi_blassius.m grafikon zgjidhjen numerike té problemit

Blassius si¢ paragitet mé poshte. Rezulton se t;,, =0.3326.
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KAPITULLI 5

Zgjidhje numerike pér njé ekuacion vale me kushte kufitare

5.1 Modeli matematik i Iékundjes sé linjés sé tensionit té larté

Né kété paragraf pérshkruhet shkurtimisht modeli matematik i lékundjes sé linjés
elektrike té transmetimit, nén veprimin e erés, kur linja éshté mbuluar me nje shtrese
akulli dhe bore. Detaje mé té hollésishme pér kété model jepen né [33]. Si¢ dihet nga
konsiderata fizika lékundja né kété model &shté thuajse vertikale, me frekuencé té ulét
dhe amplitudé té madhe. Sistemi mund té béhet aerodinamikisht i pagéndrueshém né
varési té ngarkesés boré-akull.

Le té jeté | gjatésia e linjés sé transmetimit, tani e tutje kordé, gé supozohet e

pazgjatshme. Né fig. 2 jepet njé prerje térthore e kordés ku p éshté densiteti i kordés,
T éshté tensioni i saj, kurse a éshté koeficienti i shuarjes sé sistemit shuarés. Marrim
parasysh vetém spostimin vertikal té kordés sipas drejtimit 0z . Shénojmé me G(x,t)

spostimin né pikén x té kordés, né momentin e kohés t.

Supozojmé se:

- Ngurtésia né pérdredhje e kordés dhe shuarja e saj e brendshme jané té
papérfillshme.

- Densiteti p i kordés éshté kostant, pra pesha e saj pér njési gjatésie éshté W = pg
- Era uniforme, shkakton forcat jolineare, té uljes dhe ngritjes (FD, FL) gé veprojné

né strukturé pér njési gjatésije.

~

Kétu forca ulése F, ka drejtimin e shpejtésisé relative Vg =V_ —u.e,, ku V  éshté

tvz
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////)////
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Fig.5.1

shpejtésia e erés sipas drejtimit oy, kurse forca ngritésé F_ ka drejtim

pérpendikular me drejtimin e shpejtésisé relative té erés V, . Kéndi « jepet si:

l]t
a=a,+@p=qa, +arctan| —
S S V

ku o, kéndi statik i goditjes, pranohet kostant pér té gjithé seksionin térthor, kurse
Q<7
- Ndikimi i jolinearitetit gjeometrik té kordés pranohet té jeté i vogél (né krahasim

me forcat e erés) késhtu gé do té neglizhohet.

Ekuacioni i zhvendosjes vertikale té kordés éshté
pu, —T0, =—pg+F,+F (5.1)
me k.k. a(0,t)=0 dhe T, (I,t)+ad(1,t)=0, t>0 (5.2)

Neé [33] éshté treguar se F, +F,_ mund té pérafrohet me madhésiné

ﬂ

Nomenklatura e koeficientéve a,,a,,a,,a; si dhe kostantet dne madhésité e tjera fizike

2
—pgv‘” (ao +\;il]t +&Gf +

2
0 o

<
o] S
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jané pérshkruar né ményreé té detajuar tek [33].

UNIFORM

Pér té thjeshtuar problemin e vlerés kufitare pér G(x,t) futet transformimi:
a(xt)=u(xt)+g2
! - ! g T uS (X)
ku u,(x)= %xz —Ix éshté zgjidhja stacionare e problemit t& vlerés fillestare-kufitare

u/(x)-1=0 O<x<lI

me kushte u,(0)=u!(l)=0.

(1)

x|
I
>
|
I
o)
Q
<
~
x|
—
N
Il

S=

c
—u(xt), k
Vmu(x) u c

Ekuacioni (5.1) merr formén:
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pad V.,

Vg —V, =—=2—
2p C

tt XX

(oco +aV; + azvg) (5.3)

Duke pranuar shpejtésine e erés V_ te vogél né krahasim me shpejtésiné valore c,

0

. .-V . .
rrjedh gé parametri & =? éshté i vogél. Duke ju rreferuar [33], mund té tregohet se

ana e djathté e ekuacionit (5.3), me péraférsi té rendit £ , &shté barabarté me

’;ij z(av, —bv}),

ku a dhe b jané kostante pozitive gé varen prej koeficientéve té ngritjes dhe uljes, e té

pérshkruar né ményré eksplicite tek [33]. Nése pérdorim transformimin

(%.0)=2v(x.F)
a
dhe shénojme me ¢ = ’Zad ac , ekuacioni (5.3) merr formén
P

U —Ug =& (U —3uf).

Késhtu fitohet i ashtuquajturi ekuacion valor i Rayleigh. Duke pranuar se koefigienti i

shuarjes a jepet né formén, « :em/% dhe duke pérmbledhur rezultatet e kétij

paragrafi, formulohet ky problem i vlerés fillestare-kufitare:

U, — U, :g(ut —%uf], 0<x<rmt>0, (5.4)
u(0,t)=0, t>0, (5.5)
u,(7,t)=—au,(z,t), t>0, (5.6)
u(x,0)=¢(x), O0<x<u, (5.7)
u(x,0)=w(x), O0<x<uz, (5.8)

Funksionet ¢, dhe y, mé sipér jané respektivisht zhvendosja dhe shpejtesia fillestare e
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kordés, a éshté konstante positive, kurse 0 < & «1.

5.2 Korrektésia e problemit té shtruar
Thuhet se njé problem i dhéné éshté shtruar né ményré korrekte né qofté se ai ka
zgjidhje té vetme dhe zgjidhja e tij éshté e géndrueshme.
Nuk mund té béhet asnjé tentativé zgjidhjeje numerike pér njé problem, pa verifikuar
paraprakisht korrektésiné e shtrimit té tij. Tek [35], duke pérdorur njé aparat té

ndérlikuar matematik, éshté vértetuar korrektésia e shtrimit té problemit t¢ méposhtém,

pér ¢cdo t>0:
U, —u, =cu, —o(u,), O0<x<zm t>0, (5.9)
u(0,t)=0, t=>0, (5.10)
u(z,t)=-au,(z,t) t>0, (5.11)
u(x,0)=u,(x) O0<x<m, (5.12)
u,(x0)=u,(x) O0<x<uz, (5.13)

Megénése problemi (5.4) — (5.5) — (5.6) — (5.7) — (5.8) éshté rast i vecanté i problemit
(5.9) — (5.10) — (5.11) — (5.12) — (5.13), rrjedh menjéheré se ai éshté shtruar né ményré

korrekte.

5.3 Zgjidhja numerike pér problemin valor (5.4)-(5.8)

Metoda numerike e propozuar éshté e tipit té karakteristikave. Rrjeta e vecanté
gjeneruar nga kurba karakteristike e ekuacionit gé shtrohet pér zgjidhje dhe specifika e
kushteve fillestaro-kufitare e béjné keté metodé mé té favorshme pér aplikim. Metoda

duket té minimizoje véshtirésité e progedurave algebrike té komplikuara gé shtrohen
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nga metoda klasike e karakteristikave.

Njé nga géllimet e studimit éshté gjetja e vlerave té parametrit amortizues « pér té

cilén zgjidhja u (x;t) tenton né zero ose né njé funksion té kufizuar té caktuar.

Si¢ tregohet edhe tek [33] problemi (5.1) - (5.5) é&shté i shtruar mire. Metoda e

transformimimit Laplace pérdoret fillimisht pér té ndértuar pérafrimin analitik té

zgjidhjes u(x;t) pér variantin linear té ekuacionit (5.1), qé éshté pérftuar pas

shpérfilljes sé termit oninear%uf. Njé metodé perturbimi dy shkallésh pérdoret vetém

per rastin jolinear té kushteve fillestare té thjeshta, té konsideruara si kushte
monokromatike té forms
¢(x)=a,sin(nx)  dhe w (x)=b,sin(nx)

Zgjidhjet analitike té kétyre ekuacioneve diferenciale parashtrojné njé séré véshtirésish
praktike:

1) Zgjidhja analitike mund té jeté e mundur pér rastet e kufizuara

2) Metodat zgjidhése analitike né shumicén e rasteve jané shumé té komplikuara

3) Zgjidhja analitike e gjetur éshté jo e pérshtatshme pér pérdorim praktik

4) Né shumé raste problemi duhet té riinvestigohet dhe té rizgjidhet pér ndonjé

ndryshim jo thelbesor né kushtet e veta fillestaro-kufitare.

Né [33] éshté prezantuar njé metodé indirekte numerike pér zgjidhjen e problemit (5.1)
— (5.5) duke transformuar ekuacionin diferencial té pjesshém té rendit té dyté (5.1) né
njé system té dy ekuacioneve diferenciale té pjesshém té rendit té paré. Njé skemé
diference té rendit té paré, gé supozohet té keté saktési minimale, aplikohet né vazhdim
pér sisteme ekuacionesh diferenciale té pjessheme.
Metoda numerike e propozuar né kété artikull pér zgjidhjen e problemit (5.1) — (5.5)

bazohet né metodén e karakteristikave qé éshté e zbatuesshme pér problemin jolinear
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hiperbolik té& dobét me formé té pérgjithshme:
auy +au; +au; =a, 0<x<l t>0 (5.14)
ku a =a (xtuu,;u) pér i=1234.

Kushtet fillestare dhe kufitare jepen si

u(0,t)=u(l,t)=0, t>0 (5.15)-(5.16)
u(x,0)=p(x), 0<x<l (5.17)
u; (x,0)=w(x), 0<x<l (5.18)

Mund té shihet lehté se ekuacioni diferencial (5.4) éshté njé rast i vecante i ekuacionit
(5.14), porse kushtet fillestaro-kufitare (5.5) - (5.8) ndryshojné konsiderueshém nga

kushtet analoge (5.15) - (5.18).
Supozojmé se ¢(x) éshté i derivueshém né segmentin [0, ], pra qé egziston u, (x,0)
pér O<x<z dhe u,(x,0)=¢'(x). Rrjedhimisht u,u,u, jané funksione t& njohur

pér 0<x<x dhe t=0 . Ndérkag nga kushtet (5.5) — (5.6) — (5.7) — (5.8) lehtésisht

rezulton se:

u,(7.0)=¢'(7), u(z.0) =—(”;g’),

Kérkojmé kushtet pér té cilat u,,u,,u, pércaktohen né ményré té vetme, vetém me

xt?
faktin qé kénagin ekuacionin diferencial (5.14). Me supozimin gé derivatet e pjesshme
té mésipérm jané funksione té vazhdueshme, egzistojné dhe mund té llogariten

diferencialet:
d(u,)=uydx+uydt, d(u,)=u.dx+u,dt

Dy ekuacionet e fundit, sé bashku me ekuacionin (5.14), formojné sistemin linear
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a 8 | U a,
0 dt dx| u, |=|d(u,)
dt dx 0 )lu d(u,)

Ky system, duke u bazuar tek (1.1) konvertohet né

1 0 -1)\fu
0 dt dx| u, |=|d(u,) (5.19)
dt dx 0 j{u d(u,)

kua= g(ut —%US). Sistemi (5.19) ka zgjidhje té vetme né lidhje me té panjohurat

Uy, Uy, U, me pérjashtim té rastit kur

1 0 -1
det| 0 dt dx |=—(dx)" +(dt)’ =0 (5.20)
dt dx O

Duke zgjidhur ekuacionin e fundit themi se (5.19) ka zgjidhje té vetme me pérjashtim té
rastit kur

dt = +dx
Sikurse shihet vijat karakteristike té ekuacionit (5.1), né pikén e ¢farédoshme P(xi,tj)
té planit xot, jané drejtézat t —t;, = +x—x;, me koeficienta kéndoré respektivisht +1.
Meqgenése né cdo piké P(x,t;) t& zonés D={0<x<st>0}kemi dy vija
karakteristike, konkretisht dy drejtézat t—t, =+x—x, gé kalojné nga ajo piké, atéheré

sistemi (5.20), sipas rregullit Kramer, nuk mund té keté zgjidhje né qofté se njéri nga
tre pércaktorét sekondaré té tij nuk éshté zero. Nga kjo rrjedh se né ¢do piké té zonés D

plotésohen njéherésh ekuacionet:

a 0 -1
det| d(u,) dt dx|=-[d(u,)dx—d(u)dt]-a(dx) =0
d(u) dx 0
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1 0 a

det| 0 dt d(u,)|=[d(u)dt—d(u,)dx]-a(dt)’ =0
dt dx d(u)
1 a -1

det| 0 d(u,) dx|=-d(u)dx+d(u,)dt+adxdt=0
dt d(u) O

Ekuacioni i fundit mund té shkruhet né formén

d(u)-d(u,) 5 ~adt =0 (5.21)

Ekuacioni (5.21), sé bashku me identitetin
du =u,dt+u,dx (5.22)
do té jené baza e shtjellimit té métejshém té metodés.

Shenojme me P(x,,t,) dhe Q(x,,t,), ku t, =t, =0, dy pika pérgjaté boshtit t&¢ x—eve
té tilla g¢ 0<Xx <X, <z . Mund té verifikohet lehté se drejtezat t-t =+x-X dhe
t—t, =+X—X, jané 4 kurbat karakteristike té ekuacionit (5.4) pérkatésisht né pikat P
dhe Q. Le té jeté R(x,t) ndérprerja e vijave t—t =x—x dhe t—t,=—x—X,.
Procedura standarte e metodés sé karakteristikave pér pércaktimin e pikés R(x,t) dhe
gietjen e pérafrimeve pér u(x,t), u;(xt), u/(xt) né kété piké (qé kétej e tutje e
njohur si progesi (P,Q, R)), thjéshtézohet shumé pér rastin e ekuacionit (5.4). Qyshkur
u(xt), up(xt),u (xt) njihen né pikat P dhe Q, kushtet sipas té cilave uy,, uy, dhe
us, gjenden né meényré unikale, pas disa operacioneve algjebrike, merren nga

ekuacionet;

u; (R) =%[u; (Q)+u (P)+u{(Q)—ut'(P)]Jrg[a(Q)—a(P)] (5.23)
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u{(R)=%[u;(Q)—u;(P)+ut’(Q)+ut'(P)]+g[a(Q)+2a(R)+a(P)] (5.24)

ku h=(x,—x).
Mund té shihet lehté se ekuacioni i paré i sistemit (5.23) — (5.24) éshté né formé

eksplicite, kurse ekuacioni i dyté éshté né formé implicite per arsye té termit

1

a(R)=|u(R)-u(R)|
té pérfshiré né té. Ky fakt do té pérdoret mé poshté.

Né té njéjtén ményré pérafrimi i u(R) rezulton si mé poshte,
l h ! / ’ ! !
u(R):E[u(P)+u(Q)]+§[ux(P)—uX(Q)+ut(P)+2ut(R)+ut Q)] (5.25)
Mund té shihet se pér gjetjen e prafrimeve té u; (x,t) dhe u;(x,t), (5.23) — (5.24) éshté

i pavarur dhe autonom nga procgesi (5.25) pér gjetjen e pérafrimeve té u(x,t), sepse

funksioni u(x,t) nuk éshté i pérfshiré né ményré eksplicite né ekuacionet (5.23) —

(5.24). Edhe ky fakt do té pérdoret mé poshte.

Njé rrjeté G pérftohet nga diskretizimi i intervalit 0< X<z, ne m nénintervale me
gjatési secila prej h=7z/m. Supozohet se ekziston (p’(x) né ményré té tillé qé
u,(x,0)=¢'(x), ndérkohé q&¢ O<x<z. Si pasojé, njihen funksionet
u(x,t),u; (xt),u/(xt) kur t=0 dhe 0<x< 7. Ndérkohé, duke ndjekur kushtet
(5.5) - (5.8), mund té pérftohet lehté:

u(0,0)=0,u/(0,0)=0 (5.26)

uy (7,0)+eau;(7,0)=0 (5.27)
Duke konsideruar kushtet (5.26) dhe (5.27) éshté e garté se prej 6 pércaktimeve té

u(x,t),u;(xt),u/(x,t) né pikat x=0 dhe x=7, ka vetém tre prej tyre. Késhtu,
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metoda e karakteristikave nuk mund té “inicializohet”. Kjo véshtirési tejkalohet nga

metoda e propozuar si vijon:
Shénimi G,, kétej e tutje, do té pérdoret pér pikat e G . Progesi (P,Q,R) aplikohet
pér (m—1) pikat e brendshme t& G, dhe si rrjedhim pérftohen (m—2) pika né té
cilat pérafrohet funksioni u dhe derivatet e tij té pjesshme. Progesi (P,Q,R)
pérséritet pér (m—2) pikat e pérftuara dhe né vijim pérftohen (m—3) pika té tjera.
Do té tregojmé se si vlerat e u(x,t),u)(x,t),u/(x,t) pérafrohen né pikat A D,F
dhe S, T,V (shiko figurén 1). Supozojmé se njohim vlerat e u(S),u;(S),u;(S) né
pikén S. Ngs zbatojmé progeset (P,Q,R), (Q,S,T) dhe (R,T,V) atéheré
pérftohen pérafrimet e u(x,t),u;(xt),u/(x,t) né pikén V. Shénimet u(V,h),
uy (V,h),u/(V,h) perdoren pikerisht per keto perafrime te pikes V , per te shprehur
faktin qé hapi i pérdorur éshté h. Ngs aplikojmé progesin (P,S,V), atéhere
pérftohen pérafrime té tjera pér u(x,t),u,(x,t),u;(x,t)né pikén V . Shénimet
u(V,2h), u;(V,2h),u/(V,2h) pérdoren pér kéto pérafrime té fundit, pikérisht pér

té shprehur faktin qé hapi i pérdorur kétu éshté 2h. Dy llojet e pérafrimeve mé larté
do té pérftohen né dy ményra té ndryshme, né ményré té tillé qé te shtruhen tre

ekuacione duke i barazuar vleré pér vleré. Dy ekuacionet gé koorespondojne tek

uy(x,t) dhe u/(xt) jané té pavarura, qyshkur pérafrimet (5.23) dhe (5.24)
pérftohen njékohésisht, dhe, vetém ekuacioni i bazuar tek u;(x,t) do té

konservohet (i cili &shté mé i preferuar né sajé té formés sé vet eksplicite). Duke

grupuar dy ekuacionet e pavarura té mbetura me ekuacionin (5.27) sigurohet njé

system tre ekuacionesh pér pércaktimin e pérafrimeve té u(S),u;(S),u/(S).

X
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Algjebra si mjet do te ishte goxha e komplikuar pér té shkruar kété proces analitikisht,
por mund té jeté lehtésisht i implementueshém numerikisht duke konsideruar faktet e

mésiperme. Algoritmi i méposhtem detajon progeduren pér pércaktimin e
u(x,t),u(x,t),u/(xt) nepikat S,v,A dhe F.
Hap 1. Hamendesojme nje vler p per u; (S) dhe llogaritim nje perafrim per u;(S)

nga (5.27).

Hap 2. Shkruaj ekuacionet (5.23) dhe (5.24) pér pikat Q,S,T dhe llogarit

pérafrimet e u) (T)dhe u;(T). Pér té shprehur faktin qé keto pérafrime varen nga

p irishénoj keto pérafrime me u} (T, p) dhe u/(T, p).

Hap 3. Shkruaj vetém ekuacionin eksplicit (5.23) pér pikat R, T,V dhe llogarit

perafrimin pér u} (V) té cilin e rishénojmé u} (V, p,h) pér arsye té ngjashme si mé

Sipér.

Hap 4. Shkruaj vetém ekuacionin eksplicit (5.23) pér pikat P,S,V dhe llogarit

pérafrimin pér u; (V) té cilin e rishénojmé u (V, p,2h) pér arsye té ngjashme si

mé sipér.

Hap 5. Zgjidhim né ményré iterative ekuacionin

d(p)=u(V,p,2h)—-u;(V,p,h)=0 dhe

gjejme rrenjen e tij p* . Shenojme u;(S)=p" dhe nga (5.23) llogaritim u;(S).

Hap 6. Sapo té pércaktohen u;(S) dhe u{(S), hamendésojme njé vleré pér q pér

u(S) dhe ngjashmérisht si né hapat 1 - 5 gjej vlerén e q si rrénjé e ekuacionit
d(q)=u(V,q,2h)-u(V,q,h)=0

Né fund té kétij hapi gjej pérafrimet per u(x,t),u; (x,t),u/(x,t) ne pikat S,V .
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Hap 7. Gjej pérafrimin per u; (x,t) né pikat A dhe F nga njé proges té ngjashém,
por mé té thjeshté si mé sipér.
Si¢c mund té shihet nga hapat 1 deri tek 5 duhet té zgjidhet vetém njé ekuacion implicit

pér cdo iteracion hap 5.

Le te shenojme me G, rrjeten prej (m +1) pikash té formuara nga pikat A,F,V dhe S,
si¢ tregohet né figuren 1, dhe nga (m—3) pikat e pérftuara nga pérséritja e progesit
(P,Q, R) pér pikat e brendshme té€ G, . Mund té shihet se duke u bazuar né rrjetén G,

mund té ndértohet njé rrjeté G, né té njéjtén ményré, dhe né vazhdim njé rrjeté G,, e
késhtu né vazhdim, me géllim qé té lévizé pér nga larté né drejtim té boshtit té kohes.

Késhtu pérftohet njé rrjeté katrore dhe uniforme pikash ku pérafrohen funksioni u(x,t)

dhe derivatet e pjesshme té tij. Algoritmi i ploté i detajuar i metodés sé propozuar,
implementimi i saj né MATLAB, dhe krahasimi i rezultateve numerike me ato gé
ofrohen né literature jané objekt i njé pune té metejshme kérkimi.

Né prfundim mund té themi se gjetém dhe aplikuam njé metodé numerike té tipit té
karakteristikave. Kjo metodé ka fituar epérsi nga vecorité e problemit gé shtrohet pér
zgjidhje, si¢ jané konfigurimi i vecante i rrjetés sé pikave té gjeneruara nga kurbat
karakteristike té ekuacionit dhe specifika e kushteve fillestaro-kufitare té perfshira.
Ndérsa kushtet origjinale fillestare té problemit nuk sigurojné té dhena té mjaftueshme
pér funksionin e panjohur dhe derivatet e tij né dy pikat fundore, metoda klasike e
karakteristikave nuk inicializohet. Sakaq kjo metodé aplikohej vetém pér pikat e
brendshme té njé rrjete uniforme, por né njé menyré té pérséritur. Njé tekniké iterative
pérdorej me tej pér té llogaritur té dhénat e munguara né dy pikat fundore, duke
aplikuar metodén e karakteristikave pér 6 pika fundore né dy ményra:

- si njé proces i dubluar me hap h dhe, ne vijim
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- Si njé proces té vetém me hap té dubluar 2h.
Metoda numerike e propozuar ketu éshté mé e thjeshté ne formulim dhe besoj edhe né
kodim krahasuar me progedurén e komplikuar algjebrike e prezantuar nga metoda

klasike e karakteristikave. Mé poshté ilustronen me figuré situatat e mésipérme.

v

=
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o
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Figuré 5.3

Al F \Y S1

v

Figuré 5.4
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5.4 Njé metodé alternative pér zgjidhjen e ekuacionit valor

5.4.1 Hyrje
Njé metodé alternative pér zgjidhjen e problemit (5.4)-(5.8) propozohet nga Mohanty

[38] e cila aplikohet pér zgjidhjen numerike té njé ekuacioni kuasilinear hiperbolik té
rendit té dyté me derivate té pjesshme dhe bazohet né pérafrimin me spline né tension
né drejtimin ox dhe diferencat e fundme té qgendérzuara né drejtimin ot. Me

konkretisht, konsiderohet ekuacioni

U, = A(X,t,u)u, + f (x,tu,u,,u,) 0<x<Lt>0 (5.28)
me Kushte fillestare

u(x,0)=a(x), u, (x,0)=b(x), 0<x<1 (5.29)
dhe kushte kufitare

u(0,t)=p,(t), u(Lt)=p,(t), t>0 (5.30)
Mé konkretisht problemi (5.4) - (5.8) éshté rast i vecante i problemit té mésipérm ku

153
A(x,tu)=1, f(x,t,u,ux,ut):g[ut—gutj

Funksionet spline né tension gé ndértohen jané

gl (X):aij +b) (X—Xi)+Cij (ew(x—xi) _ew(xw))+dij (e(u(xfxi) +ew(x—xi))’

i=0,N+1
ku xe[x,x%.,], S'(x)eC?[0;1] dhe gé interpolon funksionin u(x,t) né pikat nyje

(IR B

(x.t;) té rrjetés né nivelin j t& kohés. Shénojme me

M!=S/(x), i=0,N+1,j=11

Shénojmé
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SJ’ (Xi):U'j1 S, (Xi+1):U'j

i j i+17 i = j

a11 =y M_ij’ b/ :Uij_Uij+1+Mij_Mij+1
' 2 ' h 0
2M}, —(e” +e )M/ j
ol = i i 4 = M,
' 20° (ee —e"g) 1 ' 207

ku 8 =wh,i=0,N—1. Né cdo piké nyje té rrjetés diskretizohet ekuacioni diferencial
(5.28) si

k2
2

2 . . .
L (U, —2uii+uii_1)—k [Rlut’mﬁRzut‘ﬁ_1+1out‘ﬁ}—

-~ [Rléij+1+Rzéij_1+10@ij]+fij

kui=1LN, j=012,... dhe

L =6/12|:Aj _%(iJAgu +h_A<jxi:|’

Al 12
hAJ hA!
= 1— —_—, = 1 —
R, A R =1+ A

dhe gabimi lokal i ndérprerjes éshté
Ti =0(k* +Kk*h? +Kk?h*)
Pér detaje té métejshme shih Shtojcé B né fund té materialit.
5.4.2. Nje projekt-ide per funksionet spline ne tension
Funksionet spline jopolinomiale S’(x) t& funksionit u(x,t) né pikat nyje (xi,tj) té
rrjetés

SI(x)=a’+b! (x=x)+c) (cosw(x—x)-sine(x—-x))+d/} (cosw(x—x )+sinw(x-Xx))

i=0,N+1 (5.31)
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ku xe[x,X.,], ndérsa a/,b/,c/,d; jané té panjohura si dhe @ njé parametér qé duhet
pércaktuar. Kéto funksione, S’(x)eC?[0,1], interpolojné funksionin u(x,t) né pikat
nyje (x.t;) té rrjetés (si rezultat i diskretizimit té zones). Késhtu, derivatet e tyre deri
né rendin e dyté jepen si

S (x)=h/ —ec! (cosm(x—x ) +sinw(x—x ))+od’ (cosw(x—x)-sinm(x-x)),

i=O,N+1,j=1J (5.32)

$" (x)=-&" [cij (cose(x—x)—sinw(x—x))+d (cosw(x—x)+sino(x—x ))]

i=LN+1,j=1J (5.33)
Shénojmé me
M/ =S/(x), i=0,N+1,j=1J (5.34)
Shénojmé
Si(x)=U’,  Si(xu)=Udk, M =S8{(x), My =87 (x.1)

Pra formohet sistemi i méposhtem me 4 ekuacione dhe 4 ndryshore
al+c¢/+dJ=U/
a) +hb! + ¢! (coswh—sinwh)+d} (coswh+sinwh) =U/,

~0’c) —w’d) =M/

i+1

¢/ [—a)z (coswh—sin coh)] +d/ [—a)z (coswh +sin a)h)} =M,
Pas disa operacioneve algjebrike, marrim

al =U.j+M—ij b =Uij+1_Uij _|\/|ij—|\/|ij+l
R | h ’h

M/, —[cos(@h)+sin(wh) M . M}, +[cos(wh)-sin(wh) M/

i+1
Codi=

cl =
' 20° sin(wh)

' 20° sin(wh)
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ose

1 1 a)z 1 i h a)a

. M/, —(cos@+sing)M/

. ML -M/, +(cos@-sing) M/
C, TG -
2" sin

’ d-j i+1
2w’ sin @

ku 8 =wh, i=0,N —1. Duke shfrytézuar vazhdueshmeriné e derivatit té paré (pra
limitet e njéanshme té derivatit né pikat nyje), pra S''(x, —)=S""(x +), rezultojné

marrédhéniet e méposhtme pér i =0, N -1

S (% —)=bl, —ac!, (cosm(x —x_)+sinw(x —X_,))+od!, (coso(x —X_, ) -sino(x —x,))
S"(x —)=b!, —ac!, (coswh+sin wh) + wd’, (cos wh —sin wh)

S (x,

—)=b), —ac/, (cosd+sind)+wd!, (cos—sin6)
dhe
S (x +)=b/ —wc! (cosw(x —x ) +sina(x —x))+wd] (coso(x —X)-sino(x -x))
S (x +)=b! —ac! + wd/
Duke barazuar té dyja pérfundimet e mésiperme marrim relacionin
S (% +)=b/ —ac] +wd! =b), —axc!, (cosO+sin @)+ wd!, (cos@—sin ) =S" (x, )

nga ku marrim formén e thjeshtuar

U, —2u) +uU),

i1 > =aM}, +2pMI +aM}, (5.35)
ku
. 1 _—cos@__tg@ 0= oh
~ gsing’ dsin g 0’ '

Nga (5.35), marrim kushtin e géndrueshmérisé
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a+2B+a=1 o gl ,c080
gsind  Osind
1-cos6 0
sing 2
= tgg—g
2 2

Ky ekuacion ka njé numér té fundém rrénjésh, por duke e zgjidhur grafikisht marrim
vlerén mé té vogél positive € =38.98681891581813~8.99.

Né punimin e sipérm jané pérdorur si pjesé pérbérés e funksionit spline né tension,
pikérisht funksionet trigonometrike sinus dhe kosinus né vend té funksioneve
eksponenciale té pérdorur nga Mohanty [38]. Lehtésia né trajtimin e tyre si funksione
gé derivohen sa heré té jeté e nevojshme dhe fakti gé konvertohen tek njeri tjetri gjaté
derivimit pérbéjné njé element té réndésishém pér studim té métejshem.
Qéndrueshmeria e metodés gé bazohet tek kéto funksione trigonometrike vlen té
studiohet né vazhdimési. Ndérkohé gé analiza e konvergjencés mund té trajtohet duke u

mbéshtétur tek Mohatny [38].
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PERFUNDIME-REKOMANDIME

1. Probleme te shumta ne ekuacionet diferenciale te zakonshme si problem i vleres
fillestare, problemet e vleres kufitare, gjetja e zgjidhjeve periodike, problemet e vlerave
te veta etj. modelojne procese te ndryshme ne shkencat natyrore dhe ato teknike.
Metodat numerike perbejne nje aparat matematik te suksesshem e operativ per
zgjidhjen e problemeve diferenciale dhe zgjidhjen e problemeve te ndryshme

inxhinjerike e teknike ge modelohen prej tyre.

2. Ne studim tregohet se sistemet diferenciale jakobiani te cileve ka vlera te veta prane
boshtit imagjinar gjate integrimit numerik te tyre paragitin veshtiresi ne drejtim te kohes
se llogaritjeve dhe saktesise se rezultatit. Situata ge krijohet eshte e ngjashme me
sistemet stiff. Metodat me gendrueshmeri A(a ) jane te padobishme per keto sisteme.
Ne qofte se vlerat e vata te jakobianit gendrojne relativisht kostante, atehere nje klase

metodash te mbeshtetura ne polinomet trigonometrike mund te jene te pershtatshme.

3. Formulimi matematik i problemit gé modelon vibracionet né mekanizmat e
dhémbézuar si njé problem i vlerave té veta dhe zgjidhja numerike e kétij té fundit me
metoden gé propozohet né 2.3 — 2.4 pérben njé trajtim me té thjeshté dhe mé operativ té

problemit né krahasim me até qé propozohet né literature [17], [18], [20].

4. Zgjidhja numerike e problemeve diferenciale te rendeve te larta shogerohet me
veshtiresi te ndryshme. MDF qe ka nje perdorim universal ne zgjidhjen e problemeve

diferenciale mund te perdoret per problemet e rendeve te larta por ne keto raste ajo
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ballafagohet me veshtiresi te shumta te progedimit algjebrik, pershtatet me veshtiresi ne
situata te ndryshme dhe paraqitet disi e ngurte karshi cilesive te problemit ge zgjidhet.
Ne kapitullin e (111) te ketij punimi behen disa perpjekje per te zbutur veshtiresite e

procedimit algjebrik gjate perdorimit te MDF ne problemet e instabilitetit termal.

5. Metoda te tjera numerike mund te perdoren per zgjidhjen e problemeve diferenciale
te rendeve te larta, ku shquhen metodat e tipit goditje ge kane si avantazh kryesor
perdorimin elastik ne situata te ndryshme dhe shfrytezimin e aparatit te fugishem
numerik te zgjidhjes se problemit te vleres fillestare. Ne vecanti per ekuacionet lineare
apo pjese-pjese lineare nxirren metoda mjaft efektive ge shfrytezojne me se miri

cilesite e problemit ge zgjidhet.

6. Metodat numerike ge paragiten ne kapitullin e IV te punimit perbejne nje drejtim
alternativ dhe te suksesshem per zgjidhjen e problemeve te instabilitetit termal. Ndryshe
nga MDF keto metoda i transformojne problemet diferenciale ne probleme algjebrike
ne te cilet vlerat e veta jane zero ose ekstremume funksionesh. Disa rezultate numerike

ballafagohen me ato te literatures dhe rezultojne te jene me te mira.

7. Metoda numerike e trajtuar né 3 seksionet e paré té kapitullit pesé éshté me e tjeshté
né formulim krahasuar me proceduren e komplikuar algjebrike e prezantuar nga metoda
klasike e karakteristikave. Ndérkohé kompleksiteti i kétyre metodave e bén mjaft té
veshtiré pérpilimin e kodit pér implementimin e saj. Késhtu gé pérpilimi i kodit dhe

implementimi ngelet njé detyré gé i kalon caqget e kétij punimi.
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8. Né seksionin e fundit té kapitullit t€ pesté hidhet njé ide gé kérkon studim té
métejshem. Mé konkretisht, tentohet té ndértohen disa funksione spline né tension té
cilat kané karakteristika té mira pérsa i pérket céshtjeve té tilla si géndrueshmeria dhe
konvergjenca té metodés pér zgjidhjen e disa problemeve numerike pér ekuacione
kuasilineare té rendit té dyté pér ekuacione diferenciale té pjesshme. Kéto funksione
(trigonometrike) duket té jené mjaft té pérshtatshme pér zgjidhjen numerike té

problemeve té sipérpérméndura, por gé do té jené objekti i njé studimi t& métejshém.
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SHTOJCE A

1. Metoda e goditjes - Llogaritja e potencialit elektrostatik

o)

% Ky skedar sebashku me aksesoret e tij zgjidh me % anen e metodes
se goditijes ekuacionin e Laplasit ge % modelon shperndarjen e
potencialit

% elektrostatik mdis 2 sferave metalike koncetrike % dhe grafikon
rezultatet

clear all; close all;

global R1 R2 V1 V2

R1=2; R2=4; V1=220; V2=0;

fplot('zgjidhjateorike', [R1 R2]);

hold on

t=fzero('dif',1);

[tt yyl=oded5('fpotenc', [R1 R2],[VL t]);

plot(tt,yy(:,1),"'c*")

function w=fpotenc(r,u)

w(l)=u(2);

w(2)=-2./r.*u(2);

w=w';

function d=dif (t)

global R1 R2 V1 V2

[tt yyl=oded5('fpotenc', [R1 R2],[VL t]);
d=yy(end, 1) -V2;

2. Zgjidhja e modelit jolinear 3.1 me metoden e diferencave te fundme

o)

% Programi kryesor - funksioni mdf.m

function y=mdf (a,b,A,B,N,M)

h=(b-a) / (N+1) ;
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t0=(B-A)/ (b-a);
for i=1:N

v (1)=A+1i*h*t0;

Y=y 7
for k=1:M
x=a+th;
t=(y(2)-A)/(2*h);
aa(l)=2+h"2*gy(x,vy(1),t);
bb(1)=-1+(h/2) *dgy(x,y(1),t);
d(1)=-(2*y (1) -y (2) -A+h"2*g(x,y (1), t));
for i=2:N-1
x=at+i*h;
t=(y(1i+1)-y(i-1))/(2*h);
aa(i)=2+h"2*gy(x,y(1),t);
bb(i)=-1+(h/2)*dgy(x,y (1) ,t);
c(i)=-1-(h/2)*dgy(x,y(1),t);
d(i)=-(2*y (1) -y (i+1) -y (i-1)+h"2*g(x,y(1),t));

end

x=b-h;
t=(B-y (N-1))/(2*h);
aa (N)=2+h"2*gy (%, y (N), t);
c(N)=-1-(h/2) *dgy (x, y (N) , t) ;
d(N)==(2*y (N) -y (N-1) -B+h"2*g (x,y (N) , £) ) ;
J=zeros (N) ;
for i=1:N
J(i,1)=aa(i);
end

for i=1:N-1
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J(i,i+1)=bb(i);

J(i+1,1i)=c(i);
end
y=y-inv (J) *£9 (y);

end

function p=£f9(y) % Ky funksion llogarit anet e majta te sistemit
(2.10)

x=a+h;
p(1)=2*y (1) -y (2) -A+h"2*g(x,y (1), (y(2) -A) / (2*h)) ;
for i=2:N-1
x=a+i*h;

p(i)=-y(i-1)+2*y (i) -y (i+1) +h"2*g(x,y (1), (y (i+1) -y (i~
1))/ (2*h));

end
x=b-h;
P (N) ==y (N-1) +2*y (N) -B+h"2*g (x, y (N) , (B-y (N-1)) / (2*h) ) ;
p=p';
fplot('za',[1 2]); % nderon grafikun e zgjidhjes analitike
hold on
y=[Aa; y; BIl;
r=linspace(a,b,N+2);
r=r'

plot(r,y,'r*"'") % nderon grafikun e zgjidhjes numerike
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function p=g(x,y,t)

p=2*y."3-6*y-2*x."3;

function p=gy(x,y,t)

p=6*y."2-6;

function p=dgy(x,y,t)

p=0;

function y=za (x)

y=x+1./x;

3. Zgjidhja e problemit 11-B (3.41)-(3.42) me metoden e pershkruar ne 4.1

% Programi kryesor - kodi pr8.m

global TT SA p p2 SS ee8 eeb6 Rmin Rmax;
ee8=eye (8); eeb=eye(6);

for k=1:5

TI(k)=1.681*10"(3+k);
end;
AImin=[2.2699 2.593 3.709 5.697 8.625];
AImax=AImin+2*le-4;
SImin=[101.380 307.880 816.745 1929 4325];
SImax=SImin+[0.020 0.025 0.60 2 67];
RImin=[1385 1693 3438 11019 43673];
RImax=RImin+[6 2 3 2 8];
var=input ('VAR=");

for k=1:5
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if var==k TT=TI(k); Amin=AImin (k); Amax=AImax (k)

Smin=SImin (k); Smax=SImax (k) ;
Rmin=RImin (k); Rmax=RImax (k) ;
end; end;
SS=[Smin, Smax];
p=0.025; p2=p+2; % Chandr. p 120;
AFIN=fmin ('RSA',Amin, Amax)
RFIN=RSA (AFIN)

SEFIN=SA

function cnl=condl (R)

global ee8 A2 A4 PE PF F E;

E=PE+R*A2; F=PF-R*A4;

for i=2:2:8
[T,Y]=0de45('ek8',[0,1],ee8(i,:));
y(:,1)=[Y(end,:)]1";

end;

delta=y(:,2:2:8);

cnl=-cond (delta)

function cn2=cond2 (R)

global ee6 A2 PFl p2 F1;

Fl=(PF1+R*A2) /p2;

for 1i=2:2:6
[T,Y]=0ded5('ek6', [0,1],ee6(i,:));
y(:,1)=[Y(end,:)]1";

end;

delta=y(:,2:2:6);

cn2=-cond (delta)

’
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function di=dif (S)

global p p2 Rmin Rmax A2 A4 A6 A8 PC PEl PPE R1 R2 di...
PE PF C PFl E1 C1 S2 Sp;

S2=S"2; Sp=(2*p+1)*S2;

PE=PPE+2*A2*Sp; PF=A8-A4*Sp;

C=PC-Sp;

PF1=-A6*p2+A2*S2*p;

El=(PE1-p*S2) /p2;

Rl=fmin('condl',Rmin, Rmax) ;

R2=fmin('cond2',Rmin, Rmax) ;

di=R1-R2;

function RA=RSA (A7) ;
global TT SA p p2 SS A2 A4 A6 A8 PC Cl PEl PPE Rl R2 B di;
A2=A"2; A4=A2"2; A6=A2*A4; AB8=A2*A6;
PC=6*A4+TT; Cl=-3*A2; PE1=3*A4*p2+p*TT; PPE=-4*A6-A2*TT;
B=-4*A2;

SA=fzero('dif',SS,1le-6)

dif (SA)

di

RA= (R1+R2) /2

function fub=ek6 (T, Z);
global F1 E1 C1;
fué=zeros(6,1);

for i=1:5 fu6 (1)=7Z(i+1);
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end;
z6=-F1*Z (1)-E1*Z (3)-C1*Z(5);

fu6 (6)=z6;

function fu8=ek8 (T, Z)
global B C E F;
fu8=zeros(8,1);
for i1=1:7 fu8(i)=7Z(i+1);
end;
z8=-F*Z (1) -E*Z(3)-C*Z (5)-B*Z (7) ;

fu8(8)=z8;
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SHTOJCE B

1. Funksionet spline né tension

Njé metodé alternative pér zgjidhjen e problemit (5.4)-(5.8) propozohet nga Mohanty
[38] e cila aplikohet pér zgjidhjen numerike té njé ekuacioni kuasilinear hiperbolik té
rendit té dyté me derivate té pjesshme dhe bazohet né pérafrimin me spline né tension
né drejtimin ox dhe diferencat e fundme té qéndérzuara né drejtimin ot. Mé
konkretisht, konsiderohet ekuacioni

U, = A(X,t,u)u, + f (x,tuu,,u,) O<x<Lt>0 (B.1)
me kushte fillestare

u(x,0)=a(x), u, (x,0)=b(x), 0<x<1, (B.2)
dhe kushte kufitare

u(0,t)=p,(t), u(Lt)=p,(t), t>0, (B.3)

Funksionet spline né tension gé ndértohen jané

S'(x)=a) +b) (x—x)+c/ (e“’(H‘) —e“’(x‘xi))+dij (e‘”(x‘x‘) +e“’(x‘x‘)) , i=0,N+1
ku xe[x,x%.,], S'(x)eC?[0;1] dhe gé interpolon funksionin u(x,t) né pikat nyje

i) N+l

(x.t;) té rrjetés né nivelin j té kohés. Shénojmé me

Shénojmé
S;(%)=U/, S;(%.,)=U/

i j i+l i j

Vlerat e parametrave a/,b’,c’,d) pércaktohen si
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aiizu,J_M_ij1 bi:Uij_Uij+1+Mij—Mij+1
o I h w0
2m/] —(e9+e‘9)|\/|.1' j
¢l =— - dgi =M
I 20° (eg —eig) I 20°

Duke shfrytézuar vazhdueshméring e derivatit té paré (pra limitet e njéanshme té

derivatit né pikat nyje), pra S'V(x, —)=S" (x +), rezultojné marrédhéniet e

méposhtme pér i =0,N -1

8" (x +)=—a’2d} =b), +ac!, (¢’ +e )+ od/, (e"—e )= 5" (% -)

2.Kushte géndrueshmérie
Nga relacioni i fundit marrim formén e thjeshtuar

U, -2u) +U),

i+l
hZ

=aM +2pM) +aM), (B.5)

ku

6? e? —e™

3 1(1_ 20 j ﬂ—i[w—l} 6=oh.

Kur @ —0, pra & — 0, atéheré (a,ﬁ)—)(%,%) dhe relacioni (B.5) reduktohet né njé

relacion spline kubik té zakonshém

2
SE —2ui1'+ui{l=h—(|v|.j
6

i+l i+1

+2Mij+Mi[1)

Nga (B.5), marrim kushtin e géndrueshmérisé

9
2

N

a+2f+a=1 = tg

Ky ekuacion ka njé numér té fundém rrénjésh, por duke e zgjidhur grafikisht marrim

vlerén mé té vogél positive € =0.001.
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ul —u’

m =87 (x)=U) == —h[aM], + M/ ], xe[x,%,.] (B.6)

i+1 i N+l

Dhe duke zévendésuar h me —h marrim
m) =8 (x)=U} ==——=+h[ M/} +aM/, ], xe[x..%] (B.7)

Nga kombinimi i dy formulave té fundit marrim

m =S" (x)=U] :%_%[M&—Mi{l], xe[x.,x] (BS8)

Njékohésisht, nga (B.6) dhe (B.7) kemi

i _yi _ _

mi"+1:S'j(XM):UXJ'M:%+h[ﬂMi‘ﬂ+aMi‘] xe[x,%,] (B.9)
iyl _ _

mij_l=S'j(xi_l):UXii_l:%—h[ﬂMiLﬁaMiJ], xe[x,x,] (B.10)

Vérejmé se relacionet (B.4), (B.8), (B.9) dhe (B.10) jané veti té réndésishme té

funksioneve spline kubike jopolinomialé né tension S’ (x).

3.Metoda e diferencave té fundme bazuar né pérafrimin e spline né tension

Le té jepet ekuacioni hiperbolik jolinear me derivate té pjesshme me dy ndryshore

U, = A(X,t)u, + f (x,t,u,u,,u,) 0<x<Lt>0 (B.11)
Me kushte fillestare dhe kufitare si (B.2) dhe (B.3). B&jmé diskretizimin e zonés
[0,1]x[0,+0[ né rrjetén (N +1)xJ, me hap h=1/(N +1) né drejtimin ox dhe me hap
k >0 né drejtimin e kohés ot . Shénojmé me A= (k/h) >0 dhe e quajmé parametér té

rrjetés. Nyjet e rrjetés jané pikat

(x.t;)=(ih, jk), i=0,N+1, j=0,J.

Simbolet u) dhe U/ pérdoren pér pérafrimin diskret dhe vlerén e sakté té funksionit
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u(x,t) né nyjet e rrjetés. Njékohésisht shénojmé pér thjeshtési me A’ = A(xi A )
Al = A (x.t;), e késhtu me radhé né pikat nyje té rrjetés. Le t& konsiderojmé

pérafrimet e méposhtme

. i+ it

g, =9 YU (B1.2a)
2k

. U-j+1—U-j_1

Ui = — (B.12b)

—j Ut-2u)t4u?

Uy =— — (B.12c)

. 1o il )it

Ul = Dz ZL;';l U (B.12d)

. i+l _ it

gl =9 Y (B.13a)
2h

i ) Fyui+yd

Ul = 20 FUT UL (B.13b)

2h
Fl = f(xi,tj,uii,Uii,UJ}) (B.14a)
Fla=f (Xiﬂ,tj,Uijﬂ,Uim,Utjiﬂ) (B.14b)

Megénése vlerat e derivative té S’ (x) pércaktuar nga (B.4), (B.8), (B.9) dhe (B.10)

nuk jané té njohura né ¢do nyje té rrjetés, pérdorim pérafrimin e méposhtém pér

derivatet e tij. Pra

M, =%(U . —Eﬁ) (B.152)

—j 1 (=i —j

Mo = A_j(u N — Fm) (B.15b)
+1
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Mij—l = ij(ljtjti—l —Eijl) (B.15¢)
AL

m) = Ye Uy U [M,+l Al (B.16a)

~j i

g YU +h[pM] +aM/], (B.16b)

h
~j JI_yl . .
mijl=%—h|:ﬂMijl+aMijj|, (B.16c)

pércaktojmé né vazhdim pérafrimet

Fl = f(xi,tj,uii,rﬁij,Utji) (B.17a)
/F\ij+1 =f (Xm, Ul mij+1,L_thi+l) (B.17b)
l/:\ij—l =f (Xi 1,t UI 1,ml—1,Utl—1) (Bl?C)

né té cilin pérdorim funksionin spline né tension (3.7a), U/ :Sj(xi), pérafrimin e
derivative té para pércaktuar nga (B.16a)-(B.16c) né drejtimin ox dhe pérafrimin e
derivative né lidhje me kohén me diferenca té fundme té géndérzuara pércaktuar nga
(B.12a)-(B.12d) né drejtimin ot .

Né vazhdim, né ¢do nyje té rrjetés, ekuacioni diferencial (B.1) diskretizohet si

2 2
Ll(UJ —2UJ+UJ )_k [R1Utt|+1+R Uttl 1+10Utjt|:|_k_|:RiG|+l+R G|l+1OG :|

i+1

i=LN, j=012,... (B.18)

ku

I AN Al Al
—61%| A L L R, =1+ 0%
- {A (A’JA\ A*} : "y

dhe gabimi lokal i ndérprerjes éshté
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~

Ti =0(k*+k*n*+k*n*). (B.19)

4. Nxjerrja e metodés

Duke u mbéshtétur tek ideja e Jain et al. [36,37] ne pérdorim pérafrimin me spline né
tension né drejtimin ox dhe diferencat e fundme té géndérzuara né drejtimin ot .

Né nyjet e rrjetés, shénojmé
o™y Y o*°A Y (e Y
oim) M@ &) e
Né pikat nyje té rrjetés mund té shkruajmé ekuacionin diferencial (B.11) si
UJ-AU) = f(%,t,U} UL U} ) =F (B.21)

Duke pérdorur zbérthimin e Taylor, marrim

2. . . 2 _ _ _
%[Rlut’ml +R,U i1 +10U tjﬁ}—k?[RiFJ +R,F ), +10F |+

i+1

L (U, —20) +U/,) =
+O(k* +k'h? +k*h*) (B.22)
Duke thjeshtuar mé shumé formulat (B.12a)-(B.13b), marrim
Ui =UJ+0(k?) (B.23a)
Uta =UJ, +O(k? £kh) (B.23b)
Un =UJ +0(k?)
(B.23¢) Ui =UJ,, +O (k2 £k?h)
(B.23d)U % =U) +%2u30 +0(h)
(B.24a)

. _ 2
U sist =u;iﬂ—%u30 +0(h?) (B.24b)
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Duke u bazuar né pérafrimet (B.23a) dhe (B.24b), nga (B.14a), rezulton
Flotlxt.uiul+ My +0(h*),u +0(k?)
it~ i 6 30 1

2

= f(x,t;,U},U} ut§)+%u30nii +0(Kk?+h*)

Xi?

2
=F/ +%u30;73 +0(Kk?+h*) (B.25a)
Ngjashmeérisht,
. . 2 .
Fia= Fiil—%usong +0(K?+h*) (B.25b)
Fia=Fl, —%uaong +0(Kk?+h*) (B.25c)

Duke pérdorur pérafrimet (B.23a)-(B.24b), (B.25a)-(B.25c) dhe duke thjéshtézuar

(B.15a), rezulton se

mi =m’ +0(k? +h*) (B.26a)
Ngjashmérisht,

mia =mj, +O(k? +h*) (B.26b)

r/T\]ij—l =m), +0 (kz + h4) (B26c)

Me ndihmén e pérafrimeve (B.23a) dhe (B.26a), nga (B.17a), nxjerrim se

Fi = f(%.t,0),m! +O(Kk* +h').u} +O(k?))

= f(x,t,,U,m, U} )+0(k*+h*)

=F’+0(k*+h*) (B.27a)
Ngjashmeérisht,

|/:\ij+1 =F! +O(k2 +h4) (827b)

i+1
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Fli=F)+0(k +h?) (B.27¢)
Duke pérdorur pérafrimet (B.23a)-(B.23d) dhe (B.27a)-(B.27c), nga (B.18) dhe (B.22),

del se gabimi lokal i ndérprerjes éshté T: =O(k* +k*h? +k*h*).
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