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Hyrje

Ideja e konvergjencés statistikore éshté e hershme dhe pér heré t€ paré éshté paraqitur né njé
botim t€ vitit 1935 né njé monografi t&€ Zygmund[35]. N& trajté formale ajo &shté futur nga
Steinhaus[31] dhe Fast[13] dhe mé voné éshté riformuluar nga Schoenberg[29]. Studimi i saj,
fillimisht, ka dalé si nevojé e zgjidhjes s€ problemeve me shumimin e serive.

Konvergjenca statistikore ndonése éshté formuluar rreth 70 vjet mé paré, vetém né dhjetvjecarin
e fundit €shté béré njé fushé aktive kérkimi. Shumé matematikané kané studjuar vetité e saj dhe e
kané zbatuar kété koncept né fusha t€ ndryshme té matematikés si né teoriné e masés [24], né
serité trigonometrike[35], n€ teorin€ e pérafrimit [11] né hapésirat lokalisht konvekse[22], né
bashkésiné e funksioneve aditivé t€ fundmé[5] n€ studimin e nénbashkésive t€ kompaktifikimit
StoneChech[6]dhe né hapésirat e Banahut[4].

N¢€ njé faré kuptimi puna joné €shté vazhdim i rezultateve t&€ marra nga [5] dhe [6]. Ne e kemi
konsideruar kété lloj konvergjence si njé pérpjekje né studimin e cilésis€ s¢ divergjencave té
vargjeve

Njé shtysé€ pér két€ punim ka gené dhe artikulli 1 Burgin dheDuman([3] i cili 1 kushtohet lidhjeve
ndérmjet konvergjencés statistikore dhe sistemeve ergodike. Autorét provojné se konvergjenca
statistikore sjellé konvergjencén sipas t€ mesmes duke dhéné té njétin rezultat té pritjes
matematike dhe té dispersionit.Kjo na bindi se studimi i konvergjencés statistikore ka vleré si
teorike edhe praktike.

Disertacioni pérbéhet nga tri kapituj qé lidhen me tre zbatime t€ konvergjencés staistikore né
teoriné moderne t€ masés. Kapitulli i par€ ka té€ bé&jé me matshmériné e funksioneve me vlera né
hapésirat vektoriale dhe né€ hapésirén e Banahut.Kjo matshméri n€ pérputhje me terminologjiné e
njohur &shté quajtur matshméri e forté.

Matshmeéria e funksioneve éshté bazuar né konvergjencén statistikore té vargjeve té funksioneve
té thjeshté me vlera né njé hapésiré vektoriale t&€ normuar. Mg tej éshté dhéné€ njé lidhje ndérmjet
konvergjencés statistikore pothuajse kudo té vargjeve né kéto hapésira me konvergjencén
statistikore sipas masés té futur rishtas duke marré si rezultat qé€ konvergjenca statistikore
pothuajse kudo sjellé konvergjencén statistikore sipas masés. Jan€ dhéné dhe shembuj qé
tregojné se e kundérta nuk ka vend gjithmoné. Nj€ pohim i ngjashém né dukje me até klasike
€shté edhe teorema Egorov por tani ajo lidh dy konvergjenca statistikore n€ hapésirat e
normuara, at€ ndérmjet konvergjencés s€ forté dhe konvergjencés s€ forté uniformisht. Kemi



futur dhe konceptin e matshmérisé statistikore t€ dob&t dhe €shté vértetuar njé teoremé
komplekse e ngjashme me teoremén Pettis qé lidh konvergjencén statistikore té fort€ me até té
dobét. Njé shembull tregon g€ kéto dy matshméri nuk pérputhen. Duhet njé hapé€siré t& normuar
separable qé t€ dy konceptet t€ p&rputhen.

Kapitulli i dyté€ i kushtohet integrimit statistikor t€ funksioneve vektorial duke na dhéné njé
integral mé t& gjeré té tipit t€ Bohnerit duke e pérmbajtur rastin e njohur si rast t€ vecantg.
Integrali statistikor i Bohnerit mbéshtetet tek kuptimi i vargu Koshi qé pér rastin e konvergjencés
statistikore ka njé formulim t€ vecaté t€ dhéné nga Fridy[13]. N& rastin e hapésirave t€ normuar
té plota, &shté pérgjithsuar njé teoremé e vértetuar nga Gokhan e tj.[18] pér funksionet realé¢ dhe
éshté treguar se né kété rast edhe vargjet Koshi t€ llojit statistikor jané konvergjent né hapésirat
e Banahut. Jané formuluar dhe vértetuar njé numér pohimesh qé¢ sigurojné korrektesén e
pérkufizimit té futur dhe éshté dhéné njé kundérshemull g€ tregon se ka funksione g€ kané
integral statistikor t€ Bohnerit por jo integralin e zakonshém t€ tij. Njé numér vetish t€ integralit
statistikor t€ Bohnerit t€ kujtojné vetité e njohura té integralit sidomos né rastin € normés sé
funksioneve. Kéto veti tregojné dhe mundésité e médha qé ka ky integral pér zbatime. Ndonése
dihen véshtirésité né€ trajtimin e integraleve t&€ funksioneve me vlera né€ njé hapésiré vektoriale
&shté provuar se funksioni €shté i integrueshém statistikisht sipas Bohnerit até¢heré dhe vetém
at€her€ kur norma e funksionit si njé funksion real €shté e tillé. Njé puné e madhe &shté dashur
pér t€ formuluar dhe vértetuar teoremat mbi kalimin né limit t€ integralit statistikor qé ne i kemi
emruar teoremat Fatu dhe Lebeg.Kjo éshté realizuar duke shfrytézuar integrimin e normés sé€
funksionit gjé g€ 1 ka béré formulimet t€ dallojn€ nga ato klasike. Na u desh t€ gjejmé njé
teorem¢é t€ Kadec[21] g€ t€ marrim vértetimin e nj€ teoreme q¢€ t€ kujton teoremén Beppo-Levi.

Edhe kapitulli i treté i1 €shté kushtuar zbatimeve t€ konvergjencés statistikore né integrim por
tashmé né€ integrimin e dobét, konkretisht, jan€ shtriré né rastin statistikor integralet e Dunfordit
dhe Pettis-t duke patur pérparési kété té€ fundit.Futjen e kétyre integraleve e bén t€ mundur
teorema e formuluar e Pettis-it pér lidhjen ndérmjet matshméris€ s€ dobét dhe t€ forté né rastin
statistikor. Eshté ecur né rrugén e zakonshme duke future mé paré integralin statistikor t&
Dunfordit dhe duke rivértetuar pér rastin statistikor pohimet mé té réndésishme qé lidhen me té
né rastin klasik. Integrali staistikor i Pettis-it fillimisht &shté dhéné si rast i vecanté i integralit té
Dunfordit pér bashkésité reflektive. M€ pas €shté dhéné€ njé shembull voluminos gé€ tregon ata
nuk pérputhen né rastin e pérgjithshém. Njé krahasim ndérmjet integralit statistikor t&€ Bohnerit
dhe integralit staistikor t& Pettis-it tregon se funksioni i integreushém statistikisht sipas Bohnerit
€shté 1 integrueshém statistikisht edhe sipas Pettis-it. Ndonése éshté provuar mé paré€ se né
kushte t€ caktuara integrali i Dunfordit éshté aditiv i numérueshém me ané té njé shembulli Eshté
treguar se pér nj€ hapésiré té normuar ¢farédo kjo veti nuk ka vend.

Integrali 1 Pettis-it prej shumé vjetésh ka gené jashté interesit t€ matematikanéve pér shkak té
formulimit statik té tij. Qysh né 1981 Geitz[17] arriti t& gjejé njé pércaktin t& tij si limit vargjesh
nga hapésira duale, por kjo béhej e mundur vetém pér hapésirat e matshme perfekte. Musial[25]
katér vjet mé voné arriti qé t€ formulojé integralin Pettis me ndihmén e vargjeve né rastin e



zakonshém dhe kjo risolli né vémendje kété integral g€ ka zbatime t€ shumta teorike sidomos né
teorin€ e probabilitetit dhe teoriné e masés. Ne kemi mundur té riformulojmé integralin
statistikor t& Pettis-it sipas kétyre ideve dhe shpresojmé te jemi té parét. K&€shtu éshté gjetur njé
kondité e nevojshme dhe e mjaftueshme qé funksioni té jeté staistikisht i integrueshém Pettis
siaps vargjeve t€ matshém dobét.Né pjesén e fundit Eshté€ béré njé€ studim 1 vetive t€ integralit
Pettis duke u bazuar né konvergjencén e pakushtézuar té serive.Eshté treguar se integrali
statistikor 1 Pettis-t &shté aditiv i numérueshém dhe ai pérputhet me té€ Dunfordit nése hapésira
nuk ka ndonjé hapésiré homeomorfike me c,.



Pérkufizime dhe kuptime bazé

Terminologjia e pwrdorur wshtw adoptuar nga ajo mw e pwrhapura qe vihet re tek [14], [15]
[16], [33]dhe [4].

|4, |

Le té jeté A njé€ nénbashkesi e bashkésisé s€ renditur N me densiteto(4) =lim, ,ku A, =

{k<n;keA} dhe me |A| shénojmé kardinalin e bashkésisé A. Duket qarté se bashkésité e
fundme kané€ densitet zero dhe d(A")=1-6(A) ku A'=N\ A. Nése P(k)={k ; ke A} dhe 6(A)=1,

pra thuhet se P pérmban pothuajse té gjitha k, shkurt p.p.gj.k.Vargu x éshté statistikisht
konvergjent tek nj€ element L, t€ njé hapésire vektoriale t€ normuar né qofté se pér ¢do € >0

lim l|{k£n:ka—LHZg}l:O
n

n—x0

Pra, |[xx-L||<e p.p.g.k
N¢ kété rast mund té shkruajmé st-lim xi =L.
Vargu x €shté varg statistikisht - Koshi, néqoftése pér cdo £>0, ekziston njé numér N=N(¢g) €N
té till€ qé
|lxx— xn||<€ p.p.gj.k.

Té¢ pérgjithsojmé mé tej konvergjencén pikésore né konvergjencén pikésore statistikore té
funksioneve.

Le t€ kemi njé varg {fi} termat e t€ cilit jan€ funksione me vlera né€ nj€ hapé&siré vektoriale. Pér
cdo x nga bashkésia e pércaktimit merret vargu i vektoréve (fx(x)). Le t€ jet€ S bashkésia e atyre
x-ve, ku {fi(x)} konvergjon. Funksioni f i pércaktuar si

f(x)=lim, f,(x) ;xeS

quhet funksion limit i vargut {fy}, pra vargu {fi} konvergjon né¢ ményré pikésore té f ne S.



Kjo do te thoté se pér ¢do xeS dhe pér cdo £>0, ekziston N(e varur nga x dhe ¢) e till€ g€
k > N sjell ||f k(x)-f(x)||<e.

Vargu i funksioneve {fy(x)} konvergjon statistikisht né ményré pikésore te f n€ njé bashkési S,
né qofté se pér ¢do >0

liml| (k<n:|f,(x)-f(x)|z&,VxeS}=0,
I‘l*)OOn

pra per ¢do xeS,
I k()-f(x)I<e.

pothuajse pér té gjithé k.

st
Né kété rast shkruajmé st-lim fi(x)=f(x) ose f, > f néS.

Pra, pér cdo 6>0,ekziston nje N(natyror)
liml|{kﬁn ()= f(x) |z e, Vxe St <o (1)
n—»0 n

per cdo n>N = (N(&,0,x)) dhe per cdo £>0.

Duket qarté se nése mosbarazimi (1) ka kuptim pér njé numér t€ fundmé k, atéheré lim
fi(x)=f(x) lim_ f,(x)= f(x) n€ S dhe prej kéndej marrim se kur ky limit ekziston rrjedh
ekziston st-lim,_,  f,(x)= f(x).E anasjellta nuk €shté e verteté si¢ tregon shembulli 1
méposhtém:

Eshté njé varg shumé i njohur i ndértuar né ményré té tillé

x  kur k=m’
X, =
0 kurk#m’

k=1,2,... Ky varg &shté divergjent n¢ kuptimin e zakonshém por konvergjon né€ zero né¢ ményré
statistikore.

Duke patur parasysh njé rezultat t&€ Salat[28] né t€ cilin ai pércakton se vargu (x,) éshté
statistikisht konvergjent tek L, atéheré dhe vetém atéheré kur ekziston njé bashkési

K={n<m<...}CN

e tillé q€ 6 (K) = 1 dhe limx, =L.

n—0oQ



Duket garté q€ bashkésia K éshté plotésisht e renditur. Vargun e ri (xnk ) e quajmé

nénvargesencial t& vargut (x,) dhe pohimi i Salat mund t€ riformulohet:
Vargu (x,) €shté statistikisht konvergjent tek numri L, at€¢heré dhe vetém atéheré kur né té
gjendet nénvargu esencial (xnk ) g€ konvergjon né ményré t€ zakonshme tek L. Kété fakt do ta

shénojmé limx, =L .
K
Né kété ményré, pérkufizimet e mésipérme mund t€ pérdoren edhe né formulimin e méposhtém:

Vargu {fy(x)}, ku f;, : S — X (X nj€ hapésiré vektoriale e normuar) éshté statistikisht konvergjent
tek funksioni f(x), at€heré dhe vetém atéheré kur gjendet nénvargu i tij esencial (f, )

konvergjent tek f(x).

Njé€ familje H e funksioneve numeriké té integrueshém quhet uniformisht e integrueshme né
qofté se

lim, ), IE‘ hldu=0
uniformisht pér heH.
N¢ gofté se XpEshté nj€ nénalgjebér e sigma-algjebrés >, atéheré me E(h | 2¢) shénojmé pritjen

matematike t€ kushtézuar t€ h né€ lidhje me >.

Shénojmé (S, Y, 1) hapésirén e masés probabilitare, ku S €shté njé bashkési dhe Zéshté njé
sigma algebér e Borel.



KAPITULLI I

INTEGRALI STATISTIKOR I TIPIT TE BOHNERIT

Integrali iBohnerit[2](1933) ishte njé€ alternalivé tjetér pér t€ dhéné integrimin e funksioneve t&€ matshém
dhe té kufizuar krahas integrimit sipas Lebegut. Karakteristiké e tij éshté pércaktimi e funksioneve
tématshém si limite t€ vargut té€ funksioneve té thjeshté. Kjo né fakt ¢coi né identifikimin e masés sé
bashkésive me matshmériné e funksioneve karakteristiké té tyre qé€ jan€ elementi bazé n€ ndértimin e
funksionev t€ thjeshté. Kuptimet kryesore té kapitullit jané matshméria e funksioneve si ajo ¢ forté dhe e
dobét dhe béhet lidhja ndérmjet tyre.Kjo lidhje rezulton t€ jeté e ngjashme me pérkufizimet ¢ zakonshme
t€ matshmeérive né hapésirat e Banahut. Vend t€ rénd€sishém z&né teoremat e modifikuara Egorov dhe ajo
e Pettis-it.

4. Funksionet statistikisht té matshém

Né vijim (S,),1) éshté njé hapésir€ né masé€ probabilitare, S njé bashkési ¢farédo X sigma
algjebra e Borelit.

Pérkufizim 1.1. Njé funksion f: S - X, ku X njé hapésiré€ vektoriale e normuar quhet funksion i
thjeshté sipas u, né qofté se pér njé varg bashkésish t&€ matshme{E;}, ku E;e S, Ein E; = & pér



i#, S = U; E, dhe f(s) = xi pérs € E;, i=1,2,..n,, ai paragitet né trajtén f= >"" x,7, ,ku g,

éshté funksioni karakteristik 1 E;.

Shénojmé T(p,X) - bashkésin€ e funksioneve té thjeshté t€ pércaktuar né S. Dimé qé T(u,X)
formon nj€ hapésiré vektoriale né€ lidhje me mbledhjen e funksioneve té€ thjeshté dhe shumézimin
me njé numér real. Funksionet e thjeshté jan€ t€ matshme.

Pérkufizim1.2.Le t€ kemi njé varg funksionesh t& thjeshté me vlera reale f, : S—R. Funksioni f

: S —R qubhet statistikisht i matshém sipas ;1 n€ bashkésiné S, né qofté se pér ¢do 6>0 dhe pér
¢do >0 ekziston N natyrore N(g, d) qé

s n )~ ) R el

per n>N(g,0).

Pérkufizim 1.3.Funksioni f:S—X quhet st - i matshém fortésisht' sipas p né bashkésing S né
qofté se gjendet njé varg funksionesh t€ thjeshté (f,)e T(u,X) 1 tillé g€ pér ¢do s € S né€ dhe pér
cdo &>0:

lim | (k< n: [If.(s)= f(s)|> £, Vs e S}=0. (1)
I‘l‘)wn

.pothuajse kudo sipas p n€ bashkésiné S.

Pohim 1.4.

Kombinimi linear 1 funksioneve st-t€ matshme fortésisht éshté funksion st- i matshém.
Vértetim. Le t€ jeté (f,) dhe (g,) dy vargje nga T(u,X) té pércaktuar né S dhe qé st-lim f,(x) =
f(x) dhe st-lim g,(x) = g(x) dhe o, €R

Shqytojmé rastin jotrivial kur a # 0 dhe  # 0. Le té jeté €>0, vémé re se

&

(k<n: ||afy(x) + Pga(x) —(af(x) + Pg(x)|| 2eVxeStc {k <n: [|[fu(x) - f(x)|| = el vxeS} U {k
(04
S ORFOES fﬂ VxeS}

Duke pasur parasysh se

! Megenése né literaturé, (shih P. Sh. Shcwabick[30]) funksionet e matshme né hapésirat vektoriale t& normuara
quhen fortésisht té matshme do ta respektojmé kété rregullé gjaté gjithé punimit.



[loufa(x) + Bga(x) ~(af(x) + Bg)lI<[a [[fa(x) - f)[| + |Bl.[ga(x) — 2]
marrim g€ st — lim (af,(x) + Bg.(x)) = af(x) + Bg((x). 0
5. Konvergjenca e vargjeve statistikisht t¢ matshém

Pérkufizim1.5 . Vargu { f.(s) } €shté statistikisht konvergjent pothuajse kudo tek f(x) né S, né
qofté se ekziston njé nénvarg esencial {f, (s)} 1 cili t& konvergjojépothuajse kudo tek f(s).

Pérkufizim 1.6. Le t€ jeté (S, X, p ) nj€ hapésiré e matshme me njé mase jonegative . Pa

humbur pérgjithésiné mund té supozojmé se masa . €shté e ploté né X.

Vargu i funksioneve t€ matshém fort { f, } n€ S me vlera né hapésirén separabél t&€ Banahut X

quhet statistikisht konvergjent sipas masésp tek funksioni f(s) né qofté se pér ¢do £ >0 dhe

o >0 gjendet nj€ nénvarg esencial {f, (s)} 1vargut {f, (s)} q¢€

sl £, ()= f(9)|zo}<e
Ose
lim gis:|| £, ()= f(s) |20} =0

st—p

E shénoymé f, (s) > f(s) .

Duke u mbéshtétur tek koncepti i1 futur nga Fridy[14] japim pérkufizimin:

Pérkufizim 1.7.Vargu i funksioneve fortésisht t€ matshém {f, (s)} me vlera n€ hapésirén

separabé€l t€ Banahut X quhet statistikisht themelor sipas masés né njé nénbashkési ACX, né

qofté se gjendet njé numér N(g,s)eN dhe njé nénvarg esencial {f, (s)} 1 tillé g€ pér ¢do 0>0
lim s ) £, ()= £y () [ 0} =0 .

Teoremé 1.8.

NEé qofté se{f, (s)} njé varg statistikisht konvergjent né S me vlera n€ hapésirén separabél t&
Banahut X ai &shté statistikisht themelor.



Vértetim.Shénojmé {f, (s)} njé nénvarg esencial t& vargut {f,(s)} .Le t€ zgjedhim njé numér

natyror N 1 till¢ g€ dhe t€ shqyrtojmé mosbarazimin
1 £, &)= Sy IS A, () = FO [+ fy ()= f ()]
Prej kéndej mund té shkruajmé
{s:l £, =Sy lzotcis: f, ()= f(® = %}U{S N A= f) 2 %}
Ose
pisill f, ()= fy 2oy < puis:| £, ()= f(s)[}z %}+ﬂ{5 Ny =f)2 %}

Mosbarazim g€ provon teoremén.
Teoremé 1.9.
Limiti i vargut statistikisht konvergjent sipas masés €shté€ 1 vetém me aférsiné e ekuivalencés.

Vértetim. Le t€ supozojmé se se vargu {f,(s)} konvergjent sipas masés ka dy limite t&

ndryshém f(x) dhe f5(x). Pér ¢do € dhe 0>0 gjende nénévargu esencial 1 tillé qé
o, &
uiscll f,, ()= fi() [z 5} <3

wlsill £, ()= fo(9) |12 %}<§kur 0.

Duke shfrytézuar mosbarazimin
/)= L) S, )= AG T+ £, ()= L)l

Dhe pérfshirjen

(sl £ ()= /oS) 2 o} < {s eIl £, ()= fi() |12 %}u{sznfnk ()~ f(s) |2 %}

Do t€ marrim
sl fi(9) = L,z ot < pds:]| £, ()= fi(s) ]2 %}ﬂl{s A, ()= () [ %} <€ .

Ky mosbarazim ka vend pér ¢do €>0, si rrjedhojé



sl ()= £,6) 2o =0,

Ky barazim tregon se fj(s) dhe f,(s) mund t€ jené t&€ ndryshém vet€ém né€ njé bashk&si me masé
Zero.

Pohimi i méposhtém &shté ekuivalenti 1 teoremés q¢ 1 atribohet Lebegut pér funksionet me vlera
né R. Ké&tu, konvergjenca éshté shtriré duke u zévendésuar me kuptimin e konvergjencés

staistikore.Njé rol ky¢ né vértetim luajné nénvargjet esencial.
Teoremé 1.10.

Le té jeté {f, (s)} njé varg nj€ varg statistikisht konvergjent funksionesh fortésisht t&€ matshém

me vlera n€ nj€ hapésiré t& normuar X 1 cili konvergjon pothuajse kudo tek njé funksion f(s) né
njé bashkési me masé t€ fundme A. Atéheré vargu {f, (s)} konvergjon sipas masés né kété

bashkési.

Vértetim. Shénojmé {f, (s)} njé nénvarg esencial t& vargut {f,(s)} . Pér 0>0 ¢farédo ndértojmé

bashkésiné

4, =), G- f$)EojnA n ek .
Shénojmé B, =|J4, dhe C=(B,
k=p p=1

N¢é baz¢ té faktit g€ funksionet f,(s), f(s) jané statistikisht t&€ matshém fortésisht del se bashkésité

4,, Bnp dhe C jané t& matshme prandaj béjné pjesé né 3. Duke shftytézuar veting€ e

vazhdueshmérisé s€ masé€s do t& marrim qé

lim (B, ) = pu(C) -

Eshté e qarté se pér ¢do s € C nénvargu esencial { /,, (8)} nuk &shté konvergjent e aq mé tepér
vargu {f,(s)}. Vértet, né qofté se vargu {f, (s)} do t& ishte konvergjent tek ndonj& funksionf né
pikéns, pra f, (s) = f(s) at€heré pér ¢do 0> 0 gjendet njé indeks natyror no 1 till€ q&

[ fnp ()= f(s)|l<o pérdo n,>n, .Kjo do t& thot€ q€ pika s nuk i pérket asnjérés nga
bashkésité Anp pér n, 2 n, . Sirrjedhim, pika s nuk bén pjesé tek ndonjé€ bashkési B, pér kéto ny,

kjo do t€ thoté se s nuk bén pjes€ né C. Si pérfundim asnj€ nga pikat e konvergjencés sé
nénvargut {f, (s)}nuk bén pjes€ né bashkésiné C. Me fjalé t€ tjera, C €shté nénbashkeési e

pikave t€ divergjencés té kétij nénvargu.



NEé saje té kushtit vargu {f, (s)} €shté statistikisht konvergjent pothuajse kudo né A. Kjo do té

thot€ se né€ saje t€ plotshméris€ s¢€ o-algjebrés X qé
H#(C)=limu(B,)=0 .
Meqenése pér do k kemi q¢ 4, < B, dot€kemiqé wu(4, )< u(B,) q€nga
lilgn H#(A,)=0
Ose
im g{(s [ £, ()= f(s) o) N A; =0

Q¢ do té thoté se vargu {f (s)} &éshté statistikisht konvergjent sipas masés.

Pohimi 1 anasjellé nuk €shté gjithmoné 1 verteté.Njé kundérshembull jepet tek Shembull 1.12.

Le t€ modifikojmé njé shembull t&€ dhén nga Pugachev|[27] pér té treguar se teorema nuk géndron
né rastin e bashkésive me masé t&€ pafundme.

Shembull 1.11.

Ndértojmé vargun
X , .
— pér n prim
J,(x) =
nx , .
>— pérnumrat e tjeré
n+x

Vargu {f (x)} éshté statistikisht konvergjent né zero pér pothuajse ¢do x€R.Ndérkaq, ai nuk
konvergjon sipas masés sepse masa e bashkésive {x € R:| f, (x)|> €} rritet pambarimisht kur n
shkon né infinit. Pra, ky varg funksionesh, megjithése konvergjon pothuajse kudo né€ R, ai nuk

konvergjon sipas masés.

Shembulli i méposhtém tregon se konvergjenca statistikore sipas masés nuk sjell konvergjencén
statistikore pothuajse kudo.

Shembull 1.12.



Pér n, k €N ndértojmé vargun

2 pérkprimdhexe]k_l,ﬁ]
non
fo(x)=11 pérgdokdhexe]ﬂ,f]
n o n
0 pérgdokkurXGE\]k_l,E]
non

Véme re se vargu konvergjon statistikisht sipas masés né zero sepse masa e bashkésive ku f, (x)

€shté 1 ndryshém nga zero shkon né zero, shohim se p{x : [fxa(X)|>0}=( ]E,E] )=l shkon
n o n n

k—1

né zero kur n—oo. Ndérkaq, pér ¢do xo€ E=]0,1] gjendet intervali | ,E] pér té cilin
n

k—1 k . 1 ia
0 21, ku vlera e termit t& vargut éshté 1 ose 2.
n

X, €]

Né qofté se limiti (1) nuk varet nga pika s € S por vetém nga N (¢ ) do té fitojmé njé

konvergjencé mé t& forté.

Pérkufizim 1.13: Funksioni f:S—X quhetuniformisht st-i matshém fortésisht sipas u né
bashkésiné S, né qofté se pér ¢do 6>0 dhe pér ¢do £>0 ekziston N natyrore N(g, d) qé

1
;I {k<n:|f,(s)-f(s)[ze}l<d
pér n> N(eg, 0) dhe pothuajse pér ¢cdo seS. Thuhet né kété rast se vargu konvergjon statistikisht

pothuajse uniformisht sipas p tek funksioni f me bashkésiné S.

Do t€ modifikojmé disa teknika t€ zhvilluara nga [ 30] pér t€ vértetuar pohimin e méposhtém qé
€shté nj€ shtrirje e teoremés s€ njohur Egorov pér konvergjencén e zakonshme.

Teoremé 1.14.(Teorema Egorov). [§]

N¢ goftése funksioni f:S—+X &shté st -1 matshém fortésisht sipas p, atéheré funksioni f Eshté st-1
matshém fortésisht uniformisht sipas p pothuajse kudo né S.

Vértetim: Megenése funksioni f:S— X &shté st-i matshem fortésisht sipas p, atéheré gjendet
bashkésia e matshme Z €) me pw(Z)=0 dhe vargu i funksioneve té thjeshté (f;) 1 till€ qé pér ¢do S
€ S/Z vargu (fy(x) ) konvergjon statistikisht né ményré pikésore tek f(s), pra

lim | (k< I, (5) = £(5) 23 =0
nopn k



Shénojmé A,CN bashkésin€ e indekseve k pér té cilét plotésohet mosbarazimi
1

I fi () —1f(s) [|=— -
k

Shqyrtojmé bashkésité

Exn={s € S\Z:|[f(s) —f)| <%, Vne 4} ku A =N\A,

Duket qarté se Ex 1D Ek n+1

meqenése vargu (f,(s)) konvergjon tek f(s) pér ¢do s € S\Z dhe pér ¢do k do t€ kemi

Uj; E,,cS\Zose ﬂf; (S\E,,)cZ

g€ nga marrim se pér ¢do >0 dhe pér ¢do k €N gjendet njé numér natyror ny qé

&
—-

H(S\Ey,,) <

Shénojmé A4, = ﬂ; E,

u(S\A,)=u(S\(\_ E.,)=ul] (S\E, <&

Kjo tregon sel|fu(s) —(s)|| <% , pérté gjithé k e A,;k pra ne S\A; vargu (f,) konvergjon statistikisht
uniformisht tek f{(s).

6. Funksionet statistikisht t€ matshém dobét

Perkufizim 1.15.Funksioni f: S—X &shté statistikisht i matshém dobét né qofté se funksioni
scalar x*f &shté staistikisht i matshém pér ¢do funksion x* nga hapésira duale X*.

Teorem 1.16.(Pettis)[9]

Le t€ jeté X nj€ hapésiré e Banahut.Funksioni f: S—X &shté statistikisht i matshém fortésisht,

at€her€ dhe vetém atéheré kur plotésohen dy konditat e méposhtme

1) Funksioni f €sht€ me vlera separable pothuajse kudo sipas .



2) Funksioni f &shté statistikisht 1 matshém dobét.

Vértetim. T¢ tregojmé né fillim se funksioni f éshté pothuajse kudo separabél. Megenése
funksioni f(x) éshté statistikisht i matshém fortésisht atéheré gjendet vargu i funksioneve t&

thjeshté (f,) dhe nj€ bashkési BCS pér té cilén p(B)=0 e till€ qé

£, (s) —f(s)” < ¢ pothuasje pér ¢do n dhe seS\B.

Shénojmé 4, = {k <n:|f(s)= f(s)= g} . Né saje té teoremés Egorov( Teorem 1.14) pér ¢do

n&Z Ay gjendet nj€ nénbashkési E,CS me masé pw(E,)<e e tillé qé vargu i funksioneve t€ thjeshté

(fu(s)) t€ konvergjoj€ statistikisht dhe uniformisht tek f(x) né S\E,.

L) —-f (s)|| < ¢ pothuajse pér ¢do n. (2)

Pérderisa f;, jané funksione t€ thjeshté vlerat e tyre f,(S) jané€ t€ fundme pér ¢do neN. Kjo sjell

qé€ bashkésia U £, (S) té jeté e numérueshme. Duke marré parasysh se

nEUAk
k

ey SVEn=UJ fS\E,)

Do t& kemi qé

fCY S\Eync U £(S\E,)
ne J4, nel J4,

k k

bashkésia U f,(S\E)) éshté e numérueshme si mbyllje e njé bashkésie t&€ numérueshme.

mEUAk

k

N¢é qofté se ne marrim u(En)<l pér nZAy do t&é kemi qé ﬂEn =S\ U (S\E)) pér nZA, dhe

n n

H(E,)=uS\(JS\E,)=0.

Duke shénuar N=ﬂEn pér nZ¢ A provojmé separabilitetin e bashkésisé {f(s); s€S\N}.



Me géllim qé té tregojmé se funksioni f Eshté statistikisht i matshém dobét shqyrtojmé pér ¢do
x*eX* barazimin (2) qé sjell

[x*(fa(s))-x*(f(s)|<e a.a. n , pothuasje kudo né S.

Megenése funksionet f, jané té thjeshté dhe té gjithé funksionet x* jané t€ vazhdueshém do té
kemi g€ funksinet x*(f;,) jan€ gjithashtu té thjeshté dhe konvergjojné€ pothuajse kudo dhe p.p. gj
n tek funksioni x*f. K&shtu éshté provuar se x*(f') €shté statistikisht i matshém dhe prej kénde;j
del se funksioni f éshté statistikisht 1 matshém dobét.

Le té provojmé tani pohimin e anasjell€. Funksionii dhéné€ éshté me vlera separable pothuajse

kudo sipas p késhtu g€ ekziston njé bashkési B me masé zero e till€ qé f(S\N) €shté bashkési
separabél. Kjo do té thoté se gjendet nj€ bashkési e numérueshme {x,€X : neN} e dendur né
f(S\N). Duke zbatuar teoremén e Hani-Banahut do t€ gjendét vargu x, €X* e tillé q& x, (xn)=
|, || dhe Hxn H =1.Kjosjell g& ||/(s)|=sup|x,(f(s)| pérgdo s€S\B. Kjo provonse |f(s)|

éshté statiistikisht 1

éshté staistikisht e matshme. Pér t& njé&jtén arsye funksioni || f(x)—x,

matshém. M¢ tej ne ndjekim fjalé pér fjal¢ vértetimin ([30] Theorem 1. 1.1.6)

Le t€ modifikojmé tani njé€ shembull t& ndértuar nga Geitz [17] dhe ta pérdorim pér rastin e
konvergjencés staistikore . ([17], Example 5]

Shembull 1.17.

Le t€ jeté . njé mas€ e Lebegut né [0,1] dhe ndértojmé funksionin f: [0,1]—L_ (1)

f(t) = Xo.1.
Té€ tregojmé se ky funksion f éshté statistikisht i matshém dobét por nuk €shté statistikisht i
matshém (fort€sisht). Le té jeté m, njé copétim né n pjes€ me ané numrash dyjoré 1 segmentit

[0,1]. Pér ¢do piké t g€ i pérket intervalit dyjoror [(i-1)/2",i/2"] né T, le té jeté f,(t) njé varg

funksionesh i till¢€ q&

0 pér n prim
o

Ky &shté njé varg funksionesh té thjeshté qé ¢on [0,1] tek L_(j1). Eshté e garté se vargu nuk
konvergjon statistikisht tek f(t), kjo do t& thoté se ai nuk &shté staistikisht i matshém. Cdo



element x* t&¢ L () mund ta identifikojmé me njé masé additive té kufizuar , Bi cili do té jeté
zero né mbashkeésité me p-masé zero. Kjo sjell qé pér ¢do ¢ né [(i-1)/2",i/2"]

x*f,(t)=( B [0,i/2") pothuajse pér ¢do n.
dhe

x*(f(©)=( £ [0,t]).

Pér njé ¢ té fiksuar, le té jeté E;, njé element 1 copétimit m, q€ pérmban t. Do t€ kemi

X*O-x*u(®I<| £ [(Eta) p. p-gj-n.

NE€ saje t€ kufizueshméris€ s¢ S kjo sjell g€ lim| B|(E,,) =0 pér pothuajse ¢do n dhe pér njé
bashkési t&€ numérueshme ngat.

Marrim késhtu qé

limx*f =x*f

n—»0

Pothuajse kudo dhe pothujse pér ¢do n, ashtu sikurse pér ¢do x* nga L (u).

Me ndihmén e nénvargjeve esencialé mund té€ gjendet njé zbérthim i funksioneve t€ matshém
fortésisht si shumé e njé funksioni t€ matshém dhe té njé nénserie konvergjente.

Pohim 1.18

Né qofté se f: S — X &shté njé funksion statistikisht i matshém fortésisht at€éheré gjendet njé
funksion 1 kufizuar f 1 matshém fortésisht g : S — X dhe funksionii matshém fortésisht

h:S — X1formés

h(t)=> x, 7, (1).x,e X,1eS,neK,5(k)=1
K

kuE < S,ne N jané bashkési t€ matshme dy nga dy joprerése, pér té cilét te keté vend

barazimi

f=g+h

Vértetim. Duke pérdorur teoremén e Pettis-it, (Teorema 1.14) ne mund té supozojmé se
bashkésia e vlerave f(.S)té funksionit f &shté njé nénbashkési separabél X dhe le t& jetd



{x,,n € N} njé nénbashkési t& shumtén e numérueshmé dhe e kudo e dendur né f(S).

nd

Pércaktojmé
E, ={teS;f(t)e(xn +B(X))\L”J(xk+B(X))},

Atéheré S UEn,En NE, =0 pér m,ne N,m#n.Shénojmé

n=1
h(t):zanE,, (¢)ku nekK,5(K)=1
K

pér t € §. Duke konsideruar kété funksion si st-limit 1 shumés s€ pjesshme t€ serisé, pra
h=st—lim x,z, (£)=Y X1 () marrim q& ai éshté statistikisht i matshém fortésisht dhe
k=1 K

né qofté se t€ E, NS atéheré
f(t)=h(t)=f(t)-x, e B(X)

dmth £ (£)-h(t)|, <1.

X
Duke shénuar g(#)= f(¢)—h(¢) do t& kemi q& Hg(t)HX <ldhe f(t)=g(t)+h(t),r€S .
Réndésiné e kérkesés qé hapésira e dhéné X té jeté separabél e tregon teorema e méposhtme. N&
kété rast t€ dy matshmérité pérputhen.
Pohim 1.19.

N¢ qofté se X éshté nj€ hapésiré e Banahut separable, atéheré [ : S — X €shté statistikisht i

matshém fortésisht atéheré dhe vetém atéheré kur funksioni f éshté statistikisht i matshém dobét.

Vértetim: Kur hapésira X éshté separable éshté e qarté se ¢do nenbashkési né té éshté e tillé
késhtu qé bashkésia e vlerave { f (t);t esS } c X e funksionit / &shté si rrjedhim separable dhe

pohimi rrjedh menjéheré nga teorema e Pettis-it (teorema 1.14).



Kreu I1

Konvergjenca statistikore dhe integrali i Bohnerit

Integrali i Bohnerit éshté ekuivalenti i integralit t&€ Lebegut t€ dhéné né trajté limite. Ne kemi shfrytézuar
pikérisht kété trajté limite q€ bén t&€ mundur pérdorimin e konvergjencés statistikore e cila na ¢oi drejt njé
integrali tjetér qé e quajtém integral statistikor té Bohnerit.

1. Integrali statistikor i funksioneve té thjeshté
Pérkufizim 2.1. Integral t€ funksionit t€ thjeshté f:S—X, quhet elementii hapésirés vektoriale té
normuar i barabarté me Y " x,u(E,) , simbolikisht

[/ )du=3" xuE)

N¢ qofté se E éshté nj€ bashkési e matshme dhe E — S, at€heré integral té funksionit f né
bashkésiné E quhet integralii funksionit té thjeshté f yg , simbolikisht

[f)du=[(f2:)0)dp

Pércaktojmé funksionin

[ lir : TE)=>R [ f [l= III S lldu,

Provohet lehté qé ||f]|r €shté gjysmé normé.

Duke ndjekur pérkufizimin e vargjeve Koshi t€ dhéné fillimisht nga Fridy [13] dhe shtrirjen e
tyre nga [18], vargjet Koshi nga T(u,X) do t'i quajmé vargje st-Koshi, me fjalé té tjera, njé varg
funksionesh t€ thjeshté (f,) nga T(u,X) quhet st-Koshi né€ qoftése pér ¢do £>0 ekziston njé numér
natyror N(=N(g,x)) 1 till¢ q&

lim, =tk <n |1, ()= £, ()| = & Vx € S}=0
n

N¢ bashkésiné e vargjenve st-Koshi pércaktojmé relacionin e ekuivalencés

(fo)~(gn) < st —lim || fo-gy[| = 0.



Duke pérdorur teknika t€ ngjashme t€ shtrijmé njé rezultat t€ [18] né rastin e hapésirave té
Banahut.

Teoremé 2.2.[18],[8]

Le t€ jeté vargu i funksioneve (fi) t€ pércaktuar n€ S dhe vlera né€ hapésirén e Banahut X.
Pohimet e méposhtme jané ekuivalente:

a) vargu (fyx) konvergjon statistikisht né ményré pikésore né S;
b) vargu (fi) €shté statistikisht varg Koshi né S.

Vértetim. Provojmé se nga a rrjedh b) ne realizojmé njé adoptim té vértetimit té faktit qé njé
varg konvergjent €shté varg Koshi. Supozojmé se st —1lim f, (s) = f(s) né€ S dhe le té jeté e>0.

Atéheré Tim | {(k<n : || £,(s)~ £(s) |2 &} |=0
non

ose ||fN(s)-f(s)||<§ p-p-k dhe zgjedhim nj€ indeks N té till€ g€ || fN(s)-f(s)||<% . Vértetimi rrjedh

nga mosbarazimi

| fi(s)-fn(s)l[< [fi(s)-f(s) I+ | fN(S)-f(S)||<%+% p-p.gi-k

pér ¢do seS. Pérderisa (fy) éshté p-statististikisht varg Koshi.

Le t€ supozojmé se ka vend b) dhe zgjedhim njé indeks N t€ till¢ g€ rruzullii mbyllur B(fn(s), 1)
t& pérmbajmé fi(s) p.p.gj.k. pér ¢do seS. Shfytézojmé pérséri b) duke zgjedhur nj€ indeks M t&

tillé q€ rruzulli B’(fM(s),%) té pérmbajé fi(s) p.p.k. dhe ¢do s€S. Shénojmé B;=BNB’ dhe
marrim qé B; pérmban fi(s) p.p. gj.k. dhe pér ¢do s€S. Kané vend pérfshirjet
{k<n: fi(s)} ¢Bitc{ k<n: fi(s)} ¢B}U{ k<n: fi(s)} B’}

Qénga

liml|{k3n . f.(s) & B, for every s € S}|
"o
Sliml|{kﬁn:fk(s)eB for every s € S}|
"o

+liml| {k<n:f(s)¢B' foreveryseS}|=0
"n

Kétu B, éshté njé€ rruzull i mbyllur me rreze mé t€ vogél ose té barabarté me 1 qé pérmban fi(s)
p-p-gj.k.pér ¢do seS. Le té ndértojmé nj€ proceduré iterative. Zgjedhim njé indeks N(2) té tillé



qé rruzullii mbyllur B"(fx), 21—2) té pérmbajé fi(s) p.p. gj.k. dhe me po té njéjtin argument
rruzullii mbyllur B,=B;~B" p&€rmban fi(s) pér ¢cdo s€S, dhe rrezja e B, &shté mé e vogél ose e

barabarté me % . Duke vazhduar né kété ményré, do té ndértohet vargu (B, )" _ i rruzujve té

mbyllur t€ till¢ g€ pér ¢do m t€ kemi B,,oBy,+1 dhe rrezja e By, €shté mé e vogél ose e barabarté
se 2'™ dhe fi(s)eBn, p.p.gj.k. dhe pér ¢do seS. Késhtu, né saje t& plotéshmérisé sé hapésirés X,

gjendet nj€ funksion f(s), i pércaktuar né S i tillé q¢ {f} i vetém né ﬂBm .

m=1

Lemé 2.3.

N¢ goftése vargu (f,,) €shté varg st-Koshi né hapésirén e Banahut, at€heré ekziston st-
lil{n '[ s f.(s)du

Vértetim: Shtyrtojmé mosbarazimin |[fi(s)- fN(s)||<% pothuajse p.p.gj.k dhe N natyror
U

Qénga
I, fidu={ fu@dul< [ 11 f,()= fy ()l dp=

1 £ (&)= fu) [ a(S) < e
pothuajse pér té gjithé k dhe N natyror.

Kjo tregon se vargu (J.S £, (s)d u) €shté njé varg st-Koshi ne X sipas normés dhe sii tillé éshté st-

konvergjent.

Le té jeté X njé hapésiré separabile e Banahut.
2.Integrali statistikor i Bohnerit pér funksionet me vlera né hapésirén vektoriale

Pérkufizim 2.3.[8] Funksioni f : S—X quhet funksion s¢-i integrueshém Bohner né qofté se
gjendet njé varg funksionesh té thjeshté st- Koshi (fy) 1 till€ qé

1) konvergjon statistikisht pothuajse kudo siapas p tek funksioni f;

if) st —lim [11 /()= 3 ()11 d 12 = O pothuajse kudo



st=lim | f,(s)du
quhetst-integrali i Bohnerit dhe shénohet me (Bs) I f(x)du

Vargu (f,,) 1 funksioneve té thjeshté quhet varg pércaktues i f.

Teoremé 2.4.

Né qofté se (f,) dhe (g,) jané vargje st-Koshi dhe jané pércaktues té t& njéjtit funksion f dhe
atéheré

st-limJ- [, (s)du = st-lim J.S g,(s)du
N

Vértetim: Nga mosbarazimi
[[£a(s)-gn(S)[<]Ifa(s)-f(S)[[HI£(5)-gu(S)I|
Del se vargjet (f,) dhe (g,) jan€ ekuivalente
st-lim||f, —ga|| =0
Pra, pér ¢do £>0 ||fi(s) — gk(s)||[<e p.p.gj-k
NE sajé te pérkufizimit t€ integralit,
1], £,(s)= (st =Tim [ f,(s)d ) lI< & dhell [ g,(s)=(st~lim [ g,(s)du))|I< &
p.p.gj-k dhe se S.

Shqyrtojmé diferencén

IG5t =tim [ £, (s)d ) = (st =i [ g, (s)d 1) |<
(st =tim [ £, ()= [ g, () |41 [ S, ()d o= [ g, (s)dpe I+

1], g, ()dp) = (st =lim [ g, (s)d o) ||<3e

e cila sjell vértetimin.



Duket qarté q¢€ integralii zakonshém i1 Bohnerit éshté st-integral. E kundérta nuk ka vend si
tregon shembulli i méposhtém. Ky shembull déshmon se integrali i ri ésht€ mé 1 gjeré se integrali
1 zakonshém 1 Bohnerit.

Shembull 2.5.

Té€ jeté vargu (f,) 1 pércaktuar nga formula

(k+1)(—x)k pér ke[27,2" + p[,p=1,2,...

0 né rast té kundert

o]
N¢ qoftése xeR \[-1,1], k=1,2,... atéheré

p+l

%Hkén :fk(x);tOkurxeR\[—l,]Hg@

q€ nga del se st-limfy(x) =0 g€ nga Bs —j f,(x)du=0,

R\[-11]

ndérkaq shohim q¢ pér integralin e zakonshém
B
L (k+1)(=x) dx = (=1)" (B =1) = *o0

limiti nuk ekziston.
3.Vetité e integralit statistikor

Pohimi 1 méposhtém tregon se mund t€ merren né€ parim vetité mé themelore t€ integrimit si
hapésira vektoriale e funksioneve té integrueshém dhe vetia e aditivitetit edhe pér integralin
statistikor. Vlen pér t’u pérmendur sidomos njé formé e mosbarazimit t¢ Chebishev-it.

Teoremé 2.6.
N¢ qofté se f éshté st-e integrueshme atéheré ||f]| €shté iintegrueshém.

Vértetim.Nga pérkufizimiiintegrueshmérisé gjendet vargu i funksioneve té thjeshta f qé
konvergjon pothuajse kudo pér p.p.gj.k. tek funksioni f dhe se

[I1£:) = £y ()| dp < & pp. gik.

Duke u nisur nga mosbarazimi |||fy/|-|[f]|<|/fk —f]|, megenése st-lim fi(s)=f(s) p.p.gj.k. rrjedh se st-
lim[fi(s)[[=|[£(s)I[ p-p-gj k.

Mosbarazimi



A =N A du< [N £ = 1y 1z

Tregon se funksioni ||f]| €shté iintegrueshém.
Barazimi st —lim I f.du=(Bs) I fdu, ku (f,) éshté vargu i funksioneve té€ thjeshté pércaktues
! S S

pér funksionin f dhe vetité e njohura té integralit t&€ Bohnerit né rastin klasik kané vend vetité e
méposhtme:

(D) (Bs) [(af(s)+Be(s)du=(Bs)a[ f(s)du+(Bs)B| g(s)du

(IT)NE qofté se A=A;U A, dhe A|\NA,= dhe (f,(s)) nj€ varg funksionesh té thjeshté pércaktues
t& funksionit f(s)atéheré duke shénuar £ = £, y 4 1=1,2 ka vend barazimi

[fi()du=f()du+] f,()du

Duke kaluar né limitin statistikor marrim

(Bs)[ f(5)d = (Bs) [ f(s)dp+(Bs) | f(s)dp

) (Bs)|| | fdull< (Bo)[|| £ |

Kjo veti rrjdh nga mosbarazimii vérteté pér funksionet e thjshté

I fidp|< 11 £, 1 e

Dhe vetia e izotonisé .

(IV) Duke zbatuar vetiné (III) pér funksione statistikisht t& kufizuar [14], ku ||f(s)||<K p.p.gj.k, do
té kemi qé

Bs) || [ £1ldu<Bs)[I| f 1| dp < K pu(S)

Duke marré njé nénbashkésit€ Ct€ S q¢ u(C)<d = % pér ¢do £>0 do t€ kemi qé

(Bs)|| [ f I u<e.

(V) Duke u nisur nga mosbarazimi pér funksionet e thjeshté ||fy||<||gk|| p.p.gj.k marrim



[l lldusllg, ldu ppgik
s N

Dhe duke zbatuar vetiné izotonisé, do t€ kemi

B)[II.f 1 du<(Bs)[ll g ldu

(VI) Né qofté se A dhe A, béjné pjesé né A dhe A;cA,; atéheré

B[S 1 dpu<(Bs)[Il f dp

Mosbarazimi rrjedh nga vetia

B[ SN du=B) [Nl f 1, |1 du<(Bs)[I| f |du

(VII) Mosbarazimii Cebishevit.

Le t€ jené fi dhe f funksione t€ integrueshme dhe pér ¢do >0 kemi ||fi-f]|>€ n€ bashkésiné A.e.A

dhe A.c A atéhéré nga vetia (V)

B[ f, = f I du= B[ £~ 1 | du>eu(4,)
4 A,
Qé nga rrjedh se pér ¢do € dhe A

u({x:m—fum}%(Bs)jm—fudu

Mg poshté rrsdhisim njé numér vetish qé kan€ vend pér konvergjencén statistikore duke
zévendésuar pohime té€ ngjashme pér konvergjencén e zakonshme.

Lema 2.7.

Le té jeté (f,) njé varg st-Koshii funksioneve t€ thjeshté té pércaktuar né S. N¢€ kéto kushte
gjendet njé nénvarg (gx) 1 vargut (f,,) 1 cili konvergjon né¢ ményré pikésore pothuajse kudo tek njé
funksion f: S — X dhe pér ¢do £>0 gjendet bashkésia e matshme EC S qé p(E)<e e till€ g€ ky

nénvarg t€ konvergjoj€ statistikisht dhe uniformisht tek f(x) né S\E.

Vértetim.Pérderisa vargu (f,) €shté nj€ varg st-Koshi gjendet njé Ny natyror qé€ pér n>Nj t€ kemi
qé

1 .
1) = NGOl Zzr - pp-gim



Pa prishur pérgjith€siné mund t€ supozojmeé se Ni<Ni.;. Shénojmé g, = f,,  atéheré

1
| fy, = fn ”<W
Do té kemi

1
I m= gnlh< Il gm =Nl +l v —gn | <

Pérm > n.

Mé tej, ndértojmé pércdot € S seriné

B0+ (g (02, (0)

dhe té tregojmé se ajo konvergjon absolutisht pothuajse pér t&€ gjitha teS tek njé element né X

dhe g€ kjo konvegjencé €shté uniforme me pérjashtim t& njé bashkésie me masé sado t€ vogél.

Pér n €N shénojmé

1
My = {1€ S [ gna() = 20 x> -

Kjo do té sjellé

Lu)=[ au<[ llg.0-g,0)ll, dus

Znﬂ n M, 2n /'l_ M, gn+l gn X /’l—

1

J & ®O=2,Olly dpe=l 2,00 -2, O i< 55

Kjo sjell

1
UM )y<— .
(.) 2"

Le t€ pércaktojmé Z, =M, UM, .. atéheré¢ Z,,cZ neN dhe

n+l



= = 1
u(z,)<3 p(m )<22_=T
Jj=1
Ndérkaq pér ¢t ¢ Z, dhe k >n ne kemi ng -g, ( )H < Zl—k qé€ nga rrjedh se seria

I CMOEFNG)

Konvergjon absolutisht dhe uniformisht pér ¢ Z .
Supozojmé se éshté dhéné ¢ >0 . Shénojmé QO = Z, ,dhe pér vlera mjaftueshém té médha té k-

(1)—g,(t)) konvergjon

s¢ do t& kemi u(Q)=pu(Z,)

k=n

absolutisht dhe uniformisht né S|N. Né qofté¢ se shénojmé¢ M zﬂZn ,duket qarté qé

,u(M) =0 .Nése t ¢ M ,atéherét ¢ Z pérndonjé n.Kjo do té thoté se seria

+ Z ( gk+l )
k=1
konvergjon pér t ¢ M

Me fjalé té tjera, lim g, ()= lim £, (¢) ekziston pothuaj pér té gjitha £ € S dhe vargu

g, (¢) = fy, (¢) konvergjon uniformisht né S| N .

Lema 2.8.

Né qofté se [ € B dhe vargu ( f,) ifunksioneve té thjeshté éshté st- Koshi qé€ pércakton
funksionin f°, at€heré || f || , € B, dhe vargu (

ol ) pércakton funksionin real || f || L Sinjé

element t€ bashkésisé B, . Né kété rast ¢do té€ kemi

n—)oo
n—>0

Pér mé tepér



J fdu

< [1f]du )

X

Vértetim. Pérderisa

£, (x)= 1y (%)

G R TAEY E

,te S
X

Do té marrim

£ N5 G, = [ Gl -1 G f <

J

S

fn(x)_fN (x)”d/u: fn(x)_fN (x)H1

Kjo do té thoté se vargu i funksioneve té thjeshté¢ me vlera reale || fn” . €shté varg st-Koshi. Pér

mé tepér  st—lim|f, (t)HX =H f (t)HX pér pothuajse t€ gjithé f € S dhe si rrjedhim funksioni

n—>0

|| f ||X:S—>R €sht€ st- iintegrueshém sipas pérkufizimit 2.3.dhe|| Suly-neN  ésht€ varg

pércaktues pér || f || , kjo tregon se (1) ka vend.

Né saje t€ vetisé  ( III ) pér funksionet e thjeshté do t& kemi

.

Barazimi (1) mund té pérdoret pér t€ marré (2) duke kaluar né limit kur n — ooné t€ dy anét e
kétij mosbarazimi.

ffndu

A

f.ldu.

Lema 2.9.

Né qofté se f € Bydhe ( £, ) éshté njé varg st-Koshii funksioneve té thjeshté q€ pércaktojné

funksionin f°, atéheré

st—lim

fi=1l=o.



Vértetim . Pérderisa ( f )n €shté njé varg st-Koshi elementet e t€ cilit f, jané funksione té
thjeshté té cilét qé konvergjojné statistikisht pothuajse kudo tek funksioni f atéheré pér ¢do £ <0

gjendet njé¢ N e Netillé qé || f. —fN”1 <& p.p.gr

Le t€ fiksojmé taninjé » > N,; N, € N dhe shénojmé g, = f, — f, sinjé funksion té thjeshté pér
neN.

NE& kété rast st —lim g, ()= f, (¢)— f (¢) € Bs pér pothuajse ¢do 7 € S . Duke patur parasysh

barazimin ||g, _gN||1 =/ —fN”1 rrjedh se vargu (gn)éshté st- Koshi dhe pércakton f, — f € B
Q€ nga
|f = 1], = st -lim|g, =st=limllf, = f ] <e
Gjé g€ sjell
st=lim| £, - f], =0.
Rrjedhim 2.10.

N& qofté se [ € B, atéheré pér ¢do & > 0 gjendet njé funksion i thjeshté g, i tillé q& |/ —g,|, <

dmth bashkésia J e funksioneve té thjeshté éshté e dendur né B né€ lidhje me seminormén ||||1
Lema 2.11.

Hapésira B; e pajisur me seminormén || ||] €shté e ploté.

Vértetim. Supozojmé se g, € B, n € Néshté varg st-Koshi né lidhje me seminormén || ||1 .

Né saje t€ rrjedhimit 2.10.pér ¢do n € N gjendet njé varg funksionesh té thjeshté f 1 tillé qé

g,/

1
< J—
n
Q¢ nga ekziston Ne N pér t€ cilén kané vend mosbarazimet

1 1
17 =7l < =gl +llen = gulh +lew = Al < —+ 5+ llen — gl



Mosbarazim q¢ tregon se vargu f;, €shté varg Koshi. N¢ saje t€ lemés (2.7.) ky varg pérmban njé

nénvarg fix q€ konvergjon statistikisht pothuasje kudo né S tek ndon;jé funksion f : S—X dhe pér

mé tepér ky nénvarg €shté pérséri Koshi. Gjé g€ tregon se fe B,. Pér nénvargun fxdo t€ kemi

||f,,k_f||1§||fnk_f1v ||1 +||fN_f||1

Pér njé N €N. Kjo do t€ thoté se nénvargu f,x 1 vargut f, konvegjon statistikisht tek funksioni f

sipas gjysmé normés tek f nga lema 2.6. Kjo do té thoté se edhe vargu f, konvergjon statistikisht

sipas gjysménormés tek f € Bs g€ tregon se hapésira Bs €shté e ploté.

Lema 2.12.

Njé funksion 1 matshém fortésisht me vlera t€ numérueshme f:S — X iformés (1) &shté st-
Bohner iitegrueshém né qofté se ka vend

2

K

ylﬂ

WH(E) <o .

Vértetim . Ndértojmé pér » € N funksionin e thjesht¢  f, (t) = Z Yl (t) telitillé qé
m=1
st=lim f, (t)= f(¢)pérteS.

Pér t e Sdhe k <s nga ndértimii funksionit té thjeshté do t&€ marrim

2 Yule, (1)

£(O=£0), =

m=k+1 X
Prej nga
Z ymZEm (Z) S Z ym X ZEm (t)
m=k+1 X m=k+l
Qé do té thot€ se

m=k+1



Tani mund té shohim se vargu ( f,) €shté varg st-Koshi, atéheré dhe vetém atéheré kur seria

z Vully ,u(Em) konvergjon. Né kété rast seria z Y, X, konvergjonné X tek funksioni

K K

f dhe nga pérkufizimi do t€ marrim qé f € B, dhe j fdp=> y,u(E,) dhe gjithashtu
S K

(2>

Yull ¢ #(E,,)-

Rrjedhim 2. 13.
Njé funksion 1 matshém fort€sisht me vlera t€ numérueshme f:S — X pér té cilin

H f (t)HX < g(¢) pothuajse kudo né S ku g € B; &shté st-Bohner iintegrueshém.

Vértetim. Duke pérdorur vargun ( f,) té ndértuar n€ vértetimin e lemés 2.12 shohim se

f

< I gd u <+ pércdo r € N prej nga konduta e kérkuar tek lema 2.12 €shté e plotésuar.
S

Teorema e méposhtme &shté pohimi ky¢ q€ na hap rrugén pér teoremat e konvergjencés dhe té
kalimit né€ limit tek integrali statistikor i Bohnerit.

Teoremé 2.14.

Funksioni f:S—X &shté st-Bohner iintegrueshém atéheré dhe vetém atéheré kur funksioni |f]|
€shté gjithashtu iintegrueshém.

Vértetim. Duke patur parasysh pérkufizimin e st-Bohner integralit, themi qé ekziston vargu i
funksioneve té thjeshté fy q€ konvergjon pothhuajse kudo dhe p.p.gj. k tek funksioni f dhe

J.|| £, ()= fy(s)||du < e pothuajse pér ¢do k. Marrim né shqyrtim mosbarazimin e njohur |||fy||-
N

IIf]]|<|/fk —f]|. Megenése st-lim fi(s)=f(s) pothuajse kudo rrjedh se st-lim||fx(s)||=||{(s)|| pothuajse
kudo.

Mosbarazimi

A=A < [ILf = £y 1 p

Tregon se funksioni |[f]| €shté st- iintegrueshém.
Anasjelltas, supozojmé sel|f || x €shté st Bohner iintegrueshéms. Pérderisa funksioni f éshté st-

iintegrueshém ekziston vargu (f,,)( nga rrjedhimii teoremés Egorov, teorema 1.14) i
funksioneve t€ matshém me vlera t&€ numérueshme té formés .

fn(t) = Z?r.;:l yk,mZEk’m(t) ,teS, p-p-gj'm'



KuEy,, <S8, m €N jané té matshme dhe Ey,, NEy,. =@ form #r , y,,, € X dhe f, kané

kété veti. Pothuajse pér ¢do k€N gjendet bashkésiaB q¢ B S, u(B) = 0 dhe

&
2u(V)

Ilf (®) — fieOIl < pért€ V\B, p.p.gjk .

Qénga

1@l < IOl + 1F©O = £Ollx < IOl + 507

p.k. né S dhe p.p.gj.k. Duke gené se u(S) < +oorrjedhimi 2.13. sjell si rrjedhim se funksionet fj,
jané st- Bohner té integrueshém s dhe

Js Willx = Zom=allyimll, # (Bim) < +o0 pp.gim
Zgjedhimr, € N té till€ qé
Y= ilViemll 4 (Eim) < —-p-p.gj-m.

Pérderisa||f — fil|lx €éshté funksion i matshém pohimi yné ka vend pér funksionin ||f — fi || xi
cili €shté iintegrueshém dhe

&

£

If = fillx < 5= uV) =5

Shénojmé
9k = Z:rll{=1 yk,mZEk’m )
at€heré funksionet g, jan€ Bohner té integrueshém dhe
fie = g + Zm=r+1Ykm g, PP-g-m

Do té kemi gjithashtu
If = gl = [, If = gellx < J; Wfic = Gellx < ZinerallVimll #CEim) <5+5= &,
p.p-gj.m.nga del se funksioni f éshté st- iintegrueshém.

Barazimi
st—lim [ fodp=(Bs) [ fdu,
S S

Ku (f,) éshté njé varg funksionesh t€ thjeshté pércaktues té€ funksionit f. U provua késhtu vetia e
njohur e integralit klasik t&€ Bohnerit t& paraqitur tek [28].



Let té jeté f:S — X njé funksion st- i matshém fortésisht me vlera t€ numérueshme i formés
F(0)= S (0021 5(K)=1 ®
K

kuE, < §,meN jané t¢ matshme ,E, NE =0 pér m#n y, € X, meN.
Le té jeté f:S — X njé€ funksion st -1 matshém fortésisht i1 formés f =g+ an X
K

5°(K)=1,ku g:S— 1 &shté njé funksion st- i matshém fortésisht dhe i kufizuar dhe E,

nénbashkési t€ matshme dy nga dy joprerése t€ S, x, € X,n € N(shih 1.18).

Pohim 2.15.
Le té jeté f:S — X njé€ funksion st -1 matshém fortésisht i1 formés f =g+ an X
K

o (K ) =1,ku g:S — [ &shté njé funksion st- i matshém fortésisht dhe i kufizuar dhe E,

nénbashkési té€ matshme dy nga dy joprerése t€ S, x, € X,n € N(shihl.18).

Né kéto kushte f &shtés st-Bohner iintegrueshém atéheré dhe vetém atéheré kur x,dhe E, ,

neN mund & zgjidhen né ményré t& tillé qé seria »_x,u(E,) t& konvergjojé absolutisht ng
K

X dhe né kété rast ka vend

Bs—jfdu=Bs—jgdu+anﬂ(En) “4)

Pér ¢do bashkési t€ matshme Ec S

Vértetim. Supozojmése [ € Bs(ge B,) éshté i forms (2). Pérderisa g &shté e kufizuar

doté kemi f € Bs(geB,) qénga f—-g= an;(En € Bs . N& saje té rrjedhimit té teoremés
K

2.12 do té marrim
J1r =l du<eo.

Por kjo éshté e vérteté sepse ngaE NE =, m#n, pér t€ cilat ka vend



I :

N

anZEn
K

d,uzz
X K

v (En ) <4
Dhe se seria h =) x,u(E,) &shté absolutisht konvergjente né X .
K

Anasjelltas, n€ qofté se g €shté i kufizuar dhe seria an y(En) konvergjon absolutisht
K

atéheré g e Bs dhe || f(s) ||, < g(s) pothuajse pér ¢do s € S atéheré Y x,4(E, ) € Bs né saje
K

té lemés 1.18. q€ nga

f=g+heBs.

4. Teoremat mbi kalimin né limit né integralin statistikor

Integrali iLebegut(Bohnerit) u diferencua tepér nga integrali i Rimanit kur mbi kéta u vértetuan
shumé teorema mbi kalimin né limit nén shenjén e integralit kur pér integralin e Rimanit kéto
pohime jané t&€ pakta dhe me kérkesa té larta pér funksionin. Kéto lloj teoremash tregojné dhe
mundési mé t&€ médha zbatimi t€ kétij lloji integrali.Mé poshté po paragesim njé numér
teoremash dhe lemash pér té arritur pohime t€ ngjashme me rastet klasik.Teorema 2.16 &shté e
ngjashme me teoremén e njohur pér funksionet realé porn € rastin toné €shté provuar vetém pér
normén.N¢ rastin e funksioneve me vlera né njé hapésiré vektoriale t&€ normuar duhet t€ shtojmé

qé st-integralet f f.dp t& jen€ uniformisht t€ kufizuar.
N

Teorema 2.16.

Le té jeté vargu i funksioneve (fi(s)) st-t€ matshém dhe q€ konvergjojné statistikisht pothuajse
kudo tek funksioni f(s) dhe pothuajse pér té gjithé k dhe pér ¢do s ||f(s)||<||fk+1(s)||, at€heré

st—lim(Bs)|] /,(s)dpe = (Bs)] f(s)dp.

Vértetim. Paragesim ¢do funksion ||fi|| si limit 1 vargut jo zbrité€s t€ funksioneve té thjeshté || 1
|| g€ konvergjojné tek ||fi|| pothuajse pér té gjithé k. P.Sh. njé varg i tillé mund t& shérbejé

P {h2’ pwrh2” <|| £.(s)|I< (h+1)27" h=0,1,...2% —1
k =

2" pér|f(s)[=2"

Ndértojmé funksionet e thjeshté



g(s) =max{|| f () [,-... | £ ()}

Vémé né€ dukje se || £, (s)[|<]| £, (s) || pér ¢do k dhe pothuajse pér té gjithé r si dhe ||fi(s)||<[|fi(s)|
pér t€ gjithé k<r, q€ nga marrim mosbarazimet

IO -H O FAC] (1

Duk shfrytézuar vetité e integralit do t€ kemi

B[l £ ()l dp < (Bs)[ g (s)dp < (Bo)I| £,.(s) I« )

NE saje té vetis€ izotonis€ nga mosbarazimet (1) marrim
[ fe($)[[< st =Timg" <[ £ ()]

Ky limit tregon se pothuajse pér té gjithé r vargu (g'(s)) éshté varg jo zbrités i kufizuar nga sipér
nga funksioni ||f(s)||. Duke patur parasysh se fi(s)—>1(s) pothuajse pér ¢do s dhe pothuajse pér té
gjithé m del se g'(s)—||f(s)|| pothuajse pér ¢do s dhe pothuajse pér té gjithé r.

Meqenése vargu (|| f ||) €shté gjithashtu varg funksionesh té thjeshté dhe duke shfrytézuar
pérkufizimin e integralit kemi

(Il I du< Il fldu < st=tim || £, |dp

Qé nga fitojmé

st—tim [|| £; Il d = Bs)[I1 () Il

Lemé 2.17.

Né qofté se funksioni f(x) me vlera né€ hapésirén separabile t&€ Banahut éshté st-i matshém né
lidhje me njé masé probabilitare dhe ka vend mosbarazimi

If(s)l|<g(s),

ku g(s) éshté njé funksion (Bs) iintegrueshém, atéheré funksioni f(s) €shté (Bs) iintegrueshém.

Vértetim.Shénoymé f;” vargun e funksioneve té thjeshté qé konvergjon statistikisht pothuajse
kudo tek funksioni f. VEmé re se

WA N+ AT = SN e

1 m
A+ A



Qénga

Il £ I£2]] f I€ 2g pothuajse pér t& gjithé k.
Shqyrtojmé

11" () =S5 O A T+ LA () < 4g(s)

NE€ saje t& vetisé (V) t€ integralit

B)[II£" ()= 3 (9) || dpa < (Bs)4| g(s)d

pothuajse pér té gjitha k.

Duke marré njé bashkési t€ matshme C té tillé g€ pn(C)<d né saje té vetis€ [[V] pér integralin
marrim Ig(s)d,u <g.
C

Kemi treguar késhtu qé

[l =frlldu<e
C

Megenése vargu ( f," ) konvergjon pothuajse kudo dhe pér t€ gjithé k tek funksioni f del se masa
e bashkésisé B={s : || £," (s)— fy [\, A>0} éshté zero dhe t& jeté S\B bashkésia {s : || £," (s)— fy
I<A}. Né€ saje té vetisé€ (ii) t€ integralit

(1A= =]l fi=f ldp+ [ 11 fi = i Nl d

S\B

<e+A-u(S)

Gjé qé tregon se st- liinJ.H fi(s)= fu(s) | du=0.
S

Vértetimi plot€sohet nése né vend té g(s) merret ||f(s)]|.
Teorema 2.18.( Lebeg)

N¢ gofté€ se vargu i funksioneve t€ matshme (fx(s)) me vlera né€ hapésirén separabile t& Banahut
konvergjon tek funksioni f(x) pothuajse kudo dhe p.p.gj.k dhe nése pér fi(s) ka vend
mosbarazimi ||fx(s)||<g(s), ku g(s) funksion (Bs) iintegrueshém, at€heré

(Bs)[ f(s)dp = st ~lim [fi()du.

Vértetim.N¢ saje té€ lemés 2.17, funksionet fi jané (Bs) té integrueshme. Nga mosbarazimi
|[fk(x)[|<g(s) dhe fx(s)—1(s) pothuajse kudo dhe pothuajse t& gjithé k rrjedh qé ||f(s)||<g(s)



pothuajse kudo. Kjo do t€ thoté se funksioni f(s) éshté (Bs) iintegrueshém dhe pérveg késaj
0<]|fk(s)-1(s)||<2g(s) pothuajse kudo dhe funksioni |[fx(s)-f(s)|| €shté iintegrueshém dhe pothuajse
kudo

st=lim [ ,(s)= /() | dpu =0

Mosbarazimi

1 fi)du=] f)dul< [l fi(s)= £ () ]| dp

tregon se vargu ((Bs) .[ f.(s)d 1) st-konvergjon pér mé tepér njétrajtésisht tek integrali  (Bs)
[ f©)du.
N

Lema 2.19. (Fatou)
Le t€ jeté {f,(x)} njé varg funksionesh st- t&€ matshém fortésisht nga S tek X, atéheré pér ¢do

ACS ka vend mosbarazimi
jsz—nminfnfn ||dy£st—liminfj||fn ldu.
A

A
Vértetim. Ndértojmé funksionin

I &, I=inf il £,(s) 1 n=12,...

Eshté e qarté se vargu {||g.||} éshté njé varg jozbrités i funksioneve t&é matshme jonegativé qé
konvergjon tek inf lim{||fy(s)||} . Né& saje t€ teoremés [2.14]

st=lim || g, ||du=st—[liminf || £, ||du 3)
A A

Nga ana tjtér ||g.||<||fu]| pér ¢do s € S. kjo sjell mosbarazimin
st=[llg,()ldu<st=[Il£,()]ldu
A A

Dhe do té kemi
st—tlim || g,(s) | dp < st—liminf [|| £,(x)||d (4)
A A

Nga mosbarazimet (3) dhe (4) marrim
st—jnminfnj; ||dy£st—liminf_[||fn du.
A A

Né qofté se vargu funksional {f,(x)} éshté i kufizuar nga sipér nga nj€ funksion st- i matshém
fortésisht, t€ themi v(x), do t€ marrim mosbarazimin

st—limsupjnfn ||du3sz—jnmsup||fn du.
A A

Teoremé 2.20.

Le té jeté {fi(s)} nj€ varg funksionesh dhe st t€ matshém fortésisht t& till€ qé vargu {f,(s)} té
konvergjojé statistikisht pothuajse kudo tek njé€ funksion f(s) . Né qofté se gjenden funksionet st-
t€ matshém fortésisht u(x) dhe v(x) té till¢ qé



u@)lI<lfa)II<[v(s)
N¢ kéto kushte funksionet f;,, dhe fjané st- t€ integrueshém Bohner dhe ka vend barazimi
st—tlim [ fydpu=st—| fdu.
A A

Vértetim. Ashtu si né vértetimin e teoremés 2.14., 1 paragesim funksionet f;, si limite té
nénvargjeve jo zbrités té funksioneve té thjeshté {|| £ (s)||} té tillé qé

17, [I=lim [ £ ()
147 I A ) ] S, () [Ipér p<q

Si rrjedhim marrim qé vargu jozbrités {I|| f¥|lduy éshté i kufizuar nga sipér nga st- integrali
A

I |v(s)||du. Kjo sjellé q¢ vargu {||fy||} €shté st-i integrueshéms. Le t& shfryt€ézojmé tani

A

relacionet (3) dhe (4) duke patur parasysh se

st —liminf || £ ||= st —limsup || £, [|= st —Lm|| f, [=] /|l
Do té marrim

st—timsup || f, | du < Bs—[|| f || d < st—=Timinf [ £, | dps-
A A A

Kjo sjellé€ barazimin
st=lim [|| £, |ld = Bs [ /| dp
A A

Teorema 2.16 provon barazimin tong.

Teoremé 2.21.( Kadec)[21]

NEé qofté se E &shté njé hapésiré e normuar dhe separabél atéheré gjendet njé normé ekuivalente me

w
normén e dhéné e tillé q€ nga konvergjenca e dobét e vargut x, —x dhe | X, || —> ||x|| té rrjedh

konvergjenca e forté€ e vargut (x,) tek x.

Teoremé 2.22. (Beppo-Levi)
Le té jeté f,: S—X, nj¢ funkson me vlera né njé hapésiré separable t€¢ Banahut, {||f,||} €shté njé varg

jorrités né X dhe bashkésia {I f,d p } &shté uniformisht t& kufizuar.
s

Né kéto kushte gjendet njé funksion f(x) i tillé ¢ st —1im f, (x) = f(x) pothuajse kudo né S dhe ka

vend barazimi

st=lim [ £, ()dp=(Bs)[ f(x)d .
s s
Vértetim.Pérderisa bashkésia { J- f,d u } éshté plotésisht e kufizuar ekziston njé nénvarg nga kjo
s

bashkési qé konvergjon tek njé element i saj. Me fjalé té tjera, gjendet njé funksion st- i integrueshém



st
g(x) i tillé qé I S, (x)du —)J. g(x)d p . Kjo tregon se vargu fi(x) konvergjon statistikisht sipas normés
s S

tek g(x) né X.
Shénojmé

A = x| f @) AS (r=12...)
Nga vetia e monotonis€ e vargut {||f,||} pér ¢do r do t& kemi
xS [z ry x|l fr, () |27}
Kjo do té thoté se pér ¢do numér natyral k bashkésité 4, formojné njé varg jo-zbrités dhe
B, =limd4; = J4] (=12..)
k=1

lim n
xo®

Nga ana tjetér, pér njé numér k t& fiksuar bashkésité 4, formojné njé varg jorrités

Xl Sz e xll fi () [z r+ 1

Shénojmé

C=1limB, =ﬁBr .
r—o -

NE saje t& mosbarazimit t¢ Chebichevit (cf. [schéabik1]) pér ¢do k dhe r do t& kemi
. M
A< [ fiodp <=
S
ku M éshté e kufizuar dhe || J-fk (X)dp|,<M pércdok.
S

Duke u bazuar né€ vetiné e vazhdueshméria e masé€s do t€ kemi
. r
= "< —

H(B,) = lim p(A4;) < v

gjithashtu
M .
H(C)< u(B,)<—péredor.
r
Kjo tregon se pu(C)=0. Késhtu pér ¢do x¢C dhe x¢B, gjithashtu pér ndonjé r, do t€ kemi x¢ A, pér ¢do
k. Kjo do té thoté se |[fy(x)||<r pér ¢do k, mosbarazimi tregon se ekziston limiti llim | f(x)],t€ciline
—0

shénojmé ||f(x)|].
Duke marré né€ konsideraté mosbarazimet |||fy||-||g||[<||fx-g|| pér ¢do normé edhe pér normén ||.|| do t&
marrim

[A@I=1f@ldu<[ll £ - f@)lldu<e

Pothuajse pér ¢do k. NE& saje té vetisé pérkatése té integralit (Bs) rrjedh se vargu ||fi(x)-g(x)||—0 p.p.gj.k.
Kjo sjell barazimin f(x)=g(x) dhe vargu {fi(x)} konvergjon statistikisht tek funksioni f(x) pothuajse
kudo.

Jemi tani né€ kushtet e teoremés s€ Lebegut dhe mund t€ kalojmé né limit nén shenjén e integralit.



KREU III

Konvergjenca statistikore dhe integrali Dunford dhe Pettis

Integrali i Pettis-it €shté nga integralet mé t€ rénd€sishém né lidhje me teorin€ moderne té
probabiliteteve.Ai €shté I pranishém né pérkufizimet e koncepteve bazé si pritja matematike .dispersioni
etj.N€ teoriné e probabiliteteve hasim me funksione té rastit me vlera né njé hapésiré vektoriale. N& qofté

se (€2, S, IP) &shté hapésira e probabiliteteve, ku (2€shté hapésira e ngjarjeve elementare w , S &shtéo-
algjebér e bashkésive nga S dhe P pérfaqéson masén probabilitare, atéheré x(w) do té jené funksionet e

matshém pérkatés. Pritja matematike e funksioneve té rastit x(w) doté quhet integrali i dobé&t(integrali i

Pettis-it) i1 kétij funksioni né lidhje me probabilitetin [P

Ek@@kifx@@dw.

Po shqyrtojmé se pari integralin e Dunfordit si pararend€s dhe integrali i dob&t mé i pérgjithshém
Integralin e Pettis-it e trajtojmé si rast t€ vecanté té tij.

1.Integralistatistikor i Dunfordit

Lame3.1 (Dunford)[12] Né qofté se f:S — X&shté statistikisht fortésisht i matshém né
hapésirén e normuar X dhe pér ¢do x* € X™ funksionix*(f): S — Réshté statistikisht (Bohner)
iintegrueshém (x*(f) € Lq), atéheré pér ¢do bashkési t€ matshme E — S gjendet njé element i
vet€mx™ € X™ i tillé qé

xg™* = Bs — [, x"(f)pér ¢dox™ € X*. (1)

Vértetim. Pér bashkésing e matshme Ec Snekemif, x* (f) = [ x* (f - ;) q& nga mund t&

pércaktojmé funksionin
Te(x™) = x*(f " xp);

kuTgéshté njé funksion lineariX *né hapésirén L,t€ funksioneve real t€integrueshém sipas
Lebegut(Bohnerit) né€ S dhe funksioni



Te:x" = [0 x"(f xp)
éshté funksion linear néX™* .

Marrim né shqyrtim nénvargun konvergjentx*, — x*néX" dhe Tg(x"y,) = g né€L, ku
ng €K, k- oo ndérkaq(x*nk) dhe(TE (x*nk) jané nénvargje esencialé t€ vargut
(x*nk)dhe(TE(x*n ) , g€ do té thoté se

limg fS |x*nk(f-;(E) — g| = On;, € Kdhe k— oo.

Kjo tregon se vargu x*,,, ( f- ;(E)konvergjon pérn;, € Kdhe k— +oosipas masés tek g dhe né

saje t€ teoremés s€ Riesz-it, gjendet nénvargu esencial {x*mr}i Vargut{x*nk}i tillé qé

'y (£ 7,(8)) > g()m, € Kdhe 1 +oo
pothuajse pér ¢do t€ S.

Pérderisa

' (O 2,(0) = 9(®) > 2" (F(©) - 2,()
pér té gjithé t € S, rrjedh se
9(t) = X"(F(O) - 2, (),

pér t€ gjithé t€ S dhex™(f - x,) € Ly . Kjo do t& thoté se grafii funksionit linearTy: X* — L, éshtéi
mbyllur dhe sipas teoremés s¢ Banahut pér grafin e mbyllur t€operatorit rrjedh se
operatoriTg&shtéi kufizuar. Q€ nga

g

1Tz (x| = X(f - x| = fs ITe(x))| = ITg (Ml < ITeIIX]]

fs (- 7)

Kjo sjell

jE 0

Késhtu operatori [ z X" (t)éshté njé funksional linear i vazhdueshém néX™ dhe na pércakton

< I Tellllx1l

elementinx™ € X™* pér té cilin barazimi tek(1) ka vend.

Lema e mésipérme e Dunfordit(3.1) bén t€ mundur futjen e kuptimit t€ méposhtém.



Pérkufizim 3.2. Né qofté€se {:S— Xé&shtéstatistikisht i matshém dobét dhe 1 tillé qé
funksionix*(f): S — Reshtéstatistikisht iintegrueshémsipas Bohnerit(né formé té shkurtuar Bs-

iintegrueshém),atéheréintegrali statistikor i Dunfordit Ds- [ ¢ f1funksionit f né bashkésin€ e

matshmeEc S pércaktohet nga elementi x** € X™i dhéné n€ lemén (3.1), dmth
x*=Ds— [ f,
kux”g(x*) = Bs — [ x*(f) pérx”" € X*.

Shénojmé me Ds bashkésiné e té gjithé funksioneve Ds- téintegrueshém f:S— X.Pé&r funksionet f
€ Ds kemi qéx*(f) € L, pér¢dox™ € X*. Le té pércaktojmé

T(x*) =x*(f), x" € X", (2)

kuT: X* — L,&shté nj€ operator lineari cilié€shtéi kufizuar né€ saje té teoremés sé¢ Banahut pér
grafin e mbyllur (n€ vértetimin e lemés(3.1) né rastin kur E= S)

Le t& jétéT*: L*y = Ly, — X" operatorii konjuguar i operatorit T i pércaktuar nga barazimi

T*(g)(x") = Bs - f

g-T(x*)=Bs—j g x'feER ,geL’; =Ly
S

S

T*(g)éshté funksional linear néX™ pér ndonjé g € L., (L*1)sepse

BS_—L glax*; + bx*))(f) = afs gx* 1 (f)+b fs gx ()

Ky operator éshtéi kufizuar sepse kufizueshméria e operatorit Tmerret nga mosbarazimi

IT*(9) ()] = S Ngllze - NT e, < NGl IT N [k

Bs—fs gT(x™)

Q€ ngaT*(g) € X pér ¢do g€ L.

Duke supozuar se g = y, € Lo, ku ECSEshté e matshme , do t€ kemi

T*(IE)(X*)=Bs—lm*(f)ﬁﬂ(f)

E

Atéheré T *(y, ) € X ** pér pér ¢do bashkési t€ matshme g — g dhe



WE)=T*(y;)=Ds~ | f (3)

Funksioniv(E) = Ds —I f éshtéi pércaktuar pér té gjitha bashkésité e matshme Ec S
E

quhetintegrali statistikor i pacaktuar i1 Dunfordit i funksionit f.

Pohim 3.3.N¢ qoftése funksioni f: S — X &shté statistikisht Dunford iintegrushém atéheré

pohimet e méposhtme jané ekuivalente:

a) OperatoriT: X" — L, i dhéné nga formula (3)éshté statstikisht kompakt sipas vargjeve;
b) Operatorii konjuguar 7" : L, — X i operatorit Téshté statistikisht kompakt i dobét;
c) Theset {x*(f):x*e B(X*)} c L, éshté uniformisht e integrueshme,

lim [x'(f)=0,

E)—>0
H(E) 2

gshté uniformisht pér ¢do x” € B(X ")

d) integralii pacaktuar i Dunforditv(E)i dhéné nga (3)&shté additive e numérueshme, dmth
né qofté se £, — S,n € Njané bashkési té€ matshme dy nga dy joprerése, atéheré

né X** ( atéheréthuhet se seria » | v (£, ) éshté konvergjente sipas normés né X**).

n=1

Vémeé né dukje se operatorikompakt(sipas vargjeve) i dobét con vargjet e kufizuara né vargje qé
kané nénévargje konvergjent ose né ményré ekuivalente operatori kompakt(sipas vargjeve) con
bashkésité e kufizuara né bashkési kompakte dobét(sipas vargjeve dobét)

Pérpara se t€ fillojmé vérteimin le t€ formulojmé nj€ lemé e cila éshté e domosdoshme pér t&
realizuar até.

Lemé 3.4. ([12],1V, 8.9.)

Njé bashkési CC L;éshté kompakte e dobét atéheré dhe vetém atéheré kur Céshté e kufizuar dhe

aditiviteti I numérueshém I integralit f fd 11 éshté uniform né lidhje me ¢do f € C, g€ do té thoté
E

se pér ¢do varg bashkésish t& matshme rritése E,C S q€ kangé prerje boshe limiti



lim [ fdu=0

n—o0

Eshté uniform né lidhje me f € C

Vértetim.: Let€bazohemi né€ teoremén e Gantmacher-it ( [12] .VI .Teorema 4.8.) sipas té cilés
njé operator T &shté kompakt(kompakt sipas vargjeve) atéheré dhe vétém atéheré kur operatorii
tij 1 konjuguar T* €éshté kompakt 1 dobét(kompakt i dobét sipas vargjeve) dhe at€heré a) dhe b)

jané ekuivalenete .

Le t€ marrim né€ shqyrtim bashkésiné
T(BX*) ={x*(f);x*eB(X*)} <L,
Ne kemi

e+ (1), = [l (Nl =re), <[] <+

S

pér x*€B(X*)sepse kur operatori T éshtéikufizuar rrjedh se bashkésia 7 ( B (X *))éshté e

kufizuar.

Né saje t€ lemés 3.4.bashkésia Cc L, éshté kompakte e dobét né qofté se dhe vetém néqoftése

Céshté e kufizuar dhe aditivitetii numérueshém iintegralit I fd i ésht€ uniform né lidhje f € C,
E

dmth pér ¢do varg rrités bashkésish £, — § té bashkésive t€ matshme qé kané prerje dy nga dy

boshe, limiti

lim [ fdu =0
E,

éshté uniform né lidhje me f e C.

Késhtu qé bashkésia T (B (X *)) c L, 8shté kompakte e dobét( ose ekuivalente me

kétéstatistikisht kompakte e dobét sipas vargjeve) at€heré dhe vetém atéheré kur

lim x(f)

y(E)—)O



uniformisht pér ¢do x* € B(X *).
Kjo do té thotése c) éshté ekuivalente me a). Tani supozojmeé se ka vend c) . N& k&t rast éshté e

rté 1
garte se L0 0

im I |x *(f )| = 0 uniformisht pér ¢do x* € B( X *).Atéheré pér ¢dozn >0
E

gjendet njée >0 e till€ qé

<7

G Gl [ ()

Pér ¢do x*e B(X *) Né qofté se p(E)<e atéheréHT*(;(E )H < 7. Nga ana tjetér, né qofté se

E < S,n e Njané t€ matshme dhe dy nga dy joprerése, duke shénuar £ = U E do t€ marrim qé

n=1

N
limy(E\UEnj =0
n— b
Dhe si rrjedhim

=0.

P

lim

n—»0

Pérderisa

Ez[E\LA_]JEHJuCJEn,
n=1 n=l1

Nga fakti se operatori€shté aditiv i fundmé, marrim

T* =T* v T* 7. =T* v T* .
(ZE) ZE\UEH " ZUE ZE\UEn +; (ZE)

n=1 n=1 n=l1

Kjo do té thot€ se

v(E)—ZN:v(En)zv[E\OEnj

n=1 n=1

dhe



N

(£)-2.v(E,)

n=1

= lim =0

N—+x0

lim

N—+x0

20|

n=l1

Q& nga rrjedh sev ( E ) éshtéaditive e numérueshme.

Supozojmé tani se ¢) nuk ka vend, atéheré gjendet njé k >0 dhe njé varg bashkésish
E, = S,n e Nté matshme té tilla q¢ 4(E,) - 0,n —> o dhe I X, (f)‘ > k pér tégjithé

EII

x, e B(X*).

Pérderisa masat e bashkésive £, €shté e mundur té€ zgjedhim njé€ nénvarg té¢ E, dhe duke

supozuar se m<n do té kemi

[l ()< 50

E

m

marrim A4, = E\ U E ,A c S t€ matshme, AnnA, =, m#r dhe

m=<n

4

% (f)

£()- [tk | )5

m=<n

Késhtu qé gjenden bashkésité e matshme B, 4, , B, (B, dy nga dy joprerése) té tilla qé

Nga rrjedhse HT*(}(B,,)

‘ > %pér ¢do n. Kjo do t€ thoté se seria

> (8,)=30(8,)

n=1 n=1

Nuk mund té€ konvergjojé dhe d) nuk ploté€sohet .Kjo na jep ekuivalencén e c) me d).



2.Integrali statistikor i Pettis-it

Si¢c pamé ne seksionin e méparshém integrali statistikor 1 Dunfordit Ds —J. f éshté element 1
E

dualit t& dyté X" t& hapésirés sé Banahut X . Do t& donim qé integrali t’i kishte vlerat né X
sepse kjo do ta bénte mé té pérdorshém.

Kjo kérkesé ¢oi n€ idené e zhvillimit t€ nj€ integrali q€ ta kishte kété veti.Kujtojmé qé se veté
hapésira X &shté njé zhytje natyrale e X né X sipas funksioneve té caktuar p.sh.linearg.

Nése kjo ndodh integrali Ds —J. feXc X" mund té gjenerojé njé integral tjetér.
E

Pérkufizim 3.5. Né¢& qofté se f: S — X &shté st-Dunford i integrueshém, ku Ds — I feX

E

pér ¢do bashkési t€ matshme E < I, (ose mé konkretisht Ds —J. fee(X)c X", funksioni e

E
gshté zhytja kanonike e X né X ), atéheré funksini f &shté statistikisht-Pettis i
integrueshém dhe

St—P—Ifdy:Ds—Ifdy

integrali mésipé€rm quhet integrali statistikor i Pettis-it 1 funksionit f n€ ¢do bashkési E. Do
té€ shénojmé Ps bashkésiné e t&€ gjithé funksioneve Pettis té integrueshém f: S — X Kéta

funksione mund té pérkufizohen né ményré ekuivalente si mé poshté
Pérkufizim 3.6. Funksioni statistikisht i matshém dobét f: S — X pér té cilin funksioni
x* ( f ) éshté Lesbegue (Bohner) statistikisht 1 integrueshém pér ¢do x* e X * &shtést-Pettis

i integrueshémné qofté se pér ¢do bashkési t&€ matshme E c §ekziston elementi x, € X pér

té cilin ka vend barazimi

x*(xE):Ix*(f)dypérgdo x¥e X *, (1)

E
Elementi xg quhet integral i pacaktuar statistikor i Pettis-it dhe shénohet

Xg =st-P- jE fdu . 2)

Duket qarté se kur hapésira e Banahut X &shté hapésiré reflektive (X =X ) integrali

statistikor 1 Dunfordit dhe integrali statistikor i Pettis-it pérputhen.



N¢ qofté se hapésira X nuk éshté reflektive ata do té jené t€ ndryshém, pra gjendet njé funksion
g€ éshté st-Dunford 1 integrueshém por jo st-Pettis i integrueshém, si¢ tregon shembulli 1
méposhtém 1 modifikuar nga njé shembull klasik.[27] example 2.2.5, p.34]

Shembull 3.7.
Le t€ shénojmé cy nj€ hapésiré t€ Banahut t€ vargjeve realé
X= (Xla X27 ) = (Xn)

pér té cilén limx, =0 me normé

n—>0

| xl= max | x, |
Le té pércaktojmé funksionin

nzz]o'l[(t) nprim

f@®) = f(0)=(0)

n;(]o'%[(t) n té tjeré

VEmeE re se pér

te } *1 1 ,L} funksioni merr vlerat £ (¢) =(1,2%,3*,4,5°,6,..n"...)
n + n

Gjithashtu ai f €shté 1 vazhdueshém dhe shkon drejt zeros : f € ¢, p.p.gj.n

Né qofté se x™ e (c,) atéheré gjendet njé varg a = (%) e[, pér té cilin
n

dhe i tillé q&

>
*
—_
=
p—
Il
DM
=w| —

=
o]
:
41
=
Il
~
=
=
N
m
@)
(==

Atéheré funksioni



Zinz (0)
3" Al

nepP

Z izn;qol} (Z)

neN\P

x(f®) =

ku P éshté bashkésia e numrave prim, €shté njé funksion real i matshém ( Lesbegue ), kjo do té
thoté se funksioni f &shté 1 matshém dobét dhe

1 I Z%nzz}o,l} (0)dt
[x*(r@eplde = 10 " o " _
0 E[é;n}[ Z}o,{ (t)dt

Z%I?ﬂ 1[‘” >o

neP

1
dt Z—2<+OO

0,7} neN\p 1

Shohim q¢ funksioni f éshté st-Dunford i ntegrueshém sepse

[ S| =]
!x f(t):!;;nzl}o,i[dt:;?

éshté konvergjent.

Shohim se né saje t€ lemés 3.1.dhe pérkufizimit 3.2. integrali i Dunfordit éshté
1
Ds—[ f(t)dt=(1,2,3,151,7..) €L, = (c,)"
0
Nga ana tjetér

Ds —jx*(f(t))dt € c,

0

Gjé€ qé tregon se funksioni f: [0,1] —co nuk &shté st-Pettis i integrueshém.



Shembull 3.8.

( Integrali 1 pacaktuar st-Dunford i integrueshén nuk &shté aditiv i numérueshém né pérgjithési).

Duke pérdorur funksionin t& dhéné n€ shembullin e mésipérm nuk éshté véshtiré pér t€ provuar

kéteé.
(1
fe 1
i —n’ t)dt
z P
[x*(fande=1 =
0 * l
[ > =m0t
koneN\Pn :|O;:|
k-1 ©
1,1 1
—_— _+ —_—
BEE n3n k nZ:,;If
k—1 1 1 0 1
—_— _+ —_—
n=1n3nk nzz,:‘if
Shohim qé
1
r 123 o,
Ds—| f(Hdt =(—,=,=,...—~,1.1.)el,
lf() (ool
ku
2
(k=-1) pér k prim
9,-1 *
S

pér tétjeré



3. Disa veti té integralit statistikor té Pettis-it. St- integrali i Pettis-it si limit

S€ pari, rikujtojmé lidhjen ndérmjet integralit statistikor t& Pettis-it dhe integralin statistikor
té Bohnerit t€ pérshkruar né seksionin e méparshém.

Teoremé 3.9.

Né qofté se funksioni f:S§ — X &shté st-Bohner i integrueshém atéheré f éshté st-Pettis 1

integrueshém dhe ka vend barazimi

Ps—| fdu=Bs—| fdu
E E @)

Vértetim. Pérderisa funksioni f(s) &shté st- Bohner i integrueshém gjendet njé nénvarg
determinant i funksioneve t€ thjeshté f, qé konvegjojné pothuajse kudo uniformisht pothuajse
pér ¢do n tek funksioni f. Ndérkaq, megenése funksionet x* nga X* jané té vazhdueshémare do
té kemi

*(E)-x*(DI< x4

£,(9)=f(s)|—0 p.p.gi.-n,
késhtu

st-Bs-IE|x*(ﬁ)—x*(f)ldﬂﬁnx*”L

f, = flldu—0.

Kjo do té thoté se vargu i funksioneve x*(f;,) konvergjon statsistikisht tek x*f. Kjo sjellé qé
funksioni x*f &shté st-Bohner i integrueshém si njé funksion real. Duke marré né shqyrtim edhe
njé heré vetin€ e integrimit t€ funksioneve té thjeshté marrim

x*_[Eﬁdﬂ:IEx*fnd,u—)jEx*fdﬂpér ¢do x* of X*.

Nga ana tjetér, vargu qé konvergjon stataistikisht dobét ka njé limit t&€ vetém. Pér rrjedhojé nga

konvergjenca statistikore e vargut t€ integraleve {.[E f.d ,u} tek integrali statistikor i Bohnerit

.[E fd u rrjedh konvergjenca tek integrali statistikor 1 Bohnerit i vargut

x*J.Efndy—>x*JlEfd,u.
Kjo sjell

IEx*fdy:x*IEfdy.



Sepse

|Bs— [ x*(t,~ Ndpl< Bs— [ |x*(f, = )ldp

e Bs— [ 11, = £ Il dp
g€ nga
lim(Bs— [ |1 £, = f Il du=0

Provuam ekzistencén e integralit statistikor t€ Pettis-it dhe ata jané t¢€ barabarté.

Teorema 3.10. (Vitali) Le té€ jeté (S, Z, p) njé hapé€sir€ e masés pozitive, p €shté e fundme dhe
nj€ varg {f,}, ku f, : S>X jané uniformisht t& integrueshém . N& qofté se

a) limg f, =f
b) [[f(x)][<eo
Atéheré kané vend pohimet :

1. feL;(w)
2. Bs=[lf,~flldu=0
E

Vértetim. Pér t&€ provuar pohimin 1, ne pérdorim lemén e Fatou-s(pohimi 2.19 ) nga marrim qé
[ st =timinf [| £, || dpz < st~ liminf [ £, || d
N

N

Duke shfrytézuar integrueshmériné uniforme do té€ kemi .[E | f|ldu <1, kubashkésia E &shté e
tillé q¢ w(E)<d.

NE¢ saje t& teoremés Egorov,theorem 1.14, vargu f, konvergjon n€ ményré statistikore né

bashkésiné E° dhe pér mé tepér JEC Il f, = fy lldu <1 pérn>N dhe p.p. gj.n.
Duke pérdorur mosbarazimin e trekéndé€shit marrim

[ s du<[ | fildut1=M .

Mosbarazim qé provon pohimin 1. Pér pohimin e dyté do t€ kemi

[ =ns [ ritdu+ [0 dut [ LF= £l d .



Ku EcS dhe W(E)<d.t€ gjithé termat e kétij mosbarazimi jané t€ kufizuar p.p.gj. n. Kjo provon
pohimin 2.

Pérkufizim 3.11. [7] Nj€ piké p quhet piké limite statistikore sipas vargjeve e nj€ bashkésie F
né qofté se gjendet njé varg x=(xx) pikash nga F\{p} té tilla q€ st-lim(xx)=p. Bashkésia e t&
gjitha pikave limite sipas vargjeve t€ F quhet mbyllje statistikoresipas vargjeve e F. Do thuhet
se nj€ bashkési &shté e mbyllur statistikisht sipas vargjeve né qofté se ajo pérmban té gjitha pikat
limite statistikore sipas vargjeve.

Pérkufizim 3.12 . Nj€ nénbashkési e F nga X quhet statistikisht kompakte sipas vargjeve né
qofté se pér ¢do varg x=(xi) pikash nga F gjendet njé nénvarg y=(y, )nga vargu x @€ st-lim

Y, =p€eF.

Pohim 3.13.

Nj€ nénbashkési F nga X &shté kompakte siaps vargjeve at€heré dhe vetém até€heré kur ajo Eshté
statistikisht kompakte sipas vargjeve né té.

Vértetim. Le té€ jeté F njé nénbashkési statistikisht kompakte sipas vargjeve né X. Nga
pérkufizimi, pér ¢do varg x né F gjendet nénvargu (yy) 1 till€ qé konvergjon statsitikisht n€ njé

piké p€F. Por, njé varg i tillé (yi) ka njé nénvarg esencial ( ;. ) konvergjent tek e njéjta piké p.

Kjo do té thoté se F éshté kompakte sipas vargjeve.

Njé funksion f:S — X &shté uniformisht i kufizuar dobét né qofté se gjendet njé konstante M e
tille g€ | x* f|< M || x*|| pothuajse kudo (bashkésia q€ pérjashtohet do t& lidhet me X*).

N¢ teoremat e méposhtme ne do t€ ndjekim iden€ e zhvilluat nga Geitz tek [17 ] dhe Musial [25 ]
pér integralin e zakonshém té Pettis-it .

Teoremé 3.14.

Le té jeté f:S — X njé funksion dhe X hapésiré e Banahut. Né qofté se ekziston njé varg
funksionesh {f, :n e N} me vlerané X st- Pettis 1 integrueshém né S dhe té till€ qé :

(a) bashkésia{x* f :x*e B(X*),ne N} ¢&shté uniformisht e integrueshme .
(b) st—limx* f, =x* f sipas masés, pér ¢cdo x"eX”*
Atéheré f i€shté st- Pettis 1 integrueshém dhe sz —1lim IE f,dyu=Ps— J.E fd p dobét né X, pér ¢do

Eel.
Vértetim:Fiksojmé E &2’ dhe le t€ jeté C njé mbyllje statistikisht e dobét e bashkésisé

{IE f,du:neN}. Pérderisa Teorema e Vitalit pér konvergjencén(teorema 3.10) garanton qé



st—limIEx*ﬁdy = Bs—jEx*fdy pércdo x*eX”,
Shohim gé€ nga rrjedhimi ([1] —Corollary 2.9)bashkésia C &shté statistikisht e kufizuar dhe
C\ IE f.dp :n €N pérmban t€ shumtén nj€ piké. Pér t€ vértetuar pohimin toné éshté e
mjaftueshme té tregojmé se C &shté statistikisht kompakte e dobét. Kjo do té sillte ekzistencén e
limitit statistikor t€ dobét t€ vargut {JE f,du:neN} néX. éhté e qarté se limiti do té jeté 1
barabarté vetém me integralin J.E fd 1 dhe kjo na ¢on né pérfundimin g€ funksioni éshté st-Pettis

I integrueshém né E dhe si rrjedhojé né t€ gjithé X.. Supozojmé atéheré se C nuk &shté
kompakte e dobét g€ do té thoté se bashkésia C nuk €shté as statistikisht kompakte e dobét siapas
vargjeve (Pohimi 3.13). Atéheré né pérputhje me teoremén e Xheimsit(James),([19] Theorem 1)

gjendet njé varg L kufizuar {x, :neN}cC dhe ¢ >0, Itill€ q&

x (x,)=0 pérk>n

dhe
x (x)>¢e pérk<n

Pérderisast —limx* f, =x* f ne gjejmé nj¢ bashkési A cN e tille q¢ 0(n € A : [x*f, —
x*f]>0)=0 pér ¢cdo 0>0. Késhtu, pér ngA do té kemi

1 * — _ *

lnlgle f,du=Bs Lx fdu .

Ne mund té zgjedhim njé nénvarg {g, :meN\A} nga {f,} dhe njé nénvarg {y, }nga {x} ,t&
tillé qé

0 [ vig.du=0 k<m
(ii) jE yigdu>e k>m
(i) st—lim jEx* fdu= jEx* fd upér gdo x*eX*.
Marrim né shqyrtim tani bashkésiné {y f:me N} . Ngapika (a) rrjedh se kjo bashkési éshté

uniformisht e integrueshme dhe statistikisht e kufizuar né L, (u). Nga del se kjo bashkési éshté
relativisht kompakte.Kjo sjell ekzistencén e funksionit heL,(u) dhe t€ njé nénvargu {z; :jeN}
€ {y, :meN\ 4} t&tillé g¢ st—lim zj f =h dobét né L, (u).duke zbatuar kushtin (iii) pér té
gjithé z*; do t€ marrim mosbarazimin .[E z,fdu>¢dhe IE hd > ¢ . Tani kujtojmé lemén
Mazur[23] g€ luan rol kryesor né kété vértetim. Le t€ jet€ a"...q;,,, meN njé n-she numrash
jonegativé, té tillé qé Z; a; =1dhe liy1nn(zj 'z, f)="h né Ly (u). Pahumbur pérgjithésisné,
ne mund té supozojmé se konvergjenca ka vend pothuajse kudo sipas u. Eshté e qarté se né

: meN } atéheré

£

qofté se z, €shté njé piké limite e dobét e dobét* e vargut {Zja_?’z

<j+m

h=z,f sipas up.k., né vecanti do t& marrim qé



(iv) IE fdu>e
Nga ana tjetér, secila nga g,&shté st-Pettis i integrueshém dhe funksionali x* — IE x*gdu

&shté I vazhdueshém dobét* . Késhtu qé€ né qofté se vargu {a):’a} éshté nénvarg i vargut
{Zja’”zj.m :m > n} i cili konvergjon statistikisht dobét tek z*, atéheré duke zbatuar (i) do t&

marrim :
0=lim| o, g du=lima,,[ gdu=z] gdu=| zgdu

Pérderisa barazimi ka vend pér t€ gjithé n e N\ A ,nga kushti (ii1) do té€ kemi IE zofdu=0.

Gjé e cila bie né kundérshtim me mosbarazimin (iv).

Theorem 3.15.

Le té€ jeté (S, X, ) hapésiré e matshme dhe >yC>.. Funksioni f: S—X &shté st-Pettis i
integrueshém dhe statistikisht i matshém dobét né lidhje me njé hapésiré t€ matshme separabél

(S, o, ;) atéheré dhe vetém atéheré kur gjendet njé varg funksionesh t€ thjeshté {f, : neN}

ome vlera né X n€ S i tillé q&
(a) familja {x*f, : neN, x*cB(X*)} &shté uniformisht e integrueshme,

(b) Pér ¢do x*eX* st—limx* f, = x* f u-pothuajse kudo.

Vértetim.Pérderisa funksionet e thjeshté jané st-Pettis té integrueshém, kondita e nevojshme
rrjedh n€ ményré t€ menjéhershme nga teorema e mésipérme.Supozojmé se funksioni f éshté i

matshém dobét né lidhje me hapésirén e matshme separable (S, X, #1;, ) dhe le t€ jeté S=0
({En, neN})CX) njé sigma algjebér e numérueshme e gjeneruar e cila éshté e dendur sipas

masés | n€ Xo.Pérveg késaj, le t€ jet€ [, njé copétim i intervalit S i gjeneruar nga bashkésité
Ei,...,E,. ndértojmé pér ¢do n funksionet
J, fdu 0

—=0
L(E) XE (0 )

f" = ZECH”



Sig dihet ¢ifti { f,, o(Il,) } _ &shté njé martingale me vlera né X dhe x*f,—E(x*fl; ) p.p.gj.n
éshté né L, (S,i, uls,) (cf. Neveu [26]) dhe p-p.k sipas pohimit t€ (Diestel [10]). Pér mé tepér

operatori i pritjes matematike t& kushtézua éshté njé kontraktim né L, (#|;) qé nga marrim qé
jE|x*fn |dysjE|x*f|dyp. p.gj.neN.

Meqenése nga supozimi kjo éshté e dendur né né X, do t& kemi g€ E(x* f'|-)=x* f u-p. k. dhe

do té kemi qé

x*f—x*f  ul; -p. k. dhe p. p.gj. n.

Nga ana tjetér, nga kushti (b) kemi qé vargu {x*f, : n€N} &shté statistikisht konvergjent dobét
tek x*f né L;(jn). Kushti mésipérm tregon saktésisht se pér cdo E€> vargu { IE f,d u} éshté
statistikisht konvergjent tek IE fd i . Kjo do té thoté se vypérmbahet n€ mbylljen e dobét té
bashkésisé U,,Vn ku v, éshté€ integrali i pacaktuar statistikor i Pettis-it i funksionit f,. Meqgenése

cdo bashkési v,(2) ka dimensione té fundme, bashkimi i tyre éshté separabél i dobét. Duke ju
referuar rezultatit shumé t€ njohur t€ Mazur-it norma e dobét dhe norma separabél né hapésirat e
Banahut koncidojné.

Teoremé 3.16.

Le t€ jeté (S,X, p) njé hapésiré e matshme me masé t€ fundme, X nj€ hapésiré eBanahut dhe f':
S—X. Supozojmé se gjendet njé varg {f,} I funksioneve st-Pettis t& integrueshém nga S né X t&
tillé qé lilglx* [, =x*f p-pk. pércdo x* nga X*(thebashkésia boshe né té cilén konvergjenca
nuk ka vend do té varet nga x*). N& qofté se gjendet njé funksion skalar v(x) pér té cilin

| x* f ||<v(x) p-p.k. dhe pér ¢do x* €X* dhe n€K, atéheré funksioni f &shté st-Pettis 1
integrueshém dhe ka vend barazimi

St—limJ.Eﬁdy:Ps—IEfd,u.

Vértetim. N¢ saje t€ teoremés mbi konvergjencén e dominuar , funksioni x*f éshté st-Bohner 1
integrueshém pér ¢do x*€X* dhe

st—liijx*fndy=Bs—jEx*fdy,pérEez. (5)

Mund té shkruajmé qé



* — ¥k
[ fdu=x*] fdp (©)
Nga (5) dhe (6) do té kemi g€ vargu { IE f.d u} €shté themelor né X*. Nga plotshméria e
hapésirés s¢ Banahut X* vargu i mésipérm ka pér limit y:
st—limx*jEﬁdy =x*y pér ¢do x*€X*.

Kjo plotéson dy kushtet e ekzistencés té integralit statistikor t€ Pettis-it t€ funksionit f:

PS—IEfdyzyzst—limIEﬁdy.
4.Serité konvergjente té pakushtézuara dhe integrali statistikor i Pettis-it

Pér té provuar aditivitetin e numérueshém té integralit t& Pettis-t gj€ e cila nuk ishte e mundur né
rastin e integralit t€ Dunfordit do na duhen njé séré pohimesh lidhur me serité€ konvergjente t&
pakushtézuara. Megenése ato jané shumé té€ njohura po japim vetém formulimin e tyre dhe
pérkufizimet pérkatése

Pérkufizim3.17. Seria Zxk e elementeve xx€ X, k €N nga njé€ hapésiré e Banahut X quhet
k=1
konvergjente né qofté se shuma e pjesshme s, = Zxk éshté konvergjente sipas normés né X.
k=1
Pérkufizim 3.18. Seria Zxk , Xk€ X, k €N &shté absolutisht konvergjente né qofté se &shté

k=1

o0
konvergjente seria ZH x|l -
k=1

Pohim 3.19

Né qofté se seria Zxk konvergjon absolutisht até¢heré konvergjon edhe seria Zxk .
k=1 k=1



Pérkufizim 3.20 Seria Zxk me elemente xx€ X, k €N, ku X &shté njé hapésiré e Banahut
k=1

quhet seri konvergjente e pakushtézuar n€ qofté se ajo, pér ¢do rirenditje té termave té saj dmth,

seria pr(n) konvergjon pér ¢do P g€ éshté njé korrespondencé biunivoke t€ N me N.
k=1

Teoremé 3.21. ([20] Teoremé 1.3.2.)

Pér seriné Zxk e elementeve xx€R, k €N,né hapésirén ée Banahut pohimet e méposhtme jané
k=1

ekuivalente:

(a) Seria konvergjon né ményré t€ pakushtézuar
(b) T¢€ gjitha serité e formés x, +x, +x, +... ku n, <n, <n; <... konvergjojné

(c) Pér ¢do varg té€ kufizuar elementesh (a;) a; €R, seria Z a,x, konvergjon tek ndonjé

k=1

elemet 1 X.

Pohim 3.22. [20]

Né qofté se X =R atéheré€ seria Zxk e elementeve xx€R, k €N,éshté konvergjente e
k=1

pakushtézuar até€heré dhe vetém atéheré kur seria €shté absolutisht konvergjente.

Pérkufizim 3.23. Seria Zxk me elemente xx€ X, k €N, konvergjon dobét( éshté konvergjente e
k=1

dobét) tek shuma s€ X né qofté se x*eX* limiti
lim x* () x)=lim > x*(x,) = x*(s)
n—o0 — n—oo —

ekziston.

Teoremé 3.24. (Orlicz, Pettis[32]) Le té jeté Zxk xx€ X, k €N, seri n€ hapésirén e Banahut

k=1

X.

N¢ qofté se pér ¢do bashkési A CN ekziston elementi xa€ X i till¢ g€ pér ¢cdo x*€ X* t& kemi



D ox*(x)=x*(x,)

keA

Atéheré€ seria Zxk &shté konvergjente e pakushtézuar.
k=1

Teoremé 3.25.

Né qofté se f:S — X &shté st- Pettis 1 integrueshém dhe 1 pércaktuar n€ njé bashkési té

matshme E — § atéheré funksioni

U(E)=Ps— J. fdue X (integrali i pacaktuar st-Pettis-it)

E

éshté aditiv i numérueshém.

Vértetim. Supozojmé se bashkésité E < §,n e N jané bashkési t€ matshme dhe

ENE =0,n+tm .

at€heré
¥ OUE) =X (Ps= [y, film)=Bs= [y, x*(Ndu=
> (Bs—, ¥ (N)dp) =3 x (W(E,)

péredo x” € X . Kjo do té thoté se v &shté aditive e numérueshme dobét, dmth, seria e

numrave realé Y x"(v(E,)) éshté konvergjente pér ¢do x~ € X . N& sajé t& pohimit 3.22

n=l

pér X =R seria an e elementeve x, € X é&shté konvergjente né ményré té€ pakushtézuar

n=1

atéheré dhe vetém atéheré kur kjo seri an éshté absolutisht konvergjentes. Kemi marré

n=1

késhtu se seria z x (L(E,)) éshté konvergjente e pakushtézuar né saje t& teoremés 3.21

n=1

([30] p.284) kjo &shté gjithashtu konvergjente dobét sipas nénserive. Duke u bazuar né

teoremén Orlicz —Pettis 3.24 ([30], theorem .p.268) kemi qé seria Z L(E,) éshté
n=1



konvergjente e pakushtézuar g€ nga rrjedh se ajo €shté konvergjente edhe sipas normés.
Ndérkaq

S o) = v JE,)

n=1 =
Gjé g€ provon teoremén.
Teoremé 3.26.

Le téjeté f:S — X funksion st- i matshém fortésisht dhe i formés
f=g+2 %25 0(K)=1 (7)
K

kug:S§ — X éshté st — 1 matshém fortésisht dhe i1 kufizuar , E nénbashkési t€ matshme dy nga dy

joprerésenga S ,dhe x, € X,n e N dhe E, t€¢ mund t€ zgjidhen té tilla qé seria z x,u(E)) té

n=1

jeté konvergjente e pakushtézuar né X ,n€ kété rast do t€ kemi

Ps—jEfdy :Ps—ngdy+any(EmEn)
K (8)

pér ¢do bashkési t&€ matshme Ec S dhe o(K)=1

Vértetim. Supozojmé se funksioni f &shté st — Pettis i integrueshém dhe €shté né formén (7).
Pérderisa g é&shté st-i kufizuar do t€ kemi qé g € Bs — Ps , né€ saje t€ pohimit (3.9) do té

marrim

h:f—g:an;(E” € Ps
K

N¢ qofté se £ S €shté e matshme dhe meqé integrali 1 pacaktuar 1 st-Pettis-it €shté aditiv i
numérueshém duke zbastuar teoremén 3.24. do t€ kemi

IEhdﬂ=ZJEmEH hdpu=Y x,u(ENE,) 5(K)=1

Duke béré njé rinumerim té serisé Z x,x, fitojmé t€ njéjtin funksion h, dmth
K

o]

h= anZEH = Zxﬁ(n)lEn(m
K

k=1



né lidhje me njé korrespondencé njé pér njé ~ t€ K me N Gjithashtu
J.E hd/j = Zn:l J.EmE”(n) hd’u = ; x”(")'u(E a Eﬂ(n)) €X

qé nga del se seria Z:;l x,i(E,) &shté seri konvergjente e pakushtézuar.

Pér t€ vértetuar t€ anasjelltén, le t€ supozojmé se funksioni g:S — X &shté i kufizuar

(|| g(t)” « SM  pérpothuaj t€ gjithé # € 1) kjo tregon se ai Eshté i integrueshém Bohner  qé
nga del se g € Ps né saje t€ pohimit 3.9 . Tani mjafton té tregojmé se funksioni/ = ZKxn Xk
éshté st-Pettis 1 integrueshém qé do t€ provonte se seria z::l x,u(E ) €shté seri konvergjente

e pakushtézuar né¢ X .

Pa humbur pérgjithésiné mund t€ supozojmé pér thjeshtési se w(E,)>0, neNdhese EcC S

éshté e matshme .
Atéheré, seria

H(ENE))

x, MENE,)=) x,uE,)
L ; H(E,)
€shté konvergjente e pakushtézuar n€ X sepse

MENE) 1pér¢do neN (shih teoremén 3.21)
H(E,)

N& qofté se x" € X atéheré » x'(x,)u(ENE,) konvergjon né ményré & pakushtézuar né R
K

NE saje té pohimit 3.22 do té kemi

J

E

X (W|dp=Y ¥ () ENE)=x" (3 xuENE,)
dheh € Ps ndérkaq

Ps—[hdu=7 xu(ENE,)
E

Kjosjellq¢ f =g+hePs dhe provon barazimin (8) .



Pérkufizim 3.27. Seria Zxk Eshtéabsolutisht konvergjente e dobét né qofté se konvergjon
k=1

seria
o0
Z| x*(x,)<oo
k=1

Pér ¢do x* € X*

Teoremé 3.28[20] teoremé 6.4.3](Bessaga-Pelczynski)
Pohimet e méposhtme jané ekuivalente

(a) Hapésira e Banahut X nuk pérmban nénhapésira izomorfike me cy.

(b) Cdo seri absolutisht konvergjente e dobét né X €shté konvergjente e dobét

(c) Cdo seri absolutisht konvergjente e dobét éshté konvergjente e pakushtézuar

(d) Cdo seri absolutisht konvergjente e dobét néX(sipas normés) éshté konvergjente.

Teoremé 3.29

Né qofté se f:S — X &shté st- Dunford i integrueshém dhe st - i matshém si dhe hapésira X
nuk pérmban nénhapésira izomorfike me ¢y, atéheré funksioni f &éshté st-Pettis i integrueshém

né S.

Vértetim: Me genése [ €shté st -1 matshém nga pohimi 2.13 marrim barazimin
f=g+2xn;(E” o(K)=1

K
ku g:§ — X é&shté st- i matshém dhe i kufizuar, £, jané nénbashkési t€ matshme dy nga dy
joprerése té I, x, € X, neN.

Meqenése intervali S €shté kompakt dhe funksioni g : S — X &shté st- Bochner i integrueshém,

né saje t€ pohimit 3.9ai éshté gjithashtu st- Pettis 1 integrueshém.

St-integrueshmésia sipas Dunfordit e funksionit z x,x, sjell st-integrueshmériné sipas
K

Bohnerit ( Lebesgue ) t& funksionit x"(D x,7, ) pér¢do x e X" dhe do té kemi gjithashtu
K



X*(zanEn ) = f = zx*(‘anEn)

ku nénbashkésit€¢ E, jané dy nga dy joprerése .
Marrim késhtu mosbarazimin

> x'|(x,u(E,))| < +o0pérgdo x" e X"
K

Kjo sjell gé seria
> x,u(E,)
K

€shté absolutisht konvergjente dobét (shiko pérkufizimin 3.27 , [30] p .286)

Pérderisa hapésira X nuk pérmban njé nénhapésiré izomorfike me cy , n€ saje té€ teoremés
Besaga- Pelczynski ( 3.28. [30]p.287 ) seria z (x,u(E,)) konvergjon né ményré t€ pakushtézuar
K

. Nga del se funksioni Z x, X €sht€ st- Pettis 1 integrueshém. N€ saje té€ pohimit 3.26.kemi q&
K

feb.

Teoremé 3.30

Le t€ jeté hapésira X e cila nuk pérmban ndonj€ nénhapésiré izomorfike me ¢y dhe funksioni
f:S — X éshté st — Dunford i integrueshém. N¢& kéto kushte, n€ qofté se

Ds — j fd € X pére ¢do interval J < § , at€heré f &shté st- Pettis i integrueshém né S
E

Vértetim . S¢ pari t€ provojmé pohimin e méposhtém:

Né qofté se J, = S,k €N é&shté njé varg intervalesh qé nuk mbulojné njéri tjetrin (pra, kané

brendési dy nga dy joprerése), atéheré Ds — I fdueX.
E
Vértet, kemi

By, X (du- ;(BS—J'Jk ¥ =3 X (Ds- |, fdy)‘ <+

péredo x € X . Kjo tregon se seria z (Ds - L fd p1) éshté absolutisht konvergjente dobét .
K k



Pérderisa hapésira X nuk pérmban ndonjé nénhapésiré izomorfike me cy né saje t€ teoremés

Bessaga — Pelczynski 3.28, del se seria Z(Ds —L fd 1) Eshté seri konvergjente e
K k

pakushtézuar tek ndonjé element x| € X dhe Ds _'[UJ Jdu=x, e€X

NE saje té teoremés ( 1. 11) tek ( [34] ) ¢do bashkési e hapur né R™, m >1 mund t€ shkruhet si
bashkim i numérueshém segmentesh qé nuk mbulojné dy nga dy njéri tjetrin . N€ saje t€ pohimit

t€ mésipérm do t€ marrim q€¢ Ds — I . fdu e X pér ¢do bashkési t€ hapur G S.

N¢ qoftése F < S &shté bashkési e mbyllur atéheré I\ F &shté e hapur (né S ) dhe
Ds- [ fdu=(Ds—| fdw)—(Ds-[  fduye X

Vémeé né dukje se kur Z < § dhe Z éshté e till€ q€¢ u(Z) = 0atéheré Ds —L fdu=0e X .

Le t€ jeté tani £ — S nj€ bashkési e matshme arbitrare . N& saje t€ teoremés ( 3. 28) tek ([34])
dotékemi E=HUZ ku u(Z)=0 dhe H éshté e tipit F,, qé do t& thoté se H =| J H, ku

H, c S,k €N jané bashkési t€ mbyllura.

Shénojmé L, =|J;_H, . Bashkésité L, < S jané t& mbyllura dheL, c L, n e N . Bashkésia

L=0, K =L \L

n+1°

neN.Shohimqé¢ K, NK,= pér n#I[dhe H=Uj:1Kn .
Vémeé né dukje se

Ds— jkn fdu=Ds— jL”\LH fdu=(Ds— jLn fd u)—(Ds— L fdu)e X
Mé tej

S X (Ndu= ]y X (Ndu=3 ], X (Ndu =25 Ds =], fisw

dhe

> x*(DS—J.kn fd,u)‘ =y Bs—an x*(f)dﬂ‘ <

B[ [ (du=]

X (Nlp= |, | (Oldp < o0

Pérgdo x" e X,



Né ményré té ngjashme si mé sipér teorema e Bessaga- Pelczynski 3.28. ([30]) provon se seria

Zn (Ds— JK fd 1) konvergjon né ményré t&€ pakushtézuar tek ndonjé element x, € X dhe

DS—JHfd,u:xH eX .
g€ nga

Ds—jEfd,u:Ds—ijdy+Ds—IZfdyeX

Teoremé 3.31.

Ka vend pérfshirja e miréfillté Bs — Ps né pérgjithési pér hapésirén e Banahut X, dmth ,
gjendet nj€ hapésir€ e Banahut X dhe funksioni f:S§ — X icili €&shté st — Pettis i

integrueshém por jo st- Bohner i integrueshém.

Vértetim. Le t€ imitojmé shembullin [30] p.287 dhe ta modifikojmé né kushtet tona pohimin

3.31. Né qofté se seria Zxk &shté statistikisht konvergjente n€ ményré t€ pakushtézuar atéheré
k=1

ajo &shté absolutisht konvergjente dobét .
Shembull 3.31

Pér k eN shénojmé me

o = { ,..,0,k,0..) pér k prim
k~ (,..,0,1,0,0...) pér té tjerét

Duket qarté se e, € ¢, p.p.gj.k, dhe e, ka element #0 vet€ém né€ pozicionin e k —té n€ varg.

Me  genése pér

Z _ {1,2,3,1 ..1n,0,0..) pér k prim
® = 11.1.1...1,0.0...) pér té tjeré

n
k—1
pér n € N. Mund té shihet menjéheré se seria Z e, nuk konvergjon né ¢, (sipas normés ) dhe
k=1

gjithashtu seria z e, ka t& njéjtén natyre .
K



Supozojmése x ec, =/ ,dmth, x = (¢, a,..q..) ,a,€R pér keN dhe

st— i|ak| = Hx”c <40 o0se Z|aK| <+ . Duke fiksuar x~ (e,)=o, pérk t& ndryshém nga
k=1 0 K

numrat prim

; x*(ek)‘:;|ak|<+oo

Dmth seria ) e, &shté statistikisht konvergjente dobét .
k=1

Pérderisa  x [Zekj = Zak pér k e K shohim se ky varg konvergjon tek Zak =x(y),
K K K

ka y=(00101011..).Koordinatat jané zero vetén né vendet me indeks prim.

Ky varg nuk 1 pérket hapésirés c,. Kjo do té thoté se n€ qofté se seria z e, do té€ ishte

k=1
statistikisht konvergjente dobét tek shuma e saj y. Vémé né€ dukje se ¢, nuk pérmban element t&
tille.

Pérkufizimi 3.5 tregon se nj€ funksion st-Pettis i integrueshém &éshté st- Dunford i
integrueshém. Teorema 3.24 provon g€ pohimi d) tek Teorema 3.3.ka vend. Si rezultat né€ kété
rrugé kemi arritur né rezultatin ¢ méposhtém:

Theorem 2.33

Né qofté se funksioni f:S§ — X &shté st-Pettis i integrueshém, atéheré pohimet e méposhtme

jané ekuivalente :

a) Operatori T:X — L, ipércaktuar nga barazimi T(x )=x (f) pér x € X &shté
kompakt i dobét .
b) Operator i konjuguar 77 : L, — X tek T éshté kompakt i dobét .

¢) Bashkésia {x*( f)x e B(X *)} c L, &shté uniformisht e integrueshme , dmth
lim, g0 [, X*(f) = Ouniformisht pér x" € B(X")
d) st-integrali i pacaktuar 1 Pettis v(E) 1 dhéné nga barazimi o(E) = Ps— I fdu pér
E

bashkésiné e matshme -it £ — S , €shté aditiv i numérueshme, dmth, né qofté se
E < S , neN jané dy nga dy joprerése atéheré



0

o(JE) =3 v(E,)

= n=1

néX ( seria Z v(E,) &shté konvergjente sipas normés né X. )

n=1

Vémeé né dukje se pohimi c¢) nga teorema 3.32 garanton se pér¢cdo & >0 gjendetnjé 7 >0

té tillé qé n€ qofté se £ S é&shté e matshme wu(E)<n atéheré ”U(E)” L SeE.

Né lidhje me Teoremén 3.33 lind né ményré t€ natyrshme pyetja :

A Eshté e vérteté se n€ qofté se funksioni f:S — X &shté st-Dunford i integrueshém dhe

njéri nga pohimet ekuivalente a)— d) t€ pohimit 3.3.plotésohet atéheré funksioni f &shté st-
Pettis 1 integrueshém ?

Né rastin klasik kjo pyetje ka marré pérgjigjje negative né€ artikullin e R. Huff[30 JPohimi 3]. Né
rastin e integraleve t€ Dunfordit dhe Pettis-it n€ trajtén e integralit statistikor problemi mbetet i
hapur
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