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HYRJE

Teoria e operatoréve éshté teori relativisht e re e zhvilluar né kuadér té analizés
funksionale, e cila si disipliné e vecganté u zhvillua nga fundi i shekullit XI1X dhe fillimi i
shekullit XX. Né fillim té shekullit XX, u shfagén njé numér punimesh nga
matematikané té shquar té kohés gé vendosén themelet dhe dinamikén e késaj disipline.
Shkurt, madje duke 1éné anash njé numér kontributesh dhe matematikané qé pa té drejté
nuk do ti pérmendim kétu, po japim njé historik té shkurtér té késaj disipline. Mund té
pérmendim Fredholmin (Ivar Fredholm) me teoriné e tij mbi ekuacionet diferenciale me
cka ofroi njé gasje ndryshme mbi problemin Dirihleut (Johann Dirichlet) pér gjetjen e
zgjidhjes sé njé ekuacioni diferencial parcial. Né vitin 1902 Lebegu (Henri Lebesgue)
prezantoi njé pérkufizim té ri té integralit duke zgjeruar klasén e funksioneve té
integrueshme pértej atyre gé ishin té integrueshém sipas Rimanit (Bernhard Riemann)
dhe njékohésisht pérkufizoi njé hapésiré funksionesh, qé pér nder té tij sot e shénojmé
me L (klasén e funksioneve té integrueshme sipas Lebegut). Gati né té njéjtén kohé,
Hilberti (David Hilbert) me njé numér punimesh vendosi themelet e teorisé spektrale.
Koncepti mbi algjebrén e operatoréve u fut nga Risi (Frigyes Riesz) né punimet e tij té
vitit 1913 ku, ai, studion algjebrén e operatoréve té kufizuar né hapésirén e Hilbertit 1°.
Detyrimisht duhet pé&rmendur fon Nojmanin (John von Neumann), i cili pérkufizoi njé
numér té madh konceptesh nga teoria e operatoréve dhe i cili kuptoi drejté se pérshkrimi
I fizikés moderne, asaj kuantike, kalon pérmes operatoréve té veté-adjunguar, hermitian,
né hapésirat e Hilbertit. Dhe, me té vérteté, njé pérshkrim i tillé i mekanikés kuantike
pérmes operatoréve edhe u arrit nga ana e Hajzenbergut (Werner Heisenberg) né vitin
1926. Pérpjekja e paré mé serioze pér sistematizimin e rezultateve té analizés
funksionale né pérgjithési dhe teorisé sé operatoréve né vecanti, bashké me
pérkufizimin e njé numri té objekteve té reja matematike, u bé nga ana e matematikanit
polak Banah (Stefan Banach) né punimin e tij “Teoria e operatoréve linearé” vitin 1932.
Kontributi i tij éshté i madh. Po pérmendim kétu vetém disa prej tyre, si¢ jané teorema

mbi pikén fikse, teorema mbi grafikun e mbyllur, até pér konvergjencén e dobét.



Kontribut mbi disa klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit

Né kété punim disertacioni ne pérgendrohemi né studimin e njé aspekti té veganté
té klasave té ndryshme té operatoréve né hapésirat e Hilbertit, até t& ndikimit té vetisé
komutative ndaj problemeve gé kané té b&jné me mbylltésiné e klasave té operatoréve
pérkatés. Operatorét kyc qgé pércjellin disertacionin jané ata té veté-adjunguar,

pérkatésisht operatorét normal.
Disertacioni pérbéhet nga katér kreré.

Né kreun e paré kemi dhéné konceptet bazike té réndésishme pér mbéshtetjen e
ndértimit té métejshém té materies sé disertacionit. Pérfshijmé kétu hapésirat e Hilbertit,
Banahut, konceptet themelore mbi operatorét e kufizuar dhe ato té pakufizuar né
hapésirén e Hilbertit. Kétu pérmendim rolin ky¢ edhe té teoremés Fuglede-Putnam e
cila mundéson kapércimin e problemeve gé shfagen edhe né studimin e klasave mé

familjare té operatoréve sikurse éshté ajo e operatoréve normal.

Né kreun e dyté kemi studiuar disa klasa operatorésh dhe vetité komutuese gé
mundésojné mbylltésiné e njé klase operatorésh ndaj kompozimit ose mbledhjes sé tyre.
Klasat gé kemi studiuar pérmes vetisé komutuese jané ajo e operatoréve hipernormal,
kuazi-hipernormal, izometrik, paranormal si edhe disa klasa mé pak té njohura, mé pak
familjare si ajo e operatoréve n-normal, ata té klasés (Q) me fugi n. Kemi dhéné edhe

rezultate té reja krahas modifikimit té disa rezultateve tashmé té njohura.

Vetia komutuese e operatoréve ka pasoja té médha, andaj éshté studiuar edhe
komutativiteti i operatoréve, pérkatésisht jané studiuar ciftet e operatoréve komutues
deri né njé faktor, pra operatorét A -komutues. Studimi i késaj vetie éshté né esencén e
kreut té treté. Réndésia e shqyrtimit té ekuacioneve operatoriale té natyrés AB = ABA
nuk ka vetém benefit t€ pastér matematik, gjithashtu réndési dhe zbatim ka edhe né
problemet e mekanikés kuantike. Kétu krahas zbérthimit né detaje té disa rezultateve té
njohura kemi dhéné njé numér rezultatesh té reja si edhe kemi pérkufizuar njé klasé té

re té operatoréve gé i kemi quajtur operatorét (A, u) — komutues.

Kreu i katért éshté po ashtu i lidhur me vetiné e operatoréve komutues,
respektivisht jokomutues e gé kané té bé&jné me principin e papércaktueshmérisé sé
Heisenberg-ut. Eshté evidente se shumica e fenomeneve natyrore nuk mund té

pérshkruhen me ané té operatoréve té kufizuar e as me algjebrat komutative, prandaj



1. Koncepte bazike nga teoria e operatoréve né hapésirat e Hilbertit

kétu kemi shqyrtuar njé zbatim té operatoréve té pakufizuar edhe até kemi béré njé
tejkalim té interpretimit t€ principeve té papércaktueshmérisé duke mos u kufizuar
vetém né operatorét e veté-adjunguar. Pra, zgjerimi i principeve té papércaktueshmérisé
né Kklasa tjera operatorésh, si ajo e operatoréve normal dhe simetrik e madje edhe e

operatoréve hipernormal pérbéjné thelbin e kétij kreu.



KREU 1

1. KONCEPTE BAZIKE NGA TEORIA E OPERATOREVE NE
HAPESIRAT E HILBERTIT

| konsiderojmé té njohura konceptet dhe rezultatet mé té réndésishme nga teoria e
hapésirave té normuara dhe atyre té normuara té plota, ndryshe té njohura si hapésira té
Banach-ut. Né mesin e hapésirave té Banach-ut njé klasé hapésirash té plota luajné njé
rol té jashtézakonshém dhe ato i njohim si hapésira té€ Hilbertit. Hapésirat e tilla na
mundésojné té japim strukturén e ploté gjeometrike té hapésirave vektoriale. Kéto
hapésira vektoriale né vete i furnizojmé me produktin skalar, produktin e brendshém
dhe shpesh njihen me emrin edhe hapésira unitare krahas emértimit si hapésira
vektoriale me produkt skalar. Ky kre kryesisht bazohet né monografité [5], [10] dhe
[11].

1.1. Vetité themelore té operatoréve té kufizuar né hapésirén e
Hilbertit

Pérkufizim 1.1.1. Pasqyrimi T nga hapésira e Hilbertit 77 né 77 thuhet se éshté

operator linear nése T plotéson vetité (i) dhe (ii) mé poshté:
(i) Aditiviteti: T(X+y)=T(X)+T(y) péredo x,ye?7.

(if) Homogjeniteti: T(ax) =aT(x) pércdo x e 77 dhe numrin kompleks « .

Pérkufizim 1.1.2. Operatori linear T né hapésirén e Hilbertit thuhet se éshté i

kufizuar nése ekziston numri real ¢ >0 i tillé qé |[Tx||<c|x| pér gjithé xe77. |T| éshté

pérkufizuar me
[T||=inf {c>0:|Tx| <c|x| pér gjithé x e 77} .

||T|| quhet normé operatorialee T .
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Pérkufizim 1.1.3. B(77) nénkupton bashkésiné e gjithé operatoréve linear té

kufizuar né hapésirén e Hilbertit 77.
TEOREME 1.1.1. Jané ekuivalente pohimet e méposhtme
(i)  Pércdo operator linear t¢ kufizuar T , [T =sup {|Tx|:|x|=1} .
(ii)  Peér cdo operator linear té kufizuar T , |[T||=sup{|Tx|:|x| <1}.
(iii)  Pér cdo operator linear té kufizuar T , |[T|| :sup{|<Tx, y)|: X = Il =1} .
TEOREME 1.1.2. Pér ¢do operator linear té kufizuar T né hapésirén e Hilbertit

77, pohimet e méposhtme jané reciprokisht ekuivalente:

(1) T éshté i kufizuar.
(i) T éshté i vazhdueshém né gjithé hapésirén 77.

(ilf) T @shté i vazhdueshém né ndonjé piké x, e 77.

TEOREME 1.1.3. Le té jené S dhe T dy operatoré linear té kufizuar né

hapésirén e Hilbertit 77. Atéheré, kané vend vetité e méposhtme:
(i) leT || <e||[T|| pér ¢do e eC.
@ [s+T]<]s]+T].
(i) |sT]<[s[I]-
Le té jeté T mbi njé hapésiré té cfarédoshme té Hilbertit. Pér ¢cdo ye 7/ té

fiksuar, shqyrtojmé funksionin f té pérkufizuar me f(x)=(Tx,y) mbi #7. Né
pajtueshméri me teoremén e Riesz-it, ekziston dhe éshté i vetém vektori u 77 i tillé gé
f(x)=(Tx,y)=(x,u) pér gjithé xe77. Né kété ményré mund té& pérkufizojme
operatorin T", operatorin e adjunguar té operatorit T me (Tx, y):(x,u>=<x,T*y> pér
X, yefl.

TEOREME 1.1.4. Le té jeté T njé operator né hapésirén e Hilbertit 77. Atéheré

T" éshté po ashtu operator né 77 dhe kané vend vetité e méposhtme:



Kontribut mbi disa klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit

OB AU

(i) (T,+T,) =T, +T,.

(i) (aT) =aT" pércdo aeC.
(iv) (T7)=T.
(v) (ST) =T's".

RRJEDHIM 1.1.1. Le té jeté T operator linear. Atéheré

T eIl

-

(i)

(i) T°T =0 nése dhe vetém nése T =0.

Pérkufizim 1.1.4. Forma bilineare f(x,y) mbi hapésirén e Hilbertit X

pérkufizohet me sa vijon: f(x,y)=g,(x)=h(y) éshté funksion kompleks né lidhje me

x dhe vy, itille g¢ g (x) éshté funksional linear né lidhje me x, kurse h,(y) éshté

funksional linear i konjuguar né lidhje me y, pra, vlen h (ay) :Ehx(y) pércdo e C

TEOREME 1.1.5. Nése f(x,y) éshté njé formé bilineare né hapésirén

komplekse X, atéheré
f (X, y)=%{f (x+y,x+y)-f (x—y,x—y)}+%i{f (x+iy,x+iy)— f (x—iy,x—iy)}
vlen pér¢cdo x,ye X .

TEOREME 1.1.6. Nése T éshté operator né hapésirén e Hilbertit 77, atéheré

(Tx, y):%{T(x+y,x+y)—T(x—y,x—y)}+%i{T(x+iy,x+iy)—Tf (x—iy,x—iy)}

vlen pércdo x,ye X .

TEOREME 1.1.7. Nése T éshté operator né hapésirén e Hilbertit 77 mbi
bashkésiné C, atéheré vetité (i), (ii) dhe (iii) t¢ méposhtme, jané reciprokisht

ekuivalente:
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(M T=0
(i) (Tx,x)=0 pér gjithé xe77.
(i) (Tx,y)=0 pér gjithé x,y e77.

Pérkufizim 1.1.5. Le té jeté T operator né hapésirén e Hilbertit 77, atéheré

0] Operatori éshté i veté-adjunguar nése T" =T .

(i)  Operatori éshté normal nése T'T =TT".

(iii)  Operatori éshté kuazinormal nése T(T'T) =(T'T)T .

(iv)  Operatori éshté projeksion nése T>=T dhe T* =T .

(v) Operatori éshté unitar nése T'T =TT =1.

(vi)  Operatori éshté izometrinése T'T =1 .

(vii)  Operatori éshté pozitiv (shénohet T >0) nése (Tx,x)>0 pér ¢do xe77.
(viii) Operatori éshté hipernormal nése T'T>TT", ku A>B nénkupton

A—B >0 pér operatorét e veté-adjunguar A dhe B.
Nga pérkufizimi kemi kété

TEOREME 1.1.8. Nése T éshté operator né hapésirén e Hilbertit 77 mbi

bashkésiné C, atéheré vlejné pohimet :

(i) T éshté operator normal nése dhe vetém nése |Tx||=|T "x

pércdo xef7.

(if) T éshté operator i veté-adjunguar nése dhe vetém nése (Tx, x) éshté numér
real pér ¢cdo xe77.

(iii) T éshté operator unitar nése dhe vetém nése |Tx| = ‘T*x

=|x| pér ¢do xe 7.

(iv) T éshté operator hipernormal nése dhe vetém nése |[Tx| > ‘T*x

pér ¢do x e 77

Mé poshté japim edhe kéto klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit

Pérkufizim 1.1.6. Le té jeté T operator né hapésirén e Hilbertit 77, atéheré

1. Paranormal nése [|T2(X) [IXI T(X) | (x e H.|x|=1);

2. * Paranormal nése || T*(x) [XI T" () IF (x e H.|x|=1);

10
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3. Kuazihipernormal, nése T™2T2 > (T'T)?;

4. n-normalnésevlen T"T"=T°T";

5. Kuazinormal me fugi n nése T"(T'T)=(T'T)T";
6. Operator i klasés (Q) nése T*2T% =(T'T)?;

7. Operator i klasés (Q) me fugi n nése T*T*" = (T'T")*.

TEOREME 1.1.9. Nése T éshté operator, ekzistojné operatorét e veté-adjunguar

A dhe B tétillé g¢ T = A+iB. Operatori Azé(T +T") dhe Bzé(T -T7).
i

Pérkufizim 1.1.7. R(T), rangu i operatorit T &shté pérkufizuar me
R(T)={Tx:xe?/}, kurse N(T), bérthama e operatorit T, éshté pérkufizuar me
N(T)={xef/:Tx=0}.

Pérkufizimi 1.1.8. Le té jeté A njé operator né hapésirén e Hilbertit 77.
Shénojmé me (A) bashkésiné (A) ={B: AB = BA, ku B éshté operator né 77}.

TEOREME 1.1.10. (Rrénja katrore e operatorit pozitiv). Pér ¢cdo operator pozitiv
A, ekziston dhe éshté i vetém operatori pozitiv S i tille g¢ S*=A dhe (S) > (A).
Shénohet me S = A”2.

RRJEDHIM 1.1.3. Nése A>0 dhe B>0 ashtu g¢ A té komutojé me B,
atéheré AB>0.

Pérkufizim 1.1.9. Kur operatori T komuton me S dhe S*, atéheré themi se T

komuton dyfish me S .
Formulojmé kétu njérin nga rezultatet mé té njohur nga teoria e operatoréve

TEOREME (Fuglede-Putnam). Le t& jené A dhe B operatoré normal. Nése
AX = XB vlen pér ndonjé operator X , atéheré vlen A’X = XB".

Vlen té theksohet se Teorema Fuglede éshté dhéné pér operatorét qé e pakufizuar.

11



1. Koncepte bazike nga teoria e operatoréve né hapésirat e Hilbertit

Pérkufizimi 1.1.3. Le t& jeté T e B(77). Spektri i operatorit T shénohet me
o (T) dhe éshté bashkésia e té gjithé numrave kompleksé A4 té tillé g8 T — Al nuk éshté

invertibil né B(77). Pra:
o(T)={1eC:T-21¢B(1)’]

Komplementi i bashkésisé o(T) shénohet me p(T)dhe paraget bashkésiné rezolvente

té operatorit T . Pra,
p(T)={reC:T-21€B(1)"| =C\o(T).

TEOREME 1.1.1. Pér cdo operator T eB(77), spektri i operatorit T éshté

nénbashkési joboshe dhe kompakte né C.

1.2. Operatorét linear té pakufizuar (Operatori i adjunguar, simetrik
dhe operatorét e veté-adjunguar)
Njé fakt i pamohueshém éshté se shumica e fenomeneve natyrore, sikurse jané ato né
fiziké, mund dhe shprehen né shumicén dérrmuese té rasteve pérmes operatoréve té
pakufizuar. Kétu né pika té shkurtra do té japim vetém disa veti themelore té
operatoréve té pakufizuar té dhéné né njé nénhapésiré té dendur té hapésirés sé Hilbertit.
Le té rikujtojmé se ¢cka quajmé operator té kufizuar.

Pérkufizim 121 Le té jené X,Y dy hapésira té normuara dhe
T:9(T)c X =Y operator linear. Operatori T quhet i kufizuar nése ekziston numri

real ¢ >0 itillé gé
[Tl <clx],  vxe2()

Teorema e méposhtme sugjeron se njé operator i pérgjithshém i pakufizuar mund

té jeté i pérkufizuar vetém né njé nénbashkési té dendur té hapésirés sé Hilbertit 77 .

TEOREME 1.2.1 (Hellinger-Toplitz) Nése njé operator linear T éshté

pérkufizuar né gjithé hapésirén e Hilbertit 77 dhe plotéson
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Kontribut mbi disa klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit

(T, y) =(x,Ty),vx,y e/

atéheré T éshté i kufizuar.

Pérkufizim 1.3.2. Le té jené T,S dy operatoré té pérkufizuar dendésisht né 77.

Atéheré T éshté zgjerimi S, simbolikisht shkruajmé
ScT
nése P(S)c P(T) dhe S=T|,q, -
Japim pérkufizimin pér operatorin e adjunguar né rastin e operatoréve té
pakufizuar.

Pérkufizim 1.2.3 Le té jeté T:®(T)— 77/ operator i pakufizuar, dendésisht i
pérkufizuar né hapésirén komplekse té Hilbertit. Atéheré operator i adjunguar i tij

T :9(T") — 77 éshté pérkufizuar me sa vijon:

P(T)={y e :3y" e/ qé plotéson
(Tx,y)= <x, y*> ,Vx e P(T) dhe y* né ményré té vetme éshté pérkufizuar mey* =Ty}

TEOREME 1.2.2 Le té jené S:9(S)— 7/ dhe T:®(T) — 7/ operatoré linear

dendésisht té pérkufizuar né hapésirén komplekse té Hilbertit 77. Atéherg, nése
ScT=T"<cS".

Pérkufizim 1.2.4 Le té jete T:9(T)—>7/ operator linear dendésisht i

pérkufizuar né hapésirén e Hilbertit77. T quhet operator linear simetrik nése
(T, y)=(x.Ty), ¥,y € D(T)

TEOREME 1.2.3 Operatori T, dendésisht i pérkufizuar né hapésirén e Hilbertit

7, éshté simetrik atéheré dhe vetém atéheré kur T < T".

Pérkufizim 1.2.5 Operatori T, dendésisht i pérkufizuar né hapésirén e Hilbertit

77, quhet i veté-adjunguar nése T =T".

Vérejmé se cdo operator linear i veté-adjunguar éshté operator simetrik. Pra, pér

operatorin linear né hapésirén e Hilbertit, ®(T)=77, koncepti i simetrisé dhe veté-

adjunguar jané identik né kété rast.
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1. Koncepte bazike nga teoria e operatoréve né hapésirat e Hilbertit

Shembull i operatorit té pakufizuar dhe té veté-adjunguar mund té shérbej
operatori i pozicionit X : ®(X) — L*(R,dx) i dhéné me (Xf)(x) = xf (x) dhe me domen

P(X)={w € ’(R,dx): Xy € L*(R,dx)}. Edhe operatori i derivimit
P:P(P)c ’(R,dx) » L*(R,dx) i dhéné me (Py)(x)= —ih% dhe domen

P(P) ={w, Py € L*(R, dx) :  absolutisht i vazhdueshém né ¢do interval kompakt né R}

éshté njé operator i tillé, pra i pakufizuar dhe i veté-adjunguar.

14



KREU 2

2. KLASA OPERATORESH NE HAPESIRAT E HILBERTIT.
KUSHTET E KOMUTATIVITETIT DHE NDIKIMI NE SHUMEN
DHE PRODUKTIN ALGJEBRIK TE OPERATOREVE TE
KLASAVE TE NDRYSHME

Né kreun né vijim do té shqyrtojmé disa klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit dhe
né vecganti do té shqyrtojmé ndikimin gé ka vetia komutative e kompozimit té
operatoréve ndaj mbylltésisé, respektivisht mos mbylltésisé sé klasave té vecanta né
lidhje me produktin dhe shumén e operatoréve nga e njéjta klasé, si dhe impaktin gé ka
mbi produktin e operatoréve té marré nga klasa té ndryshme. Shqyrtimin do ta fillojmé
me klasén e operatoréve hipernormal si zgjerim té klasés sé operatoréve normal. Nga
shumé aspekte klasén e operatoréve normal e marrim si klasé miré té kuptueshme dhe té
njohur pérgjithésisht. Duke mos dashur té futemi mé thellg, vetém do té theksojmé se
problemet mé té spikatura gé kané té béjné me teoriné e operatoréve né pérgjithési, sic
éshté problemi i ekzistencés sé nénhapésirave invariante, pér operatorét normal kané
gjetur zgjidhje. Edhe pse zbutja e kushtit pér té gené operator normal, mund té duket
“naive”, duke marré né konsideraté largpamésiné e matematikanit qé ka pérkufizuar
klasén e operatoréve hipernormal, Pol Halmosh, kjo flet shumé dhe medoemos ka pasur
dhe akoma ka pasoja té médha né teoriné e operatoréve. Edhe pse pérkufizimi i klasés
sé operatoréve hipernormal dhe i atyre subnormal, duke i thjeshté, kéto pérkufizime
kané hapur rrugén e pérkufizimit té njé numri t& konsiderueshém klasash té cilat ku mé
shumé, e ku mé pak, jané té furnizuara me veti interesante pér hulumtim. Arsyet se pse
mé shumé éshté shqyrtuar klasa e operatoréve gé kénagin kushtin A’A> AA
(operatorét hipernormal) né vend té atyre gé kénagin kushtin A"A< AA" (operatorét e
ashtuquajtur ko-hipernormal), jané mé shumé, por mé e réndésishmja, ndoshta, éshté se
vetité e operatoréve hipernormal jané mé frytdhénése se sa ajo e operatoréve ko-

hipernormal. Dhe mbi té gjitha njé operator, ai i zhvendosjes unilaterale del té jeté
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2. Klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit. Kushtet e komutativitetit dhe ndikimi né ...

operator hipernormal, pér té cilin edhe éshté vértetuar se ka nénhapésiré invariante.
Sidogofté ne do té merremi vetém me disa prej kétyre klasave edhe até do té shqyrtojmé
disa aspekte mbi shumén dhe produktin algjebrik té tyre. Né fakt do té€ ndjekim efektin
qé kané mbi shumén dhe produktin e operatoréve kushtet e ndryshme té komutativitetit.
Né disa raste do té pérdorim kérkesa mé té dobéta e né té tjera do té kérkojmé

plotésimin e kushteve mé té forta t€ komutativitetit.

2.1. Klasa e operatoréve normal dhe hipernormal. Lidhja mes tyre né

problemet e shumés dhe produktit té operatoréve

Le té themi, gé né fillim, se kur jemi te klasa e operatoréve normal, shuma dhe produkti
I operatoréve normal éshté operator normal né rastin kur operatorét mbledhés,
shumézues jané operator komutues dhe kjo pér arsye se atéheré éshté kénaqur teorema
Fuglede, respektivisht pérgjithésimi i saj-teorema Fuglede-Putnam. Pér shkak té
réndésisé shumé té madhe té késaj teoreme mbi shumén, produktin algjebrik té

operatoréve ne do ta formulojmé edhe pérgjithésimin e saj

TEOREME 2.1.1 (Fuglede). Nése N eB(H) éshté operator normal dhe
T € B(H) operator i ¢farédoshém, i tillé g¢ NT =TN , atéheré vlen N'T =TN".
Pra, sic mund té vérehet, pasojé imediate e teoremés Fuglede éshté se nése

T,SeB(H) jané dy operatoré normal gé komutojné, atéheré secili prej tyre éshté
komutues me operatorin e adjunguar té tjetrit dhe késhtu produkti i tyre, po ashtu, éshté
operator normal. Me gjasé, ky éshté kushti i mjaftueshém mé i njohur pér normalitetin e
produktit té dy operatoréve normal.

TEOREME 2.1.2 (Fuglede-Putnam). Nése M,N € B(H) jané operatoré normal

dhe T e B(H) itillé g¢ MT =TN, atéheré po ashtu vlen M*T =TN",

Le té jeté A operator hipernormal dhe A" operatori i konjuguar i tij. Pér shumén
A+ A" té secilit operator me operatorin e tij t& konjuguar dimé se éshté operator
normal, rrjedhimisht edhe hipernormal. Por, nése marrim né shqyrtim kombinimin

linear oA+ pBA" |, ku a dhe A jané numra kompleks, atéheré situata nuk éshté
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Kontribut mbi disa klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit

evidente. Kérkesa qé ky operator té jeté hipernormal lidhet me kérkesén e jonegativitetit

& ndryshimit (aA+ BA°) (aA+BA")—(ahA+ BA)(aA+ BA)

Nése e llogaritim kété ndryshim, fitojmé:

*

(aA+BA") (aA+BA ) —(ah+ BAT)(aA+ BAT)
=(5A*+EA)(aA+ﬂA*)—(aA+ﬂA*)(&A*+BA)=

=|af (A"A-AN)- | (A'A-AN) =

= (la= 1Al +1 A (A A= A7)

Vérejmé se nése A éshté operator hipernormal dhe plotésohet kushti |a|>|A],
atéheré kombinimi linear A+ A" do té jeté operator hipernormal. Vlen edhe e
anasjella. Me fjalé té tjera, sa here g¢ a A+ SA" éshté operator hipernormal pér numrat
kompleks o dhe g qé kénagin kushtin |a|>|B]|, atéheré operatori A éshté operator

hipernormal. Tash, nga kjo gé thamé mund té formulojmé kété :

POHIM 2.1.1 [53] Le té jeté AeB(H), operator i kufizuar. Operatori A éshté

operator hipernormal atéheré dhe vetém atéheré kur pér ¢do dy numra kompleks «

dhe B me vetiné |a|>|A| operatori ¢ A+ BA" éshté hipernormal.

Vazhdojmé mé tutje duke marré shumén e dy operatoréve hipernormal A dhe B.
Shuma A+ B nuk éshté e théné qé té jeté operator hipernormal edhe sikur operatorét A
dhe B té komutojné. Le té pérmendim kétu se kérkesa pér komutativitetin, respektivisht

pér lloje té ndryshme t& Kkomutativitetit lind nga ndértimi i ndryshimit
(A+B) (A+B)—(A+B)(A+B) . Veérteté, kur t& zhvillojmé kété ndryshim vérejmé
se
(A+B) (A+B)—(A+B)(A+B) =
=A'A+B'A+A'B+B'B-AA"-BA'-AB*-BB’ =
=(A'A-AA")+(B'B-BB")+(B"A- AB")+(A'B-BA")

Nga zhvillimi né fjalé, vérejmé se, dy mbledhésit e paré jané pozitiv dhe kérkesa

gé Ky ndryshim té jeté pozitiv do té plotésohej nése dy mbledhésit e tjeré té jené pozitiv
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2. Klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit. Kushtet e komutativitetit dhe ndikimi né ...

ose eventualisht zero. Késhtu, pérfundimisht mund té themi se, shuma e dy operatoréve
hipernormal A dhe B qgé té jeté operatoré hipernormal duhet gé operatorét A dhe B" té

komutojné (ose anasjelltas, qé operatori B té komutojé me operatorin A"). Késhtu,
mund té formulojmé kété pohim:

POHIM 2.1.2 [53] Le té jené operatorét A dhe B dy operatoré hipernormal.

Shuma e tyre A+B do té jeté operator hipernormal nése operatori A komuton me

operatorin B*.

Shqyrtojmé mé tutje kombinim linear « A+ B té operatoréve hipernormal A

dhe B. Na intereson té pércaktojmé kushtet se kur ky kombinim do té jeté operator

hipernormal. Ndértojmé mbéshtjellésin linear

span{A, B} ={aA+ B :ku a, f numra kompleks} . Paraprakisht, pér hir té& shkurtimit
né té shkruar dhe qartésisé do té pérkufizojmé komutatorin [A,B]=AB-BA, té

operatoréve A dhe B.
Pér nevojat e métutjeshme, do té vértetojmeé kété:
LEME 2.1.1 [53] Nése A dhe B jané operatoré té kufizuar, pra nga B(H),

atéheré T e span{A, B} éshté operatoré hipernormal nése pér ¢do numér kompleks a

, operatorét A dhe aA+ B jané hipernormal. Vlen edhe e anasjella.

Vértetimi. Le té jeté T =aA+ BB espan{A B} operator hipernormal, ku « dhe

S jané numra kompleks cfarédo. Atéheré, né vecanti pér o =1dhe S =0, respektivisht

pér « =a dhe g =1, fitojmé gé T = A dhe T =aA+ B jané operatoré hipernormal.

Anasjelltas, le té jett aA+B operator hipernormal. Q& operatori

alA+ pBe span{A, B} éshté operator hipernormal del nga fakti gé shumézimi me skalar

i operatorit hipernormal éshté operator hipernormal. Kemi kété zbérthim
aA+ BB = [{%A+ B} =f(aA+B), ku a pikérisht éshté shprehur si herés i numrave

kompleks o dhe g.o
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Kontribut mbi disa klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit

Le té vérejmé se me gka éshté i barabarté komutatori [ T*,T |, ku T =wA+B pér
@ numér kompleks ¢farédo. Kemi:
[T".T]=[ @A +B",0A+B|=(0A +B’)(wA+B)-(wA+B)(wA + B’
=[o| A'A+@B'A+@AB+B'B-[u] AA -@BA - wAB’ - BB’
=|o| (A'A- AA")+(B'B—BB")+®B' A+ @A'B - wBA' -~ wAB’
=|a| (A'A- AA")+(B'B-BB")+a(B'A—AB")+w(A'B-BA’)
=|af (A'A- AA')+(B'B-BB')+w(B'A- AB")+(o( AB-BA))
=|of [ A", A]+[B",B]+2Re(w] B",A])
d.m.th.,
*) [T".T]=lef [A",A]+[B",B]+2Re(w] B, A])
POHIMI 2.1.3 [18] Nése A dhe B jané dy operatoré hipernormal dhe nése
AB" =B"A, atéheré
@ Te span{A, B} éshté operator hipernormal;
(b) AB dhe BA jané operatoré hipernormal.
Vértetimi. () Kushti q¢ AB” =B’A do té thoté se [ B", A]=0. Nga ekuacioni (*)
del se
(=) [T ]=lef [A",A]+[B",B]
Sipas Lemés 2.2.1., nése vértetojmé se T = wA+ B &shté operator hipernormal, atéheré
a A+ B éshté operator hipernormal. Por, ekuacioni (**) pikérisht kété edhe e vérteton
sepse T =wA-+B éshté hipernormal sepse [ A", A]>0 dhe [B*,B]>0.

(b) Vértetojmé, p.sh., se AB éshté hipernormal (ngjashém vértetohet se edhe

operatori BA éshté operator hipernormal). Kemi:

(AB)(AB) = ABB'A" < AB'BA" =B"AA'B <
<B'A’AB=(AB) (AB)
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2. Klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit. Kushtet e komutativitetit dhe ndikimi né ...

Pra, (AB)(AB) <(AB) (AB) cka edhe duhej treguar. o

VEREJTJE 2.1.1 [53] Kétu, ndoshta, duhet pérmendur se mosbarazimi
ABB"A’ < AB'BA" sigurohet nga fakti se pér operatorét pozitiv C dhe D té cilét

kénagin kushtin C <D, atéheré vlen ECE" < EDE" pér cilindo operator E .

VEREJTJE 2.1.2 [18] Kushti né Pohimin 2.1.3. nuk éshté i domosdoshém qg

span{A,B} té jeté operator hipernormal. Me té vérteté, nése A= B = zhvendosje
unilaterale me shuméfishitet 1, atéheré span{A, B} éshté operator hipernormal edhe

pérkundér faktit g¢ AB™ =B A.

Tani do té japim njé kusht t& mjaftueshém dhe té domosdoshém qgé span{A, B} té

jeté hipernormal.

TEOREMA 2.1.4 [18] Nése A dhe B jané operatoré hipernormal, atéheré

span{A, B}éshté operator hipernormal nése dhe vetém nése pér ¢cdo h né X té tillé

qé [B*, AJ h 0 vlen mosbarazimi

‘<[B*,A]h‘h>r <([A",A]n[n){[B",8]n|n)

Para se té vértetojmé pohimin japim njé lemé, e cila jep njé veti t& numrave

kompleks e gé do té na shérbejé né vértetimin e teoremés.

LEME 2.1.2 [53] Le té jené a dhe b numra real jonegativ dhe ¢ njé numér

kompleks ¢farédo, i ndryshém nga zero. Mosbarazimi |z|2 a+b+2Re(zc)>0 vlen pér

cdo numér kompleks z atéheré dhe vetém atéheré kur |c|2 <ab.

VEREJTJE 2.1.3 [53] Mosbarazimi Re(uc) <[c[ <ab éshté rezultat i

vlerésimit Re(uc)’ < |uc| <|u[ |c[ <ab.
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Kontribut mbi disa klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit

Veértetimi i pohimit 2.1.4. Pér numrin ¢farédo kompleks @ vejmé T =wA+B, ku
A dhe B operatoré hipernormal. Supozojmé po ashtu se span{A, B} éshté hipernormal

Qé sipas Lemés 2.2.1., nénkuptohet se T = @A+ B éshté hipernormal. Tani llogaritim
<[T*,T]h‘h>=<[Z)A*+B*,a)A+B]h‘h>
_ <(\Z)r AA+wB A+oAB+BB-[o] AN -wBA - 0AB" - BB*)h‘ h>
=|@[ {(A"A- AA")h|h)+((B"B~BB")h|h)+ 2Re(w[ B", A])
=|a)|2a+b+2Re(ca))20

Kétu a=<(A*A—AA*)h‘h>, b=<(B*B—BB*)h‘h> dhe c=<[B*,A]h‘h>. Tani, nga

Lema 2.2.2. del se |c|2 < ab, respektivisht qé

K[B*,A]h‘h}r <([A",A]n[n){[B",8]nh).c

RRJEDHIMI 2.1.1 [18] Nése operatorét A dhe B jané operatoré hipernormal,
AB® = B"A dhe span{A, B} éshté hipernormal, atéheré as operatori A, e as operatori
B nuk jané operatoré normal.

RRJEDHIMI 2.1.2 [18] Nése operatori A é&shté hipernormal dhe N operator
normal, atéheré span{A, N} éshté hipernormal nése AN =NA. Vlen edhe e

anasjella.
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2. Klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit. Kushtet e komutativitetit dhe ndikimi né ...

2.2. Produkti i operatoréve normal dhe hipernormal

Rikujtojmé faktin se produkti i dy operatoréve hipernormal nuk éshté e théné té
jeté operator hipernormal. Kjo nuk ndodh domosdo as edhe né rast se operatorét e
kompozimit jané komutues. Kjo éshté déshmi e qarté se dobésimi i kushteve pér té qené
operator normal shkakton ndryshime té médha. Mirépo, né kushte té vecanta, shtesé, té
cilat lidhen me komutativitetin né forma té tjera t¢ kompozimit, mundésohet gé produkti
I operatoréve hipernormal té jeté operator hipernormal. Né kété paragraf do té tregojmé
disa raste té vecanta kur produkti i operatoréve hipernormal éshté operator hipernormal.
Fillimisht, né favor té késaj qé thamé larté po japim disa fakte gé do té na shérbejné né
kété drejtim. Ashtu si¢ numri kompleks mund té paragitet si produkt i numrit real
pozitiv dhe njé numri kompleks me intensitet, modul té barabarté me 1, ashtu edhe ¢do

operator mund té paragitet si produkt i njé operatori pozitiv dhe njé operatori izometrik.

Pra, nése operatori T e B(H ) atéheré até mund ta shkruajmé né formén T =U |T| ku
T =(T*T )% éshté rrénja pozitive e operatorit T . Kemi kété:

POHIM 2.2.1 [22] Le té jené T, dhe T, operatoré hipernormal dhe supozojmé se

T, komuton me pjesén pozitive té operatorit T,, kurse T, me pjesén pozitive té

operatorit T,", pra me (TlTl* )% . Atéheré, edhe operatorét T.T, dhe T,T, jané operatoré
hipernormal.

VEREJTJE 2.2.1 Pérfundimi i pohimit t¢ mésipérm nuk géndron nése mungon
kushti gé operatori T, té komutojé me pjesén pozitive té operatorit T,", si¢ tregon
shembulli né vijim.

Shembulli 2.2.1 Le té jeté H hapésiré e Hilbertit me bazé té ortonormuar
{e.},- Leté jeté T, projeksion ortogonal i H né [e,,e,], prané span{e,.e | dhe T, le
té jeté dhéné me T,e, =e,.,(n>0). Atéheré T, dhe T, jané operatoré hipernormal dhe

T, komuton me T,T, . Mirépo,

(T.T,) & =T,T,'e,=T,e, =¢, dhe T,T,e, =T,e, =0
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Kontribut mbi disa klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit

Prandaj, H(Tsz ) & nuk éshté mé e vogél se |(T,T,)e,|. Rrjedhimisht, operatori T,T,

nuk éshté operator hipernormal.

RRJEDHIM 2.2.1 Le té jené operatorét N, dhe N, operatoré normal. Secili nga
operatorét N, dhe N, komuton me pjesén pozitive té operatorit tjetér atéheré dhe

vetém atéheré kur N;N, dhe N,N, jané operatoré normal.

Vértetim. Me gené se pjesa pozitive e operatorit N, dhe N, éshté e njéjté me
pjesén pozitive té operatorit N, , respektivisht N,, nga Pohimi 2.2.1 i sapo vértetuar,
rrjedh se operatorét NN, dhe (N;N,) = N;N; jané hipernormal. Kjo jep normalitetin
e operatorit N,N,. Né ményré té ngjashme vértetohet se edhe operatori N,N, éshté
normal.

E anasjella vértetohet duke u bazuar né teoremén né vijim:

TEOREME 2.2.1 [53] Le té jené A dhe B operatoré né hapésirén e Hilbertit, té
tillé gé operatorét A dhe AB té jené operatoré normal. Operatori B komuton me

operatorin A"A atéheré dhe vetém atéheré kur BA éshté operator normal.

Veértetim. Le té jeté operatori B komutativ me operatorin A"A. Veértetojmé se
operatori BA éshté operator normal. Pér kété géllim marrim dekompozimin polar té
operatorit A, A=UR. Fakti qé operatori A éshté operator normal ka pér pasojé qé

operatori U éshté operator unitar dhe operatorét U dhe R komutojné. Po ashtu, B

komuton me R, me rrénjén pozitive katrore té operatorit A*A. Tani, kemi
U*ABU =UURBU =RBU =BRU =BUR =BA

Pra BA éshté operator unitarisht ekuivalent me operatorin normal AB, andaj edhe veté

éshté operator normal.

Tani, le té jeté operatori BA operator normal. Do té vértetojmé se operatori B

komuton me operatorin A"A. Pér kété géllim thirremi né teoremén e Fuglede-Putnamit

sipas sé cilés nése operatorét P dhe Q jané operatoré normal dhe nése pér operatorin e
cfarédoshém C vlen PC =CQ, atéheré vlen edhe P'C =CQ". Kétu, marrim pér
operatoré normalé P =AB dhe Q=BA dhe megenése (AB)A=A(BA) rrjedh se
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B*A"A=AA'B". Né bazé té asaj qé operatori A éshté normal del se operatori B’

komuton me operatorin A*A, e gjithashtu me té komuton edhe operatori B .o

Né rrugén gé té gjejmé rastet kur produkti i operatoréve hipernormal éshté
operatoré hipernormal do té japim njé pérkufizim té njé klase té re té operatoréve té

ashtuquajtur klasa e operatoréve binormal.

Pérkufizim 2.2.1 Le té jeté T operator né hapésirén e Hilbertit H . Operatori T
quhet binormal nése éshté komutativ me operatorin T'T dhe TT". Klasén e

operatoréve binormal e shénojmé me (BN ).

Klasén e operatoréve binormal gé njékohésisht jané edhe hipernormal e shénojmé
me (BN)".

Kemi paré mé herét se klasa e operatoréve hipernormal nuk éshté e mbyllur
kundrejt kompozimit té operatoréve si veprim shumézimi né B(H). Tani do té japim
njé teoremé, e cila siguron gé fuqité e operatorit hipernormal té jené operatoré
hipernormal. Pra, nén kushte té caktuara té komutativitetit cilado fuqgi e operatorit
hipernormal do té jeté operator hipernormal.

TEOREME 2.2.2 Le t& jeté Te(BN)+. Atéheré, secila fugi T", n>1, e
operatorit T éshté operator hipernormal.

Veértetim. Le té pérmendim se nése operatorét C,D jané operatoré pozitivé té tillé qé
C>D=>0, atéheré vlen TCT*>TDT" dhe T'CT >T'DT pér cilindo operatoré té
kufizuar nga hapésira e Hilbertit. Supozojmé tani se Te(BN)+. Meqgenése se
TT2TT', kemi T2T?2(TT) dhe (TT°) =TT, Mirépo, T'T>TT* dhe
[TTTT°]=0, ka pér pasoj¢ (T'T )2 > (TT*)z. Késhtu  kemi
T 2(T'T )2 > (TT*)2 >T2T*2 gé tregon se operatori T2 éshté operator hipernormal.
Supozojmé, se vlen mosbarazimi T*"T" 2(T*T)n 2(TT*)n >T"T™ pér ndonjé n>2.

n+l

Atéheré, T*”T”Z(TT*)n implikon T 7™ >(TT)"" , kurse (T*T)nZT”T*“
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n+l

implikon (TT*)n+1 >T"T". Mirépo, (T'T) Z(TT*)M. Tani, pohimi i teoremés del
me induksion. o

2.3. Operatorét dyfish komutues. Produkti i operatoréve hipernormal,

kuazihipernormal dhe operatoréve izometrik

Ashtu si¢c pérmendém mé sipér, dobésimi i kushtit pér operatorin normal ka pasoja té
médha né raport me rezultatin e shumés, respektivisht produktit té operatoréve té njé
klase dhe gjithashtu edhe né lidhje me shumén dhe produktin e operatoréve té klasave té
ndryshme. Kétu, duke u nisur nga kjo, do té shqyrtojmé disa produkte té operatoréve té
klasave té sipérpérmendura. Por, nése njéri nga shumézuesit éshté operator normal dhe
tjetri nga ndonjé klasé e operatoréve gé pérfshin klasén e operatoréve normal, atéheré
produkti i takon klasés sé dyté sa heré gé operatorét né fjalé jané komutues. Nése klasén
e operatoréve normal e shénojmé me « , até té operatoréve hipernormal me #, kurse té
operatoréve kuazi-hipernormal me ¢# , atéheré vlen pérfshirja # c # c g# . Tani, lehtg,
me pérdorimin e teoremés Fuglede, tregohet se nése A operator hipernormal dhe B
operator normal, atéheré produkti AB éshté operator hipernormal. Me té vérteté, do té
kemi me sa vijon: (AB)(AB)" = ABB*A" = AB'BA"=B"AA'B<B"A"AB = (AB)"(AB).
Ngjashém tregohet, po ashtu, se produkti i operatoréve komutues kuazi-hipernormal dhe
normal éshté operator kuazi-hipernormal. Mirépo, nése njéri nga shumézuesit nuk éshté
operator normal, atéheré produkti i operatoréve komutues nga e njéjta klasé nuk éshté e
théné t’i takoj asaj klase. Né raste té tilla duhen kushte té tjera té komutativitetit.
Késhtu, nése do ti referoheshim klasés sé operatoréve hipernormal, atéheré pér dy
operatoré hipernormal, A dhe B qé produktet e tyre AB dhe BA té jené hipernormal
mjafton gé A té komuton me B”. Kjo nuk do té mjaftonte nése klasa e shgyrtuar do té
ishte ajo e operatoréve kuazi-hipernormal. Pér rastet e tilla pérkufizojmé komutativitetin
e dyfishté. Pér operatorét A dhe B themi se jané dyfish komutues nése AB = BA dhe
AB" =B"A. Né kété njési do té japim disa rezultate tjera, té cilat pérfshijné produktin e

operatoréve hipernormal, kuazihipernormal dhe izometrik.

Pérkufizim 2.3.1 Pér operatorin T eB(#/) themi se éshté operator kuazi-

hipernormal nése plotéson kushtin T*T?2 > (T'T)>.
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2. Klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit. Kushtet e komutativitetit dhe ndikimi né ...

TEOREME 2.3.1 Operatori TeB(#/) éshté kuazi-hipernormal nése
T2 T Tl

Veértetim. E zhvillojmé normén
| T°Tx|P= <T*Tx T*Tx> = <TT*Tx\Tx>
=<T*TT*Tx\x> < <T*2T2x\x>

— <T T *TTx\ x> = (TTX|TTX) | T 2x |

Nga kétu, kemi || T*Tx|’<||T?x|[>. Meqgenése béhet fjalé pér numra pozitiv, del se

[ITTx|<|| T 2x]|. Kjo edhe duhej vértetuar.o

TEOREME 2.3.2 [52] Le té jeté A operator kuazi-hipernormal dhe B le té jeté
operator hipernormal. Nése operatorét A dhe B jané dyfish komutues, atéheré

operatorét AB dhe BA jané operator kuazi-hipernormal.

Vértetim. Duhet t¢ provojmé se vlen mosbarazimi  operatorial
[(AB)"(AB)] < (AB)?(AB)*. Pér kété qéllim, e zhvillojmé anén e majté té

mosbarazimit si mé poshté:

[(AB)"(AB)J’ = (AB)"(AB)(AB)"(AB)
=B"A"ABB"A"AB
=B'BA'AA"AB'B

%/_/
<A"2p?
<B"BA"A"AAB’B
=B"A"A" BB® AAB
——
<B'B
<B*A*A’'B'BAAB
=B"A'B"A"ABAB
= (AB)?(AB)? o

Né ményré té ngjashme vértetohet se edhe BA é&shté operator kuazi-hipernormal.

TEOREME 2.3.3 [52] Nése operatorét jané operatoré kuazi-hipernormal dhe

dyfish komutues, atéheré produktet AB dhe BA jané operator kuazi-hipernormal.

26



Kontribut mbi disa klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit

Vértetim. Duam té vértetojmé se vlen mosbarazimi mes normave, pra se vlen
Il (AB)*(AB)x|I<|| (AB)*x||. Pér t& vértetuar kété mosbarazim, e zhvillojmé anén e majté
té tij. Kemi:
[ (AB)" (AB)x |=I| B* A" ABX ||
=|| B'BA"Ax||
<|| B°A"Ax||
=|| A"AB*x ||
<|| ABx||
= (AB)*x|| o

cka edhe duhej vértetuar.
Ngjashém, mund té tregohet se BA gjithashtu &shté operator kuazi-hipernormal.

TEOREME 2.3.4 [52] Le té jeté A operator kuazi-hipernormal dhe le té jeté
dyfish komutativ me operatorin izometrik B. Atéheré operatori AB éshté operator

kuazi-hipernormal.

Vértetim. Vértetimin e japim né dy ményra. Duke vértetuar mosbarazimin
operatorial  [(AB)"(AB)]’ <(AB)?(AB)*  dhe  mosbarazimin e  normave
Il (AB)*(AB)x|I<|| (AB)*x||. Kemi zhvillimet si né vijim:

[(AB)"(AB)]* = (AB)'(AB)(AB)'(AB)
= E*_BJ A*AA*AE*_BJ

=A"AA'A
%,_/
<A"2p2
<A'A"B"B'BB AA
e

|

— B"A'B"A'ABAB
= (AB)"”(AB)’

Nése zhvillojmé normén, kemi
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| (AB)"(AB)X |=|| B"A"ABX||
=[| (B"B)(A"A)x]|
<|B'B||-|| A"AX]|
=[| A"Ax]|
<|| A% ||
=|| B> A% ||
—|| ABABX ||
|| (AB)*x|| o

2.4. Disa rezultate pér klasa mé pak familjare té operatoréve né

hapésirat e Hilbertit

Shkurt, me pak fjalé, le té rikujtojmé se pér operatorin T nga B(77) themi se é&shté
operator n - normal nése vlen T"T*=T"T", pra nése operatori T , komuton me fuqiné e
n-té tij, pra me T". Eshté evidente se pér n=1 fitojmé klasén e operatoréve normal.

Themi se operatori T éshté operator kuazi normal me fugi n nése T"(T'T)=(T'T)T".
Operatori T éshté operator kuazi n - normal nése T(T*T")=(T"T")T . Pérfundimisht,
themi se operatori T éshté operator i klasés (Q) nése T**T? = (T T)?, kurse themi se T
gshté operator i klasés (Q) me fugi n nése T*T?" =(T*T")?.

TEOREME 2.4.1 [51] Nése T e B(#7) éshté operator n - normal, atéheré ai

éshté operator i klasés (Q) me fugi n.

Vértetim. Meqgenése T éshté n - normal vlen T"T"=T'T". Veprojmé né
barazimin e dhéné majtas me operatorin e adjunguar T dhe mé pas djathtas me
operatorin T", fitojmé T'T"T'T"=T'T*T"T", respektivisht T**T?"=(T*T")?. Pra,
operatori éshté i klasés(Q) me fugi n. Me kundér shembull tregohet se e kundérta nuk

éshté e vérteté. o

Shembulli 2.4.1 Nése T =

o - O

00
0 0], atéheré ky operator éshté i klasés(Q) me
10

fuqi 2, por nuk éshté operator 2-normal.
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Né kété piké, ne pohojmé se me kushtin shtesé, qé operatori T € B(77) i klasés

(Q) me fuqgi n, té jeté invertibil, pra té keté invers, atéheré duhet té jeté operator n -

normal. Formulojmé dhe vértetojmé kété

TEOREME 2.4.2 [51] Le té jeté T operator linear i kufizuar. Nése T éshté

operator i klasés (Q) me fugi n dhe ka invers, atéheré T éshté operator n - normal.

Vértetimi. Le té jeté T € B(77) dhe T le té jeté operator klasés (Q) me fugi n, do
té thoté se T*T?" =(T*T")2. Mund té shkruajmé se T**T?" =T*T"T*T". Tani, megenése
T ka invers, éshté ¢éshtje triviale, elementare, qé operatori i adjunguar i tij, T", ka
gjithashtu invers dhe se ai éshté (T*)™" =(T")*. Nése veprojmé né T>T>" =T'T"T'T"
me (T")™ nga e majta, atéheré fitojmé T*T2" =T"T*T". Ky relacion éshté i barabarté me
TTT"=T"T'T". Mé tej, nése né relacionin e méparshém e veprojmé n heré me
operatorin T™ nga ana e djathté, ose, gé éshté ekuivalente, me (T")™ nga e djathta,
atéheré kjo do té rezultojé me baraziné operatoriale T'T"=T"T". Domethéné, me

kushtin e mésipérm, operatori i klasés (Q) me fugi n éshté njé operator n - normal. Me

kété edhe vértetimi ka mbaruar. o

Le té potencojmé se operatorét e klasés (Q) me fugi n dhe operatorét e klasés (Q)

me fugi n+1 nuk jané té krahasueshém. Shembulli me operatorin T:LI) _ﬂ gé
vepron né hapésirén dy dimensionale té Hilbertit, e vérteton kété. Me fjalé tjera, ky
éshté operator i klasés(Q) me fuqi 2, por nuk i takon klasés (Q) me fuqgi 3. Mé tej,
tregohet se nése T &shté operator i klasés (Q) me fugi n dhe nése T éshté operator
kuazi n - normal, atéheré T éshté operator i klasés (Q) me fugi n+1. Po ashtu, me
shembullin e njéjté si mé sipér provohet se kushti gé T té jeté operator kuazi n -
normal éshté i nevojshém. Duke u nisur nga Ky rezultat, e pérgjithésojmé té njéjtin dhe

formulojmé kété:

TEOREME 2.4.3 [51] Le té jeté T operator linear i kufizuar né H. Nése T
éshté operator i klasés (Q) me fugi n+k dhe né té njéjtén kohé éshté operator kuazi

n - normal, atéheré T éshté i klasés (Q) me fugi n+k +1 pér ¢do k>0.

29



2. Klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit. Kushtet e komutativitetit dhe ndikimi né ...

Veértetimi. Le té jeté T njé operator linear i kufizuar né hapésirén e Hilbertit 77 .
Supozojmé se operatori T éshté operator i klasés (Q) me fugi (n+k) dhe njékohésisht
operator kuazi n—normal. Pér kushtet e dhéna, operatori T plotéson relacionet né
vijim: T2T2™0 = (T T™9)? dhe T(T'T")=(T'T")T. Duhet té vértetojmé se vlen
relacioni T T2 = (T*T"™Y)?  Duke e zhvilluar anén e majté té relacionit té
fundit, gjejmé me sa vijon:

T*ZT 2(n+k+1) :T*ZT Z(I’H—k)TZ

- (I-*T(n+k))2-|-2

=T T THOTT
=TT T*TT"TTT
=T'T'TTT"TTT
=T T"TTT'T"T*T
:T*Tn+k+l-|-*-|-n+k+l

:(T*Tn+k+1)2. O

E japim pa vértetim kété:
TEOREME 2.4.4 [39] Le té jené T,.., T  operatoré n-normal. Atéheré

operatorét (T, ®...®T,) dhe (T, ®...®T_) jané operatoré té klasés (Q) me fuqi n.

Teorema tregon se shuma dhe produkti direkt i m operatoréve n—normal jané

operatoré té klasés (Q) me fugi n.

Nése pér dy operatoré T,S kérkojmé gé té jené dyfish komutues, atéheré kemi:

TEOREME 2.4.5 [51] Le té jené T,S dy operatoré nga algjebra B(#7). Nése
T,S jané operatoré té tillé té klasés (Q) me fugi n dhe dyfish komutues, pra TS =ST
dhe TS® =S'T , atéheré TS éshté operator i klasés (Q) me fuqi n.

Vértetim. Le té jené T dhe S operatoré té klasés (Q) me fugi n. Operatorét T
dne S le té jené dyfish komutues. Me qéllim qgé té vértetojmé se vlen
(TS)2(TS)*" =[(TS)"(TS)"T* fillojmé me anén e majté té barazisé operatoriale duke e

- H = H- *2 2n_ sk N ke H = P o H
rishkruar si né vijim (TS)™(TS)™" =S'T"S'T"TSTS...TS. Pasi qé T é&shté dyfish

2n—heré
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komutues me S, mund té shkruajmé se (TS)™(TS)*" =S*S'T'T*TSTS...TS. Tani, po
%,—/

2n—heré
pér té njéjtén arsye, pra, meqé TS =ST dhe TS =S'T (ose T'S = ST "), me zhvendosje
té njépasnjéshme majtas té operatorit S, fitojmé

*2 2n _ Q*Q* sk
(TS)2(TS)™ =5°5°SS..ST T TT..T

2n-heré 2n—heré
_ gr2gany 2y 2n
— (S*SM2(T'T")?
=S'S"S* S"TT"T'T"
=S T'S"T"S T'S"T"
=(TS)"(TS)"(TS)"(TS)"
=[(TS)"(TS)"T’

Veértetimi éshté kompletuar. o

VEREJTJE 2.4.1 Po ashtu, nén kushtet e njéjta, mund té vértetohet se edhe

operatori ST éshté operator i klasés (Q) me fugi n.

TEOREMA 2.4.6 [51] Nése T éshté operator i klasés (Q) me fugi n dhe i tillé
gé dyfish komuton me operatorin izometrik S, atéheré operatori TS é&shté operator i

klasés (Q) me fuqi n.

Veértetim. Vértetimi i kétij pohimi éshté i ngjashém me vértetimin e teoremés sé
mé sipérme. Késhtu, duke e zhvilluar anén e majté té barazisé operatoriale gé jep
pérkufizimin e operatoréve té klasés (Q) me fugi n, kemi:

(TS)?(TS)*" =S T*S'T*TSTS..TS
%/_/

2n—heré

=S"S*SST™T?" SS...S
—

2n-2-heré
:T*ZT ZnSZn—Z
=T T"T'T"S?"?
=8*ST*S"*T"S*ST*S"*'T"
=S T'S"T"S T*S"T"
=(TS)"(TS)"(TS)"(TS)"
=[(TS)"(TS)'T’

Cka edhe duhej vértetuar. o
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KREU 3

3. OPERATORET 2-KOMUTUES DHE (4, x) - KOMUTUES

Né kreun né vijim do té shqyrtojmé disa klasa operatorésh né hapésirat e Hilbertit, edhe
até klasat e operatoréve A-komutues dhe (A4, u)-komutues. Shqyrtimi i klasés sé
operatoréve A -komutues ka njé réndési t€ madhe si né aspektin e pastér teorik
matematik, ashtu edhe né teoriné e mekanikés kuantike. Ashtu sikurse né kreun
pararendés, edhe kétu né gendér té hulumtimit do té jené operatorét normal. Né fakt do
té shqyrtojmé ciftet e operatoréve té kufizuar (A, B) ku njéri ose té dy operatorét do té
jeté normal dhe tjetri njé operator i kufizuar. Le té potencojmé kétu se pér operatorét A
dhe B themi se jané A -komutues nése gézojné vetiné AB =ABA, AB= O pér ndonjé
A numér kompleks. Gjithsesi, né hulumtim e sipér me siguri se do té kemi rezultate qé
lidhen me spektrin e operatoréve té cilét gézojné vetiné e mésipérme. Pér kété arsye do
té kemi nevojé pér disa rezultate miré té njohura né raport me spektrin e produktit té
operatoréve. Edhe né kété kre, teorema e Fuglede-Putnam-it do té keté njé zbatim

shumé té madh.

3.1. Operatorét 1 -komutues

Le té fillojmé me pérkufizimin formal té operatoréve A -komutues. Kemi
pérkufizimin né vijim.

Pérkufizim 3.1.1 Pér operatorét A dhe B themi se komutojné deri né faktorin A
, 0Se se jané A -komutues, nése gézojné vetiné

AB = 1BA, A e C\{0}.

Eshté e garté se nése AB=0, atéheré edhe BA=0, késhtu gé operatorét jané

komutues dhe 4 mund té jeté cilido numér kompleks i ndryshém nga zero.
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Me géllim vértetimin e rezultateve té mé poshtme do té pérdorim rezultatet né vijim.

TEOREME 3.1.1 [2] Le t& jené A dhe B dy operatoré té kufizuar té

cfarédoshém. Atéheré vlen
o(AB)\{0}= o(BA) \{0}.

TEOREME 3.1.2 [41] (i) Le té vlejé AB = ABA dhe AB = O. Atéheré 0 éshté ose
né té dy spektrat o(AB) dhe o(BA), ose né asnjérin prej tyre. Késhtu

o(AB) = o(BA) = A5 (AB).

(if) Nése 0 < o(AB), atéheré sé paku njéri nga operatorét A ose B nuk ka invers té

kufizuar. Nése o (AB) ={0}, atéheré | A |=1.
(iif) Nése 0 ¢ o(AB), atéheré té dy operatorét A dhe B kané invers té kufizuar.

Vértetim. (i) Megenése AB=O, kemi A= 0. Supozojmé té kundértén se 0 éshté
né spektrin e njérit nga operatorét dhe nuk éshté né spektrin e tjetrit. Pér shembull, le té

jett 0eo(AB) dhe 0¢o(BA). Sipas pérkufizimit té spektrit, kjo nénkupton
ekzistencén e inversit té operatorit BA . Késhtu vlen (BA)(BA)™" =1. Megé AB = ABA,
nga barazia e mé sipérme kemi A"AB(BA)™ =1, respektivisht se AB(BA)™" =Al.
Operatori né anén e majté té kétij barazimi ka zeron né spektrin e tij, gé nénkupton se
pér ndonjé vektor x =0 vlen [AB(BA)™"](x) = 0x. Nga ana tjetér A1(x) = Ax . Prej kétu,

me barazimin e anéve pérkatése del se 4 =0. Kjo éshté né kundérshtim me supozimin

se A#0. Né ményré té njéjté tregohet se edhe rasti 0 ¢ o (AB) dhe 0e o(BA) nuk
mund té realizohet. Pérfundimisht, vlen, ose 0eo(AB)no(BA), o0se
0¢o(AB)uo(BA). Nga kétu dhe nga fakti se o(AB)\{0}=o(BA)\{0}, del se
o(AB) =c(BA). Me gené se spektri éshté invariant ndaj shkallézimit pér njé faktor,

kemi o(AB) = o(BA) = A5 (AB).

(i) Nése O0eo(AB), e Qgé sipas pjesés sé mésipérme té vértetimit nénkupton se
O0eo(AB)=0c(BA), atéheré 0 éshté ose né spektrin e operatorit A ose né spektrin e

operatorit B . Késhtu gé njéri prej tyre nuk ka invers té kufizuar. Né rastet tjera, kur 0
nuk éshté né spektrin e asnjérit prej operatoréve A dhe B, atéheré té dy operatorét né

fjalé, e edhe veté produkti i tyre AB, kané inverse té kufizuara, késhtu gé 0 ¢ o(AB).
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3. Operatorét A -komutues dhe (A4, x) - komutues

Supozojmé se o(AB)={0}. Spektri i njé operatori éshté bashkési kompakte,
késhtu gé bashkésia o(AB)=Ac(AB), si bashkési kompakte, ka njé element, le ta
quajmé y, me intensitet, modul, maksimal. Nése | A|>1, atéheré elementi 1y do té
kishte modul | Ay |=| A || 7 |>]| 7 | dhe késhtu nuk do ti takonte spektrit o(AB) . Kjo tregon
se |A|<1. Nése e shumézojmé o(AB)=Ac(AB) me inversin e A, fitojmé
o(AB) = 1"c(AB). Edhe kétu, nése do t& supozonim se | A" |>1, atéheré elementi
[ 27 [=H A |75l 7| do té Kkishte intensitet mé té madh se maksimumi i bashkésisé
kompakte né fjalé dhe, prandaj, pérséri vijmé né pérfundimin se A7y nuk éshté né
spektrin o(AB). Pra, edhe kétu, | A |<1, pérkatésisht | 1][>1. Mosbarazimet |A|<1
dhe | A |>1 sigurojné gé |1 |=1.

(iii) Nése 0 ¢ o(AB) = o(BA), atéheré operatorét AB dhe BA, gé té dy, kané inverse té
kufizuara, sepse spektrat e tyre shtrihen larg prej 0. Me fjalé tjera té dy operatorét, A
dhe B, jané “1-1” dhe “mbi” dhe, prandaj, kané inverse té kufizuar. ®

VEREJTJE 3.1.1 Ky rezultat nénkupton, né vecanti, se AB = ABA(=0), me
vetiné gqé | A1|=1, mund té realizohet vetém nése operatori AB é&shté operator kuazi-

nilpotent.

3.2 Operatorét 1 -komutues me operatorét e vetéadjunguar

TEOREME 3.2.1 [41] Le té jené A dhe B operatoré té kufizuar, té tillé gé
AB =0 dhe AB=ABA, A C. Atéheré vlen:

0] Nése A ose B éshté operator i veté-adjunguar, atéheré 1 eR;
(i) Nése té dy operatorét A dhe B jané té veté-adjunguar, atéheré 1 e{-11};
(ili)  Nése A dhe B jané té veté-adjunguar dhe njéri prej tyre edhe operator
pozitiv, atéheré 1=1.
Veértetim. (i) Le té supozojmé se A éshté operator i veté-adjunguar, pra se
A= A", kurse B éshté operator cfarédo. Tani, kushti AB = ABA(# QO), duke vepruar

nga e djathta me operatorin e adjunguar té operatorit B, kemi
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ABB’ = ABAB' = i1 BB'A.
Kétu kemi shfrytézuar faktin se AB =ABA, térheq baraziné B*A" = AA'B". Pasi qé
A=A, kemi B'A=1AB’. Prej Kkétu AB"=1 B'A. Pra vérteté
ABB’ = ABAB’ = 11 BB'A. Nga ana tjetér, operatori BAB" &shté operator i veté-
adjunguar, kurse ekuacioni i fundit tregon se operatori ABB" é&shté shuméfish i njé
operatori té tillé, me spektér té barabarté me
o(ABB") = /ﬁfla(BB*A) =lo(BAB") < A-[-||BAB"|,|| BAB|[] .

Sipas teoremés 3.1.2., vlen

o(ABB") = o(BB*A).

Pér mé shumé, megé operatorét A dhe BB” jané operatoré té veté-adjunguar, vlen

(ABB’)" = BB'A’ = BB"A, késhtu gé vlen
o(ABB’) = 5(BB"A) = o(ABB")  A-[~ || BAB" ||| BAB" |[].

Shumézimi me A e shkallézon segmentin [—|| BAB" ||,|| BAB" ||] né boshtin real, pér njé
faktor | 4| dhe njékohésisht e rrotullon até né rrafshin kompleks rreth origjinés. Pasi qé
spektri o(ABB") éshté invariant ndaj konjugimit, kjo nénkupton simetriné e késaj
bashkésie né lidhje me refleksionin  kundrejt boshtit real. Pasi Q€
o(BB*A) =c(ABB") = 10(BAB") #{0}, nga ku kemi AR ose AeiR. Né rast se
A eiR, atéheré pér produktin A4 kemi ekuacionin 21  =-1. Kjo e zévendésuar né

ekuacionin e mésipérm ABB® = ABAB’ -1 BB'A na tregon se ABB" =-BB'A.
Duke vepruar né té dy anét e kétij ekuacioni, nga e djathta, me A, fitojmé ekuacionin

ABB*A=-BB*A’. Le té& vérejmé se operatori nga ana e majté e ekuacionit éshté
operator jonegativ. Vérteté,

(ABB*A)" = A"(B*)"B*A" = ABB*A
dhe

(ABB"Ax|x) = (B"Ax|B"A"x) = (B"Ax|B"Ax) =|| (B"A)x|F'> 0
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qé, sipas pérkufizimit t& operatorit té veté-adjunguar dhe jonegativ, tregon se operatori

né fjalé éshté operator i veté-adjunguar dhe jonegativ. Pra, ana e djathté patjetér duhet té
jeté operator i veté-adjunguar, gé nénkupton se operatorét BB* dhe A’ duhet té
komutojné. Tani nga ekuacioni ABB*A=-BB*A” del se BB*A’ <0, kurse nga ana
tjetér, megenése BB* dhe A? jané operatoré jonegativ, pra BB*A? >0 . Prandaj, pasi
gé produkti i tyre éshté njékohésisht jonegativ dhe jopozitiv, vlen BB*A’=0, e gé
éshté né kundérshtim me supozimin e mésipérm se AB = O. Késhtu gé, pérfundimisht

A iR dhe ngel gé me té vérteté 1 eR.

(i) Operatorét A dhe B le té jené operatoré té veté-adjunguar, pra le té vlej¢ A=A’
dhe B=B". Atéherg, nga ekuacioni AB=ABA, pas veprimit nga e djathta me B,
fitojmé AB? = ABAB = A’B?A. Nga pjesa e paré e teoremés kemi A R, pra ABAB dhe
késhtu edhe operatori AB? éshté i veté-adjunguar, qé nénkupton se A komuton me BZ.

Pra, A% =1, pérkatésisht 1 e{-1,1}.

(iii) Pohimi né fjalé drejtpérdrejté buron nga ekuacioni i fundit. Vérteté, nése supozojmé
se operatori A éshté pozitiv, atéheré edhe operatori AB? si produkt i dy operatoréve
pozitiv, éshté operator i tillé dhe natyrisht, nga kjo, del se operatori BAB éshté pozitiv
gjithashtu. Pra, A=1. ®

VEREJTIJE 3.2.1 Pohimet (i) dhe (ii) mund ti vértetojmé edhe si mé poshté, duke

pérdorur teoremén e mirénjohur té Fuglede-Putnam-it. Kemi si mé poshté:

(i) Supozojmé se A éshté operator i veté-adjunguar. Megenése ¢do operator i veté-
adjunguar njékohésisht éshté edhe operator normal, kjo nénkupton se produkti AA, i
operatorit A me njé skalar 4, po ashtu éshté operator normal. Tani kemi mundésiné e
pérdorimit té teoremés sé Fuglede-Putnam-it, késhtu gé nga AB=ABA rrjedh se
AB = ABA. Tani, nga ky ekuacion dhe ekuacioni pararendés del se A-2=0. Kjo

tregonse A eR.

(i) le t&¢ marrim se A dhe B jané operatoré té veté-adjunguar, pra se A= A" dhe
B =B". Fillimisht tregojmé se né kété rast operatorét AB dhe BA jané operatoré
normal dhe komutues. Vérteté, shénojmé me T = AB. Atéheré T =BA. Nga fakti se

AB = ABA, nga shénimet e mésipérme vlen T = AT" dhe natyrisht se TT* = AT"*. Nga
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ana tjetér edhe T'T = AT 2. Duke i barazuar ané pér ané ekuacionet e sapo shénuara,

fitojmé T'T =TT". Pra operatori AB éshté operator normal dhe njékohésisht edhe
komutues me operatorin BA. Né vijim, duke e shfrytézuar pjesén e paré té vértetimit,

marrim A e R. Nga ekuacioni

pér rrjedhim ka ekuacionin
T =T
qé e fitojmé pasi marrim konjugimin ané pér ané té (3.3.3). Nése ekuacionet T = AT"
dhe T* = AT i mbledhim ané pér ané, fitojmé
T+T =A4(T+T7)
pérkatésisht
Re(T)=ARe(T).
Pra,
(1-2)Re(T)=0
Nése i zbresim, atéheré fitojmé
T-T =-A(T-T)
pérkatésisht
@+A)Im(T)=0.

Por, megenése operatori T =AB=0O, fitojmé se, ose Re(T)=0 ose Im(T)=0.
Sigurisht, mund té paraqitet edhe rasti Re(T) =0 dhe Im(T) = 0. Sidogofté, nga se u
tha mé sipér, delse 1 e{-11}. &

Le té pérmendim se pohimi (i), né teoremén paraprake mund té pérgjithésohet.
Kemi kété:

RRJEDHIM 3.2.1 Supozojmé se A,B,C eB(H) dhe se operatorét A dhe C

jané operatoré té veté-adjunguar me vetinég AB=ABC =0, 41 eC, atéheré 1eR.
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Vértetim. Edhe kétu kemi mundésiné e pérdorimit té teoremés Fuglede-Putnam.

Né fakt operatori i veté-adjunguar C éshté operator normal, késhtu qé edhe AC éshté i
tillé. Sipas teoremés sé Fuglede-Putnam, nga ekuacioni AB =ABC del se A'B=ABC".
Por, nga supozimi yné, A=A" dhe C=C" dhe prej kétu edhe AB = ABC . Duke i
zbritur ané pér ané ekuacionet e mésipérme, fitojmé (1—A4)=0, pérkatésisht 1eR.

Kjo edhe duhej vértetuar. B

RRJEDHIM 3.2.2 Supozojmé se A,B,CeB(H) dhe se operatori A éshté
operator i veté-adjunguar dhe C operator normal, me vetiné AB=ABC#0,1C

, atéheré AC éshté operator i veté-adjunguar.

Vértetim. Nga ekuacioni AB=ABC, pas shfrytézimit té teoremés sé Fuglede-
Putnam-it pér operatorét normal A dhe kemi C, kemi A'B = ABC". Mirépo, operatori
A éshté operator i veté-adjunguar, késhtu gé vlen AB =ABC". Tani, duke i barazuar
ané pér ané, fitojmé se ABC = ABC". Né& fakt, kemi B(AC —ZC*) = 0. Megenése sipas
supozimit, B= O, del se AC —AC' =0, pérkatésisht se AC =(AC)" qgé edhe tregon se
operatori normal AC éshté operator i vet-adjunguar. &

TEOREME 3.2.2 Le té jeté AB=ABA dhe AB=O si dhe operatori A le té
keté invers té kufizuar. Atéheré vilen o(B) = 4-o(B). Pér mé tepér, nése o(B) ={0}

, 0se nése A éshté operator unitar, atéheré | 1|=1.

Vértetim. Operatori A meqgé ka invers té kufizuar, kjo do té thoté se éshté element
i rregullt, pra me invers, né B(H) dhe kemi mundésiné té shumézojmé, veprojmé, me
A", nga e djathta, ekuacionin AB=ABA. Kjo na jep ABA™=1B. Megenése
transformimi i ngjashmérisé, spektrin e operatorit pérkatés e 1& té pandryshuar, kemi
o(B)=c(ABA™) =o(AB) = Ac(B). Tani le t& supozojmé se o(B)={0}. Megenése
spektri éshté bashkési kompakte, ekziston elementi me modul maksimal i tij, le té themi
LS. Nése | 1|>1, atéheré pér modulin | 13| té elementit 14 do té vlente | A3 |>| £ | dhe
ky element do té ishte jashté spektrit t€ operatorit té dhéné. Pra, |A]|<1 Ngjashém,

tregohet se | A|>1. Pérfundimisht, | A|=1. Nése do té supozonim, nga ana tjetér se

operatori A éshté operator unitar, d.m.th., se A"A=AA" =1, atéheré, nga fakti se
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ABA™ =B, duke marré normén, kemi | B]|=|ABA"|=||AB]=A]-||B]|.
Rrjedhimisht, |[A|=1. &

3.3. Operatorét 1 -komutues me operatorét normal

MEé sipér né studimin e cifteve té operatoréve A-komutues kemi marré né
shqyrtim rastet kur sé paku njéri nga operatorét éshté operator i veté-adjunguar,
respektivisht hermitian. Né vijim do t& shqyrtojmé situatén kur sé paku njéri prej
operatoréve éshté operator normal.

TEOREME 3.3.1 Le té jené A ,B<B(H) operatoré té tille g¢ AB=ABA=0,

A€C. Nése njéri prej operatoréve A dhe B éshté i veté-adjunguar, kurse tjetri

operator normal, atéheré 1 e{-1,1}. Nése té dy operatorét A dhe B jané operatoré

normal, atéheré | 1 |=1.

Pér vértetimin e teoremés sé mé sipérme nevojitet ky rezultat né lidhje me katrorin

e normés sé operatorit té ¢farédoshém T € B(H) . Vlen:

I T 1P=[sup{II T |I:ll X =1, x € H}?
=[sup{|I Tx|/*:l x|l=1, x € H}]
=sup{<T'Tx| x> x|=Lxe H}=|T'T ||

Pra, || T|*S|T'T|. Me kété rezultat, pér katrorin e normés sé produktit AB, ku

A e B(H) operator normal, kemi
I AB|I*<l| (AB)"(AB) ||| B"A"AB ||=|| B'AA'B ||=|| A'B |’
Ngjashém nése B € B(H) dhe B € B(H) operator normal, kemi

I BA[I*=I| (BA)" (BA) ||| A'B*BA|I=l| A'BB"A|l| B Al (B"A)" ||| A'BIP".

Kétu, le té pérmendim se kemi shfrytézuar faktin se pér cilindo operator té

kufizuar T e B(H), vlen || T ||H|T"||.

Vértetimi i teoremés 3.3.1. Le té jeté operatori Be B(H) operator i veté-

adjunguar dhe AeB(H) operator normal. Teorema Fuglede-Putnam na mundéson té
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pérfundojmé, nga AB =ABA, se A'B=ABA’. Nga kétu, A'BA=A1BA"A, pérkatésisht
A"A7*AB = ABA"A. Kjo nénkupton se A"AB = AABA"A. Operatori A’A éshté operator
pozitiv, kurse Be B(H) operator i veté-adjunguar, késhtu gé jemi né kushtet e
Teoremés 3.1.1. Kjo mé tutje nénkupton se AA=1. Me fjale tjera |A[=1 ose
Ae{-11}.

Le té supozojmé se operatorét A dhe B jané operatoré normal. Atéherg,
megenése A normal, || AB|=|| A'B||. Megenése B normal, || BA||=||(A'B)" ||IH|| A'B]|.
Nga kéto ekuacione kemi || AB ||=|| BA||=| 1 |-|| AB||. Pasi kemi supozuar g¢ AB=O,
kemi |4 |=1.

Sigurisht se njé rrugé tjetér e vértetimit do té ishte pérmes teoremés Fuglede-
Putnam. Rikujtojmé se pér njé operator normal edhe operatori i adjunguar i tij éshté

normal. Ekuacioni AB = ABA, pas konjugimit ané pér ang, merr formén B*A* = AA'B".

Sipas teoremés Fuglede-Putnam, pér operatorin B gé komuton me operatorét normal A
dhe AA, fitojmé A'B = ABA", kurse pér operatorin A’, gé komuton me operatorét

normal B*dhe AB*, kemi BA* = AA'B. Tani
A'B=ABA" = AAA'B=|A? A'B
Meqgenése A éshté operator normal dhe AB=QO, kemi

| A"Bx ||*=]| A"(Bx) ||°’= (A normal) =|| ABx |’ 0. Pra, A"B = O. Pérfundimisht, | A |=1.

Kjo edhe duhej vértetuar. B

Produkti i dy operatoréve té kufizuar normal A —komutues éshté operator normal.

Meé sakté, kemi kété:

TEOREME 3.3.2 Le té jené A BeB(H) operatoré normal, té tillé qé
AB=/ABA=0, 1eC. Atéheré AB (edhe BA) jané operatoré normal pér cdo numér

A € C, té ndryshém nga zero.

RRJEDHIM 3.3.1 Né kushtet e teoremés sé mé sipérme, operatorét AB dhe BA

jané operatoré normal komutues.

Kané vend rrjedhimet:
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RRJEDHIM 3.3.2 Le té jené A,BeB(H) té tillé g¢ AB=ABA dhe B operator
normal, ku B=H +iK, H,K té veté-adjunguar, HK = KH dhe A eR. Atéheré kemi
AH = AHA dhe AK = AKA.

Vértetim. Nga AB = ABA dhe fakti g¢ B dhe AB, duke pérdorur teoremén e

Fuglede-Putnam-it, fitojmé
AB" = AB"A
Nése ekuacionet (3.) dhe (3.) njéheré i mbledhim dhe herén tjetér i zbresim, fitojmé
A(B+B’)=A(B+B)A
Dhe
A(B-B")=A(B-B")A
Megenése B+B*=2H dhe B-B" =2iK, fitojmé AH = AHA dhe AK =1KA. &
RRJEDHIM 3.3.3 Le té jené A B,CeB(H) té tillé g¢ AB=ABC, A dhe C
operatoré normal, A=H,+iK,, C=H,+iK,, ku H,,K,H,,K, operatoré té veté-
adjunguar me vetiné H,K, =K H,, H,K, =K,H, dhe 1eR. Atéheré H,B=1BH,
dhe K,B =ABK,.
Veértetim. Né ményré analoge si rrjedhimi mé sipér.

Nése dobésojmé kushtin gé operatorét té jené normal, fitojmé rezultatin e

shprehur né teoremeén né vijim.

TEOREME 3.3.3 [48] Le t& jené A,BeB(H), operatoré té tillé qé gézojné
vetiné AB=ABA=0, A eC. Atéheré:

(1) Nése operatorét A" dhe B jané operator hipernormal, atéheré | A |<1;

(2) Nése operatorét B* dhe A jané operatoré hipernormal, atéheré, |1 [>1.

Vértetim. (1) Kemi me sa vijon
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| A1l BA[I=ll AB I (AB)" (AB) |["*
=|| B"A"AB|["*<|| B*'AA'B|['*
=l (A'B)" (A'B)|I*<[| A'B |
=l (A'B)" |I=Il A'BB"A|["*<|| A'B*BA|"*<|| BA]|

Q& | A ||| BA|I|| BA]|, duhet patjetér té viejé | A |<1.

(2) Kétu operatorét B* dhe A jané operatoré hipernormal, prandaj

| A1ll BA[I=ll AB I (AB)" (AB) |["*
=|| B"A"AB|["*>| B'AA'B ||
=l (A'B)" (A'B) "< A'B |
=l (A'B)" |I=Il A'BB"A|["*2|| A'B*BA|"*<|| BA]|

Pra, | 1 ||| BA|>|| BA||. Ky mosbarazim, pér || BA|> 0, plotésohet kur | 2 |>1. Teorema u
vértetua. W

RRJEDHIM 3.3.4 Le té jené A,BeB(H), operatoré té tillé gé gézojné vetiné
AB=ABA=0, 1C. Atéheré:

(1) Nése A éshté operator normal dhe B éshté operator hipernormal, atéheré
|41
(2) Nése A éshté operator hipernormal dhe B operator normal, atéheré, | A [>1.
Vértetim. (1) Nése A éshté operator normal, atéheré edhe A" éshté i tillé. Meqgé

cdo operator normal éshté edhe hipernormal, kemi kaluar né kushtet e teoremés

paraprake dhe, késhtu, | 2|<1. Me analogji vértetohet edhe (2) e rrjedhimit t& mésipérm.

TEOREME 3.3.4 Le té jené A BeB(H), operatoré té tillé qé gézojné veting
AB=ABA#0 dhe 2€C me vetiné |1|>1. Nése A" dhe B jané operator

hipernormal, atéheré produktet e tyre A'B dhe BA" jané operatoré hipernormal.

Veértetim. Nga njéra ané kemi:
(A'B)"(A"B)=B"AA'B > B"A’AB

Mosbarazimi i fundit éshté pasojé e supozimit se A" éshté operator hipernormal. Tani,

nga ana tjetér, kemi:
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(A'B)(A'B)" = A'BB'A< A'B"BA
=7 A'B'ABA =| 1|7 B'A'BA<BA'BA
Nga kéto dy mosbarazime fitojmé se (A'B)"(A'B) > (A'B)(A"B)" gé edhe tregon
se operatori A'B éshté operator hipernormal. Né ményré analoge tregohet se edhe

operatori BA" éshté hipernormal. B

Né ményré té ngjashme mund té vértetojmé kété:

RRJEDHIM 3.3.5 Le té jené A,BeB(H), operatoré té tillé gé gézojné vetiné
AB=ABA#0 dhe 2eC me vetiné |1|<1. Nése A dhe B" jané operator

hipernormal, atéheré produktet e tyre AB* dhe B"A jané operatoré hipernormal.
Vértetim. Kemi

I (AB") x |P=((AB")"x

= (AB'BA'X

(AB")'x)=(BA'X
x> S<ABB*A*X

BA*X>

)

X) = </18AZA*B*X
)

= A (BAA'B"X
= (AB'X| AB"x) | (AB*)x I

x> < <BA*AB*x

Nga kétu, del se || (AB")"x|I<|| (AB*)x]||. Pra, AB" éshté operator hipernormal. Né&

ményré analoge, mund té tregojmé se B*A éshté, po ashtu, operator hipernormal.

Rrjedhimi u vértetua. |

Kemi theksuar se produkti i dy operatoréve hipernormal A dhe B, mes tjerash,
éshté operator hipernormal nése A komuton me B" (ose nése B komuton me A").

Mund té formulojmé kété
TEOREME 3.35 Nése A ,BeB(H) jané operatoré té tillé hipernormal qé
gézojné vetiné AB" =1B"'A=0, 1eCdhe |1|<1. Atéheré operatorét AB dhe BA
jané operatoré hipernormal.
Vértetim. Kemi si mé poshté
(AB)*(AB) = B*A*AB > B*AA'B

= 2'AB*7 'BA" =| 1|2 AB*BA"
> AB*BA" > ABB*A" = (AB)(AB)"
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Késhtu, kemi vértetuar se AB é&shté operator hipernormal.

Né ményré té ngjashme mund té tregojmé se edhe BA éshté operator

hipernormal. Né fakt kemi
I (BA)*x|P={(BA)*x|(BA)"x) = (A"B"X| A'B"x)
=(BAA"B"x|x) < (BA"AB"x|x)
<Z/1A*BB*AX‘X> = A (A"BB" Ax|x)
<(A"BB"Ax|x) <(A'B"BAX|x)
(BAX|BAX) = (BA)x |

Pra, | (BA) x|<||(BA)x|*, respektivisht | (BA)'x|i<||(BA)x| me ¢ka veértetimi éshté

kompletuar. ®
Japim njé vértrtim té detajuar té rezultatit té méposhtém.

TEOREME. 3.3.6 [49] Le t& jet¢é A operator hipernormal dhe B operator

normal, té tillé g¢ AB=ABA= 0O, 1 C. Atéheré ekuivalente jané pohimet:
(1) AB éshté operator hipernormal;

(2) o(AB) ={0};

(3) |1]=1.

Vértetim. (1) = (2) Le té jeté A operator hipernormal. Supozojmé té kundértén

se o(AB)={0}. Kjo nénkupton se operatori AB éshté operator nilpotent. Mirépo,
operatori i vetém hipernormal dhe nilpotent éshté operatori zero, pra del se AB=0.
Kjo éshté né kundérshtim me supozimin AB = ABA = O, respektivisht se AB=0.

(2) = (3) Nése o(AB) ={0}, atéheré pér shkak té Lemés 3.1.1., vlen | A|=1. Pér té
pérfunduar vértetimin mjafton té tregojmé se (3) = (1).

3) = (1) Pér kété qéllim veprojmé si né vijim. Duhet té tregojmé se
(AB)"(AB) > (AB)(AB)", pérkatésisht se ||(AB)"x|I<||(AB)x||, pér xeH . Para sé
gjithash, pér shkak se B dhe AB jané operatoré normal, mund té pérdorim teoremén e
Fuglede-Putnam-it. Megé AB=ABA, kemi kéto ekuacione AB'=AB'A dhe
BA" = AA'B. Tani, llogaritim
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I (AB) x|*=((AB)"x
(ABB"A'X

(AB)'x)=(B"A'X|B"AX)
X) = (AB"BA"x|x)

=<ZB*A&A"BX‘X> = A (B*AA'BX|x)
<(B"A"ABX|x) = (ABx| ABx) =|| (AB)x I
Pra, || (AB) x|I*<|| (AB)x |*, respektivisht || (AB)"x||<|| (AB)x||. Me t& vérteté operatori

AB éshté operator hipernormal. B

RRJEDHIM 3.3.6 Teorema 3.2.6 vlen edhe sikur né vend té operatorit AB té

merrnim operatorin BA.

Veértetim. Vértetojmé vetém (3) = (1). Pra, le té vlejé | 1 |=1. Atéheré

A*B*x>

)

= (22A°BB" Ax|x) = A (A'BB"Ax|x)

1(BAY x|I*={(BA)" x| (BA)"x) =(A'B'x
= (BAA'B'X|x) < (BA"AB'X

= (A"B"BAX|x) = (BAX| BAX) =|| (BA)X

Me kété vértetimi ka mbaruar. &

Né ciftin e operatoréve (A,B), mund té zbutim akoma kushtet mbi njérin prej

operatoréve. Né fakt, nése operatorin B e mbajmé té jeté akoma operator normal, kurse

pér operatorin A supozojmé té jeté operator kuazihipernormal, atéheré kemi kété:

TEOREME 3.3.7 Le té jené A operator kuazihipernormal dhe B operator
normal, té kufizuar, té tillé gé té gézojné vetiné AB=ABA=0O, 1eC. Atéherg, jané

ekuivalente pohimet:

(1) AB éshté operator kuazihipernormal;
(2) o(AB) ={0};

3) |A]=1.

Vértetim. Rrjedhimet (1) = (2) = (3) jané té garta nga ajo qé éshté shkruar mé

sipér. Pér t& mbyllur vértetimin, le té tregojmé se vlen (3) = (1). Pér kété géllim, para
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sé gjithash, le té vérejmé se, nga AB = ABA vlen B*A* = AA’B*. Pér shkak té teoremés

Fuglede-Putnam vlejné ekuacionet AB* = AB*A, B'A= 2 AB* dhe A'B = A'BA"

Provojmé se vlen mosbarazimi || (AB)"(AB)x ||<]| (AB)?x ||. Kemi si mé poshtg:

I (AB)" (AB)x|I'={(AB)" (AB)x

( (AB)'(AB)x)
<B*A*ABB*A*ABx\x>
{

B*A*AB*BA*ABx\ x>

<Z/18*A*B*AA*BABx‘x>

:|,1|2< LZ B*B*A’AA"ABBX x>

= (B'B"A"AA"ABBx|x) < (B'B"A"A" AABBX|X)
= (AABBX| AABBX) = (1 ABABxX| 1 ABABX)
=| A" (ABABx| ABABX) = ((AB)’ x| (AB)’x) =I| (AB) x |I

Duke krahasuar fillimin dhe mbarimin, fitojmé || (AB)"(AB)x|<|| (AB)*x |,

pérkatésisht se || (AB)"(AB)x||<|| (AB)?*x||. Kjo edhe tregon se operatori AB éshté

operator kuazihipernormal. B
Vlen edhe kjo teoremé me pérfundimet sikurse ato né teoremén e mésipérme:

TEOREME 3.3.8 [48] Le té jeté A operator paranormal dhe B operator
izometrik, té tillé g¢ AB = ABA = O. Jané ekuivalente pohimet

(1) AB éshté operator paranormal;
(2) o(AB) #{0};
3) | 1|=1.

RRJEDHIM 3.3.7 Nése |A|=1, atéheré edhe operatori BA é&shté operator

paranormal. &
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3.4. Operatorét (4, u) -komutues

Si¢ kemi theksuar né kreun paraprak, produkti i dy operatoréve hipernormal A

dhe B, pra AB dhe BA, éshté operator hipernormal sa heré gé operatori A komuton
me operatorin B*. Né& ményré té ngjashme mund té vijmé né pérfundimin se, nése
operatorét A* dhe B jané hipernormal dhe AB = BA, atéheré operatorét A'B dhe BA’

jané operatoré hipernormal. Ky éshté rast i vecanté i Rrjedhimit 3.3.5.

Le té jeté A operator kuzihipernormal, kurse B operator hipernormal. Atéherg,
njé teoremé analoge me teoremén 3.3.4 véshtiré té realizohet. Kétu nuk mund té
pérdorim teoremén e Fuglede-Putnam-it. Ashtu si né shumé raste tjera, edhe kétu,
pérdorim forma, kushte tjera t€ komutimit té operatoréve. Késhtu, njé mundési do té
ishte té shfrytézonim komutativitetin e dyfishté. Té udhéhequr nga kjo ide, japim
pérkufizimin né vijim:

Pérkufizim 3.4.1 Themi se operatorét A dhe B jané operatoré (A,u)-

komutues, nése plotésojné kushtet AB=ABA =0 dhe AB"=uB"A+0, 1eC,uecC.

Mbéshtetur né kété pérkufizim, marrim kété

TEOREME 3.4.1 Le té jené A dhe B operatoré té kufizuar (A, 1) —komutues,

té tille g¢ A operator kuazihipernormal, kurse B operator hipernormal si dhe nése

| || A|<1, atéheré AB éshté operator kuazihipernormal.
Veértetim. Né fillim shkruajmé ekuacionet gé do t’i pérdorim né vijim. AB = ABA,
B'A"=JA'B", BA=A1'AB, A'B'=1 B'A", AB =uB'A, BA =uAB,

B'A=u'AB", A'B=x BA". Tanillogaritim
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3. Operatorét A -komutues dhe (A4, x) - komutues

|(AB)" (AB)x |I'=((AB)' (AB)x|(AB)"(AB)x)
= ((AB)"(AB)(AB)'(AB)x|x) = (B"A" ABB" A" ABX| x)
<(B°A’AB"BA"ABX|x) = <B*A*yB*A;A* BABX‘ x>

2
_ <M711,1-1B*B*A*AA*ABBx‘x> - :’;:2 (B"B"A"AA" ABBX|x)
<(B'B"A'AA’ABBx|x) < (B'B"A"A" AABBX| x)
= (AABBX| AABBX) = (1 ABABX| 1 ABABX)
=| A" (ABABX| ABABX) < ( ABABX| ABABX)

=((AB)*x|(AB)*x) =l (ABY*x I

Shikojmé fillimin dhe mbarimin, fitojmé || (AB)"(AB)x|<|| (AB)*x ||,
respektivisht || (AB)"(AB)x|I<|| (AB)*x||. Kjo tregon se operatori AB é&shté operator

kuazihipernormal. ®

TEOREME 3.4.2 Le té jené A dhe B operatoré té kufizuar (A, u) —komutues,

té tille g¢ A operator kuazihipernormal, kurse B operator izometrik si dhe

| z[>] A= 1. Atéheré AB éshté operator kuazihipernormal.
Vértetim. Kemi

| (AB)"(AB)x||=I| B* A" ABX ||

=|| AB*A"BAX|| (sepse AB = 1BA)

|| Az B'BA"Ax| (sepse A'B = 1 BA’)

=121 ulIIB'BA"Axl= (| A1/ 1]} I| B'BA"AX]|

<|| A"Ax || (sepse B éshté operator izometrik dhe |1 |/| ; <1)
<|| AAX || (sepse A éshté operator kuazihipernormal)

=|| B*(A’X) || (sepse B éshté operator izometrik)

=|| BBAAX ||=]| A 2ABABX ||=|1/ A° ||| ABABX ||

= (U] AF) | ABABX <]l (AB)* x|

Pasi gé || (AB)"(AB)x ||<|| (AB)*x ||, vértetimi éshté kompletuar.

TEOREME 3.4.3 Le té jené A dhe B operatoré té kufizuar (4, ) —komutues,

té tillé g¢ A operator kuazihipernormal, kurse B operator izometrik. Atéheré AB

éshté operator kuazihipernormal sa heré gé |A[>1 dhe | u|>1.
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Veértetim. Kemi kéto llogaritje

[l (BA)" (BA)x|=l| A"B"BAX ||
—|2'B*A"BAX|| (sepse A'B* =4 B'A")
|77 'B*BATAX|| (sepse AB =4 BA")
= (U | Au)[| B'BA"Ax||= (U | 1| x]) || B"BA" Ax||
<|| A"Ax|| (sepse B éshté izometrik dhe 1/| A || x|<1)
<|| AAX|| (sepse A éshté kuazihipernormal)
=|| B*(A?X)|| (sepse B éshté izometrik)
= BBAAX|
=|| A" BABAX |
=[1/2||| BABAX||= (/| A]) || BABAX|
<|| (BA)*x|| (sepse |4]>1)

Teorema u vértetua. B
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KREU 4

4. KLASA OPERATORESH DHE PRINCIPI | PAPERCAKTUESHMERISE

4.1 Njé véshtrim i shkurtér mbi principin e papércaktueshmérisé té

Heisenberg-ut

Principi i papércaktueshmérisé ka térhequr vémendje té gjeré né mesin e
matematikanéve. Fillimisht ge formuluar si princip i papércaktueshmérisé né mekanikén
kuantike nga ana e Heisenberg-ut né vitin 1927 kurse, mé voné, nga ana e Weyl-it iu
dha interpretim si njé mosbarazim gé solli zgjerimet teorike nga kéndvéshtrimi i
operatoréve té llojeve té ndryshme. Natyrisht, pérderisa mekanika klasike mund té
interpretohet me algjebra komutative, mekanika kuantike nga ana tjetér, kérkon algjebra
jokomutative. Me fjalé tjera, né thelbin e principeve té papércaktueshmérisé géndrojné
operatorét jokomutues. Ajo cka ne do t¢ mundohemi té prezantojmé kétu lidhet me
gasjen operatoriale té principit té papércaktueshmérisé sé Heisenberg-ut dhe
variacioneve, formave té ndryshme té tij. Do té pérkufizojmé komutatorin e dy
operatoréve né njé hapésiré té Hilbertit dhe do té provojmé forma té ndryshme té
mosbarazimeve té ashtuquajtura té papércaktueshmérisé. Historikisht, e dimé se
mekanika kuantike bazohet né madhésité e ashtuquajtura observabla dhe né operatorét
pérkatés, shogérues té tyre té cilét pér shkak té interpretimit té nevojshém fizik duhet té
ishin operatoré té veté-adjunguar me géllim qgé vlerat e tyre vetjake té ishin numra real
ashtu si¢ jané edhe fenomenet fizike. Mirépo, né kété kapitull ne do té ndértojmé
mosbarazime pérkatése duke e tejkaluar kété kufizim té “dhimbshém”, pra gé operatorét
té jené té veté-adjunguar. Né lidhje me kufirin e sipérm té mosbarazimeve té
papércaktueshmérisé do té japim disa pérmirésime gé u referohen llojeve té operatoréve
pérkatés me veti komutuese té caktuara. Po ashtu, pér cifte té caktuara té operatoréve do

té japim edhe kushtet se kur né vend té mosbarazimit vlen barazia. Natyrisht, pér ta
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pérforcuar konstruksionin teorik do té japim shembuj qé do té pérforcojné gasjen e

sipérpérmendur.

Le té fillojmé me njé rishikim té mosbarazimit klasik t& Heisenberg-ut dhe pér
kété géllim le t& marrim hapésirén e Hilbertit L*(R) té té gjitha funksioneve komplekse

té integrueshme sipas Lebesgue-ut né boshtin real R me produkt skalar
(f.9)=] f®o@dt, f.gel’(R)

dhe normén pérkatése

.- Me W, (R) le té shénojmé hapésirén e gjitha funksioneve

absolutisht té vazhdueshme né L*(R) t& tilla g¢ f'el?(R). Principi i

papércaktueshmérisé i Heisenberg-ut pérfshin operatorin e pozicionit M dhe operatorin

e momentit, impulsit, D, té dhéné me ekuacionet
(MF)(t) =tf ()
dhe
(Df)(t)=if (1), teR.
Domeni i operatorit M éshté bashkésia e gjitha funksioneve f e L*(R) pér té

cilét Mf e L>(R), kurse domeni i operatorit D éshté bashkésia W, (R). Principi i

papércaktueshmérisé thoté se nése f =0, atéheré

%SUR(f) (4.1)
ku
, (e, 1) [ , |(of, £) [
[||Mf||R—‘<”f”)‘J{||Df||R—‘<”f”)‘}
vy (f) = A - (4.2)
11

Njé version mé i dobét i formulés (4.2) éshté

1 IMf [of

< (4.3)
4
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4., Klasa operatorésh dhe principi i papércaktueshmérisé

é vlen sa heré qé f,Mf,Df e L>(R)(f =0). Pér mé tepér barazia né (4.3) arrihet nése

dhe vetém nése f (t) =ae®e ™™ ,teR, pér ndonjé a e C\{0},be C dhe ce R, \{0}.

Le té pérmendim kétu se operatorét M dhe D jané operatoré té veté-adjunguar
dhe té pakufizuar. Me fjalé tjera, relacioni DM — MD = —i#i nuk mund té plotésohet nga
operatorét né hapésirat e fundme, respektivisht nga prezantimet matricor té tyre. Sikur
kjo té ishte e mundur, atéheré operatorét nga ana e majté dhe e djathé do té duhej té
kishin gjurmé té njéjté, gjé kjo gé nuk ndodh sepse tr(DM —MD)=0 né rastin e
matricave té operatoréve né hapésirat e fundme, kurse tr(izl)=0. Po ashtu, lema e

mirénjohur né vijim pamundéson trajtimin e kétij problemi né hapésirat e pafundme dhe

me operatorét e kufizuar té pérkufizuar né ato hapésira.

LEME 4.1.1 [1] Nése A dhe B jané elemente nga algjebra e Banach-ut me
njésh 1, atéheré o(AB) U{0}= o (BA) U{0}.

Veértetimi. Nése 4 =0 dhe A eo(AB), atéheré operatori AB— Al dhe bashké me
t&, operatori (A"A)B—1 nuk jané operatoré invertibil. Nga ana tjetér, nése 1 ¢ o(BA),
atéheré operatori BA— A1 dhe me kété, operatori B(A"A)—1 jané operatoré invertibil.

Ngel té tregojmé se | — AB &shté operator invertibil nése dhe vetém nése i tillé éshté

operatori | —BA, pér A dhe B elemente nga hapésira e Banach-ut me njésh.

Pér nj& moment le té pajtohemi se | — BA ka invers dhe se

0

(1-AB)" =Y (AB)"=1+AB+ABAB+...

n-0
dhe
B(l1 — AB)*A=BA+BABA+BABABA+....= (1 —BA)*—1 .
Késhtu, nése | —AB ka invers, mund té& shpresojmé qé B(l — AB) A+ éshté
inversi i | —BA . Duke shumézuar ané pér ané, fitojmé

(1 -BA)[B(l - AB)*A+1]
=B(1 - AB)*A+1 —BAB(l - AB)*A-BA

= B[(1 - AB)*— AB(I — AB) *]JA+ 1 —BA
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= B[(I - AB)*(I - AB)]A+ 1 —BA
=BA+1-BA=1
Ngjashém,
[B(I - AB) ™A+ 1](I - BA)
=B(I - AB)*A+1—B(I - AB) * ABA—BA
=B[(I - AB) ' — (I - AB) *AB]A+ | —BA
= B[(I - AB) (I - AB)]A+ 1 —BA
=BA+1-BA=1.

Rrjedhimisht, | —BA éshté operator invertibil nése i tillé éshté operatori | — AB dhe

anasjelltas. o

Pérfundimisht, o(A+1)={l+a:aeoc(A)}, bashké me pohimin e lemés sé

mésipérme siguron gé elementi njésh, |, né algjebrén e Banach-ut nuk éshté komutator,
AB-BA, i elementeve A dhe B. Sikur | = AB—BA, atéheré o(AB)=1+0c(BA) e gé
nuk éshté konsistent me faktin se o(AB)U{0}=o(BA)U{0}. Késhtu, né mekanikén
kuantike, relacionet e komutimit (né veganti principi i Heisenberg-ut) nuk mund té

prezantohen né terma té operatoréve té kufizuar.

Kjo lemé vetém se pérforcon faktin e mé sipérm se operatorét M dhe D jané

operator té pakufizuar.

Pra, mosbarazimi (4.1) mund té shihet si pasojé e mosbarazimit pér operatorét

linear té veté-adjunguar né hapésirén komplekse té Hilbertit. VVérteté, le té jeté H,

hapésiré komplekse e Hilbertit me produkt skalar {) dhe normé

. Supozojmé se A

dhe B jané dy operatoré arbitrar me domen dhe rang né H . (Operatorét mundésisht
jané té pakufizuar). Pérkufizojmé operatorin [A,B]: D(AB)~D(BA) -» H dhe
[A B], : D(AB)nD(BA) > H me

[A B]:= AB - BA
[A B], = AB+BA
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ku D(AB) dhe D(BA) jané domenet pérkatése té operatoréve AB dhe BA. Operatorin

[A,B] e quajmé komutator té operatoréve A dhe B, kurse [A,B], e quajmé

antikomutator té tyre. Megenése kérkojmé gé A’ dhe B" té jené operatorét e adjunguar
té operatoréve A dhe B, pér té njéjtét, né kété kre, do té marrim se jané dendésisht té
pérkufizuar né H . Pér operatorin A me domen dhe rang né hapésiréen H dhe ¢do

x € D(A)\{0}, pérkufizojmé madhésiné

2 1/2
A
8,(A)= LIIAXIIZMJ (4.4)
]
Vérejmé se
A (A) =|Ax - <AX'2X> XH
]
2
Se vérteté éshté késhtu tregohet duke llogaritur katrorin e normés Ax—ﬁ‘x—'iﬁxu
X

dhe duke shfrytézuar vetité e produktit skalar.

Vlen A, (A)=0 nése dhe vetém nése x éshté vektor vetjak (i veté) i operatorit A

¢cka mund té tregohet me llogaritje té drejtpérdrejté.
Marrim kété teoremé

TEOREME 4.1.1 [65] Le té jené A dhe B operatoré (mundésisht té pakufizuar)
té veté-adjunguar me domen dhe rang né hapésirén H. Pér cdo element

x e D(AB) n D(BA), té ndryshém nga zero, vlien
([A Blx,x)| <24, (A)A, (B) (4.5)

Pér H=L,(R), A=M dhe B=D, kemi [AB]=-il pérfundojmé se
mosbarazimi (4.1) éshté pasojé e (4.5) kur f e D(AB)ND(BA).

Tani, le té ilustrojmé me njé shembull se mund ti shmangemi kushtit qé operatorét

té jené té veté-adjunguar né ményré gé té plotésojné mosbarazimin (4.2).
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Shembulli 4.1.1. Marrim hapésirén e Hilbertit L?[0,27) té té gjitha funksioneve

komplekse, katror té integrueshme dhe me periodé 27z . Pérkufizojmé produktin skalar

(1.8 =, 10O, 1912027

*llo2+) - Shayrtojmé operatorin

(SH)(t)=e"f(t), te[0,27)

gé vepron si operatori i zhvendosjes pér koeficientét Fourier té funksioneve

f e L’[0,27). Le té jeté W, [0,27) hapésira e funksioneve absolutisht té vazhdueshme

né L*[0,27) tétillé g¢ f'eL’[0,27). Me llogaritje té drejtpérdrejté tregohet se vlen

st ), [ ot ot 1), [
£, £,

Nése (Sf, f), =0, atéheré ky mosbarazim mund té rishkruhet si

<|[fl;.- *)

%‘(Sf

1
ZSUZﬂ'(f)

ku

(of 1),

2
I 1.

o K0

I]..

Dt [, -
(st 1 >2ﬂ\2

Por, si¢ vérehet lehtésisht, operatori S nuk éshté operator i veté-adjunguar (éshté

v, ()=

operator normal) dhe pér kété arsye teorema e mésipérme nuk éshté e zbatueshme pér
té. Kjo nénkupton mundésiné e shtrirjes sé rezultateve edhe mé té pérgjithshme se sa qé
pérfshin Teorema 4.1.1, respektivisht se kushti gé operatorét té jené té veté-adjunguar
mund té tejkalohet.
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4.2 Principi i papércaktueshmérisé pér disa klasa mé té gjera se klasa e

operatoréve té veté-adjunguar

E fillojmé kété njési me disa rezultate gé vlejné pér operatorét normal dhe ato

simetrik. Teoremén né vijim e vértetojmé né detaje.

TEOREMA 4.2.1 [65] Nése A,B:H — H jané operator simetrik ose normal

(ose té dyja), atéheré vlen

J(A-a)x](B - b)x| > Z{{{A B]x.x) (4.6)

[(A-a)x](B - b)x| 2 %K[(A—al ).(B=bD)]. x.x)| (47)

pér gjithé numrat a,b e C dhe x e D(AB) nD(BA). Barazia arrihet nése dhe vetém

nése ekzistojné konstantat c,c,,d,,d, e C me vetiné (|c,|+|c,|)(|d,|+|d,|)> 0, ashtu

qé cl(A*—E)x=dl(B—b)x dhe cz(A—a)x=d2(B*—5)x dhe, pérvec késaj, sé paku

njéra nga konstanta éshté zero dhe -t =+
C1

(Shenja plus vlen né rastin e (4.6) dhe

o ||NQ_|

2

ajo minus né rastin e (4.7), pérkatésisht.)

Veértetimi. Fillimisht le té rikujtojmeé se pér ¢do konstanté a € C vlen se operatori i

adjunguar i operatorit A—al éshté operatori A’ —al si dhe, pér ¢cdo operator normal

ose simetrik, kemi
H(A* —E)xH =[(A-a)x| (4.8)

Po ashtu le té vérejmé se komutatori i operatoréve A dhe B éshté i njéjté sa edhe

komutatori i operatoréve A—a dhe B—Db, pérkatésisht se vlen
([A,BIx, X)=([A—a,B-b]x,X).
Pér kété gqéllim marrim shénimet
C_=([A-a,B-b]x,x)=([A B]Jx X) (4.9)

dhe
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C, =([A-a,B-b],x,X) (4.10)

Marrim x € D(AB) N D(BA). Gjaté vértetimit do té shfrytézojmé mosbarazimin e

trekéndéshit dhe mosbarazimin e Cauchy-Schwarz-it gé vlejné né hapésirat e Hilbertit.

Keéshtu, kemi
(LA BIx. x)| =[{[A -2, B ~blx,x)
=(((A-2)(B~b)~(B-b)(A-a))x.x)
=|((A-a)(B-b)x,x)—((B—~b)(A-a)x,X)|
< K(B—b)x, (A —5)x>‘+‘<(A—a)x,(B* —5)x>‘
<|[(A" - a)x||(B~b)x]| +[(A-a)x| (B ~b)x|
~2](A-a)x]|(B-)x]
Pra, me té vérteté vlen
JcA-a)x]le -5y 2{([A B]x.x)|

Pér a,b dhe x té dhéné, barazia né mosbarazimin e Cauchy-Schwarz-it vlen nése dhe
vetém nése ekzistojné konstantat c,,c,,d;,d, e C me vetiné |ci|+‘dj‘ >0, j=12, ashtu
ge

¢, (A" —a)x=d,(B—h)x dhe c,(A—a)x=d,(B*—b)x (4.11)

Nése, p.sh., ¢, =0, atéheré d, #0 dhe késhtu (B—-b)x=0, ¢ka na jep (B*=b)x=0
sipas (4.11). argumenti i njéjté do vlente edhe sikur té kishim marré d, =0, nga ku

pérfundojmé se vlen barazia né mosbarazimin e Cauchy-Schwarz-it. Nése asnjéra nga

konstanta nuk éshté zero, atéheré nga (4.8) dhe (4.11) kemi

[(A-a)x|=| (A" -a)x| =|22{|(B-b)x|

4
o
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Al o = d,||c
=[H|[(B" —b)x| = |2{|=*{|(A-a)x
& - - 2 ea-a
Pra, kemi % & =1, gé éshté ekuivalente me
1 2
CANCA @12
G| |G
Barazia né mosbarazimin e trekéndéshit
|<[A, B]x, x>| = |<[A— a, B—b]x, x>| <
< H(A* —a)xH||(B —b)x||+||(A—a)x||H(B* —6)xH (4.13)
jep
& x4 2 C_2 _ 2: & C_2 B 2
i A —a)x + 5 |(A-a)X] (dl g ]”(A a)X|

=& ~)x] (B -b)x| + |(A-a)x] (B ~b)|

=|([A-a,B~b]x, x)| = K(B ~b)x, (A" —a)x) —((A-a)x, (B’ —B)x>‘

- i<(A* —a)x, (A" —5)x>—c=2<(A—a)x,(A—a)x>
dl d2
G o wlP C_z 2| _ |G g 2
=|—|I(A"—a)X| —==|[(A-a)X|| |=|"+-==|||(A—a)X
e —an = la-an| = - —Ela-a
Duke shikuar fillimin dhe mbarimin, kemi
R A Y R gé éshté ekuivalente me olGl_|a_L gé mund té plotésohet
d| |d,| |d, d, o |4 d,
vetém nése & —C=2. Cka edhe duhej vértetuar. o
1 2
Véreni se pér antikomutatorin vlen shenja pozitive, respektivisht vlien ;—l -
1 2
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Pér operatorét simetrik A dhe B dhe pér numrat real a dhe b, mosbarazimet e

mésipérme (4.6) dhe (4.7) mund té bashkohen né njé me cka “mprehin” njéri-tjetrin.

TEOREME 4.2.2 [65] Nése A,B:H — H jané operatoré simetrik né hapésirén
e Hilbertit H , atéheré

|(A-a)x][[(B-b)X| 2%\/‘<[A, B]x,x)[ +|([(A-al),(B-bD)], xx)| (4.14)

pér gjithé x e D(AB) ~ D(BA) dhe gjithé a,b € R . Barazia vlen nése dhe vetém

nése operatorét A—a dhe B—b jané shuméfisha té njéri tjetrit.

Veértetimi. Marrim modulin e numrit kompleks

((B—b)x,(A-a)x)|= \/(Re<(B—b)x, (A-a)x))" +(Im((B-b)x, (A-a)x))".

Numrat ((B—b)x,(A—a)x) dhe ((A—a)x,(B—b)x) jané té& konjuguar pér njéri tjetrin,

prandaj vlen

{(B-b)x,(A-a)x)+((B-b)x,(A-a)x)
=((B—b)x,(A—a)x)+((A-a)x,(B—b)x)
= 2Re((B-b)x,(A-a)x)
=([(A-al),(B-bN)], x,x)

Ngjashém, pér arsye té njéjta, vlen

((B-b)x,(A—a)x)—((A-a)x,(B-b)x) =2Im((A-a)x,(B-b)x) = ([A B]x,X).

Késhtu qé nga

((B—b)x,(A-a)x)| = \/(Re<(B—b)x, (A-a)x))" +(Im((B-b)x,(A-a)x))’

del se

2

((B-b)x,(A—a)x)| = \/EQA, B]x, x)}2 {%([(A—al), (B-bl)], x, x>} (4.15)

Nga ana tjetér, pér shkak té mosbarazimit té Cauchy-Schwarz-it, kemi
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((B-b)x,(A-a)x)| <|[(B-b)x|[(A-a)x| (4.16)

Nga (4.15) dhe (4.16) kemi (4.14) O

Deri mé tani kemi studiuar mosbarazimet pér numrat e ¢farédoshém a dhe b.
Kéta mund té pérdoren nése shgyrtojmé rastin e barazisé dhe nése déshirojmé té kemi
njé gamé zgjidhjesh. Ose, nése pyetemi se pér cilét a dhe b, ana e majté e
mosbarazimeve funksionale (4.6), (4.7) dhe (4.14) béhet minimale. Né rastin toné vlera

minimale e ||(A—a)x| pér gjitha vlerat x, papércaktueshméria e operatorit A, né fakt

arrihet kur a éshté projeksioni ortogonal i vektorit Ax mbi x, d.m.th.,

RRJEDHIM 4.2.1. [65] Nése A,B:H — H jané operator simetrik ose normal

min
aeC

(A-a)x] = =A(A)

né hapésirén e Hilbertit H , atéheré
A (A)A.(B) Z%K[A, B, x) (4.17)

dhe
A, (A)A, (B) > cov, (AB) (4.18)
pér cdo x € D(AB) N D(BA) dhe té ndryshém nga zero.

Té dy kéto mosbarazime pérfshijné papércaktueshmérité prandaj mund té€ quhen
principe, relacione, té papércaktueshmérisé. Ata pohojné se produkti i
papércaktueshmérive té dy operatoréve normal ose simetrik né hapésirén e Hilbertit nga
poshté éshté i kufizuar me vlerat e pritjes sé komutatorit té tyre dhe té antikomutatorit té
tyre. Pér té mbéshtetur kété pohim té rrjedhimit té sipérpérmendur do ta elaborojmé njé

shembull qé pérfshin operatorin e Laplace-it.

Shembulli 4.2.1. Le té jeté ® njé funksion probabilitar dhe pérkufizojmé

produktin skalar si mé poshté
(f,9)=] f(9g(m(x)dx

Shqyrtojmé hapésirén e Hilbertit L, ([0,27), e, ) ku
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. I'2a+2)
w (f)=c (sinx)*? ¢ =———— =7 _
a( ) a( ) (71 r(a+1)222a+1

ku I" éshté funksioni gama dhe « > —% :
Pérkufizojmé operatorin e Laplace-it si né vijim
L, f(x) =—(f "(x) + (2a +1) 22X ¢ '(x)j
sin x

me domen hapésirén D(L,) = {f eC?([0,7]): £'(0) = f '(x) =O} . Atéheré ky operator
éshté simetrik (shih [21]). Pérkufizojmé, pér he D(L,) té fiksuar, Nh=hf , atéheré

N*f =hf dhe N éshté operator normal. Operatori —L_ N &shté dnhéné me

(L, N) f(x) =-L, (Nf (x)) =-L, (hf )(x)
= (hf)"(x) + 2 +1) 222X (hf ) ()
SIn X
= h"(x) f (X) +h(x) f "(x) + 2h'(x) f '(x) +
+2a+) X (h(x) £ (%) +h(x) f (%)
SIn X

=-2h'(x) f'(x)-L,h(x)-L, f(x)
Késhtu pér komutatorin e tyre kemi
[N,La] f=hL f-L (hf)=2h"f'-L_h.

Principi i papércaktueshmérisé, Rrjedhimi 4.2.1, na jep

2 2
[nhf ||—%Inun—%]z%|<2f -
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4.3. Pérgjithésime té principit té papércaktueshmérisé

Né kété njési do té japim disa pérgjithésime té principit té& papércaktueshmérisé

bazuar né vetité e operatoréve. Fillimisht le té rikujtojmé kété rezultat

LEME 4.3.1 Pér ¢do x € D(A)\{0} vlen

min [(A-a)x|=A,(A) (4.19)

. L. . A
kurse minimumi arrihet pér a = <

Né Kkété njési, principet e papércaktueshmérisé jané thellésisht té lidhura me
rezultatin e teoremés qé flet pér principin e papércaktueshmérisé sé operatoréve té veté-

adjunguar. Pér ta realizuar kété, le té jené A" dhe B" operatorét e adjunguar té

operatoréve A dhe B, pérkatésisht. Marrim shénimin
D(A|B)=D(AB)nD(BA)ND(A")nD(B").

TEOREME 4.3.1. Le té jené A dhe B dy operatoré linear (mundésisht té
pakufizuar) me domen dhe rang né té njéjtén hapésiré té Hilbertit H . Pér ¢do vektor

x € D(A| B), té ndryshém nga zero, vlen
K[A, B]x, x>‘ <A (A)A (B)+A, (A)A,(B) (4.20)
Veértetimi. Pér ¢do vektor xe D(A|B), x#0, kemi

<[A, B]x, x> = (ABX, X) —(BAX, X)
= <Bx, A*x>—<Ax, B*x>

Duke shfrytézuar né ményré té njépasnjéshme mosbarazimin e trekéndéshit dhe até té

Cauchy-Schwarz-it, kemi

K[A B]x, x>‘ - |< ABX, X) —(BAX, x>|
= KBX, A*x> —<Ax, B*x>‘

< K Bx, A*x>‘ +‘<Ax, B*x>‘
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< ||Ax||“BxH + ||Bx|” A'x (4.21)

Pér ¢cdo a,beC, mé larté né vend té operatoréve A dhe B marrim operatorét

A-al dhe B—bl . Dihetse [A B]=[A-al,B-bl], prandaj mund té shkruajmé
([AB]x x| <|(A-an)x]|(B"~bt)x|-+|(B-bI)x|[( A ~a1)x| (4.22)
Tani, né (4.21) pérdorim Lemén 4.3.1 pér té fituar
min {|(A-at)x||(B: ~bt x|+ |(B—bn) x| A" ~a1 ) x|
= A (M)A, (B*)+A,(A)A,(B)

Me cka éshté vértetuar mosbarazimi (4.20). O

RRJEDHIM 4.3.1. Le té jené A dhe B operatoré normal me domen dhe me
rang né hapésirén e Hilbertit H . Pér ¢do xe D(A|B), x#0, kemi
(A B]x, x)| < 2] Ax]|B| (4.23)
Pér mé tepér vilen

K[A, B]x, x)\ <2A,(A)A,(B) (4.24)

Vértetimi. Vetém le t& pérmendim se pér x € D(A) N D(B) dhe operatorét normal

A dheB vlen ||Ax||:‘A*x B*x| dhe se pér numrat kompleks a dhe b,

[Bx]=|

operatorét A—al dheB—Dbl jané operator normal dhe vértetésia e pohimit del nga
(4.20) dhe (4.21). O

Teoria e operatoréve té pakufizuar té veté-adjunguar, normal, simetrik éshté miré
e studiuar. Po ashtu edhe teoria e operatoréve hipernormal té pakufizuar ka rezultate té
lakmueshme. Né kété piké mund té shtojmé edhe njé rrjedhim gé i nénshtrohet teoremés

sé mésipérme. Né fakt japim kété

RRJEDHIM 4.3.2 Le té jené A dhe B operatoré hipernormal (ose cift
operatorésh normal dhe hipernormal) me domen dhe me rang né hapésirén e

Hilbertit H . Pér ¢cdo xe D(A|B), x=0, vlejné mosharazimet e mésipérme (4.23)

dhe (4.24).
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Veértetimi. Le té rikujtojmé se sipas pérkufizimit, operatori A, dendésisht i

pérkufizuar, éshté hipernormal nése né domenin e vlerave té tij plotéson mosbharazimin

mosbarazimet pérkatése. O

A*X

<|Ax|. Tani, éshté evidente se pér operatorét e tille A dhe B vlejné

Principi i papércaktueshmérisé (*) éshté pasojé e Rrjedhimit 4.3.1, sepse operatori
S éshté normal, kurse operatori D operator i veté-adjunguar (me kété edhe normal).

Né pérgjithési mosbarazimi (4.24) nuk éshté e théné té vlejé. Si shembull i tillé mund té

0 1
A= dheB=0 0
00 10

né hapésirén e Hilbertit C*. Nése marrim vektorin X:{O]' atéheré ana e majté e

shérbejé marrja e matricave

mosbarazimit (4.23) éshté 1, kurse ana e djathté éshté zero.

Rezultat né Teoremén 4.3.1 dhe né Rrjedhimin 4.3.1 mbéshteten né mosbarazimin
(4.21) dhe faktin se operatori i identitetit komuton me secilin operator. Le té provojmé

té zhvillojmé mé tej kété ide. Duke filluar me operatorét A dhe B, do té provojmé té
gjejmé dy operatoré U dhe V qé ofrojné kufi mé t& miré mbi K[A,B]x,x>‘. Do té

pérdorim operatorét U dhe V né ményré gé té reduktojmé kufirin e sipérm (4.21). Pér
té realizuar kété kérkojmé qé xe D(A|B)nD(A|V)nD(B|U)nD(U |V) si dhe

[AV]x=[B,U]x=[UV]x=0 (4.25)
Kéto kushte kané pér pasojé ekuacionin
<[A, B]x, x> = <Bx —VX, A*x—U*x>—<Ax—Ux, B*x—V*x>
dhe pér pasojé mosbarazimin

K[A B]x, x>‘ = KBX —Vx, A'x-U *x>—<Ax—Ux, B*x—V*x>‘
< KBX -Vx, A'x-U x>‘ +‘<AX—UX, B*x—V*x>‘
A'x-U"x

< ||Ax—Ux|” B*x—V"x

+|

1Bx —Vx| (4.26)
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Kétu ngrihet c¢éshtja e minimizimit té (4.25) mbéshtetur né (4.24). fillimisht,
identifikimi i gjithé operatoréve, U dhe V, té tillé qé té vleje [AV]x=[B,U]x=0

éshté i véshtiré dhe akoma mé e véshtiré éshté kérkesa shtesé gé [U,V]x=0. Sig edhe

mund té shihet, kétu kemi njé kérkesé qé operatorét pérkatés té jené komutues. Po ashtu,
edhe funksioni né anén e djathté té (4.26) éshté shumé i komplikuar. Kjo na shtyn qé té
pérdorim strategji mé pak optimale pér ta pérdorur né ményré efektive mosbarazimin
(4.26). Kétu, pérzgjedhim operatorin U té jeté shuméfish i operatorit té identitetit dhe

duke vepruar si né Teoremén 4.3.1 fitojmé kufirin

[([A B]x, x)| <[ Ax—Ux|[B"x =V x|+ | A'x ~U"x] [Bx - V]
<|| Ax—ax]|B"x -V "]+ | A"x — ax| [Bx Vx| (4.27)
Né mosbarazimin e fundit marrim minimumin dhe fitojmé
K[A, B]x,x>‘§AX(A)‘ B*x—V x|+ A, (A")[Bx - V]| (4.28)

qé vlen sa heré qé [AV]x=0.

Nése shtrohet ¢éshtja se kur vlen barazia né principet e papércaktueshmérisé té
sipérpérmendur né kété kapitull, atéheré pikérisht mosbarazimi (4.26) luan rolin ky¢ né
gjitha kéto mosbarazime. Teorema né vijim jep kushtet e nevojshme dhe té mjaftueshme

se kur vlen barazia né (4.26).

TEOREME 4.3.2 Le té jené A,B,U,V operatoré linear me domen dhe rang né
hapésirén e Hilbertit H dhe x le té jeté njé element i ndryshém nga zero né
D(A|B)ND(A|V)nD(B|U)nD( |V) qgé plotéson (4.25).

(@ Nése x nuk éshté né bérthamén e asnjérit nga operatorét

A-U,A"-U",B-V,B"-V", atéheré barazia né (4.26) vlen nése dhe vetém

nése ekzistojné konstanta e ndryshme nga zero, o, a,, f,, 5, € C ku az—?< 0
al 1

i tillé gé x shtrihet né bérthamén e operatoréve

So, = (A-U)+a,(B V"), T, , = A(A -U")+4,(B-V) (4.29)

oy,
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(b) Nése x éshté né sé& paku bérthamén e njérit nga operatorét
A-U,A"-U" B-V,B"-V", atéheré barazia géndron né (4.27) nése dhe
vetém nése ekzistojné konstantat a;,a, 3,8, €C ku |a|+|a,|#0 dhe
|B]+|B,| # 0 té tillagé x shtrihet né bérthamén e operatoréve S, , dhe T,
né (4.29).

Vértetimi. Duke e shqyrtuar fitimin e (4.27), vérejmé se barazia né (4.26) géndron

nése dhe vetém nése

Bx —Vx, A"x —U "x)—{ Ax—Ux,B"x =V "X
{ )= )
= KBX ~Vx, A'x-U x>‘ +KAX—UX, B*x—V*x>‘ (4.30)

dhe nése ekzistojné konstantat a;,,, 3,8, €C ku |ay|+|a,|#0 dhe |B|+|B,|#0

ashtu gé
a,(AX-Ux)+a,(B'x-V™'x) =0, B (A'X-U"X)+ £,(Bx-Vx) =0 (4.31)

Le té vérejmé se (4.31) vlen nése dhe vetém nése x shtrihet né bérthamén e operatoréve
S,.., dne T, , né(4.29).

Fillimisht e vértetojmé pjesén (a) té késaj teoreme. Pér té realizuar vértetimin,

vérejmeé se nése X nuk éshté né bérthamén e operatoréve A-U,A"-U",B-V,B"-V",

atéheré té gjitha madhésité ||Ax—Ux||2, ‘A*X—U*X i |Bx —Vx||2 dhe ‘B*x—V"xH2 jang

pozitive. Sikurse éshté vérejtur mé sipér, barazia né (4.25) ka pér pasojé faktin gé (4.30)

dhe (4.31) plotésohen pér disa konstanta o, a,,B,5,€C Ku |ay|+|a,|#0 dhe
|B|+|B,|# 0. Vérejmé se gjitha konstantat «;,a,, B, B, € C jané té ndryshme nga zero.

Me té vérteté, pér shembull, nése o, =0, atéheré sipas (4.30) do té pérfundonim se
a,(B’x-V'x)=0.

Pasi g¢ B'x—-V x=0, kjo ka pér rrjedhojé se o, =0 e gé éshté né kundérshtim me

kushtin |e; | +|er,| # 0. Pér mé tepér, pér shkak se a;, B, # 0, (4.30) mund té rishkruhet si
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Ax—Ux =~ 22 (B'x—V"x), A'X—U"x =~ 2 (Bx-Vx) (4.32)

a, 1

Duke e zévendésuar (4.32) né (4.30), fitojmé

&”Bx —Vx||2 —&‘ B'x—v x| =22 |Bx —Vx||2 + % ‘ B x—Vx|’
B o b o
dhe duke shfrytézuar faktin se ||Bx—Vx||2 ‘ B'x—v'x[ >0 del se 2222 <0,

alﬂl

Pér kahen e kundért té vértetimit, mund té tregohet se (4.30) dhe (4.31) jané
plotésuar dhe késhtu qé vlen barazia né (4.26).

Né pjesén (b) té rezultatit, supozojmé se x éshté sé paku né bérthamén e njérit
nga operatorét A—U,A"-U",B-V,B" -V ". Atéheré (4.30) plotésohet menjéheré. Kjo

edhe jep kushtin ekuivalent pér baraziné né (4.26). o

RRJEDHIM 4.3.3 Le té jené A dhe B operatoré linear té veté-adjunguar me
domen dhe rang né hapésirén e njéjté komplekse té Hilbertit, H , dhe X le té jeté njé
element i ndryshém nga zero né D(A|B). Atéheré, ose X éshté njé vektor vetjak i A
ose B dhe barazia vlen né (4.5) ose barazia vlen né (4.5) nése dhe vetém nése

ekziston njé konstanté e ndryshme nga zero xR e tillé gé x éshté njé vektor vetjak

i operatorit S, . =A—iuB.

1-iu

Vértetimi. Me pérzgjedhjen e U:=al dhe V:i=bl ku a::<|'A|\X—|’|2X>
X

_ (BX, X)
X

adjunguar, pohimi i paré i rrjedhimit del nga Teorema 4.3.2 ose nga fakti se x éshté

dhe duke marré né konsideraté se A dhe B jané operatoré linear té veté-

vektor vetjak i A ose B nése dhe vetém nése A, (A)A,(B)=0. Duke ndjekur

vértetimin e Teoremés 4.3.2, mund té vértetohet rasti kur x nuk éshté vektor vetjak as i
AasiB.

Vérejmé se Teorema 4.3.2 é&shté pérgjithésim i Teoremés 4.2.1 dhe i rrjedhimeve

té saj.
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PERFUNDIME

Né kété disertacion kemi ndjekur vetiné komutuese té kompozimit té operatoréve dhe
ndikimin e saj né raport me produktin dhe shumén e cifteve té operatoréve té klasés sé
njéjté dhe klasave té ndryshme. Eshté interesant té pérmendet fakti se ruajtja e produktit
té operatoréve brenda njé klase operatorésh nuk éshté e arritshme as pér klasat si ajo e
operatoréve normal nése nuk shtohen kushte shtesé pikérisht né raport me kété veti.
Sigurisht gé marrja né shqyrtim e gjitha cifteve t& mundshme do té ishte njé mision i
pamundshém, prandaj jemi kufizuar né disa klasa gé jané mé té njohura, natyrisht duke
mos anashkaluar edhe klasa operatorésh jo aq familjare. Vlen té theksohet se klasat e
shqyrtuara, né té shumtén e rasteve, jané klasa mé té gjera se ajo e operatoréve normal,

pérvec né rastin e operatoréve té veté-adjunguar.

Né kreun e paré né ményré koncize jané dhéné konceptet bazike nga teoria e

operatoréve té nevojshme pér zhvillimin e métejmé té disertacionit.

Né kreun e dyté kemi dhéné disa rezultate né lidhje me ndikimin e vetisé komutuese dhe
asaj dyfish komutuese té operatoréve né raport me produktin e operatoréve té klasave té
njéjta dhe t& ndryshme. Késhtu bazuar né rezultatet e mirénjohura si ato né [42], [43]
dhe [45], ku éshté treguar se né c¢faré kushte t€ komutativitetit produkti i operatoréve
normal do té jeté normal, kemi ofruar rezultatet e formuluara né Teoremat 2.3.2, 2.3.3
dhe 2.3.4, né lidhje me klasén e operatoréve hipernormal, kuazihipernormal, izometrik,
si dhe né Teoremat 2.4.1, 2.4.2 dhe 2.4.5 dhe 2.4.6 pér operatorét n-normal dhe

operatorét e klasés (Q) me fugi n.

Né kreun e treté, kemi zgjeruar studimin né operatorét komutues deri né njé faktor.
Krahas rezultateve té njohura dhe rrjedhimeve gé kané té béjné me vlerat gé mund té
merr faktori i komutimit kemi ofruar po ashtu, né Teoremat 3.3.5, 3.3.6, 3.3.8. disa
rezultate gé lidhen me ciftet e operatoréve e klasave hipernormal, paranormal dhe
kuazihipernomal. Po ashtu, kemi dhéné pérkufizim té ri, Pérkufizimin 3.4.1 dhe né

raport me té edhe disa rezultate té prezantuara né Teoremat 3.4.1, 3.4.2 dhe 3.4.3.
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Né kreun e katért, duke ju referuar vetisé komutuese, pérkatésisht jo-komutuese té
operatoréve té pakufizuar kemi dhéné interpretimin e principit t& papércaktueshmérisé
né fizikén kuantike nga kéndvéshtrimi i teorisé sé operatoréve. Népérmjet Teoremave
4.2.1 dhe 4.2.2, kemi dhéné zgjerimin e principit té papércaktueshmérisé né klasa

operatorésh gé tejkalojné até té operatoréve té veté-adjunguar.
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REKOMANDIME

1.

2.

Shqgyrtimi i klasave tjera té operatoréve dhe gjetja e kushteve té mjaftueshme gé

produkti i operatoréve té ruhet brenda klasés pérkatése.

Zgjerimi i studimit té operatoréve gé komutojné deri né njé faktor edhe pér
klasat e tjera té operatoréve duke fiksuar njérin operator né ciftin e studiuar té
operatoréve dhe operatorin tjetér duke e ndryshuar, pérkatésisht duke e marré

nga klasat gé nuk jané pérfshiré né kété disertacioni.

Ndértimi, respektivisht formulimi i principit t€ papércaktueshmérisé pér cifte té
operatoréve nga klasa té ndryshme dhe hapésira té ndryshme té Hilbertit. Duhet
pérmendur kétu se pér shkak té natyrés sé fenomeneve fizike ekzistojné njé
numér kufizimesh gé duhet marré né konsideraté gjaté punés me operatorét e

pakufizuar.
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SUMMARY

In this dissertation we have follow the commutativity property of composition of
operators, sum and product impact on the pair of operator of the same class and
different classes. Here it is important to emphasize the fact that closeness under product
of the same class it is not possible even for normal operators if there is not additional
condition related with this property. Clearly, it would be impossible to study operator
classes, that’s why we are limited with known operator classes and some other classes.
It is important to mention that the studied classes are larger classes than normal
operators, except those of self —adjoint operators.

In the first chapter we have given basic definitions from theory of operators which are
necessary to accomplish the dissertation.

In the second chapter we have shown some results related with the impact of
commutativity and double commutativity property related with the product of operators
of the same and different classes. Getting started with well known results as [42], [43]
and [45], where are shown in which commutativity conditions the product of normal
operators are normal operators, we have given the formulated results in Theorems 2.3.2,
2.3.3 and 2.3.4, related with hyponormal, quasi-hyponormal, isometric class of
operators and Theorems 2.4.1, 2.4.2 and 2.4.5 and 2.4.6 for n-normal operators and n-
power class (Q) operators.

In the third chapter we have expended the study of commutative operators until factor
one. Except known results and corollaries related with values that can take
commutative factor we have offered in Theorems 3.3.5, 3.3.6, 3.3.8 some results with
operator pairs of hyponormal, paranormal and quasi-hyponormal classes. Also, we have
given a new definition, Definition 3.4.1 and some other presented results in Theorems
3.4.1,3.4.2and 3.4.3.

In the fourth chapter, referring to commutativity property, respectively non
commutativity property of infinite operators we have given the interpretation of
uncertainty principle in quantum physics from operator theory view point. With
Theorems 4.2.1 and 4.2.2, we have given the expansion of uncertainty principle on

operator classes which exceed the class of self-adjoint-operators.
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