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Abstrakt

Né kété punim té doktoraturés do té pérkufizojmé klasét e operatoréve: k-kuazi klasé
A’ k-kuazi-x-paranormal, (p,r,q)-+-paranormal dhe absolut-(p, r)-*-paranormal.

Pér kéto klasé té operatoréve do té studiohen vetité bazike té tyre. Pastaj do té
studiohen vetité spektrale pér operatorét k-kuazi klasé A*, k-kuazi-x-paranormal,
(p, 7, q)-*paranormal, e né veganti pér operatorét p-x-paranormal, si dhe rrjedhimet
nga ato veti. Gjithashtu, pér operatorét k-kuazi klasé A do té vértetojmé disa veti
pér nénhapésirén invariante.

Meé tutje, do té vértetojmé Teoremén e Weyl-it dhe versionet e saj pér operatorét
k-kuazi-x-paranormal dhe k-kuazi klasé A’. Po ashtu do té vértetojmé teoremén e
Browder-it dhe versionet e saj pér operatorét k-kuazi klasé A* . si dhe do té tregojmé
se spektri i operatorit, spektri i Weyl-it dhe spektri i Browder-it i késaj klase té op-
eratoréve éshté i vazhdueshém. Do té vazhdojmé me vetité spektrale pér operatorét
absolut-k-x-paranormal, teoremén spektrale si dhe Teoremén e Browder-it pér kété
klasé té operatoréve.

Né vazhdim, do té vértetojmé teoremén: Prodhimi tensorial T® S éshté operator
k-kuazi klasé A, atéheré dhe vetém atéheré, kur vlen njéri nga kushtet:

1. T dhe S jané operatoré k-kuazi klasé A*,

2. TF1 = O ose S¥! = O,

si dhe teoremén analoge pér klasén e operatoréve A(k*).

Né kapitullin e fundit do té japim Teoremén e Fuglede-Putnamit pér operatorét
k-kuazi klasé A?, e cila éshté rrjedhim i vetive spektrale té késaj klase té opera-
toréve. Ndérsa né fund té punimit do té tregojmé se operatorét k-kuazi-x-klasé A e
plotésojné dekompozimin e tipit Wold.

Klasifikimi sipas AMS 2010: Primare 47b20; Sekondare 47A10, 47A15,
47AB3, 4TAT5, 47A80.

Fjalét kycge: spektér, resolvente, rreze spektrale, spektér pikésor, spektér aproksi-
mativ, spektér surjektiv, spektér i pérbashkét pikésor, spektér i pérbashkét aproksi-
mativ, normaloid, isoloid, polaroid, pol i resolventes, piké e izoluar, Idempotent i
Riesz-it, nilpotent, pothuajse-nilpotent, a-isoloid, a-polaroid, normal, paranormal,
hipernormal, x-paranormal, klasa A, klasa A*, klasa A(k), klasa A(k*), absolut-k-
paranormal, absolut-k-+-paranormal, k-kuazi klasé A%, k-kuazi-*-paranormal, (p,r, q)-
x-paranormal, absolut-(p, r)-«-paranormal, Teorema e Weyl-it, Teorema e Browder-
it.
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Abstract

In this doctorate thesis, we will define the operator classes: k-quasi class A, k-quasi-
«-paranormal, (p, 7, ¢)-*-paranormal and absolute-(p, r)-*-paranormal,where we will
also study their basic properties. Then, we will study spectral properties of the k-
quasi class A*, k-quasi-x-paranormal, (p, 7, q)-*-paranormal operators, particularly
of p-x-paranormal operators, as well as corollaries from these properties. Further,
for the k-quasi class A’ operator, we will prove some properties for the invariant
subset.

Furthermore, we will prove the Weyl’s Theorem and its versions for the k-quasi-
x-paranormal operators. Then, we will work on Weyl’s Theorem for the k-quasi
class A} operator, where we will also prove the Browder’s Theorem and its versions
for this class of operators. Next, we will show that the spectrum, the Weyl and
Browder’s spectrum of this operators’ class is continuous. We will continue with
spectral properties for absolute-k-*-paranormal operators, the spectral theorem and
with the Browder’s Theorem for this class of operators.

In addition, we will prove the theorem: The tensorial product T'® S is k-quasi
class operator A’ if and only if one of the conditions holds:

1. T and S are k-quasi class A’ operators,

2. TH1 =0 or ¥ =0,

as well as the analogue theorem for the class A(k*).

In the last chapter, we will give the Fuglede-Putnam theorem for the k-quasi
class A} operators, which is a corollary of the spectral properties of this class of
operators. Finally, we will show that the k-quasi-x-class A operators satisfy the
decomposition of the Wold type.

Classification according to AMS 2010: Primary 47b20; Secondary 47A10,
A7TA15, 4TAB3, 47TAT5, 47A80.

Key words: spectrum, resolvent, spectral radius, point spectrum, approxi-
mative spectrum, surjective spectrum, point joint spectrum, approximative joint
spectrum, normaloid, isoloid, polaroid, pol of resolvent, isolated point, Idempo-
tent of Riesz, nilpotent, quasinilpotent, a-isoloid, a-polaroid, normal, paranormal,
hypernormal, #-paranormal, class A, class A*, class A(k), class A(k*), absolute-k-
paranormal, absolute-k-*-paranormal, k-quasi class A*, k-quasi-«-paranormal, (p, r, q)-
x-paranormal, absolute-(p, r)-*-paranormal, Weyl’s Theorem, Browder’s Theorem.
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Hyrje

Spektri i operatorit paraget njé kuptim bazé né teoriné e operatoréve. Pas pérku-
fizimit té njé klase té operatoréve dhe studimit té vetive bazike té tyre, veti té
réndésishme té cilat studiohen jané vetité spektrale té asaj klase té operatoréve.

Matematikani i madh gjerman Herman Weyl(1885-1955) né [97] né vitin 1909
ekzaminoi spektrin e perturbimit kompakt 7"+ K pér operatorin e veté-adjunguar
T dhe vérejti se pér ¢do operator kompakt K, p € o(T + K), atéheré dhe vetém
atéheré, kur p nuk éshté vleré vetjake e izoluar me shuméfishitet té fundmeé. Sot
ky rezultat éshté i njohur me emrin: Teorema e Weyl-it. Ky emértim u pérdor pér
heré té paré nga L. A. Coburn né [21], né té cilin punim, Coburn zgjeroi Teoremén
e Weyl-it pér operatorét hipernormal. Q€ té tregojmé se operatori 7' e plotéson
Teoremén e Weyl-it, duhet té tregojmé se plotésohet barazimi:

o(T)\ 0u(T) = meo(T).

Punimet lidhur me Teoremén e Weyl-it vazhduan nga matematikan té tjeré, si
S. K. Berberian, i cili vértetoi Teoremén e Weyl-it pér operatorét seminormal né An
extension of Weyl’s theorem to a class of not necessarily normal, Michigan Math.
J. 16(1966). Pastaj, nga P. Aiena, W. Y. Lee, R. E. Harte, R. Curto, S. Mecheri,
K. Tanahashi, Y. M. Han, M. Berkani, B. P. Duggal, A. Uchiyama, et;j.

Teorema e Weyl-it luan rol gendror né teoriné spektrale té operatoréve. Jané
dhéné edhe disa variante té tjera té teoremeés sé¢ Weyl-it, si:

Teorema e a-Weyl-it, e pérmendur pér heré té paré nga V. Rakocevié¢ né [81],
0a(T) \ 0uuw(T) = mg(T),
Teorema e Pérgjithshme e Weyl-it, e pérmendur pér heré té paré nga M. Berkani
né [14]:
o(T) \ opw(T) = Hoo(T),
Teorema e Pérgjithshme e a-Weyl-it, e pérmendur pér heré té paré né [13]:
oa(T) \ oupw (T') = 115 (T).

Po ashtu, Teorema e Browder-it éshté njé version i teoremés sé¢ Weyl-it:

Ub(T) = Ow(T).
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X

Pastaj Teorema e a-Browder-it, Teorema e Pérgjithshme e Browder-it dhe Teo-
rema e Pérgjithshme e a-Browder-it.

Ky punim éshté i ndaré né katér kapituj.
Kapitulli i paré: Operatori dhe spektri i tij

Né kapitullin e paré kemi dhéné kuptimet themelore dhe pohimet ndihmése, té
cilat do ti shfrytézojmé pér vértetimin e pohimeve themelore né kapitujt dy, tre dhe
katér, té cilét kapituj jané té pérbéré kryesisht nga punime autoriale. Kétu kemi
dhéné kuptimet pér operatorin, bérthamén dhe imazhin e tij, né ményré té vecanté
kemi dhéné ascentin dhe descentin e operatorit.

Pastaj né paragrafin tjetér kemi vazhduar me operatorin e adjunguar, operatorin
invers, hapésirén invariante dhe projektorin ortogonal. Pastaj kemi dhéné spektrin e
operatorit dhe ndarjen klasike té tij, llojet e spektrit té operatorit si dhe disa pohime
pa vértetim lidhur me kéto kuptime. Po ashtu kemi pérkufizuar operatorét isoloid,
normaloid, a-isoloid, a-polaroid, nilpotent dhe pothuajse-nilpotent. Né vazhdim
kemi pérkufizuar SVEP-in dhe kemi dhéné vetité e tij.

Né dy paragrafet e fundit kemi rikujtuar pérkufizimin pér operatorét e Fredholm-
it(Erik Ivar Fredholm 1866-1927, matematikan suedez), Weyl-it, Browder-it, B-
Fredholm-it, B-Weyl-it dhe B-Browder-it si dhe spektrat pérkatés té tyre, dhe né
fund kemi dhéné kuptimin mbi Teoremén e Weyl-it, Teoremén e Pérgjithshme té
Weyl-it, Teoremén e a-Weyl-it, Teoremén e Pérgjithshme té a-Weyl-it, Teoremén e
Browder-it, Teoremén e Pérgjithshme té Browder-it, Teoremén e a-Browder-it dhe
Teoremén e Pérgjithshme té a-Browder-it.

Né fund té kétij kapitulli kemi folur pér Teoremén e pasqyrimit spektral lidhur
me spektrin e operatorit, spektrin e Fredholm-it, spektrin e Weyl-it, spektrin gjysmé
té sipérm té Weyl-it, spektrin e Browder-it, spektrin gjysmé té sipérm té Browder-it,
si dhe spektrat pérkatés té pérgjithshém.

Kapitulli i dyté: Vetité spektrale né disa klasé té operatoréve

Né kété kapitull do té pérkufizojmé operatorét: k-kuazi klasé A, k-kuazi-*-
paranormal, (p, 7, ¢)-*-paranormal, dhe absolut-(p, r)-*-paranormal.

Pér kéto klasé té operatoréve do té studiohen vetité bazike té tyre. Pastaj do
té studiohen vetité spektrale pér operatorét k-kuazi klasé A* | k-kuazi-x-paranormal
dhe (p,r, q)-*-paranormal (né vecanti pér operatorét p-x-paranormal) si dhe rrjed-
himet nga ato veti. Pér operatorét k-kuazi klasé A’ do té vértetojmé disa veti pér
hapésirén invariante.

Kapitulli i treté: Teorema e Weyl-it pér disa klasé té operatoréve

Né paragrafin e paré té kétij kapitulli do té vértetojmé Teoremén e Pérgjithshme
té Weyl-it dhe versionet e saj pér operatorét k-kuazi-k-paranormal. Pastaj né para-
grafin e dyté do té vértetojmé Teoremén e Weyl-it pér operatorét k-kuazi klasé A’ .
Po ashtu paraprakisht do té vértetojmé Teoremén e Browder-it dhe versionet e saj
pér kété klasé té operatoréve.



Ndérsa né paragrafin e treté kemi pérkufizuar vazhdueshmériné e spektrit dhe
kemi dhéné disa pohime té cilat do ti pérdorim pér vértetimet e rezultateve tona.
Do té tregojmé se spektri i operatorit, spektri i Weyl-it dhe spektri i Browder-it
pér operatorét k-kuazi klasé A’ éshté i vazhdueshém. Né paragrafin e fundit do té
shohim vetité spektrale pér operatorét absolut-k-x-paranormal, Teoremén spektrale
si dhe Teoremén e Browder-it pér kété klasé té operatoréve.

Kapitulli i katért: Veti té tjera té operatoréve k-kuazi klasé A*, A(k")
dhe k-kuazi-x-klasé A

Né kété kapitull, né paragrafin e paré do té japim kuptimet bazé pér prodhimin
tensorial dhe pohimet té cilat do t’i shfrytézojmé pér vértetimin e dy teoremave
bazé té kétij paragrafi dhe paragrafit té dyté:

Prodhimi tensorial 7" ® S éshté operator k-kuazi klasé A’ atéheré dhe vetém
atéheré, kur vlen njéri nga kushtet:

1. T dhe S jané operatoré k-kuazi klasé A’

2. TF1 = O ose S¥1 = O,

si dhe teoremén analoge pér klasén e operatoréve A(k*).

Né paragrafin e radhés do té japim Teoremén e Fuglede-Putnamit pér operatorét
k-kuazi klasé A, qé kétu do té tregohet se éshté rrjedhim i vetive spektrale té késaj
klase té operatoréve. Ndérsa né paragrafin e fundit té kétij kapitulli do té vértetojmé
se operatorét k-kuazi klasé A* e plotésojné dekompozimin e tipit Wold.
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Kapitulli 1
Operatori dhe spektri i tij

Le té jené H dhe K hapésira té Hilbert-it, ku nése nuk themi ndryshe do ti kuptojmé
si hapésira komplekse me dimension té pafundmé. Me L(H, K') shénojmé bashkésiné
e té gjithé operatoréve té kufizuar nga H né K, e cila éshté hapésiré e normuar lidhur
me normen

1T = sup{||Tz|| : v € H, ||| <1},

rrjedhimisht me normén

1T = sup{[(T'z, y)| : ||| = [lyll = 1},

ku me (.,.) kemi shénuar prodhimin skalar.

Nése H = K, atéheré shkurt shénojmé L(H) = L(H, H). Operatorin identik e
shénojmé me I ndérsa operatorin zero me O. Mbylljen e bashkésisé M e shénojmé
me M, numrin e konjuguar té numrit kompleks ;2 me 77, ndérsa pjesén reale t& numrit
kompleks ¢ me Rep dhe pjesén imagjinare me Imp. Bashkésiné e numrave natyralé
e shénojmé me N, bashkésiné e numrave realé me R dhe bashkésiné e numrave
kompleksé e shénojmé me C. Gjithashtu né vend té T' — pl do té shénojmé shkurt
T — p.

1.1 Rangu dhe bérthama e operatoréve. Ascenti
dhe descenti i tyre

Le té jeté T € L(H, K). Me
ker(T) ={z € H:Tx =0} =T '({0}),

kemi shénuar bérthameén e operatorit 1" e cila éshté nénhapésiré e mbyllur e hapésirés
H. Nése ker(T') = {0}, atéheré operatori T' éshté injektiv.
Me
T(H)={y € K : y=Tx pér ndonjé = € H},
éshté pérkufizuar rangu i operatorit 7' ose imazhi i tij. Tregohet se T'(H) éshté
nénhapésiré e hapésirés K, né rastin e pérgjithshém jo e mbyllur. Nése T'(H) = K,
atéheré operatori 7' éshté surjektiv.



Teorema e Weylit dhe vetité spektrale né disa klasé té operatoréve

Pasi qé
{0} = ker(T°) C ker(T) C ker(T?) C -- -,

pra kemi varg rrités té bérthamave té operatorit 7', atéheré mund té marrim pérku-
fizimin:

Pérkufizim 1.1.1. Pér operatorin 7' € L(H ), numrin mé té vogél té ploté pozitiv
p pér té cilin vlen
ker(T?) = ker(T?*1),

e quajmé ascent(ngritje) té operatorit 7' dhe e shénojmé me p(T'). Nése njé numér i
tillé nuk ekziston, atéheré kemi p(7T") = oo.
Themi se T ka ascent té fundmé né qofté se,

p(T — p) < oo, pér ¢do p € C.

Pasi qgé
- CTX(H) C T(H) C T°(H),

pra kemi varg zvogélues té rangjeve té operatorit 7', prandaj mund té marrim pérku-
fizimin:

Pérkufizim 1.1.2. Pér operatorin 7' € L(H ), numrin mé té vogél té ploté pozitiv

q pér té cilin vlen
T(H) =T (H),

e quajmé descent(zbritje) té operatorit 7' dhe e shénojmé me ¢(7"). Nése njé numér
i tillé nuk ekziston, atéheré kemi ¢(7") = oo.
Themi se T ka descent té fundmé né qofté se,

q(T — p) < o0, pér ¢do p € C.

Lemé 1.1.1. [i, Theorem 1.19 dhe 1.26] Le té jeté T' operator linear né H.

1. Nése p(T) dhe q(T) jané té fundmé, atéheré p(T) = q(T),

2. Nése p(T) = q(T) < oo, atéheré H =T?(H) @ ker(T?),

3. Nése pér ndonjé numér natyral m vlen H = T™(H) & ker(T™), atéheré
p(T) = q(T) < m.

Pér T € L(H), me a(T) = dimker(7T") shénojmé dimensionin e bérthamés sé
operatorit T, ndérsa me $(7T") = dim(H /T (H)) kodimensionin e rangut té operatorit
T.

Lemé 1.1.2. [67], Theorem 1.2.5] Le té jet¢ T € L(H,K). Operatori T éshté me
rang té mbyllur, atéheré dhe vetém atéheré, kur T éshté me rang té mbyllur.

Lemé 1.1.3. [67, Theorem 1.2.7 | Nése T ka rang té mbyllur, atéheré

a(T) = B(T") dhe o(T*) = B(T).




Teorema e Weylit dhe vetité spektrale né disa klasé té operatoréve

Pérkufizim 1.1.3. Le té jeté T € L(H).

1. Operatori T quhet i kufizuar nga poshté né qofté se, T' ka rang té mbyllur
dhe éshté injektiv,

2. Operatori T' quhet pothuajse-invertibil nése 7" éshté injektiv dhe me rang té
dendur,

3. Operatori S € L(H) quhet transformim pothuajse-invertibil i operatorit T
nése ekziston operatori pothuajse-invertibil X i tille q¢ XS =TX,

4. Operatorét T dhe S jané té ngjashém, né qofté se ekziston operatori invertibil
me invers té kufizuar X i tillé q¢ XT = SX.

5. Pér operatorét S,T" € L(H) themi se jané pothuajse té ngjashém nése ekzis-
tojné operatorét injektiv X, Y € L(H) me rang té dendur, té tillé q¢ XS = TX dhe
YT = SY.

Nése S dhe T jané pothuajse té ngjashém, simbolikisht shénojmé S ~ T, [66].

Pérkufizim 1.1.4. Operatori T': H — K quhet kompakt, né qofté se pér ¢do varg
té vektoréve njési {z,,}o°_, nga H, vargu {Tz,,}>°_, ka nénvarg konvergjent né K.

Shénojmé me B(H, K) bashkésiné e té gjithé operatoréve kompakt nga hapésira
H né hapésirén K. Eshté e qarté se nése T' éshté operator kompakt, atéheré T' éshté
operator i kufizuar, pra nga T" € B(H, K) rrjedh se T' € L(H, K). Tregohet se
B(H, K) éshté nénhapésiré e mbyllur e hapésirés L(H, K), [52, Proposition 13.1].

Lemeé 1.1.4. Le té jené H, K dhe J hapésira té Hilbert-it.

1. Né qofté se njéri nga operatorét T € L(H,K) dhe S € L(K,J) éshté kompakt,
atéheré edhe kompozimet ST dhe T'S jané operatoré kompakt.

2. Né qofté se pér T € L(H,K) operatori T*T éshté kompakt, atéheré edhe T
éshté kompakt.

3. Operatorit T € L(H, K) éshté kompakt, atéheré dhe vetém atéheré, kur T* €
L(K, H) éshté kompakt.

Né rastin e pérgjithshém, nése T™ éshté operator kompakt pér ndonjé numér
natyral n, nuk rrjedh se edhe T' éshté kompakt. E tregojmé kété me njé shembull.

Shembull 1.1.5. Le té jeté {e,,}5o_, bazé ortogonale né H = I5(N). Pérkufizojmé
operatorin T té dhéné me

Teor_1 = egp dhe Teq, =0, pérk=1,2,3,---

Eshté e qarté se nga vargu i vektoréve njési {e,, }°°_,, nuk mund té nxirret njé
nénvarg konvergjent, prandaj T nuk éshté operator kompakt.
Né anén tjetér, pasi g¢ T* = O, atéheré T? éshté operator kompakt.

Né kété punim do té tregojmeé se kjo qé thamé mé sipér nuk ndodh kur operatorét
jané k-kuazi-k-paranormal ose p-x-paranormal. Pra, nése T éshté operator k-kuazi-
«-paranormal (p-#-paranormal), ashtu qé T" éshté operator kompakt, atéheré edhe
T éshté operator kompakt.
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1.2 Operatorét e adjunguar. Projektori ortogonal
dhe nénhapeésira invariante

Pérkufizim 1.2.1. Pér T' € L(H, K) operatori T* € L(K,H) i cili e plotéson
barazimin
(T'z,y) = (z, T"y),

pér ¢do x € H dhe pér ¢do y € K, quhet operator i adjunguar i operatorit T’

Né qofté se T' = T*, atéheré T quhet operator i veté-adjunguar. Tregohet se vlen
|T|l = [|T*]|, si dhe éshté e qarté se I* = I dhe O* = O.

Vektori = éshté ortogonal me vektorin y né qofté se (z,y) = 0. Né kété rast
shénojmé x L y. Dy bashkési A dhe B nga hapésira H jané ortogonale(shénohet
A L B), né qofté se ¢do vektor nga bashkésia A éshté ortogonal me ¢do vektor
nga bashkésia B. Komplementi ortogonal i bashkésisé A éshté bashkésia At e cila i
pérmban té gjithé vektorét x € H, té cilét jané ortogonal né ¢do vektor nga bashkésia
A, pra:

At ={x € H:(z,y) =0, pércdoy € A}.

Eshté e qarté se A L A, AN A+ C {0}, ndérsa AN At = {0} né qofté se A e
pérmban vektorin zero.

Nése A C B, atéheré Bt C Al [25, Faqge 326]. Po ashtu, né qofté se M éshté
nénhapésiré e mbyllur e hapésirés H, atéheré H = M & M+,

Lemé 1.2.1. [67, Theorem 1.2.4] Le té jeté T € L(H). Atéheré,
ker(T*) = (T(H))™ .

Le té jeté M nénhapésiré e mbyllur e hapésirés H. Pérkufizojmé operatorin P :
H — M, té tillé qé

P(m +n) =m pér cdom € M dhe n € M+,

qé quhet projektor i hapésirés H mbi nénhapésirén M. Eshté e qarté se Pm = m pér
¢do m € M. Po ashtu P(H) = M dhe ker(P) = M+. Operatori P quhet projektor
ortogonal sepse
P(M) L ker(P).
Nga kétu shohim qé nése P éshté projektor ortogonal nga H mbi M, atéheré
ker(P) = (P(H))",

si dhe anasjelltas.

Né qofté se P éshté projektor ortogonal nga H mbi M, atéheré I — P éshté
projektor ortogonal nga H mbi M*. Pra, (I — P)(H) = M* dhe ker(I — P) = M.
Vlen

(I — P)(H) = ker(P) dhe P(M) = ker(I — P),

qé tregon se rangu i projektorit P éshté nénhapésiré e mbyllur.

Tregohet se pér ¢do nénhapésiré té mbyllur M té hapésirés H, ekziston projektori
ortogonal unik P i pérkufizuar mé sipér. Po ashtu tregohet se ||P|| = 1 dhe vlen kjo
Lemé:
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Lemé 1.2.2. [[6, Theorem 13.1] P éshté projektor ortogonal, atéheré dhe vetém
atéheré, kur P* = P dhe P éshté operator i veté-adjunguar.

Pérkufizim 1.2.2. Le té jeté M nénhapésiré e mbyllur e hapésirés H.

1. Pér nénhapésirén M themi se éshté T-invariante né qofté se T(M) C M. Pra,
né qofté se pér ¢do x € M, rrjedh Tx € M. Nénhapésira invariante M éshté jo
triviale, né qofté se M # {0} dhe M # H.

2. Nénhapésira M quhet nénéhapésiré e reduktuar pér operatorin 7', né qofté se
T(M) € M dhe T(M*) C M*.

3. Nénhapésira M éshté nénhapésiré hiperinvariante jo triviale pér T, nése {0} #
M # H dhe M éshté invariante pér ¢do operator S € L(H), qé plotéson kushtin
TS =ST.

Lemé 1.2.3. Le té jeté M nénhapésiré e hapésirés H.

1. [25, Proposition 5.54] Nénhapésira M e hapésirés H éshté T-invariante, atéheré
dhe vetém atéheré, kur M+ éshté invariante pér T*.

2. [25, Corollary 5.75] Nénhapésira M éshté nénhapésiré e reduktuar, atéheré dhe
vetém atéheré, kur M éshté invariante pér T' dhe T™.

Né qofté se T € L(H) dhe M nénhapésiré e mbyllur e hapésirés H, atéheré
H = M @ M+ dhe T mund té shprehet pérmes matricés té tipit 2x2 :

-

. A:M — M, pra Ae L(M);
B:M*+ — M, pra B € L(M*, M),
D:M — M* pra D€ L(M,M*Y);
dhe

C:M*+— M* praC e L(M"Y).

Lemé 1.2.4. [22, Proposition 3.7] Le té jeté T € L(H), M nénhapésiré e hapésirés
H dhe P projektor nga H mbi M. Atéheré, pohimet e méposhtme jané ekuivalente:

1. M éshté nénhapésiré invariante pér operatorin T .

2. PTP=TP.

3. D=0.

Po ashtu edhe pohimet e méposhtme jané ekuivalente:

4. M éshté nénhapésiré e reduktuar pér operatorin T.

5 PT =TP.

6. B=0 dhe D = 0.

7. M éshté nénhapésiré invariante pér operatoret T dhe T™.
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Nése T' € L(H) dhe M éshté nénhapésiré invariante pér operatorin 7', atéheré
me 7| shénojmé ngushtimin e operatorit 7' né M. Eshté e qarté se T'|y € L(M),
(T|pm)* = T*|p dhe ||y < ||T]|- Po ashtu, né qofté se M éshté nénhapésiré
invariante pér operatorin 1" dhe

A B
T= :

1.3 Operatoret pozitiv dhe dekompozimi polar

atéheré A = T'|y,.

Operatori T' € L(H) quhet operator pozitiv né qofté se, (T'z,xz) > 0 pér ¢do = € H.
Simbolikisht shénojmé T" > O. Cdo operator pozitiv né hapésirén komplekse éshté
operator i veté-adjunguar. Po ashtu éshté e qarté se operatorét T*7T" dhe TT* jané
operatoré pozitiv.

Tani do té japim disa lema té réndésishme, pa vértetim, pér operatorét pozitiv,
té cilat i kemi pérdorur pér vértetimin e pohimeve tona.

Lemé 1.3.1. [50, Jobarazimi i Hansenit] Nése operatorét A, B € L(H) plotésojné
kushtet A > O dhe ||B|| <1, atéheré

(B*AB)® > B*A°B pér ¢do § € (0,1].

Lem& 1.3.2. [51], 168, Jobarazimi Léwner-Heinz] Nése A > B > O, atéheré A° > B°
pér ¢do ¢ € [0,1].

Lemé 1.3.3. [69, Jobarazimi Holder-McCarthy] Le té jeté T' operator pozitiv. Atéheré,
jobarazimet e méposhtme vlejné pér ¢do x € H:

1. (Tra,z) < (Tx,z)" ||| pér 0 <r < 1,

2. (T"x,x) > (Tx,z)" ||z]|?*=) pérr > 1.

Nése pér operatorin T € L(H) ekziston operatori S € L(H) i tillé q¢ S? = T,
atéheré S quhet rrénja katrore e operatorit 7. Vlen kjo teoremé:

Teoremé 1.3.4. [25, Theorem 5.85] Pér ¢do operator pozitiv QQ € L(H), ekzis-
ton rrénja katrore unike Q% € L(H), e cila gjithashtu éshté operator pozitiv, i cili
komuton me ¢do operator me té cilin komuton operatori ().

Vémé |T| = (T*T)2, i cili éshté operator pozitiv dhe vlen |T|2 = T*T. Nga
kétu kemi |T*|?> = TT*. Shénojmé me [T*,T] = T*T — TT*, té cilin e quajmé
vet-komutator té operatorit 7T

Rikujtojmé pérkufizimin pér operatorin unitar.

1. Operatori U né H quhet izometri né qofté se |Uz| = ||z||, pér ¢do x € H.
Nga kétu rrjedh qé U éshté izometri, atéheré dhe vetém atéheré, kur U*U = I.

2. Operatori U quhet koizometri né qofté se operatori i adjunguar i tij U* éshté
izometri.
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3. Né qofté se U éshté izometri dhe koizometri, atéheré U quhet operator unitar.
Né kété rast U éshté invertibil dhe vlen U~! = U*.

4. Operatori T' quhet unitarisht ekuivalent me operatorin S, nése ekziston oper-
atori unitar A i tille q¢ AT = SA.

Tregohet se:

Operatori U € L(H, K) éshté izometri, atéheré dhe vetém atéheré, kur (Uzy, Uzs)
(x1,29), pér ¢do 1,29 € H, [Proposition 5.2, [22]].

Pérkufizim 1.3.1. Operatori U € L(H, K) quhet izometri parciale, né qofté se
ekziston nénhapésira e mbyllur M, e tillé qé ||Uzx| = ||z|, pér ¢do z € M dhe
Ur = 0 pér cdo z € M*. Né kété rast M = (ker(U))* quhet hapésira iniciale,
ndérsa U(H) quhet hapésira finale pér izometriné parciale U.

Pérkufizim 1.3.2. Né qofté se operatorin 7" € L(H,K) mund ta paragesim si
prodhim té njé izometrie parciale U € L(H, K) dhe té njé operatori jonegativ () €
L(H) dhe nése ker(U) = ker(Q), atéheré paraqitja T = UQ quhet dekompozim
polar i operatorit 7.

Teoremé 1.3.5. [25, Theorem 5.89] Le té jeté T € L(H,K). Atéheré, ekziston
izometria parciale U € L(H, K) me hapésiré iniciale (ker(T))* dhe hapésiré finale
T(H), e tillé ¢¢ T = U|T| dhe ker(T) = ker(|T|).

Lemé 1.3.6. [/9] Nése T = U|T| éshté dekompozim polar pér operatorin T, atéheré:
1. T* = U*|T*| éshté dekompozim polar pér operatorin T*.
2. Vien |T*|7 = U|T|2U* dhe |T|* = U*|T*|U, pér ¢do numér pozitiv q.

Pérkufizim 1.3.3. Themi se operatori 7" komuton dyfish me operatorin S, né qofté
se T komuton me operatorét S dhe S*.

Lemé 1.3.7. [/1, Theorem 2] Le té jené Ty = U1 Py dhe Ty = Uy Py dekompozime
polare té operatoréve Ty dhe Ty, respektivisht. Atéheré, pohimet e méposhtme jané
ekuivalente:

1. Operatori Ty komuton dyfish me operatorin Ts,

2. Operatorét Uy, Uy dhe Py komutojné me operatorét Uy, Uy dhe P,

3. [Pl,Pg] = O, [Ul,PQ] = O, [Pl,UQ] = O, [Ul,Ug] = O dhe [Uf, UQ] = 0.

Lemé 1.3.8. [/1, Corollary 1] Le té jené Ty = U1 Py dhe Ty = Uy Py dekompozime
polare té operatoréve T dhe Ty, respektivisht. Nése Ty komuton dyfish me Ty, atéheré

T1T2 - U1U2P1P2

éshté dekompozim polar i operatorit T\ Ty ashtu qé, U Uy éshté izometri polare me

ker(UlUg) = ker(Png) dhe P1P2 = |T1T2|
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1.4 Spektri i operatorit

Le té jeté T' € L(H). Bashkésiné

p(T)
= {p e C:T — u éshté invertibil }
= {peC:ker(T —pu)={0} dhe (T — p)(H) = H}

e quajmé bashkeési resolvente té operatorit 7', ndérsa pikat e késaj bashkésie quhen
pika regulare té operatorit T. Né bashkésiné resolvente pérkufizojmé pasqyrimin

Re(p) : p— (T = p)~",

té cilin e quajmeé resolvente e operatorit T'. Tregohet se ky pasqyrim éshté analitik
dhe i vazhdueshém né bashkésiné resolvente, [46, Theorem 10.1].
Bashkésiné komplement té resolventés e quajmé spektér té operatorit T', pra

o(T)
= {pu € C:T — pnuk éshté invertibil }
= {peCiker(T —p) # {0} ose (T — p)(H) # H}

e cila éshté bashkési e mbyllur dhe joboshe, [46, Theorem 10.1 dhe 10.2]. Po ashtu
o(T) éshté bashkési kompakte, [83, Theorem 10.13].
Eshté i njohur fakti se T ésht invertibil, atéheré dhe vetém atéheré, kur T* éshté

invertibil. Pra T' — p éshté invertibil, atéheré dhe vetém atéheré, kur T — i éshté
invertibil. Prandaj, o(T) = o(T™*) si dhe vlen

o(IT*)={peC:pea(l)}
Me
r(T) = sup{|p| : p € o(T)},

shénojmeé rrezen spektrale té operatorit 7. Pasi qé p € o(T') vetém nése |u| < ||T,
atéheré r(T) < ||T'|| pér ¢do operator T' € L(H).
Tregohet se vlen,

(1.4.1) r(T) = Lim [T,

m—00

qé quhet formula e Gelfand-Beurlingut, [83, Theorem 10.13].
Pérkufizim 1.4.1. Operatori T quhet normaloid, né qofté se r(7") = ||T|.

Nga pérkufizimi dhe nga relacioni ((1.4.1)) shohim qé operatori 7' éshté normaloid,
né qofté se
[T (| = ||, pér ¢do m € N.
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Pérkufizim 1.4.2. Le té jeté T € L(H).
1. Operatori T" quhet pothuajse-nilpotent, né qofté se

lim || 7= = 0.
m—r0o0

2. Operatori T' quhet nilpotent me rend té nilpotencés k, né qofté se ekziston
numri i ploté pozitiv £ i tillé qé

T 1 £ 0, dhe TF = O.

Shohim se nése T" éshté pothuajse-nilpotent atéheré o(7') = {0}. Po ashtu nga
pérkufizimi shohim se nése 71" éshté nilpotent, atéheré T" éshté pothuajse-nilpotent.
Mirépo e anasjellta nuk éshté e vérteté né rastin e pérgjithshém, |25, Proposition 2.
NJ.

Nése pér p € C ekziston 0 # x € H i tillé qé (T — p)x = 0, atéheré pu quhet vleré
vetjake e operatorit T ndérsa x quhet vektor vetjak i operatorit 7' lidhur me vlerén
vetjake u. Me

op(T)
= {p € C:T — p nuk éshté injektiv}
= {u€C:ker(T —pu) # {0}}

shénojmé spektrin pikésor té operatorit T'. Vérejmeé se, nése p éshté vleré vetjake e
operatorit T', atéheré p i takon spektrit pikésor té operatorit 7. Nése p éshté vleré
vetjake e operatorit T, atéheré me ker(T — p) shénojmé nénhapésirén vetjake té
operatorit 7" lidhur me vlerén vetjake p. Shuméllojshmeéri té vlerés vetjake p quajmé
dimensionin e nénhapésirés vetjake té vlerés vetjake p.

Nése dim(H) < oo, atéheré o(1") = 0,(T"). Mirépo, nése dim(H) = oo, tregohet
me shembuj se o(T") # 0,(T), prej nga rrjedh se mundet qé o,(7T) = 0, pra T né kété
rast nuk ka vlera vetjake. Shembull i operatorit té tillé éshté operatori i zhvendosjes
sé njéanshme.

Marrim operatorin nilpotent, me rend té nilpotencés k > 2. Atéheré, T'(T* 'z) =
0 pér ¢do x € H. Prandaj

{0} # T (H) C ker(T),

qé tregon se 0 éshté vleré vetjake e operatorit 7'. Nga kétu shohim se, nése 1" éshté
nilpotent, atéheré o(T) = 0,(T") = {0}.

Né qofté se nga (T — p)xr = 0 rrjedh (T — p)*x = 0, atéheré themi se p éshté
vleré vetjake normale e operatorit 7'. Bashkésiné e té gjitha vlerave vetjake normale
e shénojmé me 0;,(T") dhe e quajmé spektér té pérbashkét té operatorit 7. Eshté e
garté se vlen

ojp(T) € op(T),

mirépo e anasjellta nuk vlen né rastin e pérgjithshém, prandaj barazimi

(1.4.2) 0,0(T) = 0,(T).

9
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nuk vlen gjithmoné.

Nése T éshté operator normal ose hipernormal, atéherd vlen barazimi (1.4.2).
Dugall dhe té tjerét kété rezultat e zgjeruan né klasén e operatoréve x-paranormal,
né [27]. Né [87], Shen dhe té tjerét kété rezultat e zgjeruan pér operatorét kuazi-
klasé A*. Uchiyama né [94] ka treguar se nése 7' éshté operator i klasés A, atéheré
plotésohet barazimi

(1.4.3) aip(T) \ {0} = 0,(T) \ {0}

Ne, né punimin toné do té vértetojmé se barazimi vlen pér operatorét
p-+-paranormal dhe absolut-k*-paranormal. Gjithashtu do té vértetojmé se pér op-
eratorét k-kuazi-*-klasé A,, dhe k-kuazi-*-paranormal vlen barazimi

Nése pér p € C ekziston vargu i vektoréve njési {x,,}>°_, C H, pér té cilin vlen
(T — p)z, — 0 kur m — oo, atéheré themi se p i takon spektrit aproksimativ té
operatorit 7', té cilin spektér e shénojmé me o,(7"). Tregohet se spektri aproksimativ
éshté nénbashkési kompakte, e kufizuar dhe jo boshe, éshté nénbashkési e mbyllur
e spektrit o(T"), [25, Theorem 2.5]. Po aty, tregohet se vlejné pérfshirjet do(T') C
04(T) dhe

0,(T) C 0,(T) Ca(T).

Né qofté se nga (T'— p)x,, — 0 kur m — oo rrjedh (T'—p)*x,, — 0 kur m — oo,
atéheré themi se p i takon spektrit té pérbashkét aproksimativ té operatorit 7', té
cilin e shénojmé me o;,(7T). Eshté evidente se vlen

UJG(T) - UG(T)a

mirépo e anasjellta nuk vlen né rastin e pérgjithshém. Pra né rastin e pérgjithshém

nuk vlen barazimi ((1.4.4)).
(1.4.4) 0ja(T) = 0,(T).

Nése T éshté operator normal ose operator hipernormal, atéheré vlen barazimi
(1.4.4). Dugall dhe té tjerét kété rezultat e zgjeruan pér operatorét s-paranormal,
[27]. Cho dhe Yamazaki né [20] kané treguar se nése T' éshté operator i klasés A,
atéheré plotésohet barazimi

(1.4.5) ja(T) \ {0} = 0a(T) \ {0}.

Do té tregojmé se barazimi plotésohet pér operatorét p-x-paranormal dhe
absolut-k-x-paranormal. Gjithashtu, do té tregojmé se barazimi plotésohet
pér operatorét k-kuazi-x-klasé A, dhe k-kuazi-x-paranormal.

Nése u & o,(T) atéheré, ker(T'— p) = {0} ndérsa (T — pu)(H) éshté nénhapésiré e
mbyllur, [22, Proposition 6.4]. Prandaj spektrin aproksimativ mund ta pérkufizojmé
edhe si

04,(T) ={p € C: T — p nuk éshté i kufizuar nga poshté}.

Me
os(T)
= {p € C:T — p nuk éshté surjektiv}
= {peC:(T—p)(H)# H}

10
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kemi shénuar spektrin surjektiv té operatorit T. Pér operatorin e kufizuar T" vlen
o(T) =0,(T)Uos(T), 05(T) = 0,(T7),
04(T) = 05(T"), dhe do(T) C o4(T).

Mé poshté po japim dy lema té réndésishme, pa vértetim, té cilat do ti shfryté-
zojmé pér vértetimet tona né pjesén kryesore té punimit.

Lemé 1.4.1. [11, Zgjerimi Berberian] Nése H éshté hapésiré e Hilbert-it, atéheré
ekziston hapésira e Hilbert-it K e tillé q¢ H C K dhe ndértohet pasqyrimi ¢ :
L(H) — L(K) ashtu gé:

o(In) = Ik,

o(T*) = (o(T))", piir ¢do T € L(H),

P(TS) = o(T)p(S), pér ¢do T, S € L(H),

o(aT + BS) = ap(T) + Bp(S), pér ¢do T, S € L(H) dhe a, 8 € C,

o(T) > O, pér ¢do operator T > O né L(H),

0o(T) = 0, (p(T)) = 0, (p(T")) , pér ¢do operator T' € L(H),

Nése T' éshté operator pozitiv, atéheré o(T°) = |o(T)|°, pér ¢do & > 0,

[98] 0;u(T) = 0;,((T)), pér ¢do operator T € L(H).

RS Crd oo~

Lems 1.4.2. [7] Le té jeté T = U|T| dekompozim polar i operatorit T, i = |u|e?® # 0
dhe vargu i vektoréve {x,,}5°_,. Atéheré, pohimetl e méposhtme jané ekuivalente:

1. (T — pwzxy, — 0 dhe (T* — @)xm — 0, kur m — oo,

2. (IT| - |u))@m — 0 dhe (U — €®)z,, — 0, kur m — oo,

3. (IT*| — |u))zm — 0 dhe (U* — e" Dz, — 0, kur m — oo.

Pikén p € o(T) e quajmé piké té izoluar té spektrit o(7"), né qofté se bashkésia
{p} éshté pjesé e izoluar nga spektri o(7"). Bashkésiné e té gjitha pikave té izoluara
té spektrit té operatorit T' e shénojmé me isoo (7). Komplementin e bashkésisé sé
pikave té izoluara lidhur me spektrin e operatorit, e quajmé bashkési té pikave
akumuluese té spektrit dhe e shénojmé me

acco(T) = o(T) \ isoo(T).

Le té jeté Hol(o(T)) hapésira e té gjitha funksioneve komplekse analitike né
ndonjé rrethiné té hapur té spektrit o(7"), dhe marrim f € Hol(o(T)). Atéheré,
ekziston rrethina e hapur € e spektrit o(7"), né té cilén, funksioni f éshté analitik.
Pasi qé spektri éshté bashkési kompakte, atéheré rrjedh se ekziston zona Koshi (g, e
tillé qé o (T) C Qp C Q2 dhe T' = 99 éshté kontur Koshi rreth spektrit o(T). Eshté e
qarté se konturi Koshi I" shtrihet né bashkésiné resolvente p(7T), spektri i operatorit
T shtrihet né zonén e brendshme té konturit Koshi, ndérsa C\ €2 né zonén e jashtme
té konturit Koshi.

Resolventa Rp(u) : u — (T — pu)~' e operatorit T' éshté funksion analitik né
p(T), prandaj edhe funksioni f(u)(T —u)~! éshté analitik né p(T'). Duke shfrytézuar
Teoremén integrale Koshi, marrim funksionin

1

1) = 5 [ 1) = T)

11
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qé e quajmé funksion llogarités té operatorit 7', ku integrali éshté marr sipas orien-
timit pozitiv. Pasi integrali éshté i Rieman-Stieltjes-it, atéheré f(7") éshté operator
linear dhe i kufizuar.

Le té jeté dhéné bashkésia e hapur Q = Oy U Qs ku Q3 NQy = {0}. Nése p éshté
piké e izoluar dhe {u} C €2, ndérsa pjesa tjetér e spektrit pérmbahet né €2y, mund
té pérkufizojmé funksionin

1 nése pe
f(z) = )
0 nése p €

funksioni llogarités i té cilit éshté:

1
P=_— / — 7)Yy,
oom a@l(u ) du
qé quhet Idempotenti i Riesz-it(Frigyes Riesz 1880-1956, matematikan brilant hun-
garez) i operatorit T, lidhur me pikén e izoluar pu.
Eshté e qarté se ; éshté njé rruzull i mbyllur me gendér né pikén p me rrezen
mé té vogél té mundshme r, ashtu qé Q0 No(T) = {u}.

Lemé 1.4.3. [[7] Nése T € L(H) dhe u piké e izoluar e spektrit o(T'), atéheré
1. P, éshté projektor dhe H = P,(H) @ ker(F,).
2. P,(H) dhe ker(P,) jané nénhapésira invariante lidhur me operatorin T.
8. by =P, TP, = P,T, o(T|p,an) = {u} dhe o(T|q-p,un) = o(T) \ {u}.
4 (B =By

Resolventa Ry(u) = (u—T)~' mund té zbérthehet né seri té Loranit, né ndonjé
rrethiné té pikés p, e cila shtrihet né bashkésiné resolvente p. Le té jeté R rrezja mé
e madhe e rrethinés sé pikés u, e cila shtrihet né bashkésiné resolvente té operatorit
T. Pér ¢do A nga unaza 0 < |\ — u| < R, seria e Loranit pér resolventén éshté

-1 > > Pk
(u—T)"= ];)Qk()\—u)k+k§17<)\_u)k7
ku

Y D _ L .
Qr = 2m'/r ()\—u)’f“du dhe P, = 2m,/FRT(u)()\ W) tdu.

Pérkufizim 1.4.3. Né qofté se P, # 0 pér k = 1,2,....,m dhe P, = 0 pér k > m,

atéheré p quhet pol i resolventes i rendit m.

Teoremé 1.4.4. [52] Le té jeté T € L(H).
1. Pika p € o(T) éshté pol i resolventes sé operatorit T, atéheré dhe vetém
atéheré, kur
0<p(T—p)=q(T —p) < oo.
2. Nése m = p(T — p) = q(T — p), atéheré p éshté pol i rendit m.
3. Nése p éshté pol i rendit m 1 resolventes Rr(u), atéheré

Pu(H) = ker((T — ™) dhe ker(P,) = (T — )" (H).

12
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Pér T € L(H) shénojmé me
Poo(T) ={pn€o(T):0<p(T - p)=q(T — p) < oo}
bashkésiné e té gjitha poleve té resolventes sé operatorit T'

Pérkufizim 1.4.4. Le té jeté T' € L(H).
1. Operatori T' quhet isoloid, né qofté se ¢do piké e izoluar e spektrit o(T") éshté
vleré vetjake e operatorit T. Pra, T' éshté isoloid nése

isoo(T') C o, (T).

2. Operatori T quhet polaroid, né qofté se ¢do piké e izoluar e spektrit o(T)
éshté pol i resolventes sé operatorit 1. Pra, T' éshté polaroid nése,

isoo (T') C Pyo(T).

Neése p éshté piké e izoluar dhe pol i resolventes, atéheré p éshté vleré vetjake
e operatorit 7', [22, Corollary 6.13]. Prandaj, nése T' éshté polaroid, atéheré T
éshté isoloid. Mirépo e anasjellta nuk vlen né rastin e pérgjithshém, si¢ tregon ky
shembull:

Shembull 1.4.5. Marrim operatorin e zhvendosjes sé njéanshme T : ly — 1y té
pérkufizuar me Tey = 0 dhe Te,, = %Gn—y Shohim qé

To T3 T4
T o) = (2208 Ty
<$17I27'x37 ) (27 3747 )

Pasi qé % — 0, rrjedh se T — p éshté invertibil pér ¢do p # 0, pra o(T) = {0}.
Nga kétu shohim se O éshté piké e izoluar e spektrit. Nga pérkufizimi © operatorit T,
kemi ker(T) = {e1}. Pra Te; = Oey, qé tregon se O éshté vleré vetjake e operatorit
T. Prandaj, T' éshté operator isoloid. Né anén tjetér, pasi p(T) = oo, atéheré T' nuk

ka ascent té fundmé, gjé qé tregon se T nuk éshté polaroid.
Vlen kjo teoremé:

Teoremé 1.4.6. [3, Theorem 2.11] Operatori T € L(H) éshté polaroid, atéheré dhe
vetém atéheré, kur T™ éshté polaroid.

Pérkufizim 1.4.5. Le té jeté T € L(H).
1. Operatori T' quhet a-isoloid, né qofté se ¢do piké e izoluar e spektrit aproksi-
mativ o,(7T), éshté vleré vetjake e operatorit T'. Pra, T' éshté a-isoloid, nése

isoo,(T') C o,(T).

2. Operatori T" quhet a-polaroid, né qofté se ¢do piké e izoluar e spektrit aproksi-
mativ o,(7T), éshté pol i resolventes sé operatorit T'. Pra, T éshté a-polaroid, nése

iSOCTa(T) Q PO()(T)

13
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Eshté e qarté se nése T éshté a-polaroid atéheré, T éshté a-isoloid, ndérsa e
anasjellta né rastin e pérgjithshém nuk éshté e vérteté, fakt qé na tregon shembulli
i méposhtém:

Shembull 1.4.7. Marrim operatorin
A O
ku A éshté operatori i zhvendosjes sé njéanshme né ly, ndérsa C éshté operator
injektiv pothuajse-nilpotent né ly. Atéheré,
o(T)={peC:u <1}
dhe
0u(T) = {i € C: || = 1} U{0}.

Nga kétu shihet qé T éshté isoloid mirépo nuk éshté a-isoloid.

Né fund té kétij paragrafi do té japim pérkufizimin pér pjesén pothuajse-nilpotente
dhe pjesén gendrore analitike pér operatorin 7" — p.

Pjesa pothuajse-nilpotente Ho(T — i) dhe pjesa gendrore analitike K (T — p) pér
operatorin T' — p pérkufizohen me

Ho(T — ) = {w € H: lim |[(T — p)"x||= =0}, dhe

K(T —p)
= {x € H: pér té cilin ekziston vargu {z,,} C H dhe § > 0 ashtu qé
x=x0, (T — () Tmy1 = Ty, dhe ||2,,] < 0™|z]] pér ¢dom =1,2,...}.
Eshté e qarté se Ho(T — p) dhe K(T — u) jané nénhapésira lineare té hapésirés

H | né rastin e pérgjithshém jo té mbyllura, mirépo jané nénhapésira hiperinvariante
lidhur me T — p. Po ashtu nga pérkufizimi rrjedh se ker(T — p) C Ho(T — ).

Lemé 1.4.8. [1, Theorem 1.28] Le té jeté T € L(H). Atéheré, pér ¢do u € C vlen

(T = w)(K(T = u)) = K(T — p).

Teoremé 1.4.9. [2] Le té jeté T € L(H) dhe p piké e izoluar e spektrit o(T).
Atéheré,

1. P,(H) = Ho(T — p) dhe ker(P,) = K(T — p).

2. [2, Theorem 3.76] H = Ho(T — ) @ K(T — p), ku Ho(T — p) dhe K(T — p)
jané nénhapésira té mbyllura.

Operatori T quhet gjysmé-regular nése T'(H) éshté nénhapésiré e mbyllur dhe
ker(T') C NMyenT™(H).

Pér operatorin T" themi se e posedon dekompozimin e pérgjithshém Kato, né qofté
se ekziton ¢ifti i nénhapésirave té mbyllura T-invariante (M, N) pér té cilat vlen H =
M & N, ku T'|5; éshté operator pothuajse-nilpotent dhe 7’| éshté operator gjysmé-
regular. Nése T'|; éshté nilpotent, atéheré themi se T" e posedon dekompozimin e
tipit Kato.
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Pérkufizim 1.4.6. Themi se operatori T € L(H) ka vleré té vetme té vetisé sé
zgjerimit (SVEP) pikén ug € C, né qofté se pér ¢do rrethiné té hapur U té pikés g
funksioni i vetém analitik f : U — C qé e plotéson ekuacionin (7" — p) f(u) = 0, pér
¢do piké p € U, éshté funksioni konstant f = 0.

Themi se operatori 1" ka SVEP, né qofté se T' ka SVEP né ¢do piké u € C.

Operatori T" ka SVEP né ¢do piké té resolventes sé operatorit T'. Po ashtu T ka
SVEP né ¢do pikeé té izoluar té spektrit o (7).

Po japim njé lemé dhe njé teoremé té réndésishme, pér vértetimet tona té meé-
tutjeshme.

Lemé 1.4.10. [1, Corollary 2.28] Le té jeté T € L(H).
1. Nése T ka SVEP, atéheré o4(T) = o(T).
2. Nése T* ka SVEP, atéheré o,(T) = o(T).

Lemé 1.4.11. [1, Theorem 2.39] Nése T' ka ascent té fundmé né pikén 0, atéheré
T ka SVEP né pikén 0.

Teoremé 1.4.12. [2, Theorem 2.40] Le té jeté T € L(H) dhe f : U — C funksion
analitik né rrethinén e hapur U té spektrit o(T). Nése T ka SVEP, atéheré edhe
f(T) ka SVEP. Nése f éshté funksion jo konstant né ¢do komponent té lidhur nga
U, atéheré T ka SVEP, atéheré dhe vetém atéheré, kur f(T) ka SVEP.

Pérkufizim 1.4.7. Le té jeté T' € L(H) dhe x € H. Me pr(z) shénojmé bashkésiné
e té gjithé numrave p, pér té cilét numra p ekziston njé rrethiné e hapur U, dhe
njé funksion analitik f : U, — H, ashtu qé ekuacioni (7" — \) f(\) = = vlen pér ¢do
rel,.

1. Funksioni f i definuar mé sipér quhet resolvente lokale e operatorit 7" lidhur
me pikén z,

2. Bashkésia pr(z) quhet bashkési resolvente lokale e operatorit 7" lidhur me
pikén x,

3. Bashkésia or(x) = C\ pr(z) quhet spektér lokal i operatorit T lidhur me
pikén x.

Bashkésia pr(x) éshté bashkési e hapur dhe vlen p(T') C pr(x). Prandaj, bashkésia
or(z) éshté bashkési e mbyllur dhe vlen or(x) C o(T).
Pér ¢do nénbashkeési té mbyllur F' né C, me

HT(F) :{ZEEHUT(QT) QF},
shénojmé nénhapésirén analitike spektrale té operatorit 7.

Lemé 1.4.13. [66, Theorem 1.2.16] Pér ¢do operator T € L(H) dhe pér ¢do nén-
bashkési ' C C, Hp(F') éshté nénhapésiré T-hiperinvariante né H.
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1.5 Operatorét e Fredholm-it. Teorema e Weyl-it

Pérkufizim 1.5.1. Le té jeté T € L(H).

1. T quhet operator gjysmé i sipérm i Fredholm-it, nése T" ka rang té mbyllur
dhe vlen o(T) < oo,

2. T quhet operator gjysmé i poshtém i Fredholm-it, nése 7" ka rang té mbyllur
dhe vlen B(T) < oo,

3. T quhet operator gjysmé i Fredholm-it, nése 7' éshté gjysmé i sipérm ose
gjysmé i poshtém i Fredholm-it,

4. T quhet operator i Fredholm-it, nése T" éshté gjysmé i sipérm dhe gjysmé i
poshtém i Fredholm-it.

Nése T' € L(H) éshté operator gjysmé i Fredholm—it, atéheré indeksi i operatorit
T éshté i pérkufizuar me
ind(T) = o(T) — B(T).

Nga Lemat [1.1.3|dhe[l.1.2) rrjedh se nése T" éshté operator i Fredholm-it, atéheré
edhe T* éshté operator i Fredholm-it dhe vlen ind(T") = —ind(T™).

Teoremé 1.5.1. [67, Theorem 1.5.2] Nése T € L(H,K) dhe S € L(K,J) jané
operatoré té Fredholm-it, atéheré ST éshté operator ¢ Fredholm-it, dhe né kété rast

vlen ind(ST) = ind(S) + ind(7T).

Kjo teoremé vlen edhe nése operatorét T' dhe S jané operatoré té sipérm ose té
poshtém té Fredholm-it.

Teoremé 1.5.2. [1, Theorem 1.62 dhe 1.64](Teorema mbi rrethinén e shpuar) Nése
T éshté operator gjysmé i sipérm i Fredholm-it, atéheré ekziston € > 0 ashtu qé¢'T'—
éshté operator gjysmé i sipérm i Fredholm-it, o(T — p) < (T, ind(T — p) = ind(T')
dhe a(T — p) éshté konstant, pér ¢do 0 < |u| < e.

Pérkufizim 1.5.2. Le té jeté T € L(H).

1. T quhet operator gjysmé i sipérm i Weyl-it, nése T éshté gjysmé i sipérm i
Fredholm-it me ind(7") < 0,

2. T quhet operator gjysmé i poshtém i Weyl-it, nése 1" éshté gjysmeé i poshtém
i Fredholm-it me ind(7") > 0,

3. T quhet operator i Weyl-it, nése T' éshté operator i Fredholm-it me indeks
Zero.

Vérejtje 1.5.1. E anasjellta e teoremés nuk vlen. E tregojmé kété me njé
shembull. Marrim operatorét né ls:

T(Il,ZL’Q,CL’?,, ) = (0,[[’1,0,1’2,071’3, ) dhe S(l’l,l’g,xg, ) = (J]Q,I3,$4, )

Shohim se ST = I, pra ST éshté operator i Fredholm-it, por S dhe T" nuk jané
operatoré té Fredholm-it.

Mirépo, nése operatorét S dhe T komutojné me njéri tjetrin, atéheré vlen e
anasjellta e teoremés sé mésipérme. Me té vérteté, supozojmé se ST éshté operator
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i Fredholm-it dhe vlen ST = T'S. Nga ST(H) = TS(H) C T(H) rrjedh se 5(T) <
B(ST) < oo. Po ashtu ker(T) C ker(ST), prej nga rrjedh se a(T) < 0o, qé tregon
se T" éshté operator i Fredholm-it. Ngashém tregohet pér operatorin S.

Mirépo nése ST' éshté operator i Weyl-it nuk rrjedh se 7" dhe S jané operatoré

" . o e . " U O I O R
té Weyl-it. Pér kété marrim operatorét T = < o I ) dhe § = ( o U ) té cilét
U O

O U*
éshté operator i Weyl-it, sepse ind(ST') = ind(U) +ind(U*) = 0, [67, Remark 1.5.3].

jané operatoré té Fredholm-it, mirépo nuk jané té Weyl-it, ndérsa ST =

Spektri i Weyl-it dhe spektri aproksimativ i Weyl-it pér operatorin T pérkufizo-
hen me
0w(T) ={p € C: T — pu nuk éshté i Weyl-it}
dhe
Ouw(T) ={p € C: T — p nuk éshté gjysmé i sipérm i Weyl-it},

respektivisht. Ndérsa me
0e(T) ={p € C: T — pnuk éshté i Fredhom-it},
shénojmé spektrin e Fredholm-it.

Pérkufizim 1.5.3. Le té jeté T € L(H).

1. T quhet operator gjysmé i sipérm i Browder-it, nése T' éshté gjysmé i sipérm
i Fredholm-it me p(7T") < oo,

2. T quhet operator gjysmé i poshtém i Browder-it, nése T" éshté gjysmé i sipérm
i Fredholm-it me ¢(T") < oo,

3. T quhet operator i Browder-it, nése 71" éshté i Fredholm-it me ascent dhe
descent té fundmé.

Spektri i Browder-it dhe spektri gjysmé i sipérm i Browder-it pér operatorin T
pérkufizohen me

op(T) = {p € C: T — p nuk éshté i Browder-it}
dhe
ow(T) ={p € C: T — pnuk éshté gjysmé i sipérm i Browder-it},
respektivisht.

Lemé 1.5.3. [1, Theorem 4.6] Le té jeté T € L(H). Nése T ose T* ka SVEP,
atéheré o, (T) = op(T) dhe 0yy(T) = ou(T).

Lemé 1.5.4. [1, Theorem 2.48] Le té jeté T € L(H). Atéheré,
1. Nése T ka SVEP né pikén 0, atéheré ind(T) <0
>

2. Nése T* ka SVEP né pikén 0, atéheré ind(T) O
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Pér operatorin 7' € L(H) me poo(7) shénojmé bashkésiné e té gjitha poleve me
rang té fundmé té resolventes sé operatorit 7', pra

poo(T) = {p € Poo(T) : a(T — 1) < o0}.
Nga pérkufizimi i poleve té resolventes rrjedh se vlen
(1.5.1) o(T) \ y(T') = poo(T).
Le té jeté
Pa(T) = {p € 0,(T) : p(T — p) < oo dhe (T — p)PT=W+L(H) éshté e mbyllur },
bashkésia e té gjitha poleve té majta té resolventés sé operatorit T" dhe
PholT) = {11 € Pip(T) : (T — ) < o0},

bashkésia e té gjitha poleve té majta me rang té fundmeé té resolventés sé operatorit
T.
Nga kétu rrjedh se vlen:

(1.5.2) 0a(T) \ ouw(T) = pGo(T).

Nga pérkufizimi i spektrit té Fredholm-it, Browder-it dhe bashkésisé sé pikave
akumuluese rrjedh se vlen

(1.5.3) op(T) = 0.(T) Uacca(T).

Pérkufizim 1.5.4. Themi se operatori 1" e plotéson Teoremén e Browder-it né qofté
se

U(T) \ Uw(T) = pOO(T)a
ndérsa T e plotéson Teoremén e a-Browder-it né qofté se
0a(T) \ 0w (T) = pgo(T).
Nga ekuacioni ([1.5.1]) rrjedh se T e plotéson Teoremén e Browder-it né qofté se,
ow(T) = o(T),

ndérsa nga ekuacioni ((1.5.2)) rrjedh se T e plotéson Teoremén e a-Browder-it né qofté
se,
Ouw(T) = ow(T).

Pér T € L(H) shénojmé me
7o0(T) = {p € isoo(T) : 0 < a(T — p) < o0},

bashkésiné e té gjitha vlerave vetjake me shuméfishitet té fundmé té cilat jané té
izoluara né spektrin e operatorit 7', ndérsa me

7oo(T) = {p € is00,(T) : 0 < a(T — p) < o0},

bashkésiné e té gjitha vlerave vetjake me shuméfishitet té fundmé té cilat jané té
izoluara né spektrin aproksimativ té operatorit 7.
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Pérkufizim 1.5.5. Themi se operatori T" e plotéson Teoremén e Weyl-it né qofté se
o(T)\ 0u(T) = mo(T),
ndérsa 1" e plotéson Teoremén e a-Weyl-it né qofté se
0a(T) \ 0w (T') = o (T).

Teoremé 1.5.5. [1, Theorem 4.51] Operatori T e plotéson Teoremén e a-Weyl-it,
atéheré dhe vetém atéheré, kur T e plotéson Teoremén e a-Browder-it dhe niy(T) =

p80<T)-

Nése T e plotéson Teoremén e Weyl-it, nuk rrjedh se edhe operatori i adjunguar
T e plotéson Teoremén e Weyl-it. Pér kété marrim shembullin:

Shembull 1.5.6. [67, Fage 43] Marrim operatorin e shembullit[1.4.5. Kemia(T) =
1 dhe B(T) = 0, prej nga rriedh se ind(T) = 1, ¢é tregon se T nuk éshté operator
i Weyl-it, pra 0,(T) = {0}. Pasi q¢ T — pu éshté invertibil pér ¢do p # 0, atéheré
o(T) = {0}. Prandaj

a(T)\ 0u(T) =0 # {0} = meo(T),

pra operatori T nuk e plotéson Teoremén e Weyl-it.
NEé anén tjetér, marrim operatorin e adjunguar té operatorit T, T*e, = n%rlenﬂ,
pra

T*(l'l,ilfg,]fg,' ')_(07?73717 )
Pasi qé n%rl — 0, rrjedh se T*— éshté invertibil pér ¢do p # 0, pra o(T*) = {0}.
Po ashtu shohim qé ker(T*) = {0} dhe B(T*) = 1, prandaj ind(T*) = —1, ¢é

tregon se T nuk éshté operator i Weyl-it. Atéheré, o(T*) = 0,(T*) = {0}. Nga
ker(T*) = {0} rrjedh se moo(T*) = 0. Nga kétu shohim qé

o(T*)\ 0u(T*) = 0 = mo(T),
qé tregon se T e plotéson Teoremén e Weyl-it.

Operatorét T' dhe T™ né shembullin e mésipérm jané operatoré pothuajse-nilpotent,
pra spektri i tyre ka pikén 0 piké té vetme, pra piké té izoluar, prandaj si té tillé ata
kané SVEP. Nga ky shembull shohim se nése 7" ka SVEP nuk rrjedh se T" e plotéson
Teoremén e Weyl-it. Mirépo vlen kjo:

Teoremé 1.5.7. [3, Theorem 3.3] Nése T' € L(H) éshté polaroid dhe T ose T* ka
SVEP, atéheré edhe T e T™ e plotésojné Teoremén e Weyl-it.

Pér T € L(H) dhe numrin e ploté jonegativ m definojmé operatorin T, si
ngushtim té operatorit 7" né nénhapésirén 7 (H), pra

T[m] =T |Tm(H): Tm<H) — Tm(H)

Nése m = 0, atéheré Tjg) = T.
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Pérkufizim 1.5.6. [15] Themi se 7' € L(H) éshté

1. Operator i B-Fredholm-it (B-Weyl-it), nése pér ndonjé numér té ploté m > 0,
nénhapésira 7™ (H) éshté e mbyllur dhe T}, éshté operator i Fredholm-it (operator
i Weyl-it).

2. Operator gjysmé i sipérm (i poshtém) i B-Fredholm-it, nése pér ndonjé numér
té ploté m > 0, nénhapésira T™(H) éshté e mbyllur dhe T, éshté operator gjysmé
i sipérm (i poshtém) i Fredholm-it.

3. Operator gjysmé i sipérm i B-Weyl-it, nése T' éshté gjysmé i sipérm i B-
Fredholm-it dhe ind(T") < 0.

Spektri i B-Weyl-it definohet me
opw(T) = {p € C: T — p nuk éshté i B-Weyl-it},
ndérsa spektri gjysmé i sipérm i B-Weyl-it definohet si
oupw(T) ={pn € C: T — p nuk éshté gjysmé i sipérm i B-Weyl-it}.
Pér T € L(H) shénojmé me
oo(T) = {p € isoo(T) : 0 < (T — p)}

bashkésiné e té gjitha vlerave vetjake té operatorit T té cilat jané té izoluara né
o(T), ndérsa me
I5,(T) = {p € is00,(T) : 0 < (T — )}

bashkésiné e té gjitha vlerave vetjake té operatorit T, té cilat jané té izoluara né
spektrin aproksimativ té operatorit 7.
Themi se operatori T' e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té Weyl-it [14], nése

o(T)\ opw (T') = oo (T),
ndérsa T e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té a-Weyl-it [13], nése
0a(T) \ oupw (T') = I, (T).

M. Berkani studioi Teoremén e Pérgjithshme té Weyl-it, qé paraqet zgjerim té
Teoremés sé¢ Weyl-it, dhe vértetoi se kété teoremé e plotésojné operatorét normal
[14] dhe operatorét hipernormal, [16].

Teoremé 1.5.8. [/, Theorem 2.8] Le té jeté T operator me ascent té fundmé.
Atéheré, pohimet e méposhtme jané ekuivalente

1. T e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té Weyl-it,

2. Moo(T) = Poo(T),

3. Pér ¢do p € Hoo(T), ekziston numri i ploté p = p(p) i tillé qé (T — p)"™(H) =
(T — p)P(H) éshté nénhapésiré e mbyllur pér ¢do m > p,

4. Pér ¢do p € Tgo(T), ekziston numri i ploté p = p(p) i tillé qé Ho(T — pu) =
ker(T — )P (H).
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Themi se T' e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té Browder-it, nése
o(T) \ opw(T) = Poo(T),
ndérsa T' e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té a-Browder-it [13], nése
0o(T) \ ovpw(T) = Fgo(T).

Teoremé 1.5.9. [J, Theorem 2.18] T e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té a-
Weyl-it, atéherér dhe vetém atéheré, kur T e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té
a-Browder-it dhe vlen barazimi 115,(T) = P(T).

Lemé 1.5.10. [2], Theorem 2.9] Nése T ka SVEP, atéheré T e plotéson Teoremén
e Pérgjithshme té Browder-it.

Lemé 1.5.11. [6, Theorem 3.2] Nése T ose T* ka SVEP, atéheré T e plotéson
Teoremén e Pérgjithshme té a-Browder-it.

Lemé 1.5.12. [153, Theorem 3.8] Nése T e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té
a-Browder-it, atéheré T e plotéson Teoremén e a-Browder-it.

Lemé 1.5.13. [153, Theorem 3.9] Nése T e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té
Weyl-it, atéhere T e plotéson Teoremén e Weyl-it.

Lemé 1.5.14. [13, Theorem 3.11] Nése T e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té
a-Weyl-it, atéhere T" e plotéson Teoremén e a-Weyl-it.

Lemé 1.5.15. [13, Theorem 3.15] Nése T e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té
Browder-it, atéheré T e plotéson Teoremén e Browder-it.

1.6 Teorema e pasqyrimit spektral

Le té jeté p : C — C polinom me koeficient kompleks dhe A nénbashkési e bashkésisé
sé numrave kompleks C. Me imazh té polinomit p kuptojmé bashkésiné:

p(A) = {p(n) : p € A}.

Lemé 1.6.1. [22] Le té jeté T € L(H) operator né hapésirén komplekse H dhe p
polinom me koeficient kompleks. Atéheré,

p(o(T)) = o (p(T))-

Lemé 1.6.2. [52, Theorem 48.2] Nése T € L(H), atéheré
f(o(T)) = o(f(T)),

pér ¢do f € Hol(o(T))
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Lemé 1.6.3. [2, Lemma 3.89] Pér T € L(H) dhe f € Hol(o(T)) vlen

a(f(T) \ moo(f(T)) € f(o(T) \ moo(T))-

Nése T éshté operator isoloid, atéheré

o(f(T) \ moo(f(T)) = f(a(T) \ 700 (T))-

Nése H = K, atéheré B(H) éshté ideal né L(H). Nga kétu rrjedh se mund té
pérkufizojmé hapésirén herés L(H)/B(H) ku [T] = T + B(H) jané klasat né kété
hapésiré, e cila quhet Algjebra e Calkinit. Me ¢ : L(H) — L(H)/B(H) éshté dhéné
homomorfizmi i definuar me ¢(7') =T + B(H)

Rikujtojmé teoremén e njohur té Atkinsonit: Operatori T € L(H ) éshté operator
i Fredholm-it, atéheré dhe vetém atéheré, kur ¢(T') éshté operator invertibil né
L(H)/B(H). Nga kétu rrjedh se

0e(T) = o (¢(T)).

Lemé 1.6.4. [67, Theorem 1.11.1] Nése T' € L(H), atéheré pér ¢do f € Hol(o(T))
vlen

f(oe(T)) = oe(f(T)).
Vértetim. Pasi qé
f(o(T) = f(T+B(H)) = f(T)+ f(B(H)) = f(T) + B(H) = ¢(f(T)),

atéheré do té kemi

f(oe(T)) = f(o($(T))) = a(f(¢(T))) = a(¢(f(T))) = 0(f(T))-

Lemé 1.6.5. [67, Theorem 1.11.2] Nése T € L(H), atéheré pér ¢do f € Hol(o(T))
vlen

f(Ub(T)) = Ub(f(T))~

Vértetim. Pasi qé f(acc(F)) = acc(f(F')), nga lema e mésipérme dhe nga relacioni

kemi
f(ou(T))
= f(oe(T) Uacco(T))
= floe(T)) U flacco(T))
= 0(f(T)) Uacca(f(T))
= Ub(f(T))

Po ashtu tregohet se vlen f(0,(T)) = o,(f(T)), [1, Theorem 4.16].
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Lemé 1.6.6. [80, Theorem 3.4] Nése T' € L(H), atéheré pér ¢do f € Hol(o(T))
vlen

f(ow(T)) = ow(f(T)).

Lemé 1.6.7. [67, Theorem 2.3.4] Nése T € L(H) atéheré, pér ¢do f € Hol(o(T))
vlen

(1.6.1) ouw(f(T) C f(ow(T)).

Vértetim. Vérejmé se relacioni vlen pér ¢do funksion konstant f né ndonjé
rrethiné té hapur té o (7).

Le té jeté p & f(ou,(T)). Supozojmé se f(z) — pu ka numér té fundmé zerosh né
ndonjé rrethiné té hapur G té o(T'), prandaj mund té shkruajmeé

f(2) =p=(z—m)(z—p2) (2= pa)g(2),

ku pj, 7 =1,...,n jané zero té f(z) — p né G, té renditura sipas shuméllojshmérisé,
ndérsa g(z) # 0 pér ¢do z € G éshté funksion invertibil. Prandaj

(1.6.2) J(T) = p=(T = )(T = p2) - .. - (T = ) g(T).

Nga kemi se f(u;) = ppér ¢do i =1,2,...,n. Pra f(u;) € f(on(T)), pér
¢doi=1,2,...,n, prej nga rrjedh se p; & 0, (T) pér ¢do i = 1,2, ...,n. Kjo tregon se
T — p; éshté operator i Weyl-it pér ¢do i = 1,2, ..., n. Rrjedhimisht f(7T) — p éshté
operator i Weyl-it si prodhim i n-operatoréve té Weyl-it, prandaj p & o, (f(T)). O

Tregojmé me shembull se pérfshirja e anasjellté me pérfshirjen (1 nuk vlen.

Shembull 1.6.8. Le té jeté U operator i zhvendosjes sé njéanshme. Marrim oper-

atorin
U O
T_<O U*+2]>.l269l2—>1269l2,

dhe funksionin f(z) = z(z — 2). Atéheré, 0 € f(0,(T)) mirépo 0 & o, (f(T)).
Vértetim. Pasi U éshté operator i zhvendosjes sé njéanshme, kemi
ow(T) =o(T) ={peC:[u <1pU{peC:|u+2[ <1},

Nga kétu shohim se 0 € 0,,(T"). Ndérsa nga f(0) = 0 rrjedh se 0 € f(0,(T)).
Nga ana tjetér

f<T):T(T_2]):<g U*iﬂ)(Uaﬂ g)

Pasi qé U éshté operator i Fredholm-it i tillé qé ind(U) = —1, atéheré ind( U *) =
1. Nga invertibiliteti i operatoréve U —2I dhe U* 421 rrjedh se T' = ( o U + 9] )
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U-21 0O

éshté i Fredholm-it me indeks -1, ndérsa 7' — 21 = ( o U

) éshté operator
i Fredholm-it me indeks 1, prandaj

ind(f(7)) = ind(T) + ind(T — 21) = 0,

qé tregon se f(T') éshté operator i Weyl-it. Rrjedhimisht 0 & o,,(f(T)).
Pra
flow(T)) & ow(f(T).

]

Lemé 1.6.9. [80, Theorem 3.3] Nése T' € L(H) atéheré, pér ¢do f € Hol(o(T))
vlen

Ouw(f(T) C f(ouwu(T)).

Lemé 1.6.10. [102, Theorem 2.1] Nése T ka SVEP, atéheré pér ¢do f € Hol(o(T))
vlen

f(UBW(T)) = UBW(f(T))-

Lemé 1.6.11. [2], Lemma 3.3] Nése T éshté isolid, atéheré pér ¢do f € Hol(o(T))
vlen

f(e(T)\oo(T)) = o(f(T)) \ Too(f(T))-

1.7 Disa klasé tée réndésishme té operatoréve

Né fund té kétij kapitulli japim pérkufizimin pér disa klasé té operatoréve té cilét
do t'i pérmendim gjaté punimit té temeés.
Pérkufizim 1.7.1. Operatori T € L(H) quhet hipernormal né qofté se
[T || < | T=]],
pér ¢do x € H.

Rrjedhimisht 7" éshté hipernormal né qofté se T*T > T'T*, pra né qofé se |T|? >
|72,
Operatori 1" quhet p-hipernormal né qofté se

T > (T,

pér numrin pozitiv p [8], ndérsa T quhet operator (p, k)-kuazihipernormal, né qofté

Se
(TP - |7 P) T > 0,

pér numrin e ploté pozitiv k£ dhe p > 0.
Né [91] éshté pérkufizuar klasa e operatoréve log-hipernormal: 7' éshté operator
log-hipernormal, nése T" éshté invertibil dhe e plotéson jobarazimin

logT*T > log TT™.
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Klasa e operatoréve log-hipernormal éshté zgjerim i klasés sé operatoréve hiper-
normal. Po ashtu éshté e njohur se ¢do operator p-hipernormal éshté operator
g-hipernormal pér p > ¢ > 0, nga Jobarazimi Léwner-Heinz. Po ashtu ¢do operator
invertibil p-hipernormal éshté operator log-hipernormal pasi qé log éshté funksion
monoton.

Pérkufizim 1.7.2. Operatori T" quhet paranormal, nése
1T | < | T3],
pér ¢do vektor njési x € H, ose nése
1T ||* < || T%]|||],
pér ¢do vektor x € H.

Operatorét paranormal jané pérkufizuar nga Furuta, né fund té viteve 60 té
shekullit té kaluar né [38] dhe jané pérgjithésim i operatoréve normal dhe hiper-
normal. Pérgjithésim i késaj klase té operatoréve jané operatorét n-paranormal: T
quhet n-paranormal, né qofté se

| T]™ < |7 | [l]|",

pér ¢do = € H.
Njé klasé tjetér e réndésishme e operatoréve éshté klasa e operatoréve s-paranormal.

Pérkufizim 1.7.3. Operatori T quhet x-paranormal, nése
1Tz ]* < 1T,
pér ¢do vektor njési x € H, ose
1T < | T2]l[|],
pér ¢do vektor x € H.

Kjo klasé e operatoréve éshté pérkufizuar né disertacionin e doktoraturés sé S.
M. Patel [78], ndérsa disa nga vetité e operatoréve x-paranormal jané treguar nga
Arora dhe Thukral né [10]. Pérgjithésim i késaj klase té operatoréve jané operatorét
n-x-paranormal: T quhet n-x-paranormal né qofté se

17| < |7l
pér ¢do x € H.

Lemé 1.7.1. Nése T' éshté operator x-paranormal, atéheré
1.[10, Theorem 1.1] T' éshté normaloid,
2. [10, Lemma 2.1] ker(T — pu) C ker(T* — 1), pér ¢do p € C,
3.[92, Corollary 1] Nése T' éshté pothuajse-nilpotent, atéheré T éshté nilpotent.
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Lemé 1.7.2. [103, Theorem 2.6] Nése T éshté operator algjebrikisht x-paranormal
pothuagjse-nilpotent, atéheré T' éshté nilpotent.

Né fund té shekullit té kaluar, né vitin 1998 jané pérkufizuar operatorét e klasés
A, nga T. Furuta, M. Ito dhe T. Yamazaki né [40], njé klasé tejet e réndésishme e
operatoréve.

Pérkufizim 1.7.4. Themi se T" éshté operator i klasés A, né qofté se
7% > |T”.

Tregohet se operatorét e klasés A jané operatoré paranormal, operatorét log-
hipernormal jané operatoré té klasés A, [40, Theorem 1], ndérsa ¢do operator hiper-
normal éshté operator i klasés A, [27, Theorem 1.2]. Operatorét e klasés A jané rast
i vecanté i operatoréve té klasés A(k) té pérkufizuar po aty.

Pérkufizim 1.7.5. Operatori T i takon klasés A(k) nése
_1
(T PT) ™ >
pér ¢do k > 0.

Mé pastaj, B. P. Duggal, I. H. Jeon dhe I. H. Kim né [27], kané pérkufizuar
operatorét e klasés A*.

Pérkufizim 1.7.6. Operatori T € L(H) i takon klasés A* nése
7% > |17,

Kjo klasé e operatoréve éshté pérgjithésim i operatoréve hipernormal [27, The-
orem 1.2], dhe éshté nénklasé e operatoréve s-paranormal, [27, Theorem 1.3]. Po
ashtu kjo klasé e operatoréve éshté rast i veganté i klasés sé operatoréve A(k*) pér
k=1.

Pérkufizim 1.7.7. Operatori T i takon klasés A(k*) nése
pér ¢do k£ > 0.
Operatori T' i takon k-kuazi-klasés A, nése
TH(T2) ~ [T > 0.

Bashkésiné e kétyre operatoréve e shénojmé me QA(k). Pér k = 1 marrim oper-
atorét kuazi-klasé A:
(7% = |TP*)T = O,

bashkésiné e té ciléve e shénojmé me QA.
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Pérkufizim 1.7.8. Operatori T € L(H) i takon k-kuazi-+-klasés A, nése
Tk (]T2| _ |T*|2) TF > 0,
pér ¢do k > 0.
Bashkésiné e operatoréve k-kuazi-s-klasé A e shénojmé me Q.A*(k).
Pér k = 1 marrim operatorét kuazi-x-klasé A:
T*|T*|T > T*|T*|°T,

té pérkufizuar né [87]. Simbolikisht kété klasé té operatoréve e shénojmé me Q.A*.

Eshté e qarté se nése T éshté i klasés A*, atéheré T éshté k-kuazi-*-klasé A.
Mirépo e anasjellta nuk vlen né rastin e pérgjithshém. E tregojmé kété me shem-
bullin e méposhtém.

Shembull 1.7.3. Le té jeté T operator i definuar me

100
T=10 0 0
010
Atéheré,
T~ [T £ 0.

Pra T nuk éshté operator i klasés A*. Mirépo
(72 = T ) T" = O,

pér ¢do numér pozitiv k, prandaj T éshté k-kuazi-x-klasé A.
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Kapitulli 2

Vetite spektrale

2.1 Vetité spektrale pér klasén e operatoréve k-
kuazi-*-paranormal

Né fillim japim pérkufizimin dhe disa veti bazike pér operatorét k-kuazi-*+-paranormal.
S. Mecheri né [72] ka pérkufizuar klasén e operatoréve k-kuazi-paranormal. Op-
eratori T quhet k-kuazi-paranormal nése

1T ]| < | T 22 || T,

pér ¢do x € H, ku k éshté numér natyral. Nése £ = 1, marrim operatorét kuazi-
paranormal:
|1 T%]* < | TP ||| T,

pér ¢do x € H. Gjithashtu Mecheri né [73] ka pérkufizuar klasén e operatoréve
kuazi-*-paranormal: operatori 7" quhet kuazi-*-paranormal nése

1T Ta|* < | 7% ||| T,

pér ¢do z € H.

Duke u mbéshtetur né kéto pérkufizime, ne né punimin: A note on k-quasi-*-
paranormal operators, t€ botuar né Journal of Inequalities and Applications, kemi
pérkufizuar operatorét k-kuazi-x-paranormal qé jané pérgjithésim i operatoréve kuazi-
k-paranormal.

Pérkufizim 2.1.1. [54, Definition 1.1] Operatori T' quhet k-kuazi-x-paranormal
néese

|7 Tre |2 < |74 || T,
pér ¢cdo x € H, ku k éshté numér natyral.

Pér k = 1 fitojmé operatorét kuazi-x-paranormal, pra operatori 1-kuazi-*-paranormal
éshté operator kuazi-*-paranormal.
Tani pér operatorét k-kuazi-k-paranormal do té japim vetité bazike.
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Eshté i njohur fakti se T éshté operator *-paranormal, atéheré dhe vetém atéheré,
kur
TT? —20TT* + \* > O

pér ¢do A > 0, [I0]. Né teoremén e méposhtme, do té vértetojmé faktin e ngjashém
pér operatorét k-kuazi-x-paranormal.

Teoremé 2.1.1. [54], Proposition 2.1] Operatori T € L(H) éshté k-kuazi-x-paranormal,
atéheré dhe vetém atéheré, kur

T*H(T*T? — 2ATT* + \)TF > O,
pér ¢do A > 0.
Vértetim. Supozojmé se T' éshté operator k-kuazi-k-paranormal. Atéheré,

1T T ||* < |7 22| T,
pér ¢do x € H, ku k éshté numér natyral. Atéheré,
AT T e|)? - 4T 22| | TF2]| < 0 &
| T* 222 — 2| T*T*x||> + N2 T%2||* > 0.
Relacioni i fundit éshté ekuivalent me relacionin

T*(T2T? — 2ATT* + \)T* > O,

pér cdo A > 0, cka u deshté té vértetohej. O

Nése T éshté k-kuazi-x-paranormal, atéheré 7" éshté (k + 1)-kuazi-*-paranormal.
Mirépo e anasjellta nuk éshté e vérteté, si¢ tregon shembulli i méposhtém.

Shembull 2.1.2. [57, Ezample 2.2/

Marrim operatorin e zhvendosjes sé njéanshme W, me peshén {«,, : m € N}, né
hapésirén e pafundme té Hilbertit H = [ té pérkufizuar me Wye,, = aemi1 pér
¢do m > 1, ku {e,, }o°_, éshté baza kanonike né /. Kemi

0 0 0 0 0
ap 0 0 0 O
0 ap 0 0 O
W, =
0 0 a3 0 O
0 0 0 a4 O

Dimé se pohimet e méposhtme jané ekuivalente:

1. W, éshté operator x-paranormal,
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2. W, éshté operator i klasés A*,
3. oz?n < Qupi1Qmao pér ¢do m > 1.

Nga Teorema [2.1.1} rrjedh se W, éshté k-kuazi-*-paranormal, atéheré dhe vetém
atéheré, kur

WEWE2W2 — 2 MW, W + X)W > O pér ¢do A > 0.

Le té jeté
diag({am fooy) = diag(ay, ag, ag, ...)

matrica diagonale e pafundme né [,. Atéheré,

Wk (W2AW2 = AW, W7+ X2 Wk

= diag({a2,02 1+ oo Qo1 Qo koot o)
2Mdiag ({02, a2 41« oo O 0O O Foey)
+ Ndiag({a7,001 - 01t 1)

Prandaj, W, éshté operator k-kuazi-+-paranormal, atéheré dhe vetém atéheré, kur
Qg+ o™ Ay <a72n+ka72n+k+1 — 22X, 1 + )\2) >0,
pér ¢do A > 0, dhe m > 1. Rrjedhimisht
i1 < Oy kQmikrr DéT gdo m > 1.

Nése a1 < apro < aprsz < agyg < ... dhe ap > agyq, atéheré W, éshté
(k + 1)-kuazi-*-paranormal por nuk éshté k-kuazi-*-paranormal.

Dimeé se operatori x-paranormal éshté normaloid, Lema|l.7.1] Po ashtu operatori
kuazi-x-paranormal éshté normaloid [71], Theorem 2.6, mirépo operatori k-kuazi-*-
paranormal pér £ > 2 nuk éshté normaloid. Me té vérteté, nése a; > ay dhe
g = Q3 = ... = Q = Q)41 = ..., atéheré

IT|| = a1 dhe r(T) = lim_ IT™(|7 = a.
Mirépo vlen kjo teoremé:

Teoremé 2.1.3. [57, Theorem 2.3] Le té jeté T' € L(H) operator k-kuazi-*-paranormal
pér numrin e ploté pozitiv k. Atéheré, vlejné pohimet e méposhtme:

LA|T*T™))* < || T™ ||| T™]|| pér ¢do numér té ploté pozitivm > k,

2. Nése [|[T™] = ||T||"™ pér ndonjé numér té ploté pozitiv m > k, atéheré T éshté
normaloid.
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Vértetim. Le té jeté T € L(H) operator k-kuazi-x-paranormal

1. Nése T éshté operator k-kuazi-*-paranormal, atéheré T éshté operator (k+1)-
kuazi-+-paranormal. Prandaj, mjafton gqé pohimin ta vértetojmé pér m = k, qé éshté
i qarté duke u bazuar né pérkufizimin e operatorit k-kuazi-x-paranormal.

2. Le té jeté m > k pér té cilin vlen ||7™|| = ||T'||™. Nga 1) marrim

("™ = 7|t = T

||T*(m—1)T*Tm”2
IO T2
T2 =D T2 T |
= [T I TR T

IAINA

pra || T]|™*2 < ||T™*2]|. Nga kétu rrjedh barazimi ||T||™"! = || 7™
Tani, duke u bazuar né induksionin matematik marrim ||T|| = ||T™||, pér ¢do
m € N, qé tregon se T" éshté normaloid.

]

Lemé 2.1.4. [57, Lemme 2.7] Nése T éshté operator k-kuazi-x-klasé A, atéheré T
éshté operator k-kuazi-x-paranormal.

Vértetim. Le té jeté T operator k-kuazi-x-klasé A. Nga Jobarazimi Holder-McCarthy
marrim:

| T*T |
= (T PT 2, 2)
< (IT?|T*2, Th)
< (TPT TR T
= || T ||| Tz
qé tregon se T éshté operator k-kuazi-*-paranormal. ]

E anasjellta e teoremés se mésipérme nuk éshté e vérteté, fakt gé na tregon
shembulli i méposhtém. Mé paré japim kété Lemé:

Lemé 2.1.5. [57, Lemma 2.8] Le té jeté S = @& H,p,, ku H,, = R?. Pér operatorét
e dhéné pozitiv A, B né R? dhe pér numrin e fiksuar m € N pérkufizojmé operatorin
T =T pm nE kété ményre:

T(J?l, Ta, ) = (0, AZEl, BIL‘Q, BZL‘g, BI’4, )
Atéheré, operatori © adjunguar i operatorit T éshté
T*(xl, T, ) = (Al‘z, Bl’g, Bl’4, Bl‘5, ),

s1 dhe vlen
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1. Operatori Ty p €shté kuazi-x-klasé A, atéheré dhe vetém atéheré, kur
AB?A > A%,
2. Operatori Ty g €shté kuazi-x-paranormal, atéheré dhe vetém atéheré, kur
A(B* = 2XA%2 + X)) A > O, pér ¢do X > 0.

Shembull 2.1.6. [57, Example 2.9] Marrim operatorin T pér té cilin tregojmé se
éshté operator kuazi-x-klasé A, mirépo nuk éshté kuazi-x-paranormal.

Le té jené dhéné operatorét A dhe B ku
11\’ 1 2\°
A= dhe B = .
1 2 2 8

—0.3359... —0.2265...
# 0.

Atéheré,

—0.2265... 0.8244...
Nga Lema rrjedh se T4 p nuk éshté kuazi-x-klasé 4. Mirépo,

A s (1 1)%((1»2 2(1 — \) )(1 1)é
A(B* —20A% + V) A = > 0,
1 2) \20-)) A2—4r+8)\1 2

pér ¢cdo A > 0. Duke u mbéshtetur né Lemén [2.1.5] rrjedh se Ty p éshté kuazi--
paranormal.

A(B? — A2A = (

Teoremé 2.1.7. [5], Proposition 2.2] Le té jeté M nénhapésiré T-invariante e

mbyllur né H. Atéheré, ngushtimi T |y i operatorit k-kuazi-x-paranormal T né M,
éshté gjithashtu k-kuazi-+x-paranormal.

Vértetim. Le té jeté
A B " 1
T_<O C’) ne H=Maeo& M.
Pasi T' éshté k-kuazi-+-paranormal, kemi

GGG -G080

pér ¢do A > 0.
Atéheré,

(A*’“(A*QAQ — 2\(AA* 4+ BB*) + \?) A* E)
F G 2 07
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pér disa operatoré E, F' dhe G.
Prandaj,

(A (A2 A% — 20 AA* + X)) AR, 1)
> ((A™2ABB* A"z, )
= 2|\||B*AFz|?* > 0,
pér ¢do A > 0. Nga kétu rrjedh se A = T'|; éshté operator k-kuazi-x-paranormal. [

Teoremé 2.1.8. [5], Proposition 2.3] Le té jeté T € L(H) operator k-kuazi--
paranormal. Nése T* ka rang té dendur, atéheré T éshté operator *-paranormal.

Vértetim. Pasi T* e ka rangun e dendur, atéheré T+H(H) = H. Le té jeté y € H.
Atéheré, ekziston vargu {z,,}°°_; né H i tillé q¢ Tz, — y kur m — oo. Pasi T
éshté k-kuazi-k-paranormal, atéheré

(T2 = 2XTT" + N)T*) 2, 2 ) > 0,

rrjedhimisht
(T*T? = 20TT* + \)T*2,,, T*2,,) >0,

pér ¢cdo A > 0, dhe pér ¢do m € N.
Nga vazhdueshméria e produktit skalar rrjedh

(T*T? = 2X\TT* + X*)y,y) > 0, pér ¢do A > 0 dhe pér ¢cdo y € H.
Pra, T éshté operator x-paranormal. O]

Le té jeté dhéné operatori

A B )
T = né He K.
O C

Vlen lema:

Lemé 2.1.9. [/, Corollary 7] Pér ¢do ¢ift té operatoréve (A, C) vlen
o(A)Uo(C)=0c(T)U?

ku ¥ éshté unioni ¢ vrimave né o(T') té cilat jané nénbashkési té o(A) Na(C).

Teoremé 2.1.10. [54, Proposition 2.4] Le té jeté T € L(H) operator k-kuazi--
paranormal ashtu qé rangu i T* nuk éshté i dendur, dhe

A B . o aTaY \
T:<O C) né H =TFH) ® ker(T*).

Atéheré, A éshté operator x-paranormal né TH(H), C* = O dhe o(T) = o(A) U

{0}.
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Vértetim. Pasi T éshté operator k-kuazi-*-paranormal dhe 7% nuk e ka rangun e
dendur, atéheré T ka paraqitjen:

. A B . TR *k
T_<O C) né H=TKH)® ker(T™).

Nga Teorema [2.1.1] marrim
T(T*T? — 20TT* + \)T* > O, pér ¢do A > 0.
Atéheré,

(T**T? = 20TT* + Nz, ) = (A2 A% — 20 AA* + N\*)z,7) > 0,

pér ¢do A > 0 dhe pér ¢do x € T*(H).
Prandaj
A2 A2 Z2NAA* + A2 > O,

pér ¢do A > 0. Nga kétu shohim qé A éshté operator s-paranormal né T*(H).
Tregojmé tani se C* = O. Pér kété marrim

z = (‘“) € H = TF(H) & ker(T*).

Atéheré,
(C*xy,19) = (T*(I — P)x, (I — P)x) = (I — P)a, T**(I — P)x) =0,

Prandaj T** = O, rrjedhimisht C* = O.
Né fund tregojmé se o(T) = o(A) U {0}. Nga Lema rrjedh barazimi

c(A)Uo(C)=0c(T)Uv,

ku ¢ éshté union i vrimave né o(T'), qé jané nénbashkési té o(A) N o(C). Pasi qé
o(A) No(C) nuk ka pika té brendshme, atéheré

o(T)=0(A)Uo(C)=0c(A)U{0}.
[l

Teoremé 2.1.11. [57, Proposition 2.5] Nése T' éshté operator kuazi-x-paranormal, i
cilt komuton me operatorin izometrik S, atéheré T'S éshté operator kuazi-x-paranormal.

Vértetim. Le té jeté A=TS,TS = ST, S*T* =T*S* dhe 5*S = I.

ABA3 —2N(ATA)? + N2ATA
= (T9)™(TS)* —2X((TS)*(TS))* + N}(TS)*(TS)
= TT3 _2\T*TT*T + N*T°T > O,

prej nga shohim qé 7'S éshté operator kuazi-x-paranormal. [
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Teoremé 2.1.12. [5], Proposition 2.6] Le té jeté T operator k-kuazi-x-paranormal,
ashtu qé T™ éshté operator kompakt pér n > k + 2. Atéheré, T éshté kompakt nése
k > 2 dhe T éshté kompakt nése k =0 dhe k = 1.

Vértetim. Qé té vértetojmé kété, mjafton té tregojmé se 771 éshté operator kom-
n—k—2
pakt. Marrim vektorin njési M € H, pérn > k + 2. Pasi T éshté operator

k-kuazi-x-paranormal, atéhere

2 N
Tnka

Tn—k—2xH

Tn7k72x
[T 2]

Tnfkut,L.
[T 2]

Y

< HT]C+2

|
[

prej nga rrjedh
(2.1.1) |T*T" 2| < ||T™2||||T" %z| pér ¢do x € H.

Le té jeté {x,,}>°_, varg i vektoréve né H, qé plotésojné kushtin ||z,,|| = 1 dhe
Tm — 0, kur m — oo. Tani, nga kompaktésia e operatorit 7" dhe nga relacioni
(2.1.1}), marrim

(2.1.2) |T*T" 22| — 0, kur m — oo.

Nése, n = 2, relacioni ([2.1.2)) implikon kompaktésiné e operatorit 7, prej nga
rrjedh se T éshté operator kompakt. Nése n > 3, relacioni (2.1.2]) implikon kompak-
tésiné e operatorit T*1T™ 2, prej nga rrjedh se

T*(nfl)Tnfl — T*(n72)T*Tn72T
éshté kompakt. Atéheré, 77! éshté kompakt. O

Teoremé 2.1.13. [5]], Proposition 3.1] Le té jeté T operator k-kuazi-x-paranormal.
Nése pu # 0 dhe (T — p)x = 0, atéheré (T — p)*z = 0.

Vértetim. Supozojmé se x # 0 dhe (T — p)x = 0. Pasi T éshté operator k-kuazi--
paranormal, atéheré

1T T a|* < | T2 ||| T*2]), pér ¢do = € H.

Nga kétu marrim,
17" < [ul?ll]*.

Prandaj,
(T — p)=|®
= (uzx,px) — (px, T*z) — (T"z, px) + Tz, T"x)
< [pPlll® = ezl = 1ulPllel® + e lz)* = 0

Rrjedhimisht, (7" — p)*z = 0. O
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Né teoremén e mésipérme éshté esenciale qé p # 0. Nése p = 0, tek Lema [2.1.5

marrim
10 1 1
A= dhe B = .
00 1 1

Operatori Ty p éshté kuazi-*-paranormal, mirépo T g(z) = 0 ndérsa T} z(z) #
0 pér x = (0,0,1,—1,0,0,...,0).

Teoremé 2.1.14. [5], Proposition 3.2] Le té jeté T € L(H) operator k-kuazi-*-
paranormal. Atéheré, T — i ka ascent té fundmé, pér ¢do u € C.

Vértetim. Duhet té tregojmé se vlen
Ker((T — o)) = ker((T — p)**1).

Pér kété mjafton té tregojmé pérfshirjen ker((T — p)**1) C ker((T — u)*), pasi qé
pérfshirja ker((T — p)*) C ker((T' — p)*1) vlen pér ¢do operator té kufizuar.
Le té jeté x € ker((T — p)k*1). Atéhers, (T — p)*™ax = 0. Konsiderojmé dy

raste:
Nése u # 0, atéheré nga Teorema [2.1.13| marrim (T — p)*(T — p)kz = 0. Atéheré,

(T = )*II? = (T = )" (T = )", (T — )" 1) = 0,

prej nga marrim (T — p)*z = 0, qé implikon ker((T" — p)**1) C ker((T — p)*).
Nése p = 0, atéheré T2 = 0 rrjedhimisht 752z = 0.
Pasi T éshté operator k-kuazi-x-paranormal, kemi:

17" ||
= (Trzx, TFz)?
(T,
— <T*Tkw,Tk71x>2

< T TP T ]2
< Tl T | T ],
pra
1T 2]* < |75 22| T ).
Pasi T2z = 0, atéheré Tz = 0, qé implikon ker(T**1) C ker(T%). O

Rrjedhim 2.1.15. [54, Corollary 3.3] Le té jeté T € L(H) operator k-kuazi-x-
paranormal. Atéheré, T ka SVEP.

Vértetim. Vértetimi rrjedh nga Lema [[.4.11] dhe nga Teorema [2.1.14] O

Teoremé 2.1.16. [57, Theorem 3.2] Le té jeté T operator k-kuazi-x-paranormal,
dhe (T — p)x, — 0, kur m — oo pér u # 0. Atéheré, (T — p)*z,, — 0, kur m — oo.
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Vértetim. Le té jeté T operator k-kuazi-x-paranormal dhe (T" — p)z,, — 0, kur

m — o0. Supozojmeé se ||z,,|| = 1. Nga supozimi dhe duke pérdorur barazimin

ko (k . .
TF = (T —p+pr=>" (z) T — p)' + p, pér k €N,

i=1

marrim (7% — p*)z,, — 0, kur m — oo.

Nga
T 2l = [l < (T" = )]
rrjedh se
(2.1.3) | T* 2 || — |p|®, kur m — oo.

Po ashtu vlen
(2.1.4) T || = | T (T = )| | < T T 2,
dhe pasi qé T éshté operator k-kuazi-x-paranormal kemi
(2.1.5) |7 T | < T |2 T 22
Nga relacionet , dhe fitojmé

limsup |72 < |ul.
m—r00

Pasi qé

* 2

(T = )" |
= T zul® = 2Re(T" %, iwm) + |1l |2 *
= T %mll* — 2Re(@m, BT 2m) + ||| ]|

atéheré,
lim sup [|(T = )" |* < |uf* = [ul* = 0.

Kjo e fundit implikon (7' — p)*z,,, — 0, kur m — oo, ¢ka u deshté té tregohej. [

Rrjedhim 2.1.17. [57, Corollary 3.3] Nése T' éshté operator k-kuazi-x-paranormal,
atéheré 0,(T) \ {0} = 0,(T") \ {0}.

Teoremé 2.1.18. [57, Theorem 3.8] Le té jeté T operator k-kuazi-x-paranormal dhe
o(T) = {u}. Atéheré, T = p nése u # 0 dhe T*' = O nése u = 0.

Vértetim. Supozojmé se T éshté k-kuazi-x-paranormal. Dallojmé dy raste:

I: Nése p # 0, atéheré rangu i operatorit T% éshté i dendur, prandaj T éshté
operator *-paranormal. Nga Lema [I.7.1] kemi T" = p.

II: Nése p = 0, T* nuk e ka rangun e dendur, prandaj nga Teorema rrjedh
se T mund té paraqgitet me ané té matricés

A B ) ey .
T:<O C) né H = TF(H) @ ker(T*).
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Nga supozimi kemi se o(7") = {0}, ndérsa nga Lema [2.1.10| rrjedh o(A) = {0}.
Pasi qé A éshté operator x-paranormal, A = O dhe marrim

O BC*
Tk+1 - (O Ck+1> - O

]

Pérkufizim 2.1.2. Operatori T quhet algjebrikisht k-kuazi-x-paranormal, né qofté
se ekziston polinomi jo konstant kompleks h(z) i tillé qé h(T") éshté operator k-
kuazi-*-paranormal.

Nése T éshté k-kuazi-x-paranormal, atéheré T éshté algjebrikisht k-kuazi-*-
paranormal. Mirépo e anasjellta nuk éshté e vérteté. E tregojmé kété me shembullin
e méposhtém.

Shembull 2.1.19. [57, Ezample 2.5]

o I O
Le té jete T'=
I I

I I
€ L(ly®1ly). Pasi T* = , kemi
O I

17— 260 +5X2)1 (4 — 10X +2\%)]
T (TT? = 2ATT" + \*) T? = (( TN 12X ) .

(4 — 10N+ 2\ (1 —4X+M\H)T
Pér A =1, (17 — 26\ + 5)\?)I nuk éshté operator pozitiv, prandaj
T (T™T2 = 2ATT" + \*) T* # O,

qé tregon se T nuk éshté operator 2-kuazi-*-paranormal.
N& anén tjetér, marrim polinomin kompleks h(z) = (z —1)%. Atéheré, h(T) = O.
Nga kétu rrjedh se T' éshté operator algjebrikisht 2-kuazi-*-paranormal.

Teoremé 2.1.20. [57, Theorem 3.9] Le té jeté T operator pothuajse-nilpotent al-
gjebrikisht k-kuazi-x-paranormal. Atéheré, T éshté operator nilpotent.

Vértetim. Le té jeté T operator algjebrikisht k-kuazi-x-paranormal. Atéheré, ekzis-
ton polinomi jokonstant kompleks h(z) i tillé qé h(T") éshté operator k-kuazi-x-
paranormal operator. Dallojmé dy raste:

I. Nése (h(T)*)(H) éshté nénhapésiré e dendur, h(T) éshté operator *-paranormal.
Atéheré, T éshté operator algjebrikisht x-paranormal. Prandaj, né bazé té Lemés
1.7.2, T éshté operator nilpotent.

I1. Nése (h(T)*)(H) nuk éshté nénhapésiré e dendur, nga Teorema rrjedh

se vlen

h(T) = <’g g) né H = (h(T))*(H) ® ker(h(T)™*),
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ku A éshté operator *-paranormal né (h(T))*(H), C* = O dhe o(h(T)) = o(A)U{0}.
Pasi T' éshté operator pothuajse-nilpotent, atéheré

o(W(T)) = h(o(T)) = {h(0)}.
Pasi o(h(T)) = o(A) U {0}, atéheré 0 € {h(0)}, domethéné h(0) = 0. Pranda;

mund té shkruajmeé
h(p) = ap™ [T (0 — i),
i=1
pér ndonjé numér natyral m dhe pér numrat kompleks u;, i =1,2,....n.
Atéheré,

n

WMT) =aT™ [[(T — ).
i=1
Tani nga Teorema [2.1.18| rrjedh

ak+1Tm(k+l ﬁ T — ,uz k+1 = 0.

Pasi qé o(T') = {0}, atéheré T'— u; éshté operator invertibil pér ¢doi = 1,2, ..., n.
Prandaj,
T = 0.

O

Teoremé 2.1.21. [57, Theorem 3.10] Nése T éshté operator algjebrikisht k-kuazi-
x-paranormal, atéheré T — p ka ascent té fundmé pér ¢do p € C.

Vértetim. Le té jeté T operator algjebrikisht k-kuazi-k-paranormal. Atéheré, ekzis-
ton polinomi jo konstant kompleks h(z) ashtu qé h(T') éshté operator k-kuazi-x-
paranormal dhe vlen

W(T) = h(p) = H (T - ).

ku a # 0, p; # p si dhe m dhe n jané numra té ploté pozitiv.
Le té jeté x # 0. Dallojmé dy raste:
I. Nése x € ker(T — p)™*! dhe h(u) # 0, marrim

n

(2.1.6) (W(T) = h(p)a = a(T = w)" [I(T = p+ p— i) ﬁu i) (T — p)"x
Atéheré,
(M(T) = h(w)*z = a* [T (1 — ) (T = p)*""x = 0.

1
Nga Teorema [2.1.13|rrjedh x € ker(h(T) h(u))2 = ker(h(T) — h(p)). Atéheré,

(R(T) — h(p))z = 0, dhe nga relacioni marrim (7' — p)™z = 0, pra = €
ker(T — pu)™.
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II. Nése h(p) = 0 marrim

(2.1.7) WT) = a* [ = )" (T = )" = 5T = )"
dhe
(T = )|
= <(T ), (T — )" a)?
= (V"R(T)*z, 0" h(T)*x)?
o™ ((T)*h(T)* 2, h(T)* )2
o[ (|A(T)*h(T)* ||| ()" ]|

IA A

()
Bl 1T 22 || (D) ]| (D) |
= [T = )T = )P | (T = ) ]| = 0.

Pra,
(T = ) ||* < " HI(T = )" |[[(T = p)™ .

Nése = € ker(T — /L)km—i_l? atéheré ker(T — /,L)km = ker(T — ,u)km‘H_ ]

Rrjedhim 2.1.22. [57, Corollary 3.11] Nése T' € L(H) éshté operator algjebrikisht
k-kuazi-x-paranormal, atéheré T ka SVEP.

Vértetim. Vértetimi vie direkt nga Teorema [2.1.21| dhe nga Lema [1.4.11] O

Teoremé 2.1.23. [57, Theorem 3.12] Nése T' éshté operator algjebrikisht k-kuazi-
x-paranormal, atéheré T dhe T™* jané operatoré polaroid.

Vértetim. Le té jeté pu € isoo(T"). Nga Teorema rrjedh H = Ho(T —p) @ K (T —
w), ku Ho(T — ) dhe K(T — p1) jané nénhapésira té mbyllura. Nga Lema kemi
(T — w)(K(T — p) = K(T — p) éshté nénhapésiré e mbyllur dhe ker(7" — p) C
Mpen (T — )" (K (T — p)), prandaj (T'— p)| g (r—p) éshté operator gjysmé-regular. Po
ashtu kemi o (7T'|3r—p)) = {1}, prej nga rrjedh o (T — p)|por—pn)) = {0}, prandaj
(T — 1) |3 (r—py éshté operator pothuajse-nilpotent. Rrjedhimisht 7" — ;i e posedon
dekompozimin e pérgjithshém Kato. Mirépo, pasi T'— u éshté operator algjebrikisht
k-kuazi-*-paranormal, nga Teorema rrjedh se (1" — 1) |3 (r—p) €shté operator
nilpotent, prandaj 7' — p e posedon dekompozimin e tipit Kato. Pasi o(7") nuk e
ka piké grumbulluese pikén pu, atéheré operatorét T' dhe T™* kané SVEP né pikén pu.
Nga [1, Theorem 2.45 dhe Theorem 2.46] marrim p(T — u) < oo dhe ¢(T — p) < 0.
Nga kétu rrjedh se p éshté pol i resolventes sé operatorit T, qé tregon se T' éshté
polaroid, rrjedhimisht 7T éshté isoloid. Né fund nga Teorema (1.4.6, rrjedh se T
éshté polaroid. O

Lemé 2.1.24. [57, Lemma 3.11] Supozojmé se T* éshté operator algjebrikisht k-
kuazi-x-paranormal. Atéheré, T éshté a-polaroid.
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Vértetim. Le té jeté p piké e izoluar e spektrit aproksimativ o,(7"). Pasi T* ka
SVEP, nga Lema rrjedh se p éshté piké e izoluar e spektrit (7). Nga teorema
e mésipérme kemi se T™ éshté polaroid, prandaj T" éshté polaroid. Prandaj, T" éshté
operator a-polaroid. O]

Né rastin e pérgjithshém Idempotenti i Riesz-it P, nuk éshté projektor ortogonal.
Kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém qé P, té jeté projektor ortogonal éshté qé P,
té jeté operator i adjunguar, [22]. Pér operatorét hyponormal né [89], Stampfli ka
treguar se pér ¢do piké té izoluar té spektrit té operatorit T, projektori P, éshté i
veté-adjunguar dhe vlen

Pu(H) = ker(T' — p) = ker((T' — p)").

Né [05], Uchiama e zgjeroi kété rezultat pér operatorét e klasés A lidhur me
pikén e izoluar p # 0 dhe tregoi se Idempotenti i Riesz-it lidhur me kété klasé né
pikén 0 nuk éshté i veté-adjunguar dhe ker(7") # ker(7*). Né [59], Jeon dhe Kim e
zgjeruan rezultatin e Stampflit pér operatorét kuazi-klasé A né pikén p # 0. Ndérsa,
né [71], Mecheri e tregoi rezultatin e njéjté pér operatorét k-kuazi-x-klasé A lidhur
me pikén p # 0.

Teoremé 2.1.25. [57, Theorem 4.1] Le té jeté T € L(H) operator k-kuazi-x-
paranormal dhe P, Idempotenti i Riesz-it pér pikén e izoluar pn nga spektri o(T).
Atéheré:

1. Nése pp # 0, P,(H) = ker(T — p) = ker((T' — p)*), dhe P, éshté i veté-
adjunguar.

2. Nése u =0, atéheré P,(H) = ker(T*)

Vértetim. 1). Le té jeté T operator k-kuazi-x-paranormal dhe p # 0 € isoo (7).
Tregojmé se vlen barazimi P,(H) = ker(T' — p).

Nga Teorema rrjedh se p éshté vleré vetjake e operatorit 7', prandaj (7" —
px = 0, pér ¢cdo x # 0 € H. Atéheré, € ker((T' — p)™) = P,(H), qé tregon
se ker(T" — p) € P,(H). Né anén tjetér, o(T|p,(g)) = {p}, prandaj bazuar né
Teoremén m, T'|p,(my éshté operator k-kuazi-+-paranormal, ndérsa nga Teorema
2.1.18| rrjedh se T|p, gy = p. Nése x € P,(H), atéheré T'x = px, prej nga r €
ker(T — p).

Tani, tregojmé se vlen ker(T' — p) = ker((T'— p)*). Pasi qé¢ P, (H) = ker(T — p),
atéheré ker(T — p) éshté nénhapésiré e reduktuar né lidhje me operatorin 7" dhe T
mund té shkruhet si

T=p®T né H=ker(T —p)® (ker(T — p))*,

ku T} éshté operator k-kuazi-x-paranormal dhe o(T") = {u} U o(T7).
Duhet té tregojmé se pu & o(717). Supozojmé té kundértén, p € o(T7). Atéheré, u
éshté piké e izoluar e spektrit o (7). Pasi T} éshté operator k-kuazi-*-paranormal,
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p € o,(11), prandaj ker(T7 — p) # {0}. Pasi ker(7) — p) C ker(7" — p) dhe ker(T —
1) C (ker(T — p))*, atéherd
{0} # ker(Ty — ) € ker(T — p) N (ker(T — )™ = {0},

qé éshté kontradiksion. Prandaj, mbetet qé p & o(7T1), prej nga rrjedh se 17 — p
éshté operator invertibil né (ker(T' — p))*t. Kéndej kemi

(T — 1) (ker(T — o))" = (kex(T — )",

pra. (ker(T — ) C (T — p)(FT).
Nga Lemat [2.1.13|dhe[1.2.1] marrim ker(T —p) C ker((T —p)*) = (T —p)(H))*,
rrjedhimisht

(T — p)(H) C (ker(T — p))* S (T — p)(H).
Pra (T — p)(H) = (ker(T — p))*, qé implikon
Ker(T — o)) = (T — p)(H))* = kex(T — p).
Né fund, tregojmé se P, éshté operator i veté-adjunguar. Nga
P,(H) = ker(T — 1) = ker((T — p)"),
marrim T'|p, gy = p. Prandaj,

(z = 1)) P.= T~ ) 1P,

dhe kemi 1
* *\—1 —
PP, = —m/aDu((z—T) )LPdz
__1/ ( _ )—lpd_l/ ( _ )_ldP—P
= omiJop, M TR T o0 Jop, T R T e

Pra PiP, = P, = P/f, rrjedhimisht Py = P,.

2). Pasi qé ker(T*™!) C Py(H) vlen pér ¢do operator té kufizuar, na mbetet
té tregojmé pérfshirjen Py(H) C ker(T**!). Dihet se Py(H) éshté nénhapésiré in-
variante e operatorit 7' dhe o(T|p,y)) = {0}, prandaj nga Teorema kemi
(T|pyn))*™ = T gy (1) = O. Nga kétu rrjedh Py(H) C ker(T*F1).

]

2.2 Vetité spektrale pér operatoret k-kuazi klasé
A

Né fillim do té pérkufizojmé operatorét k-kuazi klasé A, do té japim shembuj,
pastaj vetité bazike dhe né fund vetité spektrale té késaj klase té operatoréve.

Né [100], jané pérkufizuar operatorét e klasés A,,. Pér operatorin T € L(H)
themi se i takon klasés A,,, nése

T > T,

pér numrin e ploté jonegativ n.
Ndérsa ne kétu kemi pérkufizuar operatorét k-kuazi klasé A’ .
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Pérkufizim 2.2.1. [53, Definition 2.1] Themi se T" € L(H) éshté operator k-kuazi
klasé A}, nése

T*k (‘TnJrl

pér numrat e ploté jonegativ n dhe k.

% o |T*|2) Tk > O,

Nése k = 0, atéheré marrim
[T 2 TP,

qé paraget operatorét e klasés A*. Nése T' € A, atéheré T éshté operator n-x-
paranormal, prandaj si i tillé, 7" éshté normaloid, [84].

Nése n = 1, atéheré klasa e operatoréve A] koincidon me klasén e operatoréve
A*.

Nése n = 1 dhe k = 1, atéheré operatorét 1-kuazi klasé A7 koincidojné me
operatorét Q(A*).

Pasi q¢ S > 0 implikon T*ST > 0, atéheré vlen: nése T i takon klasés A’ pér
ndonjé numér té ploté n > 1, atéheré T' éshté operator k-kuazi klasé A, pér ¢do
numér té ploté pozitiv k.

Lemé 2.2.1. [55, Lemma 2.1] Le té jeté¢ K = ®&____H,,, ku H,, = R%. Pér op-

m=—o0o
eratorét e dhéné pozitiv A, B né R? dhe pér numrin e fiksuar m € N pérkufizojmé
operatorin S = Sa pm n€ K si né vijim:

S(.ﬁ(]l, T2, ) = (O, Al‘l, AI‘Q, ceey AZEm, BQ?erl, )
Atéheré, operatori © adjunguar i operatorit T éshté

S*(.Z'l, Ta, ) = (Al'g, AiL‘g, ey A.I'erl, B.Z'm+2, ),

st dhe vlen:
Operatori S = Sapm €shté k-kuazi klasé A}, pér n > k, atéheré dhe vetém
atéheré, kur

_1
Ak (An+1—iB2iAn+1—i) nFT Ak > A%H, péri=k+1,k+2 .. n+1.

Shembull 2.2.2. [53, Ezample 2.2] Le té jeté 0 < k <n dhe S = Sa pm ku

10 31
A—<0 1) dheB-(1 2).

Atéheré, S éshté operator k-kuazi klasé A},

Nése T' éshté operator k-kuazi klasé A%, atéheré T éshté operator (k + 1)-kuazi
klasé A*. Rrjedhimisht, vlejné pérfshirjet:

1-kuazi klasé A; C 2-kuazi klasé A C 3-kuazi klasé A; C ...

E anasjellta e kétij pohimi nuk éshté e vérteté.
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Shembull 2.2.3. Marrim operatorin e zhvendosjes sé njéanshme W, me peshén
{oun, : m € N}, té cilin e pérkufizuam né shembullin[2.1.3,

Nga pérkufizimi kemi, W, éshté operator k-kuazi klasé A’ nése
Wk (Wart! = — (WalP) Wi = 0,

pér numrat e ploté jonegativ n dhe k. W, éshté operator k-kuazi klasé A, atéheré
dhe vetém atéheré, kur

1 .
(Ot Ohtma1 - Qhman) ™ > Qg1 PErm=1,2,3,....

Nése a1 < apro < agys < ... dhe ap > agypi1, atéheré W, éshté operator
(k + 1)-kuazi klasé A%, mirépo nuk éshté operator k-kuazi klasé A’.

Tani do té shohim se operatorét k-kuazi klasé Ay, dhe operatorét (k4 1)-kuazi
klasé A* jané té pavarur.

Shembull 2.2.4. Shembull i njé operatori qé nuk éshté operator 2-kuazi klasé Aj,
mirépo éshté operator 1-kuazi klasé Aj.

Le té jeté W, operator i zhvendosjes sé njéanshme me vargun e peshave {«,, :
m € N}, i dhéné me relacionin:

1 nése m =1
2  nésem =2
Ay = i nese m =3
4  nésem =4
16 nése m > 5.

Pas disa llogaritjeve té thjeshta shohim se W, éshté operator 1-kuazi klasé A3,
mirépo W, nuk éshté operator 2-kuazi klasé Aj.

Shembull 2.2.5. Shembull i njé operatori i cili nuk éshté operator 1-kuazi klasé
AL, mirépo éshté operator 2-kuazi klasé Aj.

Le té jeté W, operator i zhvendosjes sé njéanshme me vargun e peshave {a,, :
m € N}, i dhéné me relacionin:

1 nése m =1
% nése m = 2
Qpy = § 2 nése m =3
i nése m = 4
64 nése m > 5.

Pas disa llogaritjeve té thjeshta, shohim se W, éshté operator 2-kuazi klasé A7,
mirépo nuk éshté operator 1-kuazi klasé A3.
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Pérkufizim 2.2.2. Operatori T' quhet (n, k)-kuazi-*-paranormal [101], nése
|7 T¥a|) < T v | T4 | 7,
pér ¢do x € H, dhe pér numrat e ploté jonegativ n dhe k.

Teoremé 2.2.6. [53, Theorem 2.5] Nése T' éshté operator k-kuazi klasé A%, atéheré
T éshté operator (n, k)-kuazi-<-paranormal.

Vértetim. PasiT éshté operator k-kuazi klasé A}, nga jobarazimi Holder-McCarthy
marrim

7T |?
_ <T*k|T*|2Tkl’,$>
< <T*k|T1+n|1J%nTkx7 )
< (THPT, The) || T |
ol e Ve
Kéndej kemi
(2.2.1) |7 T < T4+ | || e |
qé tregon se T' éshté operator (n, k)-kuazi--paranormal. O

Nga teorema e mésipérme rrjedh se, nése T' éshté 1-kuazi klasé A?, atéheré T
éshté operator (n, 1)-kuazi-*-paranormal.
Mirépo e anasjellta e teoremés sé mésipérme nuk éshté e vérteteé.

Lemé 2.2.7. Le té jeté dhéné operatori T = Ty g i pérkufizuar né Lemén [2.1.9

1. Operatori Ta gy €shté operator 1-kuazi klasé A3, atéheré dhe vetém atéheré,
kur
AB?A > A%,

2. Operatori T pm €shté operator (1,1)-kuazi-x-paranormal, atéheré dhe vetém
atéheré, kur
A(B* = 20A% + M)A > O, pér ¢do X > 0.

Shembull 2.2.8. Njé operator i cili nuk éshté 1-kuazi klasé A}, mirépo éshté oper-
ator (1, 1)-kuazi-+-paranormal.

Shembulli éshté analog me shembullin [2.1.6]

Teoremé 2.2.9. [55, Theorem 2.3] Nése T' € L(H) éshté operator k-kuazi klasé A},
ashtu qé TF nuk e ka rangun e dendur dhe T ka paragqitjen

TZ(O C’) né H =TFH) @ ker(T*),

atéheré, A éshté operator i klasés AX né T*(H), C* = O dhe o(T) = o(A) U {0}.
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Vértetim. Le té jeté P projeksion nga H mbi T*(H). Nése A = T]m, atéheré

A O
(O O) =TP = PTP.

Pasi T" éshté operator k-kuazi klasé A, kemi
P ([T )7 — |T*P) P > 0.

Vérejmeé se

2D .n_ (AA*+BB* O\ [(|A**+|B*]* O
P|T|P_PTTP_< O o) = O o)

Tani nga Jobarazimi i Hansenit marrim
P|T" Y7 P
- p (T*(n-i-l)T(’rH-l)) ﬁ P

S (PT*(n+1 n+1)P) n+1

_ ((TP *(n+1 TP)(TL—‘,—I)) n+1
<|An+1|2 >n+1

_ (rAn“rw )

Atéheré,
2
|An+1|m O S el % S ‘2D ’A*’2+|B*’2 O ‘A*|2
< o)z PIT P 2 PIT P = 5 5 o o

pra A i takon klasés A’ né TF(H).
Vértetimi i pjesés tjetér té teoremeés, éshté plotésisht analog me vértetimin né
Teoremén [2.1.101 O

Teoremé 2.2.10. [53, Theorem 2.4] Nése T éshté operator k-kuazi klasé A%, dhe M
éshté nénhapésiré T-invariante, atéheré ngushtimiT|y i operatorit T éshté gjithashtu
operator k-kuazi klasé A

Vértetim. Le té jeté P projeksion nga H mbi M. Atéheré, T né H = M & M*
mund té paraqgitet me ané té matricés

ro(48)

46




Teorema e Weylit dhe vetité spektrale né disa klasé té operatoréve

Vémé A = T'|p; dhe marrim

A O
(O O) =TP = PTP.

Pasi T' éshté operator k-kuazi klasé A7, kemi
Vérejme se

= PT*P|T*|?PT*P

= PT*PTT*PT*P
A*k‘A*FAk + |B*Ak|2 O
@) @)

- O @)

Duke u bazuar né jobarazimin e Hansenit marrim
— PT*kP (T*(n+1)T(n+l)> %H PTkP

< prt (PO p) Tk
_ A0 |A"'H|2 0] =) Ak O
—{o o O O 0 0

(AT O\ [(javti a0 (AR O
N O O O 0)\O O

B (A*k’An-i-l’nilAk O)

O O
Atéheré,
A*k‘An—H‘%Ak O
O O
- O O
pra A éshté operator k-kuazi klasé A¥ né M. O

Teoremé 2.2.11. [53, Theorem 3.1] Nése T éshté operator k-kuazi klasé A% dhe
(T — p)x =0 pér x # 0, atéheré (T — p)*x =0 pér ¢do p # 0.
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Vértetim. Le té jeté x # 0 dhe M mbéshtjellési linear i formuar nga bashkésia {x}.
Atéheré, M éshté nénhapésiré invariante e operatorit 7" dhe vlen

(M B . o 1
T_<O C) ne H=Mao M.

Le té jeté P projeksioni nga H mbi M dhe T|y; = p # 0. Pér té vértetuar
teoremén mjafton té tregojmé se B = O. Pasi qé T' éshté operator k-kuazi klasé A*

dhe z = T’“(ﬁ) € Tr(H), atéheré

P ([T )7 — |T*P) P > 0.

Duke shfrytézuar jobarazimin e Hansenit kemi

0

— ( pTHnr)p(nt1) p) T

1

> P (7)) p

— P|T"H 7P > P|T*|*P

_ (P +1B? O
9, o)

prandaj B = O. ]
Rrjedhim 2.2.12. [55, Corollary 3.2 Nése T' éshté operator k-kuazi klasé AZ,

atéheré
oip(T) \ {0} = 0,,(T) \ {0}

Rrjedhim 2.2.13. [553, Corollary 3.3] Nése T* éshté operator k-kuazi klasé A?,
atéheré pér ¢do p # 0 vlen

BT — ) < (T — p).
Vértetim. Vértetimi rrjedh nga Teorema [2.2.11] O]

Teoremé 2.2.14. [53, Theorem 3.4] Nése T' éshté operator k-kuazi klasé A, dhe
a, B € o,(T) \ {0} té tilla qé o # 3, atéheré

ker(T' — «v) L ker(T — ).

Vértetim. Le té jeté x € ker(T — «) dhe y € ker(T — (). Atéheré, Tx = ax dhe
Ty = PBy. Nga kétu kemi

alz,y) = (Tz,y) = (z,T"y) = (z, By) = B(z,y).
Pasi o # 3, atéheré (x,y) = 0. Rrjedhimisht,
ker(T — a) L ker(T — ).
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Teoremé 2.2.15. [53, Theorem 3.5] Le té jeté T' operator k-kuazi klasé A% qé ka
prezentimin
T=p®Ané H=ker(T — p) ®ker(T — p)*),

ku p # 0 éshté vleré vetjake e operatorit T. Atéheré, A éshté operator k-kuazi klasé
A% dhe vien ker(A — u) = {0}.

Vértetim. Le té jeté T = @ A. Atéhers, T = (g i) dhe kemi:

RGeS 19,
O A*k|An+1’n%1Ak

B |N|2(k+1) O
O A*k|A*|2Ak

B O O
~— \o A*k|A"+1|%+1Ak . A*k|A*|2Ak

Pasi T' éshté operator k-kuazi klasé A’ atéheré edhe operatori A éshté k-kuazi
klasé A .
Le té jeté xo € ker(A — u). Atéheré,

o (2) =6 %) ()= 6)
Prej nga rrjedh se x5 € ker(T — p). Pasi,
ker(A — p) C ker((T — p) ™),
atéheré xo = 0, qé tregon se ker(A — u) = {0}. O
Teoremé 2.2.16. [55, Theorem 3.6] Nése T' éshté operator k-kuazi klasé A, atéheré
530(T)\ {0} = 0a(T) \ {0},
Vértetim. Le té jeté ¢ : L(H) — L(K), Zgjerimi Berberian. Fillimisht tregojmé

qé ¢(T) éshté operator k-kuazi klasé A7. Pasi T éshté operator k-kuazi klasé Af,
atéheré

@)™ (Je@)™ 77 = o) ) o(r)
= o) ()77 = (1)) (7*)
= (1) (o (T H]77) = o(|(T*)2)) (TF)
— (T*k (‘T”“ T _ |T*|2) T’“) > 0.

Pra, ¢(T') éshte operator k-kuazi klasé A¥.
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Tani, nga Rrjedhimi [2.2.12| dhe Lema [1.4.1| marrim

7a(T) \ {0}
= 0a(p(T)) \ {0} = 0,((T)) \ {0}
= oip(e(T) \ {0} = 05a(T) \ {0}

]

Teoremé 2.2.17. [55, Theorem 3.7] Nése T' éshté operator k-kuazi klasé A, dhe
p € 0q,(T)\ {0}, atéheré |u| € oq(|T|) N oa(|T%]).

Vértetim. Nése u € 0,(T)\ {0}, atéheré nga Teorema [2.2.16|rrjedh se ekziston vargu
i vektoréve njési {z,,} i tillé qé (T' — p)z,, — 0 dhe (T — p)*z,, — 0. Tani, nga
Lema marrim |p| € o,(|T]) Mo, (|T%]). O

Rrjedhim 2.2.18. Le té jeté T' operator k-kuazi klasé A} dhe T = U|T| dekompoz-
imi polar i tij T. Nése pu = |ple? # 0 dhe p € 0,(T) atéheré € € a;,(U).

Vértetim. Le té jeté u € 0,(T). Nga Teorema kemi p € 0j,(T). Atéheré,
ekziston vargu i vektoréve njési {z,, }, ashtu qé (T'— p)z,,, — 0 dhe (T — p)*x,, — 0,
kur m — oo. Nga Lema kemi (U — ¢?)z,, — 0 dhe (U* — e ?)z,, — 0, kur
m — oo. Prandaj, € € 0;,(U). O

Rrjedhim 2.2.19. [55, Corollary 3.8] Nése T éshté operator k-kuazi klasé A,
atéheré

1. ker(T — p) = ker((T — p)?), nése p # 0,
2. ker(T*) = ker(T**1), nése u = 0.

Vértetim. 1). Le té jeté u # 0. Pér té treguar barazimin nén (1) mjafton té tregojmeé
pérfshirjen ker((T' — p)?) C ker(T — ), pasi qé pérfshirja ker(T — u) C ker((T — u)?)
vlen pér ¢do operator té kufizuar.

Le té jeté x € ker((T' — p)?). Atéheré, (T — p)*z = 0. Tani, nga Teorema [2.2.11
marrim (7' — p)*(T — p)z = 0. Kemi,

(T = wz||* = (T = 1)(T = Nz, z) = 0.

Atéheré, (T — p)x = 0 qé implikon pérfshirjen ker((T' — p)?) C ker(T — p).
2). Le té jeté u = 0 dhe = € ker(T**1). Nga relacioni (2.2.1)) marrim

| T < T )| | Tz =5 = o.
Atéhers, T*T*z = 0. Nga kétu kemi,
| T*z|? = (T*T*x, T" 'z) = 0.

Prandaj z € ker(T*).
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Rrjedhim 2.2.20. [53, Corollary 3.9/ Nése T' éshté operator k-kuazi klasé AZ,
atéheré T ka SVEP.

Vértetim. Vértetimi rrjedh nga Rrjedhimi i mésipérm dhe nga Lema [1.4.11] O]

Operatori T € L(H) quhet operator i dekompozueshém, né qofté se pér ¢do
dy bashkeési té hapura {U,V'} nga rrafshi kompleks C ekzistojné dy nénhapésirat e
mbyllura T-invariante Y dhe Z né H té tilla qé

H=Y +Z,0(Tly) CU dhe o(T|,) C V.

Lemé 2.2.21. [60, Theorem 1.2.23] Pér ¢do operator té dekompozueshém T, baraz-
mi

H = Hr(U) + Hr(V),
vlen pér ¢do dy bashkési té hapura {U,V'} nga C.

Teoremé 2.2.22. [55, Theorem 5.1] Le té jeté T € L(H) operator k-kuazi klasé
Ar i tillé g¢ T # 21 pér ¢do z € C. Nése S éshté operator i dekompozueshém
dhe éshté transformim pothuajse-invertibil i operatorit T', atéheré T ka ménhapésiré
hiperinvariante jo triviale.

Vértetim. Nése S éshté operator i dekompozueshém dhe transformim pothuajse-
invertibil i operatorit T, atéheré ekziston operatori pothuajse-invertibil A i tillé qé
AS = TA. Duhet té tregojmé se T" ka nénhapésiré hiperinvariante jo triviale. Pér
kété, supozojmé té kundértén, se T' nuk ka nénhapésiré hiperinvariante jo triviale.
Nga kétu dhe nga [65, Lemma 3.6.1] rrjedh se 0,(T) = 0 dhe Hy(F) = {0}, pér
¢do nénhapésiré té mbyllur té vérteté F' té bashkésisé o (7). Le té jené {U,V'} dy
bashkési té hapura né C té tilla qé o(T) \ U # () dhe o(T) \ V # 0.

Tani, nése x € Hg(U), atéheré og(z) C U. Prandaj, ekziston funksioni analitik
f i pérkufizuar né C \ U i tillé qé (S — 2) f(z) = z, pér ¢do 2 € C\ U. Pra,

(T — 2)Af(z) = A(S — 2) f(2) = Ax.
Kéndej kemi C\ U C pr(Ax), qé implikon Az € Hy(U). Prandaj,

A(Hs(U)) C Hp(U).

Né ményré té ngjashme tregohet se A(Hg(V)) C Hr(V).
Kéndej, pasi S éshté operator i dekompozueshém, atéheré H = Hg(U) + Hg(V).
Né fund kemi

A(H) = A(Hs(U)) + A(Hs(V)) € Hr(U) + Hr(V) = {0},

gé nuk éshté e mundur sepse operatori A éshté injektiv. Késhtu kemi arritur né
kontradiksion, prandaj mbetet qé T" ka nénéhapésiré hiperinvariante jotriviale. [J

Lemé 2.2.23. [66, Theorem 1.3.2] Pér ¢do operator T' € L(H) vlen
os(T) = U{or(z) : x € H}.
Nése T ka SVEP, atéheré o(T) = o5(T).
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Teoremé 2.2.24. [55, Theorem 5.2] Le té jeté T € L(H & K) operator k-kuazi
klasé Ay Nése ekziston vektori jo zero x € H ® K i tillé qé op(z) G o(T), atéheré
T ka nénhapésiré hiperinvariante jotriviale.

Vértetim. Le té vémé
M = Hr(op(z)) ={y € H® K : or(y) C or(z)}.

Nga Lema [1.4.13| rrjedh se M éshté nénhapésiré hiperinvariante e operatorit 7'
Tregojmé se M éshté nénhapésiré jo triviale. Pasi x € M, atéheré M # {0}.
Supozojmé se M = H & K. Pasi T éshté operator k-kuazi klasé A*, nga Rrjedhimi
rrjedh se T' ka SVEP. Tani nga Lema rrjedh relacioni

o(T) =WHor(y) :y e H® K} C or(x) S o(T),

gjé qé nuk éshté e mundur. Prandaj M éshté nénhapésiré T-hiperinvariante jo
triviale. n

Pér operatorét T' € L(H) dhe S € L(K) pérkufizojmé komutatorin W (S,T) €
L(L(H, K)) té dhéné me:

W(S,T)(B) =SB — BT pér¢do B € L(H, K).

Lemé 2.2.25. [66, Theorem 3.5.1] Pér ¢do dy operatoré T € L(H) dhe S € L(K),
pér komutatorin e tyre vlen:

1. o(W(S,T)) = a(S)\ o(T),
2. os(W(S,T)) =0s(S) \ 0a(T)
Rrjedhim 2.2.26. [55, Corollary 2.3] Nése T' € L(H) éshté operator k-kuazi klasé

A* dhe ngushtimi i tij A né TF(H) éshté operator invertibil, atéheré T éshté i ng-
jashém me shumén direkte té njé operatori té klasés A dhe njé operatori nilpotent.

Vértetim. Supozojmé se

A B ) A TaY .
T:<O C) né H =Tk (H) @ ker(T*).

Nga Teorema [2.2.9| rrjedh se A éshté operator i klasés A* dhe C' éshté operator
nilpotent me tregues té nilpotencés k. Pasi A éshté invertibil, atéheré 0 ¢ o(A). Nga
kétu marrim o(A)No(C) = 0. Tani nga Lema rrjedh se komutatori W (A, C)
éshté operator invertibil, prandaj ekziston operatori Z i tillé q¢ AZ — ZC = B.

Atéheré,
(A BY_(I z\ (A O\(I z
“loc)7\o 1) \oc)\o 1)

¢ka u deshté té tregohej. O]
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Lemé 2.2.27. [55, Lemma 2.4] Le té jeté T € L(H, K) operator i pérkufizuar me

T:(g g)

Nése A éshté operator surjektiv i klasés A’ dhe C operator nilpotent me treques
té nilpotencés k, atéheré T' éshté i ngjashém me operatorét qé i pérkasin klasés sé
operatoréve (n, k)-kuazi-«x-paranormal.

Vértetim. Pasi A éshté surjektiv dhe C* = O, atéheré kemi o,(A) N 0,(C) = 0.
Nga Lema [2.2.25] kemi se komutatori W (A, C') éshté surjektiv, prandaj ekziston
operatori 7, i tillé q¢ AZ — ZC = B. Atéheré,

0 1) e)-(6 2 %)

A O
o C)°

Tregojmé se R éshté operator (n, k)-kuazi-+-paranormal. Pér kété marrim vek-
torin + = 21 + 29 € H @ K. Pasi A éshté operator i klasés A, atéheré A éshté
operator n-*-paranormal. Nga kjo, duke ditur se C* = O do té kemi

qé tregon se T éshté i ngjashém me R =

IR (R¥z)||?
= |[R (R (21 + ) [* = | A" (A (1))
< AT (AR (@) | T (| AR ()| T
= IR (R* (21 + 22) || 757 | R (1 + @) | 71
|RY"(Rrx)|| 75 || R* () |+
pra, R éshté operator (n, k)-kuazi-*-paranormal. O

Lemé 2.2.28. [55, Lemma 2.5] Le té jeté T' operator i klasés A% ashtu qé o(T) =
{0}. Atéhere, T = O.

Vértetim. Pasi T éshté i klasés A, T" éshté normaloid. Prandaj

1T = sup{|u| : p € o(T)} =0,
prej nga rrjedh T'= O. O

Rrjedhim 2.2.29. [55, Corollary 2.6] Le té jeté T operator k-kuazi klasé A’. Nése
T éshté operator pothuajse-nilpotent, atéheré T éshté operator nilpotent.

Vértetim. Supozojmé se T éshté operator k-kuazi klasé A”. Konsiderojmé dy raste:
Rasti I: Nése operatori 7% e ka rangun e dendur, atéheré T éshté operator i
klasés A¥. Nga Lema e mésipérme rrjedh se T éshté operator nilpotent.
Rati II: Nése T nuk e ka rangun e dendur, nga Teorema rrjedh se T" mund
té paraqitet me ané té matricés

A B ) e aTaY .
T:<O C) né H =TkFH) @ ker(T*).
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Pasi T' éshté operator pothuajse-nilpotent, o(7") = {0}. Nga Teorema mar-
rim o(A) = {0}. Prandaj, pasi A éshté operator i klasés A%, rrjedh A = O. Nga

kétu kemi i
O BC
T = (O Ck—i—l) =0,
qé tregon se 1" éshté operator nilpotent. O

2.3 Operatorét (p,r,q)-+-paranormal dhe absolut-
(p, r)-*-paranormal

T. Furuta dhe té tjerét, né [40] kané pérkufizuar klasén e operatoréve absolut-k-
paranormal dhe kané studiuar vetité e késaj klase té operatoréve, ku ve¢ tjerash
kané treguar se klasa e operatoréve A(k) éshté nénklasé e klasés sé operatoréve
absolut-k-paranormal, pér ¢do k > 0, [40, Theorem 2]). Operatori T" quhet absolut-
k-paranormal, nése

|71 Ta]| > |7,

pér ¢do k > 0 dhe pér ¢do vektor njési x € H.

Fujii, dhe té tjerét né [37] kané pérkufizuar operatorét p-paranormal pér p > 0
qé paraget njé tjetér pérgjithésim té operatoréve paranormal. Operatori 1" quhet
p-paranormal né qofté se

NTPUITP) = [1TP]?,

pér ¢do vektor njési x € H dhe p > 0, ku T' = U|T| éshté dekompozimi polar i
operatorit 7. Eshté e garté se klasa e operatoréve 1-paranormal éshté e barabarté
me klasén e operatoréve paranormal.

Né [99] jané pérkufizuar operatorét absolut-(p, r)-paranormal nga Yamazaki dhe
Yanagida. Kjo klasé éshté pérgjithésim i klasés sé operatoréve absolut-k-paranormal
dhe operatoréve p-paranormal. Operatori T quhet absolut-(p,r)-paranormal né
qofté se

TP | )l = ([T,

pér ¢do x € H.
Fujji dhe Nakomoto né [36] kané pérkufizuar klasén e operatoréve (p, r, ¢)-paranormal:
pér ¢do p > 0, r > 0 dhe g > 0, operatori T éshté (p, r, ¢)-paranormal nése

NTPUITye|s > [|7] ],

pér ¢do vektor njési x € H. Klasa e operatoréve (p, r, ¢)-paranormal éshté pérgjithésim
i klasés sé operatoréve p-paranormal. Pér mé shumé, klasa e operatoréve (p, p,2)-
paranormal éshté e barabarté me klasén e operatoréve p-paranormal.

Operatori T' quhet absolut-k-*-paranormal né qofté se

(2.3.1) TP Tl > (|77,

pér ¢do vektor njési x € H dhe pér ¢do k£ > 0. Tregohet se ¢do operator i klasés
A(k*) éshté operator absolut-k-«-paranormal pér ¢do k > 0, [77, Theorem 2.4].
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Pérkufizim 2.3.1. Operatori T quhet p-x-paranormal né qofté se
(2.3.2) NTPUIT Pl > [[|TPU* 2|,
pér cdo vektor njési x € H dhe p > 0.

Lemé 2.3.1. [18] Klasa e operatoréve 1-x-paranormal éshté e barabarté me klasén
e operatoréve x-paranormal.

Vértetim. Pasi
I T|UIT ||| = (|T|U|T|x, |T|U|T|z) = (| T*U|T |z, U|T|z) = | T,

dhe
I T|U*2|? = (UIT)PU z, z) = (|T* [z, z) = || T*z|]?,

atéheré, klasa e operatoréve 1-x-paranormal éshté e barabarté me klasén e opera-
toréve x-paranormal. ]

Duke u mbéshtetur né pérkufizimet e mésipérme, ne kétu kemi pérkufizuar klasén
e operatoréve absolut-(p, r)-x-paranormal qé éshté pérgjithésim i klasés sé opera-
toréve absolut-k-+-paranormal dhe p-x-paranormal. Po ashtu kemi béré edhe njé
pérgjithésim té disa klaséve té operatoréve duke pérkufizuar klasén e operatoréve
(p, T, q)-*-paranormal.

Pérkufizim 2.3.2. [I8] Definition 2.1] Pér ¢do p > 0, r > 0 dhe ¢ > 0, operatori T
éshté (p, r, q¢)-+x-paranormal, nése

1 pir
(2.3.3) TPUIT ]| > [T« U =],
pér ¢do vektor njési x € H.

Nése marrim r = p dhe ¢ = 2 né relacionin (2.3.3)), shohim se klasa e operatoréve
(p, p, 2)-*-paranormal éshté e barabarté me klasén e operatoréve p-x-paranormal.
Nése 0 < t < s dhe ||z]| = 1, atéheré nga jobarazimi Holder-McCarthy kemi

||Tt:L‘||28 _ <T25§$,ZE>S < <T285L‘,l‘>8£ _ ||TS$||2t,
pra,
(2.3.4) T z||® < ||T°x]|".

Teoremé 2.3.2. [I8, Proposition 2.2] Klasa e operatoréve (p,r,q)-+-paranormal
éshté monotono rritése pér q > 0.
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Vértetim. Le té jeté T operator (p,r, q)-*-paranormal dhe ¢ > ¢ > 0. Pér vektorin
njési x € H, nga jobarazimi (2.3.4)) marrim

ptr
i
ptr i’
< e
1aq
< |[TPUIT| ||«
1
= [ITPUIT|"=||< .
Pra, T éshté operator (p,r, ¢ )-*-paranormal. ]

Pérkufizim 2.3.3. [I8, Definition 2.3] Pér numrat realé pozitiv p > 0 dhe r > 0,
operatori T' quhet absolut-(p, r)-*-paranormal, nése

(2.3.5) ITPUIT] )" = T U],
pér ¢do vektor njési x € H, ose

(2.3.6) NTPUIT |||z |” = 1T U=,
pér ¢do xz € H.

Shohim qé klasa e operatoréve (p,r, 2" )-+-paranormal éshté e barabarté me
T

klasén e operatoréve absolut-(p, r)-*-paranormal.

Rrjedhim 2.3.3. [I8, Corollary 2.4] Le té jeté T € L(H) dhe T' = U|T| dekom-
pozim polar i operatorit T

1). Pér ¢do k >0, T éshté absolut-k-x-paranormal, nése T éshté absolut-(k,1)-
x-paranormal,

2). Pér ¢do p > 0, T éshté p-x-paranormal, nése T éshté absolut-(p, p)-*-
paranormal,

3). T éshté x-paranormal, nése T éshté absolut-(1, 1)-*-paranormal.

Vértetim. Pér té vértetuar kété shirytézojmé relacionin (2.3.5)).
1). Vémé p = k > 0 dhe r = 1 né relacionin (2.3.5). Atéheré, kemi

T Tl > (1T
2). Vémé r = p né relacionin . Atéheré, kemi
NTPUITP) = [|TPU ).
3). Vémé r = p = 1 né relacionin (2.3.5). Atéheré, kemi
NTIU|T ]| > |T|U"|* so | T%2]] > || T"|*.
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Lemeé 2.3.4. Pér numrat real pozitiv a > 0 dhe b > 0, vlen
Aa + pb > a bt
ku A >0 dhe p > 0, té tillé g¢ N+ p = 1.

Teoremé 2.3.5. [I8, Proposition 2.6] Le té jeté T € L(H) dhe T = U|T| dekom-
pozim polar i operatorit T'.

1). Pér ¢dop > 0, r > 0 dhe q > 1, operatori T éshté (p,r, q)-+-paranormal,
atéheré dhe vetém atéheré, kur

2(p+r)

(2.3.7) | T)"U*|T|*U|T|" — g\ D|T*| 7 + X'q — 1)I >0,

pér ¢do A > 0.
2). Pér ¢do p > 0 dhe r > 0, operatori T éshté absolut-(p,r)-*-paranormal,
atéheré dhe vetém atéheré, kur

(2.3.8) r|T|"U*|T|*U|T|" — (p+ r)N|T*]*" + pAP*T"T > 0,

pér ¢do A > 0.
3). Pér ¢do p > 0, operatori T éshté p-x-paranormal, atéheré dhe vetém atéheré,
kur

(2.3.9) | T|PU*|T|*U|TP — 2\|T*[** + X\*1 > 0,
pér ¢do A > 0.

Vértetim. 1). Supozojmé se T' éshté operator (p, 7, ¢)-*-paranormal, pér p > 0, r > 0
dhe ¢ > 1, d.m.th.,

NITPUIT 2|7 > |75 U],
pér ¢do vektor njési x € H. Nga kétu rrjedh

9= 2(p+r) 2(p+r)

(23.10) (TIU|TPPUIT 2 2) 5w, 2) T = (U7 U, ) = (1T 2, 2),

pér ¢do xz € H.
Nga Lema [2.3.4] marrim

q—1

(T|"U*|T\PU|T| 2, x) e (w, x) T

q—1

= (NI U TPPUIT )T (N (2, 2))

1 -1

< ) -9 <]T|"U*|T|2pU|T|"x,x> + (q ) Nz, )
q q

Atéheré,

1 ptr -1
(2.3.11) N (T U TI2U T 2, 2) — (T "5 2, ) + <q> Nz, z) > 0.
q
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Anasjelltas, né relacionin ([2.3.11)) vémé

1

TTT* 2p T ar

\ o (ATrUITPTe s\
(z, )

né rastin kur (|T|"U*|T|**U|T|"x, z) # 0 dhe lejojmé A — 0" né rastin kur
(I U [TPPUT 2, 2) = 0.

Atéheré, do té marrim relacionin (2.3.10)).
2). Né relacionin 1) VEmeé q = @, prej nga marrim relacionin 1)
233)

3). Né relacionin ( vémé r = p dhe zévendésojmé A\ = N. Nga kétu marrim

relacionin ([2.3.9)).
O

Rrjedhim 2.3.6. [18, Corollary 2.7] Le té jeté T = U|T| dekompozim polar i oper-
atorit T' dhe p > 0. Operatori T éshté p-x-paranormal, atéheré dhe vetém atéheré,
kur T, = U|T|P éshté operator x-paranormall.

Teoremé 2.3.7. [18, Proposition 2.8] Operatori i cili éshté unitarisht ekuivalent me
operatorin (p,r,q)-x-paranormal éshté gjithashtu operator (p,r, q)-*-paranormal pér
¢cdop>0,r>0 dhe qg> 1.

Vértetim. Le té jeté Ty = U|T}| operator (p,r, q)-*-paranormal dhe Ty, = W*T1W
ku W éshté operator unitar. Duhet té tregojmé se Ty éshté operator (p,r,q)-*-
paranormal.

Nga Tp = W*T1W, atéheré |To|* = W*|T1|*W pér ¢do o > 0. Nga Lema [1.3.7]
dhe Lema [1.3.8] rrjedh

Ty = WTYW = W*U|Ty|W = W*UWW*|Ty|W

dhe
ker(W*UW) = ker(W*|Ty|W).

Barazimet e fundit tregojné se
Ty = (W UW)(W*|Ty W),

éshté dekompozim polar pér operatorin 7T5. Prandaj kemi

2(p+r)

(Tl (WA UW ) (T2 (W UW) [T — gA 00|75 5 4 (g — DA =

2(p

W (g — DA =

WL US| T PO "W — gX W Ty

2(p+r)

W (]T1|’”U*]T1|2?’U|T1|’“ — T 5 (g — 1>wz) W >0

pér ¢do A > 0. Pra, Ty éshté operator (p,r, q)-*-paranormal. O
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Le té jeté T operator nga L(H). Pérkufizojmé operatorin
E(t) = X(-o01(A),
KU X(—oo, €shté funksioni karakteristik. Tregohet se vlen
E(t)E(s) = E(l), ku [ = minlt, s,

prej nga E?(t) = E(t). Po ashtu pasi qé E(t) > O, atéheré E(t) = E*(t). Kéto fakte
tregojné se E(t) éshté projektor.
Familja
{E(t): —oc0 < t < 400},

quhet rezolucion i identitetit pér operatorin 7.

Teoremé 2.3.8. (Teorema spektrale mbi operatorin e veté-adjunguar) Le té jeté T
operator i veté-adjunguar. Atéheré,
1). FEkziston rezolucioni i identitetit E(t) pér operatorin T i tillé qé

+oo
T = / tdE(t).
0
2). Né qofté se f(t) éshté funksion i vazhdueshém né [0, +00), atéheré

+oo
f) = [ FdBw.
Integrali né teoremén e mésipérme éshté integral i Stieltjesit.

Teoremé 2.3.9. [18, Proposition 3.8] Nése operatori x-paranormal T" komuton dy-
fish me operatorin hipernormal S, atéheré operatori T'S éshté x-paranormal.

Vértetim. Le té jeté {E(t)} rezolucioni i identitetit pér operatorin e veté-adjunguar
S*S. Né bazé té supozimit T*T dhe T**T? komutojné me ¢do element t& {E(t)}.
Pasi S éshté hipernormal, atéheré

S*28% > §*(S55%)S > (5*9)?,
dhe
(TT*SS*, x,x)y < (TT*S*S,x,x).

Pra
~TT*SS* > —-TT*S*S.

Ndérsa, né anén tjetér duke u mbéshtetur né kéto qé treguam dhe duke u bazuar
né Teoremén [2.3.8, pér ¢do A > 0 marrim:

(TS)**(TS)? = 2MTS)(TS)* + X2 = (T**T?)(S*2S%) — 2A(TT*)(SS*) + \* >
(T*2T2)(575)? — 2A(TT*)(S*S) + A2 = /0 T(EBTT? — 2MTT" + \)dE(t) > 0,

Nga kétu, pérfundojmé se T'S éshté operator x-paranormal. n
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Rrjedhim 2.3.10. [18, Corollary 3.9] Nése operatori x-paranormal T komuton dy-
fish me operatorin normal S, atéheré operatori T'S €shté x-paranormal.

Rrjedhim 2.3.11. [18, Corollary 3.10] Nése operatori p-x-paranormal T komuton
dyfish me operatorin p-hipernormal S, atéheré operatori T'S éshté p-x-paranormal,
pér ¢do p > 0.

Vértetim. Le té jené T = U|T| dhe S = W|S| dekompozime polare pérkatése té
operatoréve 17" dhe S. Atéheré, T, = U|T'|P éshté *-paranormal dhe S, = W|S|P éshté
operator hipernormal. Nga Lema [[.3.7, kemi 7, komuton dyfish me S,. Atéheré,
nga Teorema [2.3.9| rrjedh

(TS )P = TPS P

éshté operator #-paranormal, respektivisht T'S éshté operator p-*-paranormal. [J

Rrjedhim 2.3.12. [18, Corollary 3.11] Nése operatori p-x-paranormal T komuton
dyfish me operatorin hipernormal S, atéheré operatori T'S éshté p-x-paranormal.

Rrjedhim 2.3.13. [18, Corollary 3.12] Nése operatori p-x-paranormal T komuton
dyfish me operatorin normal S, atéheré operatori T'S éshté p-x-paranormal.

Tani do té tregojmé se nése T' éshté p-k-paranormal dhe T" éshté operator kom-
pakt pér ndonjé n, atéheré T do té jeté gjithashtu operator kompakt. Né fillim
vértetojmeé njé lemé ndihmeése.

Lemé 2.3.14. [I8, Proposition 3.13] Nése T éshté operator p-x-paranormal i tillé
qé |T'|P éshté kompakt pér p > 0, atéheré |T| éshté kompakt gjithashtu.

Vértetim. Le té jeté T = U|T| dekompozim polar i operatorit T. Pér té vértetuar
lemén, mjafton té tregojmé se operatori |T|P~! éshté kompakt. Pér kété marrim

vektorin njési % nga hapésira H. Atéheré, nga relacioni (2.3.2)) marrim
2
TP TP~
TPUIT P ol 2 TPV |
H [T [P=tec]| TPt
respektivisht
(2.3.12) NPT TP~ | < TP 2 | TPUIT P TP

Tani, le té jeté {z,,, }°°_, njé varg vektorésh njési nga H, i cili konvergjon dobét tek
0. Atéheré, né saje té relacionit kemi se operatori |T|PU*|T[P~! éshté kom-
pakt. Rrjedhimisht, operatori |T'[P~! gjithashtu éshté kompakt, qé paraqet vérte-
timin e lemés. O

Teoremé 2.3.15. [18, Proposition 3.13] Le té jeté T' = U|T| operator p-x-paranormal
dhe p > 0. Nése T™ éshté operator kompakt pérn > 0, atéheré T éshté operator kom-
pakt gjithashtu.
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Vértetim. Marrim vektorin njési % nga H. Nga relacioni (2.3.2)) rrjedh

(2.3.13)
TPU-T"a||* < J|TPUITPT 2|[|7" 2| < ITPUITPH T ||| 7 2]

Le té jeté {ym}>°_, varg vektorésh njési i cili konvergjon dobét tek 0. Atéheré,
nga ([2.3.13]) marrim
(2.3.14) | TPU*T™ g, || — 0.

Atéheré, nga relacioni (2.3.14) dhe nga Lema [2.3.14| rrjedh 77! éshté operator
kompakt, respektivisht, T" éshté operator kompakt.

]

Teoremé 2.3.16. [18, Proposition 3.1] Nése T éshté operator p-x-paranormal, atéheré

ker(T — p) C ker(T™ — 1),
pér ¢do pu € C
Vértetim. Le té jeté T" = U|T| dekompozimi polar i operatorit 7. Atéheré, T, =
U|T'|P éshté operator *-paranormal. Nga Lema rrjedh relacioni:

ker(T), — p) C ker(T,; — 1),
respektivisht

ker(T — p) C ker(T™ — ).

O

Rrjedhim 2.3.17. [I8, Corollary 3.2] Nése'T éshté operator p-x-paranormal, atéheré
ajp(T) = 0p(T).
Teoremé 2.3.18. [18, Corollary 3.4] Nése T éshté operator p-x-paranormal, atéheré
0ja(T) = 04(T).

Vértetim. Le té jeté ¢ : L(H) — L(Y') zgjerimi Berberian dhe le té jeté T operator p-
«-paranormal. Né fillim tregojmé se ¢(7") éshté operator p-x-paranormal. Le té jeté
T = U|T| dekompozimi polar i operatorit 7". Atéheré, U éshté izometri parciale me
hapésirén iniciale |T'|(H) dhe ker(U) = ker(|T'|). Atéheré, o(T) = p(U)|p(T")| éshté
dekompozim polar i operatorit ¢(7T) ku ¢(U) éshté izometri parciale me hapésirén
iniciale [¢(T)|(H) dhe ker(¢(U)) = ker(|o(T))).

Pasi T' éshté operator p-*-paranormal, nga Teorema[2.3.5|dhe Lema[I.4.T] marrim

(TP ((U) [o(T) [P (U) | o(T)P = 2X[(o(T)) 7P + p(N1) =
o (ITPU|TP#UITP — 20|T** + X*1) > O.

Prandaj, ¢(7T') éshté operator p-x-paranormal.
Tani, nga Rrjedhimi dhe nga Zgjerimi Berberian, rrjedh

o.(T)

= 04(p(T)) = op(p(1))
ajp((T)) = 0ja(T).
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Teoremé 2.3.19. [I8, Theorem 3.6] Nése T éshté operator p-x-paranormal dhe nése

p € 04(T), atéheré
|ul € aa(|T]) N oa(|T]).

Vértetim. Vértetimi éshté analog me vértetimin e Teoremés [2.2.17] O]

Teoremé 2.3.20. [18, Proposition 3.7] Nése T dhe T™ jané operatoré p-+-paranormal,
té tillé qé ker(T) = ker(T™), atéheré T éshté operator normal.

Vértetim. Le té jené T = U|T| dhe T* = U*|T*| dekompozime polare pérkatése.
Pasi qé T' dhe T™ jané operatoré p-x-paranormal, atéheré

T, = U|TJ” dhe T} = U*|T*P,

jané operatoré *-paranormal, t& tillé qé ker(7},) = ker(T};). Atéheré, T, éshté opera-
tor normal, rrjedhimisht 7" éshté operator normal. O
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Kapitulli 3

Teorema e Weyl-it dhe
vazhdueshmeéria e spektrit

3.1 Teorema e Weyl-it pér operatoréet k-kuazi-*-
paranormal

Teoremé 3.1.1. [57, Theorem 5.2] Nése T € L(H) éshté operator algjebrikisht k-
kuazi-x-paranormal, atéheré f(T) e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té Weyl-it,
pér ¢do f € Hol(o(T)).

Vértetim. Supozojmé se T éshté operator algjebrikisht k-kuazi-x-paranormal dhe le
té jeté p € Hoo(T). Atéheré, p éshté piké e izoluar e spektrit o(7"). Pér vértetimin e
teoremés pérdorim Idempotentin e Riesz-it P, = ;- Jop, (T = w) " tdu, ku D, éshté
rruzulli i mbyllur me gendér né pikén p dhe nuk pérmban pika tjera té spektrit o (7).
Operatorin 7" mund ta paraqesim me ané té shumés

T =T &T, kuo(Ty) ={pu} dhe o(Ty) = o(T) \ {1}

Pasi T' éshté operator algjebrikisht k-kuazi-x-paranormal, nga Teorema [2.1.23]
rrjedh se T" éshté polaroid. Pra u éshté pol i resolventes sé operatorit T. Nga Teorema
rrjedh se ekziston numri i ploté pozitiv p = p(u) i tillé qé

Ty — p= (T — p)| pary=rer(T—pr) dhe To — g = (T — 1) |ker(P)=(T—pu)r(i1)-

Pra, (T’ — p)?(H) éshté nénhapésiré e mbyllur. Nga Teorema [2.1.21] kemi se
T — p ka ascent té fundmé pér ¢do p € C, prandaj (T — p)"(H) = (T — p)?(H)
éshté nénhapésiré e mbyllur pér ¢do n > p. Tani, nga Teorema rrjedh se T e
plotéson Teoremén e Pérgjithshme té Weyl-it.

Nga Lema [1.6.10| rrjedh se, f(opw (7)) = opw(f(T)) pér ¢do f € Hol(o(T)),
pasi T' ka SVEP. Ndérsa, pasi T' éshté isoloid nga Lema [1.6.11], kemi

f(e(T)\Too(T)) = o(f(T)) \ Too(f(T))-

Kéndej, pasi T' e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té Weyl-it, marrim
o(f(T) \ Hoo(f(T)) = f(o(T) \Hoo(T)) = fopw(T)) = opw (f(T)).
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Barazimi i fundit tregon se f(7') e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té Weyl-it,
pér ¢do f € Hol(o(T)). O

Rrjedhim 3.1.2. [57, Corollary 5.3] Nése T' éshté operator algjebrikisht k-kuazi-x-
paranormal, atéheré f(T) e plotéson Teoremén e Weyl-it, pér ¢do f € Hol(a(T)).

Vértetim. Le té jeté T operator algjebrikisht k-kuazi-x-paranormal. Nga Teorema
rrjedh se f(T') e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té Weyl-it, pér ¢do f €
Hol(o(T)). Tani, nga Lema rrjedh se f(T') e plotéson Teoremén e Weyl-it,
pér ¢do f € Hol(o(T)). O

Teoremé 3.1.3. [57, Theorem 5.4] Nése T* € L(H) éshté operator algjebrikisht
k-kuazi-x-paranormal, atéheré f(T) e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té Weyl-it,
pér ¢do f € Hol(o(T)).

Vértetim. Le té jeté p € Igo(T). Pra p éshté piké e izoluar e spektrit o(7'). Nga
Teorema rrjedh se T éshté polaroid, prandaj né bazé té Teoremés [1.4.0]
edhe T éshté polaroid. Atéheré, p éshté pol i resolventes sé operatorit 7. Kéndej,
bazuar né Teoremén , rrjedh se ekziston numri i ploté pozitiv p = p(u), i tillé
qé p=p(T — p) = q(T — p). Atéheré, (T — p)P(H) = (T — p)P*Y(H) dhe hapésira
(T — p)"(H) éshté e mbyllur, pér ¢do n > p. Nga Teorema rrjedh se T e
plotéson Teoremén e Pérgjithshme té Weyl-it.

Nga Lema [1.6.10] pasi T* ka SVEP rrjedh se f(opw(T)) = osw(f(T)) pér ¢do
f € Hol(o(T)). Ndérsa, nga Teorema rrjedh se T éshté polaroid, prandaj T’
éshté isoloid. Nga Lema [1.6.11] kemi

f(a(T) \ oo(T)) = o(f(T)) \ Hoo(f(T)).

Pasi T' e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té Weyl-it, rrjedh

o(f(T)) \ Hoo(f(T) = f(o(T) \ Hoo(T)) = flopw(T)) = apw (f(T)).

Barazimi i fundit implikon se f(7") e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té Weyl-
it, pér ¢do f € Hol(o(T)). O

Rrjedhim 3.1.4. [57, Corollary 5.5] Nése T' € L(H) éshté operator algjebrikisht k-
kuazi-x-paranormal, atéheré f(T) e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té Browder-it,
pér ¢do f € Hol(o(T)).

Vértetim. Le té jeté T operator algjebrikisht k-kuazi-*-paranormal. Atéheré, f(T')
ka SVEP. Nga Lema [1.5.10} rrjedh se f(T') e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té
Browder-it, pér ¢do f € Hol(o(T)). O

Rrjedhim 3.1.5. NéseT' € L(H) éshté operator algjebrikisht k-kuazi-x-paranormal,
atéheré f(T') e plotéson Teoremén e Browder-it pér ¢do f € Hol(o(T)).

Vértetim. Vértetimiiteoremés rrjedh nga Lema|l.5.15|dhe nga Rrjedhimi i mésipérm.
O
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Teoremé 3.1.6. [57, Theorem 5.6] Supozojmé se T* éshté operator algjebrikisht k-
kuazi-x-paranormal. Atéheré, Teorema e Pérgjithshme e a-Browder-it vlen pér f(T),
pér ¢do f € Hol(o(T)).

Vértetim. Pasi T™ éshté operator algjebrikisht k-kuazi-x-paranormal, 7™ ka ascent
té fundmé, dhe si i tille 7* ka SVEP. Prandaj, nga Lema [1.5.11] rrjedh se f(T) e
plotéson Teoremén e Pérgjithshme té a-Browder-it, pér ¢do f € Hol(o(T)). O

Teoremé 3.1.7. [57, Theorem 5.7] Supozojmé se T* éshté operator algjebrikisht
k-kuazi-x-paranormal. Atéheré, Teorema e Pérgjithshme e a-Weyl-it vlen pér oper-
atorin T

Vértetim. Pasi operatorét algjebrikisht k-kuazi-«-paranormal kané ascent té fundmé,
atéheré T* ka SVEP. Nga Teorema[3.1.6]rrjedh se T plotéson Teoremén e Pérgjithshme
té a-Browder-it. Bazuar né Teoremén qé té vértetojmé teoremén, mjafton té
tregojmé se vlen barazimi I}, (7) = BP§,(T"). Pasi pérfshirja B (T) C 1§, (T") vlen
pér ¢do operator, atéheré na mbetet té tregojmé se vlen pérfshirja

5o (T) < Poo(T).

Le té jeté p piké e ¢farédoshme e bashkésisé I18,(7). Atéheré, u éshté piké e
izoluar e spektrit aproksimativ o,(7"). Nga Lema kemi se p éshté pol i
resolventes sé operatorit 7. Prandaj, nga Teorema rrjedh se ekziston numri
pozitiv p = p(u), i tillé qé p(T — pu) = q(T — p) = p < oo. Atéheré, (T —
)P H) = (T — p)P(H) dhe (T — p)P(H) éshté nénhapésiré e mbyllur, pasi qé koin-
cidon me bérthamén e projeksionit ortogonal lidhur me pikén {u}. Rrjedhimisht,
€ Fo(T) o

Teoremé 3.1.8. [57, Theorem 5.8] Nése T éshté operator algjebrikisht k-kuazi--
paranormal, atéheré Teorema e Pérgjithshme e a-Weyl-it plotésohet pér f(T), pér
¢do f € Hol(o(T)).

Vértetim. Pasi T éshté operator algjebrikisht k-kuazi-x-paranormal, atéheré T™ ka
SVEP. Prandaj, operatori f(T') e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té a-Browder-it.
Nga Teorema [1.5.9] qé té vértetojmé teoremén toné, mjafton té tregojmeé pérfshirjen
13(f(T)) € P £(T)).

Le té jeté p € 115, (f(T)). Atéheré, u éshté piké e izoluar e spektrit aproksimativ
0.(f(T)) dhe 0 < a(f(T) — p). Atéheré, u € o,(f(7T")) dhe plotésohet ekuacioni:

(3.1.1) F(T) = p=c(T = pa)(T = pp2) - oo - (T = pin)g(T)

ku ¢, p1, plo, ..., i, € C, dhe g(T') éshté invertibil.

Pasi u éshté piké e izoluar nga f(o,(T)), nése u; € o,(T), atéheré p; éshté piké e
izoluar né o,(T), fakt qé rrjedh nga relacioni (3.1.1). Pasi T" éshté a-isoloid, atéherd
0 < a(T — w;), pér ¢do i = 1,2,...,n. Prandaj p; € 11§, (T") pér ¢do i = 1,2,...,n.
Nga Teorema |3.1.7] rrjedh se T' e plotéson Teoremén e Pérgjithshme té a-Weyl-it,
prandaj T — p; éshté operator gjysmé i sipérm i B-Fredholm-it dhe ind(7 — p;) < 0,
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pér ¢do i = 1,2, ...,n. Rrjedhimisht f(7") — p éshté operator gjysmé i sipérm i B-
Fredholm-it. Pasi p € isoo,(f(T)), atéheré f(T) ka SVEP né pikén p. Kénde;
nga Teorema [I, Theorem 2.89] rrjedh p(f(T) — u) < oco. Gjithashtu, pasi 7 ka
SVEP edhe f(T)* ka SVEP né p. Bazuar né [I, Theorem 2.90] marrim relacionin,
PUF(T) — 1) = a((T) — ) = p < oo. Prandaj, (F(T) — w1 (H) = (F(T) — " (H)
dhe (f(T") — p)P(H) éshté nénhapésiré e mbyllur. Rrjdhimisht, 4 € P§(f(T)). O

Rrjedhim 3.1.9. [57, Corollary 5.9/Nése T* éshté operator algjebrikisht k-kuazi--
paranormal, atéheré f(T) e plotéson Teoremén e a-Weyl-it, pér ¢do f € Hol(o(T)).

Vértetim. Mbéshtetur né teoremén e mésipérme dhe nga Lema rrjedh vérte-
timi i rrjedhimit. O

Rrjedhim 3.1.10. Nése T™ éshté operator algjebrikisht k-kuazi-x-paranormal, atéheré
f(T) e plotéson Teoremén e a-Browder-it, pér ¢do f € Hol(o(T)).

Vértetim. Nga teorema e mésipérme dhe nga Lema [1.5.12] rrjedh vértetimi i rrjed-
himit. ]

Nése T éshté operator algjebrikisht k-kuazi-x-paranormal, atéheré T nuk e ploté-
son Teoremén e a-Weyl-it [I, Example 4.53], rrjedhimisht 7" nuk e plotéson Teoremén
e Pérgjithshme té a-Weyl-it, bazuar né Lemén [1.5.14]

Operatori T' € L(H) quhet polaroid i trashégueshém, né qofté se ngushtimi i
tij né ¢do nénhapésiré té mbyllur éshté polaroid. Kjo klasé e operatoréve, éshté
pérmendur pér heré té paré né [33].

Rrjedhim 3.1.11. [57, Corollary 5.10] Operatorét algjebrikisht k-kuazi-*-paranormal
jané operatoré polaroid té trashégueshém.

Vértetim. Le té jeté T € L(H) operator algjebrikisht k-kuazi-s-paranormal dhe M
nénhapésiré e mbyllur T-invariante né H. Né bazé té supozimit, ekziston polinomi
jokonstant h ashtu qé h(T') éshté operator k-kuazi-k-paranormal. Nga Teorema
2.1.7, rrjedh se ngushtimi i operatoréve k-kuazi-x-paranormal né nénhapésirat e
mbyllura éshté gjithashtu k-kuazi-x-paranormal, pra h(T")|y, éshté operator k-kuazi-

s-paranormal. Pasi h(T|y) = h(T)|n, atéheré Ty éshté k-kuazi-x-paranormal.
Prandaj, nga Teorema [2.1.23| rrjedh se 7|, éshté polaroid, . O

Teoremé 3.1.12. [57, Theorem 5.11] Le té jeté T € L(H) operator k-kuazi--
paranormal dhe operator i Riesz-it. Nése |T"|| = ||T||", pér ndonjé n > k, atéheré
T éshté operator kompakt.

Vértetim. Le té jeté T operator k-kuazi-x-paranormal. Atéheré,
(T)™ (7(T)*m(T)? = 2Am(T)m(T)" + \?) m(T) =
7 (T (72T = 20TT" + \*) T*) > O,

qé tregon se m(T') éshté operator k-kuazi-+-paranormal. Né bazé té Teoremés [2.1.3)
7(T) éshté normaloid. Pasi T éshté operator i Riesz-it, né bazé té Teoremés sé
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Dekompozimit té West-it [96], mund té shkruajmé: T = S + @ ku S éshté operator
kompakt dhe @) éshté operator pothuajse-nilpotent. Nga pérkufizimi i homomor-
fizmit 7, marrim 7(7) = 7(Q). Prandayj,

o(n(T)) = o(n(Q)) = 0e(Q) = {0},

Relacioni i fundit tregon se w(7T') éshté operator pothuajse-nilpotent. Rrjed-
himisht, ||7(T)|| = r(7(T)) =0, pra 7(T") = O. Atéheré, T éshté kompakt. O

Rrjedhim 3.1.13. [57, Corollary 5.12] Nése T' éshté operator k-kuazi-x-paranormal
ashtu qé opw (T) = {0}, atéheré T éshté operator normal.

Vértetim. Nga Teorema [3.1.1] kemi se T" e plotéson Teoremén e Pérgjithshéme té
Weyl-it. Nga supozimi, kemi (T") \ {0} = Iyo(7). Pra ¢do piké jo zero e spektrit
o(T) éshté piké e izoluar e spektrit o(T") dhe vleré vetjake e operatorit 7. Prandaj
o(T) \ {0} éshté bashkési e fundme ose bashkési e pafundme e numérueshme, me
piké té grumbullimit pikén zero.

Le té jeté o(T) \ {0} = {pn}, ku |pa| > |p2| > ... > 0. Pasi p, éshté piké e
izoluar e spektrit o(7"), nga Teorema rrjedh se ker(T" — p,,) éshté nénhapésiré
e reduktuar e T, pér n € N. Le té jeté P, projektor ortogonal mbi ker(T — p,).
Atéheré, TP, = P,T = n, P, dhe P,P,, = 0 nése n # m.

Vémeé P = ¢, P,, dhe marrim

T = Tlxer(i—pP) ® T|(1-Py(r) = Onpin L ® T'|(1-Py(r)5

ku o(T|—py)) = o(T) \ {pn} = {0}.
Pasi ngushtimi T'|(;_ p)(), éshté gjithashtu operator k-kuazi-*-paranormal, atéheré
T|(-pymy = O. Rrjedhimisht T" = @, u,, P,. Prandaj, T' éshté operator normal. [

3.2 Teorema e Weyl-it pér operatorét k-kuazi klasé
A

Pérkufizim 3.2.1. Operatori T € L(H) quhet algjebrikisht k-kuazi klasé A’ né
qofté se ekziston polinomi jokonstant kompleks h(z), ashtu qé h(7T') éshté operator
k-kuazi klasé A .

Vlen implikimi i méposhtém:
k-kuazi klasé A* = algjebrikisht k-kuazi klasé A%

Lemé 3.2.1. [55, Lemma 2.7] Le té jeté T € L(H) operator algjebrikisht k-kuazi
klasé A% dhe o(T) = {po}. Atéheré, T — po éshté nilpotent.

Vértetim. Supozojmé se h(T') éshté operator k-kuazi klasé A’ pér ndonjé polinom
jo konstant kompleks h(z). Pasi,

o(h(T)) = h(a(T)) = {h(po)},
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atéheré nga Rrjedhimi 2.2.29| rrjedh se operatori A(T") — h(pg) éshté nilpotent.
Le té jeté

h(z) = h(po) = a(z — po)*(z — )™ - - (2 = )",
ku p; # pj pér i # j. Atéheré,
O = (W(T) = h(po))™ = ™ (T — po)™ (T — )™« ... - (T — pu)™".
Pasi T'— p; pér v = 1,2, ...,n éshté operator invertibil, rrjedh se
(T - Mo)mk = 0.
Barazimi i fundit tregon se T" — pg éshté operator nilpotent. O]

Lemé 3.2.2. Nése T éshté algjebrikisht k-kuazi klasé A}, atéheré edhe T — p éshté
algjebrikisht k-kuazi klasé A, pér ¢do u € C.

Vértetim. Supozojmé se T' éshté algjebrikisht k-kuazi klasé A*. Atéheré, ekziston
polinomi jokonstant h, ashtu qé h(T') éshté algjebrikisht k-kuazi klasé A*. Le té jeté
p € C, dhe marrim polinomin s(v) = h(v + u). Kemi,

S(T = p) = h((T' = p) + p) = M(T),
qé tregon se T — p éshté algjebrikisht k-kuazi klasé A, pér ¢do u € C. ]

Lemé 3.2.3. [54, Lemma 2.8] Le té jeté T operator algjebrikisht k-kuazi klasé Af.
Atéheré, T éshté polaroid .

Vértetim. Supozojmé se T' éshté operator algjebrikisht k-kuazi klasé A*. Atéheré,
h(T) éshté operator k-kuazi klasé A* pér polinomin kompleks jo konstant h. Le
té jeté p € isoo(T). Pér vértetimin e teoremés pérdorim projektorin e Ries-zit
P, = = faDM (T—p)~tdu. Prandaj operatorin 7 mund ta paragesim si shumé direkte:

21

T=T T, kuo(Ty) ={p} dhe o(T3) = o(T) \ {}.

Pasi qé h(T}) éshté operator k-kuazi klasé A* | atéheré T} éshté operator algjebrik-
isht k-kuazi klasé A*. Nga Lema rrjedh se T7 — p éshté gjithashtu algjebrikisht
k-kuazi klasé A’. Ndérsa, pasi qé o(T) — p) = {0}, atéheré nga Lema rrjedh
se T — p éshté operator nilpotent. Prandaj, sii tillé 77 — p ka ascent dhe descent té
fundmé. Né anén tjetér, pasi T, — p éshté operator invertibil, gjithashtu ka ascent
dhe descent té fundmé. Nga kétu rrjedh se edhe shuma e tyre, operatori 7' — i ka
ascent dhe descent té fundmé. Prandaj, p éshté pol i resolventes sé operatorit 7.
Rrjedhimisht, T" éshté polaroid. Pra, T' éshté isoloid. O

Teoremé 3.2.4. [53, Theorem 3.10] Nése T' ose T* éshté operator k-kuazi klasé A,
atéheré pér ¢do f € Hol(o(T)), vlen

ou(f(T)) = f(ow(T)).
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Vértetim. Le té jeté T operator k-kuazi klasé A¥. Atéheré, nga Rrjedhimi [2.2.20
rrjedh se T ka SVEP. Tani, nga Lema rrjedh se vlen 0,(T) = 0,(T"). Nga kétu
kemi

0w(f(T)) = oo(f(T)) = fou(T)) = f(ow(T)).
Né ményré té ngjashme tregohet barazimi, nése 7™ éshté operator k-kuazi klasé
A O

Lemé 3.2.5. [58, Lemma 2.11] Nése T' ose T* éshté operator algjebrikisht k-kuazi
klasé A%, atéheré

n’

(3.2.1) ouw(f(T)) = flow(T))
vlen pér ¢do f € Hol(a(T)) .
Vértetim. Nga Lema dimé se pérfshirja f(0uw(T")) C 0w (f(T)) vlen pér ¢do
operator té kufizuar. Prandaj, pér té treguar barazimin , mjafton té tregojmé
pérfshirjen
f(oww(T)) C ou(f(T)).

Le té jeté T operator algjebrikisht k-kuazi klasé A* dhe le té jeté f € Hol(o(T))

i tillé qé
() =p=clz—m)(z = p2) .- (2 = pn)g(2).

Supozojmé se p & 0., (f(T)). Atéheré, f(T) — p éshté operator gjysmé i sipérm

i Weyl-it dhe vlen relacioni

(3.2.2) F(T) = p=cT = pa)(T = p2) - . - (T = ) 9(T)

ku ¢, p1, pa, ..., it € C dhe g(T') éshté operator invertibil.
Pasi T' éshté operator algjebrikisht k-kuazi klasé A, atéheré T' ka SVEP. Pran-

daj, nga Lema rrjedh se
ind(T — p;) <0, pérgdoi=1,2,...,n.

Pra, T' — p; jané operatoré gjysmeé té sipérm té Weyl-it, pér ¢do i = 1,2, ..., n.
Nga kétu rrjedh se p; & 0uw(T). Prandaj p = f(1i) € f(0uww(T)), rrjedhimisht

f(0un(T)) € 0uu(f(T))-

Tani supozojmé se T éshté operator algjebrikisht k-kuazi klasé A’ . Atéheré, T
ka SVEP. Prandaj, nga Lema rrjedh se

ind(T" — p;) >0, pérgdoi=1,2,...,n.
Pasi qé
0< Y ind(T - py) = md(F(T) — ) <0,
i=1
prej nga rrjedh se ind(T — p;) = 0 pér ¢do i = 1,2,...,n. Atéheré, T — p; jané
operatoré té Weyl-it pér ¢do i = 1,2, ...,n, kéndej p; & 0y, (T). Prandaj pu = f(u;) &

f(ouw(T)), rrjedhimisht
f(guw(T)) C Uuw(f(T))
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Teoremé 3.2.6. [53, Theorem 3.12] Nése T ose T* éshté operator k-kuazi klasé
A atéheré Teorema e a-Browder-it plotésohet nga f(T) dhe f(T)*, pér ¢do f €
Hol(o(T)).

Vértetim. Pasi T ose T* ka SVEP, atéheré nga Teorema |1.4.12| rrjedh se f(T") dhe
f(T)* kané SVEP. Atéheré, nga Lema rrjedh se f(T') dhe f(T)* e plotésojné
Teoremén e a-Browder-it, pér ¢do f € Hol(o(T)). O

Dimé se, nése T' e plotéson Teoremén e a-Browder-it, atéheré T' e plotéson Teo-
remén e Browder-it, prandaj kemi rrjedhimin.

Rrjedhim 3.2.7. [53, Corollary 3.13] Nése T ose T™ éshté operator k-kuazi klasé
Ar . atéheré f(T) dhe f(T)* e plotésojné Teoremén e Browder-it, pér ¢do [ €
Hol(o(T)).

Teoremé 3.2.8. [53, Theorem 3.14] Le té jeté T operator k-kuazi klasé AZ. Nése
operatori S éshté pothuajse i ngjashém me T, atéheré S ka SVEP.

Vértetim. Pasi T éshté operator k-kuazi klasé A*, nga Rrjedhimi rrjedh se T
ka SVEP. Le té jeté U njé bashkési e hapur dhe f : U — H njé funksion analitik
itille qé (S —p)f(pn) =0, pér ¢do € U. Pasi S ~ T, atéheré ekziston operatori
injektiv X me rang té dendur i tille q¢ XS = TX. Prandaj, X(S —p) = (T — )X
pér ¢do u € U. Pasi, (S — pu)f(p) =0 pér ¢do p € U, atéheré

XS =) f(p) =0=(T—-p)Xf(n),

pér ¢do pu € U. Mirépo T ka SVEP, rrjedhimisht X f(u) = 0, pér ¢do p € U. Pasi
operatori X éshté injektiv, atéheré f(u) = 0 pér ¢do p € U. Pra, S ka SVEP, c¢ka
u deshté té tregohej. O

Teoremé 3.2.9. [53, Theorem 3.15] Nése T éshté operator k-kuazi klasé A dhe
nése S ~ T, atéheré Teorema e a-Browder-it vlen pér f(S), pér ¢do f € Hol(a(T)).

Vértetim. Pasi S ~ T, atéheré nga Teorema [3.2.8 rrjedh se S e plotéson Teoremén
e a-Browder-it. Po ashtu vlen o,,(f(S)) = f(ow(S)) pér ¢do f € Hol(o(T')). Nga
kétu marrim

ow(f(5)) = flow(S)) = f(ou(S)) = ou(f(S))-

Nga barazimi i fundit rrjedh se Teorema e a-Browder-it plotésohet nga f(S), pér
¢do f € Hol(o(T)). O

Teoremé 3.2.10. [55, Theorem 2.9] Nése T ose T* éshté operator algjebrikisht
k-kuazi klasé AZ, atéheré Teorema e Weyl-it plotésohet nga f(T), pér ¢do f €
Hol(o(T)).

Vértetim. Supozojmé se T éshté operator algjebrikisht k-kuazi klasé AY. Atéheré,
h(T) éshté operator k-kuazi klasé A’ pér ndonjé polinom jo konstant kompleks
h. Nga Rrjedhimi [2.2.20| rrjedh se h(T) ka SVEP, prandaj T ka SVEP, né saje
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té Teoremés [1.4.12] Tani, pasi T éshté polaroid, nga Teorema [1.5.7] rrjedh se T e
plotéson Teoremén e Weyl-it.

Pasi T' éshté operator algjebrikisht k-kuazi klasé A%, nga Lema rrjedh se
T éshté polaroid, rrjedhimisht 7" éshté isoloid. Atéheré, nga Lema [1.6.3] marrim

f(@(T) \ moo(T)) = o (f(T)) \ 7o (f (T),

ndérsa, nga Teorema |3.2.4] marrim

o(f(T)) \ moo(f(T)) = f(o(T) \ moo(T)) = f(ow(T)) = 0w (f(T)),

gjé qé implikon plotésimin e Teoremés sé Weyl-it nga f(7T') pér ¢do f € Hol(o(T)).

Tani, supozojmé se T éshté operator algjebrikisht k-kuazi klasé AY. Si i tillé
T éshté polaroid. Nga Teorema [1.4.6| rrjedh se T' éshté polaroid, e rrjedhimisht
edhe isoloid. Pasi T* ka SVEP, nga Lema [[.5.3 rrjedh se T" e plotéson Teoremén e
Browder-it, dhe pasi qé T" éshté polaroid, atéheré T' e plotéson Teoremén e Weyl-it.
Pasi T' éshté isoloid, nga vértetimi né pjesén e paré rrjedh plotésimi i Teoremés sé

Weyl-it pér f(T), pér ¢do f € Hol(a(T)). O

Teoremé 3.2.11. [55, Theorem 2.10] Nése T* éshté operator algjebrikisht k-kuazi
klasé A* ., atéheré T e plotéson Teoremén e a-Weyl-it.

n’

Vértetim. Le té jeté T™ operator algjebrikisht k-kuazi klasé A*. Atéheré, T™ ka
SVEP dhe nga Lema [1.5.3] rrjedh se T' e plotéson Teoremén e a-Browder-it. Pér
té vértetuar teoremén toné, shfrytézojmé Teoremén [I.5.5] Késhtu, ne na mbetet té
tregojmé se vlen barazimi 7, (T") = pi,(T'). Pasi qé pg,(T") C w5, (T") vlen pér ¢do
operator té kufizuar 7', na mbetet té tregojmé pérfshirjen 7, (7)) C pi,(T'). Le té jeté
p njé piké e ¢farédoshme nga 7§, (7). Atéheré, p € isoo,(T") dhe 0 < a(T — u) < oo.
Prandaj, u € o0,(T). Ndérsa, pasi T* ka SVEP, atéheré o(T) = 0,(T), né saje
té Lemés . Nga kétu pérfundojmé se p éshté piké e izoluar e spektrit o(7),
rrjedhimisht g € moo(7T'). Pasi qé Teorema e Weyl-it vlen pér T, u & 0, (7). Tani,
pasi T'— p éshté operator i Fredholm-it dhe T ka SVEP né pu, atéheré nga [I, Theorem
2.45.] rrjedh p(T — p) < oo, qé tregon se T — u éshté gjysmé i sipérm i Browder-it.
Pérfundimisht kemi qé p € pg,(T). O

Lemé 3.2.12. [55, Lemma 2.12] Nése T* éshté operator algjebrikisht k-kuazi klasé
A% atéheré T éshté a-isoloid.

Vértetim. Le té jeté u piké e izoluar nga spektri aproksimativ o, (7). Pasi T* ka
SVEP, nga Lema rrjedh se p éshté piké e izoluar nga spektri o(7T'). Po ashtu,
T éshté polaroid, rrjedhimisht 7" éshté polaroid. Prandaj, T" éshté isoloid, qé tregon
se pu € 0,(T). Pra, T éshté a-isoloid. O

Teoremé 3.2.13. [55, Theorem 2.13] Nése T* éshté operator algjebrikisht k-kuazi
klasé A, atéheré Teorema e a-Weyl-it plotésohet nga f(T) pér ¢do f € Hol(o(T)).

Vértetim. Le té jeté f € Hol(o(T)). Nga Teorema [3.2.11] rrjedh se T e plotéson
Teoremén e a-Weyl-it dhe vlen 0,,(T) = 0u,(T"). Nga kétu rrjedh barazimi

ow(f(T)) = flow(T)) = f(ou(T)) = ouu(f(T)),

71



Teorema e Weylit dhe vetité spektrale né disa klasé té operatoréve

qé tregon se f(T') e plotéson Teoremén e a-Browder-it pér ¢do f € Hol(o(T)).
Tani, qé té vértetojmé kété teoremé mjafton té tregojmeé se vlen

moo(f(T) < pGo(f(T))-

Supozojmé se pu € iy (f(T)). Atéheré, p éshté piké e izoluar e spektrit aproksi-
mativ o,(f(T)) dhe 0 < a(f(T) — p) < oo. Prandaj, u € o,(f(T)) dhe plotésohet
ekuacioni (3.2.2). Pasi u éshté piké e izoluar nga f(0,(T)), nése p; € o,(T), atéheré
nga rrjedh se p; éshté piké e izoluar nga spektri aproksimativ o, (7). Pasi T
éshté a-isoloid, 0 < a(T — p;) < oo pér ¢do i = 1,2,...,n. Prandaj u; € w,(T)
pér ¢do i = 1,2,....,n. Operatori T e plotéson Teoremén e a-Weyl-it, prandaj
T — p; éshté operator gjysmé i sipérm i Fredholm-it dhe ind(7T" — p;) < 0 pér ¢do
i = 1,2,...,n. Atéheré, f(T) — pu éshté operator gjysmé i sipérm i Fredholm-it.
Pasi p € isoo,(f(T)), atéheré f(T) ka SVEP né pikén p. Tani nga [I, Theorem
2.45] rrjedh p(f(T) — pu) < co. Prandaj, f(T') — pu éshté operator gjysmé i sipérm i
Browder-it, prej nga rrjedh p € pl,(f(T)). O

3.3 Vazhdueshmeéria e spektrit né bashkésiné e
operatoréve k-kuazi klasé A*

Le té jeté {E,, }men varg i nénbashkésive kompakte nga C. Pérkufizojmé limitin
inferior dhe limitin superior té kétij vargu té bashkésive. Simbolikisht i shénojmé
me liminf,, . {E,} dhe limsup,, ... {Fn}.

1). liminf,, ,oo{Emn} = {\ € C: né qofté se pér ¢do € > 0, ekziston N € N

i tillé qé¢ B(\,€) N E,, # 0 pér ¢do m > N},

2). limsup,, ,.o{Em} = {\ € C: né qofté se pér ¢do € > 0, ekziston nénbashkésia

e pafundme J C N e tillée q¢ B(\,¢) N E,, # 0 pér ¢do m € J}.

Neése

lim inf{E,,} = llnrgljolip{Em},

atéheré themi se ekziston lim,, ,o{FEy}, qé éshté limiti i zakonshém i vargut té
bashkeésive.

Marrim pasqyrimin h té pérkufizuar né L(H), i cili pasqyron operatorin 7" né
ndonjérén nga bashkésité kompakte(spektrale) né C.

Pérkufizim 3.3.1. Le té jeté dhéné vargu i operatoréve {7T,,}>°_, C L(H) dhe
T e L(H).
1. Themi se pasqyrimi h éshté gjysmeé i sipérm i vazhdueshém né 7', nése nga
T, — T rrjedh
lim sup h(7},,) C p(T),

m—r0o0

2. Themi se pasqyrimi h éshté gjysmé i poshtém i vazhdueshém né T', nése nga
T,, — T rrjedh
R(T') C liminf h(7T,,),

m—r0o0
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3. Nése pasqyrimi h éshté gjysmeé i sipérm dhe gjysmé i poshtém i vazhdueshém,
atéheré themi se pasqyrimi h éshté i vazhdueshém né 7', dhe né kété rast vlen
nlblﬁmoo h(T,,) = h(T).
Spektri i operatorit T, o : T — o(T) éshté gjysmé i sipérm i vazhdueshém [48|
Problem 102], mirépo nuk éshté i vazhdueshém né rastin e pérgjithshém. E tregojmé
kété me shembullin e méposhtém.

Shembull 3.3.1. Le té jeté U operatori i zhvendosjes né I*(N). Marrim operatorin
T dhe vargun e operatoréve {T,,}55_,, té pérkufizuar né I*(N) @ [*(N) me ané té

(U o (U La-uur
v (U 0) wen (U RO

Nga pérkufizimi i vargut té operatoréve shihet se T,, — T, kur m — oo. Pasi ¢do
operator T,, éshté i ngjashém me operatorin Ty, i cili éshté operator unitar, atéheré
pér ¢do m € N kemz

o(Tn)=0(Ty)={ e C: |\ =1} dhe o(T) ={A € C: || < 1}
Nga kétu shohim qé o(T,,) - o(T), kur m — oc.

Vazhdueshmeéria e spektrit o éshté vértetuar pér disa klasé té operatoréve; duke
filluar pér operatorét normal dhe operatorét hipernormal qé éshté vértetuar nga
Halmos né [48]. Pastaj ky rezultat éshté zgjeruar pér operatorét p-hipernormal
nga Hwang dhe Lee né [58], pér operatorét (p, k)-kuazihipernomal dhe operatorét
paranormal nga Duggal, Jeon dhe Kim né [28], pér operatorét kuazi-klasé A(k) nga
Gao dhe Fang né [45], pér operatorét k-kuazi-x-klasé A nga Gao dhe Li né [44]. Ne
kétu do té vértetojmé vazhdueshmériné e spektrit o(7") pér operatorét k-kuazi klasé

Az
Lemé 3.3.2. [75] Le té jeté dhéné vargu i operatoréve {1,,}>°_, C L(H) dhe T €

L(H). Nése vargu {T,,}>_, konvergjon sipas normés tek operatori T, atéheré
isoo(T') C I%Igiogfa(Tm).
Lemé 3.3.3. [86, Proposition 4.9] Nése {T,,}5o_, éshté varg nga L(H) i tillé qé
T,, — T, atéheré
o(T)\ o,(T) C hmnlio%fa(Tm)'

Lemé 3.3.4. [26, Theorem 2.2] Le té jeté T € L(H) operator qé plotéson teoremén
e Weyl-it. Spektri o, éshté i vazhdueshém né T, atéheré dhe vetém atéheré, kur o
éshté i vazhdueshém né T.

Lemé 3.3.5. [26, Theorem 2.3] Le té jeté T' € L(H) operator gé e plotéson teoremén
e Weyl-it. Spektri o,, éshté i vazhdueshém né T, atéheré dhe vetém atéheré, kur oy,
éshté i vazhdueshém né T.
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Teoremé 3.3.6. [55, Theorem 6.3] Spektri o éshté i vazhdueshém né bashkésiné e
operatoréve k-kuazi klasé A}, pér numrin e ploté pozitiv k.

Vértetim. Le té jeté {T,,}° varg i operatoréve k-kuazi klasé A* dhe
lim ||7,, —T|| =0,
m—ro0

ku 7" éshté gjithashtu operator k-kuazi klasé A¥. Pasi funksioni o éshté gjysmé i
sipérm i vazhdueshém, atéheré lim sup,, .. 0(7,,) C o(T'). Prandaj, qé té vértetojmé
teoremén, mjafton té vértetojmé relacionin o(7") C liminf,, oo 0(7,,). Nga Lema
3.3.3| mjafton té vértetojmé se vlen relacioni

(3.3.1) o.(T) C limrrl)ioréfo(Tm).

Nga Zgjerimi Berberian ¢ : L(H) — L(K) i definuar me ¢ : T — (7T') rrjedh se
vlen 0,(T") = 0, (¢(T)) = 0, (p(T')) dhe o(T) = o(¢(T)). Pasi T' éshté operator k-
kuazi klasé A%, atéheré nga Teorema rrjedh se ¢(T') éshté gjithashtu operator
k-kuazi klasé A*. Nga kétu rrjedh se relacioni éshté ekuivalent me relacionin

(3.3.2) 0u(p(T)) C liminf o ((T,).

Le té jeté A € 0,(p(T)). Atéheré, A € 0,(p(T")). Nga Teorema [2.2.15] kemi se
©(T) ka paraqitjen

o(T) =A@ Ané H =ker(p(T) — \) @ (ker(o(T) — \))* dhe ker(A — \) = {0}.

Prandaj, A — X\ éshté gjysmé i sipérm i Fredholm-it dhe a(A — A) = 0. Nga
Teorema mbi rrethinén e shpuar, rrjedh se ekziston € > 01 tille qé¢ A — (A — o) éshté
gjysmé i sipérm i Fredholm-it, ashtu qé

ind(A — (A — po)) =ind(A — A) dhe (A — (A — o)) =0,
pér ¢do pg té tillé qé 0 < |ug| < €. Le té vémé p = X\ — po. Atéheré,

P(T) —p=A=p) ®(A-p),
éshté operator gjysmé i sipérm i Fredholm-it, i tillé qé ind(p(7") — u) = ind(A — p)
dhe a(p(T) — pn) = 0.
Duhet té vértetojmé se A € lim inf,, o 0(¢(T},)). Pér kété supozojmé té kundértén,
A & liminf,, o 0(¢(T),)). Atéheré, ekziston numri ¢ > 0 dhe rrethina Ds()\) e pikés
A si dhe nénvargu {o(T,,,)} i vargut {o(T,,)}, 1 tillé qé o(o(Th,)) N Ds(A) = 0
pér ¢do &k > 1. Kjo implikon se (7}, ) — p éshté operator i Fredholm-it me
ind(¢(Trn,) — 1) =0, pér ¢do p € Ds(A) dhe
lim (|(p(Tn,) = 1) = (o(T) = )| = 0.

m— 00

Tani, nga vazhdueshméria e indeksit té operatoréve té Fredholm-it barazimi
ind(¢(7T") — ) = 0 dhe ¢(T) — u éshté operator i Fredholm-it. Pasi a(¢(T) — u) = 0,
& o(p(T)) pér ¢do p né e-rrethinén e pikés A. Kjo éshté né kontradikté me Lemén

3.3.2, prandaj marrim
A € liminfo(p(Th,)).

m—ro0
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Rrjedhim 3.3.7. [55, Corollary 6.4] Spektri i Weyl-it o,, éshté i vazhdueshém né
bashkésiné e operatoréve k-kuazi klasé A}, pér numrin e ploté pozitiv k.

Vértetim. Pasi qé Teorema e Weyl-it vlen pér operatorét k-kuazi klasé A, atéheré
nga Teorema dhe Lema rrjedh se spektri o, éshté i vazhdueshém. O

Rrjedhim 3.3.8. [53, Corollary 6.5] Spektri i Browder-it oy, éshté i vazhdueshém
né bashkésiné e operatoréve k-kuazi klasé A, pér numrin e ploté pozitiv k.

Vértetim. Pasi qé Teorema e Weyl-it vlen pér operatorét k-kuazi klasé A, atéheré
nga Teorema dhe Lema |3.3.5| rrjedh se spektri op, éshté i vazhdueshém. O]

3.4 Vetité spektrale dhe Teorema e Browder-it
pér operatorét absolut-k-x-paranormal

Teoremé 3.4.1. [17] Le té jeté T € L(H) operator absolut-k-*-paranormal pér
0< k<1 Nése (T —p)x=0, atéheré (T — p)*z =0 pér ¢do p € C.

Vértetim. Pér té vértetuar teoremén, mjafton té tregojmé se vlen pérfshirja ker(7" —
p) C ker(T* — @). Dallojmé dy raste:

1). Le té jeté u = 0 dhe supozojmé se x € ker(T). Atéheré, Tx = 0. Pasi T éshté
absolut-k-x-paranormal dhe Tz = 0 nga

1T < || T ],

marrim || T*z||**! = 0. Nga kétu rrjedh T*z = 0, qé tregon se z € ker(T™).
2). Le té jeté p # 0 dhe supozojmé se = € ker(T — p). Atéheré, Tx = px. Pasi
T éshté absolut-k-x-paranormal, kemi

7|+
< |77z
= |ul{| Tz, z)>
< (TP, 2)
= [pl*

Atéheré, ||T x| < |u| pér ¢do x € ker(T — ) pér ||z|| = 1. Nga kétu rrjedh
(T = p)ya, (T = p)"x)
= ||T"|]® — (2, @Tw) — (AT, ) + |p)?|]*
< Aul = [uf* = [uf* + [pf* = 0.

Pra ||T* —7z|| = 0, qé implikon = € ker(T* —m). Késhtu treguam se ker(T'—pu) C
ker(T™ — 1i). O

Lemé 3.4.2. [17] Nése T éshté operator absolut-k-x-paranormal pér 0 < k < 1,
atéheré T — 1 ka ascent té fundmé pér ¢do p € C.
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Vértetim. Pasi T éshté operator absolut-k-*-paranormal, atéheré nga Teorema|3.4.1
kemi ker(T — u) C ker(T* — @), pér ¢do p € C. Prandaj operatori T'— p mund té
paraqitet si

T—p= <8 g) né ker(T — p) & (ker(T — p))*.

Le té jeté x € ker((T — p)?) dhe le té shkruajmé x = y + 2, ku y € ker(T — p)
dhe z € (ker(T — p))*t. Atéheré,

0=(T—p?’c=(T—p3,

pra

(T — 1)z € ker(T — \) N (ker(T — X)) = {0}.
Kjo tregon se z € ker(T' — ), prej nga rrjedh se x € ker(7 — p). Prandayj,
ker(T — p1) = ker((T — u)?).
]

Rrjedhim 3.4.3. [17] Nése T éshté operator absolut-k-x-paranormal pér0 < k <1,
atéheré T ka SVEP.

Vértetim. Vértetimi rrjedh direkt nga Lema dhe nga Lema [[.4.T1] O

Rrjedhim 3.4.4. [17] Nése T* éshté operator absolut-k-x-paranormal pér 0 < k <
1, atéheré B(T — pu) < a(T — p) pér ¢do p € C.

Vértetim. Vértetimi rrjedh direkt nga Teorema |3.4.1] O

Teoremé 3.4.5. [17] Nése T ose T* éshté absolut-k-x-paranormal pér 0 < k < 1,
atéheré o, (f(T)) = f(ow(T)) pér ¢do f € Hol(a(T)).

Vértetim. Pasi qé pérfshirja o, (f(T)) C f(0,(T)) vlen pér ¢do operator, atéheré
ne na mbetet qé té vértetojmé pérfshirjen

(3.4.1) flow(T)) C ou(f(T)).

Vérejmé se relacioni vlen pér ¢do funksion konstant f né ndonjé rrethiné
té hapur té o (7).

Le té jeté X\ & 0, (f(T')). Supozojmé se f(z) — p ka numér té fundmé zerosh né
ndonjé rrethiné té hapur G té o(7T), prandaj mund té shkruajmé

f(2) =p=(z—p)(z—p2) . (2= pn)g(2),

ku pj,j =1,...,n jané zero té f(z) — u né G, té renditura sipas shuméllojshmeérisé,
dhe funksioni invertibil g(z) # 0 pér ¢do z € G. Prandaj

(3.4.2) JT) = p= (T = ) (T = 1) - e+ (T = p)g(T):
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Eshté e qarté se p € f(0,(T)), atéheré dhe vetém atéheré, kur p; € o, (T) pér
ndonjé j. Atéheré, qé té vértetohet pérfshirja , mjafton té tregojmé se vlen
pj & ow(T) pércgdo j =1,2,...,n.

Supozojmé se T éshté operator absolut-k-x-paranormal. Pasi f(7T) — pu éshté
operator i Weyl-it dhe operatorét T' — puy, T — o, ..., T — p, komutojné me njéri
tjetrin, atéheré nga Vérejtja rrjedh se T' — p; éshté operator i Fredholm-it pér
¢do j = 1,2, ...,n. Po ashtu, pasi qé

ker(T — ;) € ker(F(T) — p) dhe ker(T — j1;)*)  ker(f(T) - ).

atéheré hapésirat ker(T" — p;) dhe ker((7" — p;)*) jané me dimension té fundmé,
pér ¢do 7 = 1,2,...,n. Nga Teorema rrjedh qé ind(7 — p;) < 0, pér c¢do
j=1,2,..n

Nga ana tjetér kemi

0=ind(f(T) — p) = ind(T — 1) + ind(T — po) + ... + ind(T — p,,) + indg(7T).

Pasi qé ind(T" — p;) < 0, atéheré ind(T" — p;) = 0 pér ¢do j = 1,2, ...,n. Rrjed-
himisht, T'— p; éshté operator i Weyl-it, prandaj p; & 0,(T), pér ¢do j = 1,2, ..., n.
Nga kétu marrim pu € f(w(T)).

Supozojmé se T™ éshté operator absolut-k-#-paranormal. Nga Rrjedhimi |3.4.4
kemi qé ind(T" — p) > 0 pér ¢do j = 1,2, ...,n. Prandaj,

0< > ind(T — py) = ind(f(T) — p) =0,
i=1
dhe T' — p; éshté operator i Weyl-it pér ¢do j = 1,2,...,n. Atéheré, u & f(o,(T)).
Rrjedhimisht o, (f(T)) = f(o,(T)). O

Teoremé 3.4.6. [17] Nése T ose T* éshté operator absolut-k-+-paranormal pér 0 <
k <1, atéheré u,(f(T)) = f(ow(T)) pér ¢do f € Hol(a(T)).

Vértetim. Vértetimi éshté analog me vértetimin e Teoremés [3.4.5 duke u bazuar né
Lemén 3.4.4 dhe Teoremén B.4.1] O

Teoremé 3.4.7. [17] Le té jeté T € L(H) operator absolut-k-*-paranormal pér
0< k<1. Nése S~ T, atéheré S ka SVEP.

Vértetim. Vértetimi éshté analog me vértetimin e Teoremés [3.2.8 O

Teoremé 3.4.8. [17] Le té jeté T € L(H) operator absolut-k-*-paranormal pér
0 < k < 1. Atéheré, T e plotéson Teoremén e a-Browder-it.

Vértetim. Duhet té tregojmé se vlen 0y, (T) = 0u,(T). Dimé se vlen o, (T) C
ouw(T), pér ¢do operator T' € L(H). Tregojmé té anasjelltén. Le té jeté pu & 0y, (T).
Atéheré, T — p éshté operator i sipérm i Weyl-it. Tani pasi q¢ T — u ka SVEP,
atéheré nga [I, Teorema 2.45] rrjedh se T'— u ka ascent té fundmé, rrjedhimisht
p & ouw(T). o
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Teoremé 3.4.9. [17] Le té jeté T € L(H) operator absolut-k-*-paranormal pér
0 < k < 1. Atéheré, Teorema e a-Browder-it vlen pér f(T') pér ¢do f € Hol(o(T)).

Vértetim. Pasi qé ou(f(T)) = f(ow(T)), atéheré mbéshtetur né Teoremén [3.4.6]
kemi

ow(f(T)) = flow(T)) = f(ow(T)) = ouu(f(T)),
qé tregon se Teorema e a-Browder-it plotésohet pér f(T') pér ¢do f € Hol(o(T)). O

Teoremé 3.4.10. [17] Le té jeté T € L(H) operator absolut-k-x-paranormal pér
0 <k <1. NéseS ~ T, atéheré Teorema e a-Browder-it plotésohet pér f(S) pér
cdo f € Hol(o(T)).

Vértetim. Vértetimi éshté analog me vértetimin e Teoremés [3.2.9] O

Teoremé 3.4.11. [17] Le té jeté T € L(H) operator absolut-k-x-paranormal pér
0 <k <1. Nésepeco,(T), atéheré u € oj,(T).

Vértetim. Supozojmé se pu € o,(T). Atéheré, ekziston vargu i vektoréve njési {x,, }5°_,
nga H ashtu qé (T — p)x,, — 0, m — oo. Pasi T' éshté absolut-k-s-paranormal,

T2 |4 < T T
pér ¢do varg té vektoréve njési {z,,}>°_, C H. Nga kétu rrjedh

HT*mekJrl

T F T,

= (|IT|P*T2m, Tam)?

< (T PTm, T ? || Ty |

= | T*2nl*| Tz
Pasi (T — p)x, — 0 kur m — oo, atéheré
IT2mll = | dhe | T2z = |ul*
Prandaj lim,, oo || T2, || < |p|. Tani,

(T = 7)am®
= (T = p)wm, (T = p) wm)
= T 2nll* = (@m, AT Tm) — (ET T, Tm) + |12

Pra ||(T* — @)z, ||* = 0 kur m — oo prej nga kemi (T* — i)z, — 0 kur m — oo,
cka u deshté té tregohej. O]
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Kapitulli 4

Veti te tjera per operatoreét
k-kuazi klasé A7, A(k*) dhe
k-kuazi-x-klasé A

4.1 Prodhimi tensorial pér operatorét k-kuazi klasé
A

Né fillim japim disa njohuri themelore pér prodhimin tensorial.

Le té jené H dhe K hapésira komplekse jo zero me prodhimet e brendshme
pérkatése (.,.)y dhe (.,.)k, si dhe le té jeté H x K prodhimi i drejtépérdrejté i
hapésirave vektoriale H dhe K.

Pérkufizim 4.1.1. Prodhim tensorial té vektoréve x € H dhe y € K quajmé
pasqyrimin bilinear
r®y: HxK—C

té dhéné me
(I’ ® y)(“a U) = <I’, U>H<y7 v)K
pér ¢do (u,v) € H x K.

Pér prodhimin tensorial té pérkufizuar mé sipér vlejné vetité:
L. af(z®y) =ar® Py = fx @ ay, pér ¢do (z,y) € H x K.
2.2 (y+2)=rRy+r®z pérc¢dox € H dhe y,z € K.
3. (z+y)®z=2Rz+y®z pér¢do z,y € H dhe z € K.

4. (z4+y)@¢z+w) =z2@z+rQwW+y®z+y®w, pér ¢do z,y € H dhe
z,w e K.

Tregohet se shuma e dy prodhimeve tensoriale nuk éshté domosdo prodhim ten-
sorial, prandaj shénojmé me

H@K:{Zam@@yi:aie@,(wmyi)EHXKWEN}

=1
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bashkésiné e té gjitha kombinimeve té fundme té prodhimeve tensoriale né H x K.
Ndértojmé pasqyrimin:

() (HOK)x (HRK) —C

té dhéné me

<Z ;T @ Yi, Z Bizj ® wj> = Z Z @i B (i, 2j) m (Yi, w5) K
i=1 j=1

i=1j=1

pér ¢do > 4 ayx; ® y; dhe Z;'Lzl Bjz; ® w; nga H® K.
Né vecanti kemi
<.’,U ®y,2 ®w> = <x7Z>H<y7w>K7

pér ¢do z,z € H dhe y,w € K, qé éshté prodhimi i brendshém né H ® K.
Hapésira lineare H ® K me prodhimin e brendshém té dhéné mé sipér nuk éshté

domosdo komplete, pér kété arsye marrim hapésiréen H®K qé éshté kompletim i

hapésirés H ® K, qé pér arsye praktike po e shénojmé prapé me H ® K. Po ashtu,

pasi qé
1 1

OT DY = T @ 0 = @ T ® oy,
atéheré shpesh né vend té 7' | a;x; ® y; marrim Y | x; ® y;.

Pérkufizim 4.1.2. Le té jené T' € L(H) dhe S € L(K). Prodhim tensorial té oper-
atoréve T" dhe S né hapésirén me prodhim té brendshém H ® K quajmé operatorin

TRS HK +>HRK

té dhéné me . .

1=1 i=1
pér ¢do Y7 7, @y € H® K.

Pra, kemi
(T®S)z@y)=Tr® Sy,

pér ¢cdo x € H dhe y € K.

Teoremé 4.1.1. [6])] Le té jené o, € C, T,T1, T, € L(H) dhe S,S1,5, € L(K).
Atéheré,

1. T®S e L(H®K) dhe vien | T @ S|| = ||T||||S],
2. afT ® S =aT ® 39,

3. TR(S+5)=T®S+T® S,

4. M+T)S=TT1eS+Th®S,

5 (N+T)@(S1+89) =T @S1+T, @5 +T1® 5+ T, ® S,
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6. (T ®51)(Ta ® Sp) = T1Th ® S15,

7. NéseT dhe S jané operatoré invertibil, atéheré i tillé éshté edhe operatori T®S
dhe vlen
(TeS) ' '=T"'es5!

8. (TwS) =T"® 5%,

9. (T*@S)(T®S)=T"T®S*S =|T|*®|S?

Nga uniciteti i rrénjéve katrore pozitive kemi
T®S["=T]"®|S][",

pér ¢do numér racional pozitiv r. Ndérsa nga densiteti i bashkésisé sé numrave
racionalé né bashkésiné e numrave realé marrim

TSP =|TPeI[SP,

pér ¢do numeér real pozitiv p.
Eshté e garté se vlen
I®l=a0l®a ',

pér ¢do skalar jo zero a.
Gjithashtu
OR0=A®0=0®B.

Pra A ® B éshté operator zero, atéheré dhe vetém atéheré, kur njéri nga operatorét
A ose B éshté operator zero.

Lemé 4.1.2. [88] Le té jené T\, Ty, € L(H), S1,52 € L(K) operatoré jo negativ.
Nése T1 dhe Sy jané operatoré jo zero, atéheré pohimet e méposhtme jané ekuivalente:

1. Ty ® S5 <Tr ® 5o,
2. Fkziston ¢ > 0, e tillé q¢ Ty < Ty dhe S; < ¢ 1S,.

Le té jené T € L(H) dhe S € L(K) operatoré jo zero. Tregohet se vetia e nor-
maloidit éshté invariante ndaj prodhimit tensorial, [85]. Né [88] Stochel ka treguar
se T'® S éshté operator normal, atéheré dhe vetém atéheré, kur 7' dhe S jané oper-
atoré normal. Mirépo, kjo nuk vlen né rastin e pérgjithshém, pra nése operatorét T’
dhe S i takojné njé klase, jo domosdoshmérisht edhe prodhimi tensorial i takon po
ashtu asaj klase té operatoréve. Ando né [9] ka ndértuar dy operatoré paranormal,
prodhimi tensorial i té ciléve nuk éshté paranormal. Mirépo ka mjaft klasé té opera-
toréve pér té cilat éshté vértetuar fakti i njéjté me operatorét normal. Pér shembull
ky rezultat éshté zgjeruar pér klasén A, x-klasé A dhe klasén A(k) né [61], [62] dhe
[27], respektivisht. Ne né punimin toné, rezultatin e mésipérm e kemi vértetuar pér
operatorét k-kuazi klasé A’ dhe operatorét e klasés A(k*).
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Teoremé 4.1.3. [55, Theorem 3.1] Le té jené¢ T € L(H) dhe S € L(K) operatoré jo
zero. Prodhimi tensorial T ® S éshté operator k-kuazi klasé A, atéheré dhe vetém
atéheré, kur vlen njéri nga kushtet:

1. T dhe S jané operatoré k-kuazi klasé A,
2. TF = O ose Sk = O,

Vértetim. Supozojmé se vlen ndonjéri nga kushtet (1) ose (2). Duke shfrytézuar
vetité e prodhimit tensorial, marrim

(T & )™ ((T ® )™= — (T ®S)?) (T'® S)F =

(T ® S)*k <‘Tn+1 % ® ’STL+1

TP @ |S) (T e S)* =

Nése vlen kushti (1), pra nése té dy operatorét T dhe S jané k-kuazi klasé A
atéheré nga relacioni i mésipérm rrjedh se T'® S éshté operator k-kuazi klasé A .
Po ashtu, nése vlen kushti (2) T**1 = O ose S**! = O, nga relacioni i mésipérm
rrjedh se T ® S éshté operator k-kuazi klasé A7

Anasjelltas, supozojmé se T'® S éshté operator k-kuazi klasé A¥. Atéheré, pér
x € H, dhe y € K marrim

<T*k (’TnJrl’%H . |T*|2> TkSL',ZL‘> <S*k|Sn+1
4 <T*k’T*’2Tk:L',x> <S*k<|5n+1

=TSy y)
w1 ]SS y,y) > 0

Duhet té tregojmé se vlen njéri nga kushtet e teoremés. Pér kété mjafton té tre-
gojmé se nése kushti (1) nuk vlen, atéheré vlen kushti (2). Supozojmé té kundértén:
TF £ O dhe S*! #£ O, si dhe T nuk éshté operator k-kuazi klasé A*. Atéheré,
ekziston vektori x¢ € H, i tillé qé:

(T (|77 — T ?) T2, 20) = 0 < 0

dhe
(T T PT 20, 20) = B > 0.

Dy relacionet e fundit i zévendésojmé né relacionin e mésipérm dhe fitojmeé:
(a+ B) (S| |7TSky, y) > B (SIS 2y, y)

Pasi qé a4+ 8 < 3, atéheré S éshté operator k-kuazi klasé A*.
Kemi,

(S5 2Sky,y) = (|S*PShy, SFy) = (S*S*y, §*Shy) = || Sky||”
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Tani duke pérdorur jobarazimin Holder-McCarthy, marrim

<S*k‘sn+1 ﬁsky’ y>
_ <(S*(n+1)5n+1)n~1+1 Sy, Sk:y>
i C
=[Sy | sty
Atéheré,

(a+ BIIS™ 1yl 75[1S*y] 757 > 515"y
Pasi S éshté operator k-kuazi klasé A, nga Teorema rrjedh se S ka dekom-
pozimin

_ A B . _ Tk *k
S_<O C’) né H = S¥(H) & ker(S™),

kun A=59| éshté operator i klasés AY. Atéheré,

Sk(H)

2 2n_ * *
(o + B A =T |l #57 => BIS™ul® = BI A"l
pér ¢do p € Sk(H).
Pasi A € A’, atéheré A éshté normaloid. Prandaj, duke vepruar me supremum
né té dy anét e jobarazimit té mésipérm, marrim

(o + BIAI* = BIIA™[I* = BIIAI,

prej nga rrjedh se A = O. Tani, nga Rrjedhimi [2.2.29| marrim S**! = O. Késhtu,
kemi arritur né kontradiksion, me faktin se S**! nuk éshté operator zero. Prandaj
mbetet qé T' éshté operator k-kuazi klasé A7

Né ményré té ngjashme tregojmé se operatori S éshté gjithashtu operator k-kuazi
klasé A”. O

4.2 Prodhimi tensorial pér operatorét e klasés A(k*)

Teoremé 4.2.1. [17] Le té jené T € L(H) dhe S € L(K) operatoré jo zero. Atéheré,
operatori T ® S i takon klasés A(k*), atéheré dhe vetém atéheré, nése vlen njéri nga
pohimet:

1. T dhe S jané operatoré té klasés A(k*).

2. |T*]? = O ose |S*]* = O.

Vértetim. Kemi

1

(Te8)ITe SPHT e 9)™ —|(T®S)]* =
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2):

(T*|T|2kT>%+1 ®Q (S*|S|2ks)%+1 _ (|T*|2 Q |S*|2) _

(1" & ) (TP @ |SP)(T ® $)) ™ - (T 2 |5"

(T T*T)TT @ (7|8 S)7T — T @ (87[S[*S) =+
IT*F @ (57ISP*S) =7 — (1T © |5° ) =

(T TATye — |T72) @ (S*|SI*S) 7 + T2 @ ((S*|S|*S) 7 — |5*[2)

Supozojmé se vlen pohimi (1). Pra T dhe S jané operatoré té klasés A(k*).
Atéheré, nga relacioni i mésipérm rrjedh se T'® S éshté operator i klasés A(k*).
Ngjashém, nése vlen pohimi (2) |T*[*> = O ose |S*|> = O, prap nga relacioni i
mésipérm rrjedh se T'® S éshté operator i klasés A(k*).

Anasjelltas, supozojmé se T'® S éshté operator i klasés A(k*). Duhet té tregojmé
se vlen vetém njéri nga pohimet (1) ose (2). Pér kété, mjafton té tregojmé se nése
nuk vlen pohimi (1), atéheré vlen pohimi (2).

Supozojmé se |T*|* dhe |S*|? jané operatoré jo zero. Pasi qé T'®.S éshté operator
i klasés A(k*), atéheré

(TTT)™T @ (S*ISP*8) 7T > T @ |57
Tani, nga Lema [.1.2 rrjedh se ekziston numri real pozitiv ¢ pér té cilin vlen
(4.2.1) o(T*|TP*FT)F > T dhe ¢ (S7|S|*8) 7T > |52,
Pér vektorin e ¢farédoshém x € H, nga jobarazimi Holder-McCarthy kemi
17]?
_1
— sup ([T*ea) < sup (e(TTT) ™ 0,2)

llzll=1 llzll=1

1
R+l 1
< ¢ < sup (T*|T|2ka,a:>> = c|T*|T)* T ||+

flz]|=1

e|T|* = el 7|

IA

Pra,
17" < el 7|

Né ményré té njéjté shohim qé
IS|1* < e 171

Nga dy jobarazimet e fundit rrjedh se ¢ = 1. Prandaj, nga relacionet (4.2.1))
rrjedh se T dhe S jané operatoré té klasés A(k*). O
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4.3 Teorema e Fuglede-Putnam-it pér operatorét
k-kuazi klasé A*

Le té jené T dhe S, operatoré komutativ né hapésirén e Hilbert-it H, pra T'S = ST.
Duke ditur se (ST)* = T*S5*, kemi

T*S* = (ST)* = (T'S)* = S*T",

qé tregon se edhe T dhe S* komutojné né mes veti. Mirépo né qofté se T" dhe S
komutojné, né rastin e pérgjithshém nuk rrjedh se 7" komuton me S*. E tregojmé
kété me shembullin né vijim:

Shembull 4.3.1. Le té jeté T operatori i zhvendosjes sé njéanshme né H = Iy, @
dhéné me
T(l’l, Lo, XT3,y ) = (07371, Lo, XT3,y )

Eshté e qarté se operatori i adjunguar i operatorit T éshté
T*(x1, w9, 23, -+ ) = (T2, T3, g, ).

Vien T'T' =TT. Mirépo

T*T(xy, 9,3, ) =T(0, 21, 9,3, -+ ) = (T1,X2, T3, ), pra T*T = I.

Ndérsa,

TT*(x1, 29,23, ) = T(x9, 23,24, -+ ) = (0,29, 23, T4, -+ ), pra TT* # 1.
Nga kétu po shohim se T*T # TT*.
Mirépo, B. Fuglede né [35] vérteton kété:

Teoremé 4.3.2. Le té jeté T € L(H) operator normal dhe X € L(H). Nése TX =
XT, atéherée T*X = XT™.

Pastaj né rastin e pérgjithshém éshté formuluar dhe vértetuar nga C. R. Putnam
né [79].
Teoremé 4.3.3. Le té jené A dhe B operatoré normal, ndérsa X operator qé ploté-

son barazimin AX = X B. Atéheré, A*X = X B*.

Teorema e Fuglede-Putnam-it ka pérdorim té gjeré né teoriné e operatoréve, pér
shkak té aplikimeve té shumta. Duhet té kemi parasysh se nga AX = X B nuk
rrjedh AX* = X*B. E tregojmé kété me shembullin e méposhtém.

Shembull 4.3.4. Le té jené dhéné operatorét

10 01 11
A_<O _1>,B_<1 O)dheX-(_l 1).

Me llogaritje té thjeshta mund té shohim se AX = XB. Pasi ¢¢ A dhe B jané
operatoré té veté-adjunguar, atéheré A*X = X B*. Mirépo, pas llogaritjeve shohim
se AX*# X*B.
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Supozojmé se {e;, }>°_, éshté bazé e ortonormuar né H. Me ané té

ITl2 = ( ZHTemH )2,

pérkufizojmé normén e Hilbert Schmidt-it pér operatorin 7" Ky pérkufizim i normés
nuk varet nga zgjedhja e bazés sé ortonormuar né H, [22]. Nése ||T||s < oo, atéheré
themi se T éshté operator i Hilbert Schmidt-it. Bashkésiné e té gjithé operatoréve
té Hilbert Schmidt-it e shénojmé me Co(H).

Né shumé punime, nga shumé autoré, Teorema e Fuglede-Putnam-it éshté vérte-
tuar pér disa klasé té operatoréve jo normal. Né [12], S. Berberian ka zgjeruar
kété rezultat me supozimin se A dhe B* jané operatoré hipernormal dhe X éshté
operator i Hilbert Schmidt-it. Né [39], Furuta zgjeroi kété rezultat me supozimin
se A dhe B* jané operatoré subnormal dhe X éshté operator i Hilbert Schmidt-it.
A. Uchiyama dhe K. Tanahashi né [93], treguan se Teorema e Fuglede-Putnam-it
vlen pér operatorét p-hipernormal dhe operatorét log-hipernormal. S. Mecheri dhe
A. Uchiyama né [70] e zgjeruan kété rezultat duke supozuar se A dhe B* jané op-
eratoré té klasés A. M. H. M. Rashid dhe M. S. M. Noorani né [82], vértetuan kété
rezultat duke supozuar se A dhe B* jané operatoré kuazi-klasé A dhe plotésojné
kushtin || [A*| |[]| |B]™! ||< 1. Kétu ne kemi treguar se nése X éshté operator i
Hilbert Schmidt-it, ndérsa A dhe (B*)~! jané operatoré k-kuazi klasé A%, té tillé qé
AX = X B, atéheré A*X = XB*.

Le té jeté C;(H) bashkésia e operatoréve {C' = AB : A, B € Cy(H)}. Pérkufizo-
jmé funksionalin linear tr : C;(H) — C me ané té

oo
= > (Cem, em),
m=1

lidhur me bazén e ortonormuar {e,, }7°_; né H. Né kété rast, pérkufizimi i ¢tr(C') nuk
varet nga zgjedhja e bazés sé ortonormuar. Me tr(C') kemi pérkufizuar gjurmén e
operatorit C.

Lemé 4.3.5. [22] Le té jeté (A, B) = Y0 _(Aen, Bey,) = tr(B*A) = tr(AB*)
pér A dhe B né Co(H), dhe pér ¢do bazé té ortonormuar {e,}>°_, né hapésirén
H. Atéheré, (-,-) éshté prodhimi i brendshém né Co(H), dhe Co(H) éshté hapésiré e
Hilbert Schmidt-it lidhur me kété prodhim.

Pér ¢do ¢ift té operatoréve A, B € L(H), ekziston operatori I'4 p 1 pérkufizuar
né Co(H) me ané té formulés

I'ap(X)=AXB.
Nga Lema marrim
IX)Y)=(X,TY) = (X,AYB) = tr((AYB)" X)
=tr(XB'Y*"A") =tr(A*XB*Y") = (A*XB")Y).
Pra, operatori i adjunguar i operatorit I' jepet me ané té formulés

X =A"XB"
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Teoremé 4.3.6. [55, Theorem 4.4] Le té jené A € L(H) dhe B € L(H). Operatori
I'4p éshté k-kuazi klasé A}, né Co(H), atéheré dhe vetém atéheré, kur vlen njéri nga
kushtet:

1. AM =0 ose B*! = 0O,
2. A dhe B* jané operatoré k-kuazi klasé A.

Vértetim. Operatori unitar U : Co(H) — H ® H i pérkufizuar me z @ y* — 2 ® y
indukon #-izomorfizmin ¥ : L(C2(H)) — L(H ® H) té dhéné me X — UXU™.
Atéheré, marrrim ¥(I'y 5) = A ® B*, [19]. Kompletimi i vértetimit té teoremés
rrjedh nga Teorema [4.1.3] O

Teoremé 4.3.7. [55, Theorem 4.5] Le té jené A dhe (B*)™! operatoré k-kuazi klasé
Ar. Nése AX = XB pér X € Co(H), atéheré A*X = X B*.

Vértetim. Le té jeté dhéné operatori I, i pérkufizuar né Co(H), me ané té barazimit
'Y = AYB™'. Pasi A dhe (B*)™! jané operatoré k-kuazi klasé A¥, atéheré nga
Teorema [4.3.6] rrjedh se I' éshté operator k-kuazi klasé A% né Co(H).

Pasi AX = XB, atéheré T'X = AXB™! = XBB™' = X. Pra, (' - 1)X = O.
Kjo tregon se X éshté vektor vetjak i operatorit I'. Nga Teorema rrjedh
(T'—1)*X = 0. Pra, I'*X = X. Nga kétu rrjedh A*X(B~!)* = X. Rrjedhimisht,

A*X = X B,

¢ka u deshté té tregohej. O]

4.4 Vetia e Fuglede-Putnam-it pér operatorét k-
kuazi-x-klasé A

Né fillim japim disa té dhéna hyrése, pérkufizime dhe pohime pa vértetim.

Lemé 4.4.1. [71, Lemma 2.1] Le té jeté T operator k-kuazi-x-klasé A, T* nuk e ka
rangun e dendur, dhe T ka paraqitjen

T—<O C) né H=TFH)® ker(T™).

Atéheré, A éshté operator i klasés A* né TH(H), C* = O dhe o(T) = o(A) U {0}.

Pérkufizim 4.4.1. [63] Le té jeté T' € L(H).

1. Operatori T' quhet kontraksion, né qofté se ||Tx| < ||z, pér ¢do x € H.

2. Operatori 7' quhet kontraksion i vérteté, né qofté se ||[Tz|| < ||z||, pér ¢do
vektor jo zero x € H.

3. Operatori T quhet kontraksion i sakté, né qofté se ||7']| < 1, d.m.th. nése

T
P

< L
w20 |||
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Eshté e qgarté se cdo kontraksion i sakté, éshté kontraksion i vérteté, dhe ¢do
kontraksion i vérteté éshté kontraksion. Mirépo, e anasjellta nuk éshté e vérteté, sig
tregon shembulli i méposhtém.

Shembull 4.4.2. a). Le té jeté T izometri. Pra, ||Tz| = ||z| pér ¢do x € H.
Atéheré, ||Tz|| < ||x||, pér ¢do v € H. Mirépo, | Tx| £ ||z| pér x # 0. Prandaj, T
nuk éshté kontraksion i vérteté.

b). Le té jeté T, : I3 — I3 operatori diagonal i dhéné me

Tox = {owdi }ro,

kux = {&}2y € I3 dhe a = {ou.}32, varg i kufizuar. Pra, operatori T, ka paragitjen
matricore
T, = diag({ax }72) = diag(ag, g, ...).

o)
Nése a = {@}k 0 atéheré kemi

k+2
E+1)% 123
T, = diag{ —— — diag!=,2. 2, ... b,
mg{k;+2}k:0 wg{Q 31 }

Shohim se T éshté kontraksion i vérteté né 1%, sepse || Tox|| < ||z||, pér ¢dox € I3
Mirépo, pasi qé
k+1 }"O

)

Tl = sup { -~
Il =sw {5

k=0
T nuk éshté kontraksion i sakté.

Pérkufizim 4.4.2. Le té jeté T € L(H).
1. Operatori T" quhet uniformisht stabil, né qofté se vargu {7"}5°, konvergjon
uniformisht te operatori zero, pra nése

|T"|| — O.

2. Operatori T' quhet fugishém stabil, né qofté se vargu {7"}>2, konvergjon
fugishém te operatori zero, pra nése

|T"x|| — 0, pér ¢do = € H.

Pérkufizim 4.4.3. Le té jeté T € L(H).

1. Pér operatorin 7" themi se i takon klasés Cy., nése T éshté fuqgishém stabil dhe
éshté kontraksion.

2. Pér operatorin T themi se i takon klasés C.y, nése T* éshté fugishém stabil
dhe kontraksion.

3. Pér operatorin T themi se i takon klasés C., nése lim, ., [|T"z| > 0 (pra,
nése T"x 4 0 pér ¢do vektor jo zero x € H) dhe éshté kontraksion.

4. Pér operatorin 7" themi se i takon klasés C'y, nése lim,,_, ||[7*"z| > 0 (pra,
nése T*"x 4 0 pér ¢do vektor jo zero x € H) dhe éshté kontraksion.
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Né kété ményré kemi pérkufizuar klasét Cys pér o, 8 = 0,1 me Cp3 = C,. N Clp.
Kéto quhen klasét kontraksion té Nagy-Foiag [90, p.72]. Duke i marré té gjitha
kombinimet, fitojmé klasét Cog, Co1, C19 dhe C1;. Né vecanti, nése T" dhe T™ jané
kontraksione fugishém stabile, atéheré T" éshté kontraksion i klasés Cyg .

Teoremé 4.4.3. [56] Le té jeté T kontraksion dhe operator k-kuazi-+-klasé A.
Atéheré, operatori jonegativ

éshté kontraksion, vargu i fuqive té tij {D"}>2 | konvergjon fuqishém tek projektori

P dhe vien T*T*P = O.

Vértetim. Supozojmé se T' éshté kontraksion dhe operator k-kuazi-*-klasé A. Atéheré,
D =1 (|1 = |T*]*) T" > O.

Le té jeté R = D3 rrénja katrore e operatorit jonegativ D, e cila si e tillé éshté
unike. Atéheré, pér ¢do x nga H dhe pér numrin e ploté jonegativ n, marrim

(D" g, x)
= |[[R™ |
= (DR"z,R"z)
(T[T T* R 2, Rz ) — (T™*|T*PT R, Rz

IN

|72 7" R ]2 _ HT*T’*’R%HQ

IN

|R|? — |T°T* R
IR |
(D"z, )

IN

Prandaj R (dhe D) éshté kontraksion, sepse duke marré n = 0 fitojmé || D] < 1.
Po ashtu, vargu {D"}> ;| éshté varg zvogélues i kontraksioneve jonegative. Atéheré,
{D"}%° | konvergjon fugishém tek njé projeksion, té cilin po e shénojmé me P.

Tani, na ka mbetur té tregojmé se T*T*P = O. Nga jobarazimi i mésipérm kemi

ST TR | < Y (|RM? = R a)?) = [|lo]? = | R ]2 < [|2)?,
n=0

n=0

pér ¢do numeér té ploté jonegativ m dhe pér ¢do x € H. Atéheré,

| T*T* R"z|| —,0 kur n — oco.

Prandayj,
T*T*Px = T*T* lim D"z = lim T*T*R*x =0,
pér cdo x € H. Rrjedhimisht T*T*P = O. O
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B. P. Duggal, I. H. Jeon dhe C. S. Kubrusly né [29] kané treguar se nése T éshté
kontraksion dhe operator nga klasa A, atéheré ose T ka nénhapésiré invariante
jotriviale, ose T' éshté kontraksion i vérteté dhe operatori jonegativ D = |T?| — |T'|?
éshté fugishém stabil. B. P. Duggal dhe té tjerét né [31], e zgjeruan kété rezultat pér
klasén e operatoréve QA. 1. H. Jeona dhe I. H. Kim né [60] e zgjeruan kété rezultat
pér klasén e operatoréve QA(k). F. Gao dhe X. Li [43] kané vértetuar se nése T' éshté
kontraksion nga klasa A* dhe T nuk ka nénhapésiré invariante jotriviale, atéheré
vlen:

(a) T éshté kontraksion i vérteté, dhe

(b) Operatori jonegativ D = |T?| — |T*|? éshté kontraksion, fugishém stabil.

Né punimin toné, do té vértetojmé kété rezultat, pér operatorét k-kuazi-*-klasé
A, pér ¢do k > 0.

Teoremé 4.4.4. [56] Le té jeté T kontraksion dhe operator k-kuazi-x-klasé A, pér
¢do k > 0. Nése T nuk ka nénhapésiré invariante jo triviale, atéheré

1). T éshté kontraksion i vérteté,

2). Operatori jonegativ

éshté kontraksion, fuqishém stabil.

Vértetim. Supozojmé se operatori 1" éshté operator jo zero.

1). Nése ndonjéra nga nénhapésirat ker(7") ose T*(H) éshté nénhapésiré jo triv-
iale, pra né qofté se ker(7') # {0} ose T*(H) # H, atéheré T ka nénhapésiré
invariante jotriviale. Né té kundértén, duhet qé ker(7) = {0} dhe T*(H) = H. Nga
kétu rrjedh se T éshté injektiv dhe me rang té dendur. Atéheré, nga Teorema
rrjedh se T' éshté operator i klasés A*. Tani pér vértetimin e métutjeshém té késaj
pike bazohemi né [43, Theorem 2.2].

Nga [63, Theorem 3.6] rrjedh

T*Tx = ||T||*r, atéheré dhe vetém atéheré, kur ||Tz|| = ||T||||z|| pér ¢do = € H.

Vémeé
M ={z € H:||Tz| = ||T|l|=} = ker(|T|> — | TJ*),
dhe shohim se M éshté nénhapésiré e mbyllur né H. Tregojmé se M éshté nén-
hapésiré T-invariante.
Pasi qé T éshté operator i klasés A*, atéheré T éshté operator x-paranormal.
Prandaj, pér ¢cdo x € M kemi

IT(T)|f*
< TIPIT=]* =TI 2l” = 7)== |7 T=]*
< 7T ||| T|| = |T*T= ||| T]|l].

Prandaj,
TPl < |1 T*T'x]).
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Pasi qé ana tjetér e jobarazimit vlen gjithmoné, atéheré

1T 2]) = [|7°T]

Tani, nga
ITIP|l=ll = 1T*T2|| < | T TT=]l,
rrjedh,
TPl < |1 T(T2)| = |1 T12||l=]) = | T(T2)]l.
Pra,

IT(T)l = TPl = 1T T =],

qé tregon se M éshté nénhapésiré T-invariante.

Tani, le té jeté T kontraksion, d.m.th ||Tz| < ||z|| pér ¢do z € H. Dallojmé:

I. Nése ||T'|| < 1, atéheré T' éshté kontraksion i vérteté trivial.

II. Nése ||T|| = 1, atéheré M = {x € H : |Tx| = ||z||}. Pasi q¢ T nuk ka
nénhapésiré jo triviale invariante, atéheré M = {0} ose M = H. Nése M = H,
atéheré T' éshté izometri. Pasi qé izometrité kané nénhapésira invariante, atéheré
M nuk mund té jeté H. Prandaj, mbetet q¢ M = {0}. Nga kétu rrjedh ||Tz|| < ||z|],
pér ¢cdo vektor jo zero x € H. Kjo tregon se T' éshté kontraksion i vérteté.

2). Le té jeté T kontraksion dhe operator k-kuazi-x-klasé 4. Nga teorema e
mésipérme kemi se D éshté kontraksion, {D"}°° | konvergjon fuqishém te projeksioni
P, dhe T*T*P = O. Prandaj, PT**T = O. Supozojmé se T nuk ka nénhapésiré
invariante triviale. Pasi ker(P) éshté nénhapésiré invariante jo zero pér T', né qofté
se PT**T = O dhe T # O, atéheré rrjedh ker(P) = H. Atéheré, P = O. Kjo tregon
se {D"}9°, konvergjon fuqishém te operatori O. Prandaj, D éshté kontraksion
fugishém stabil. Pasi qé D éshté operator i veté-adjunguar, atéheré D € Cy. O

Rrjedhim 4.4.5. [50] Le té jeté T kontraksion dhe operator k-kuazi-x-klasé A. Nése
T nuk ka nénhapésiré invariante jotriviale, atéheré T' dhe operatori jonegativ

jané kontraksione té vérteta.

Vértetim. Se T éshté kontraksion i vérteté, rrjedh nga teorema e mésipérme. Dimé se
njé operator i veté-adjunguar éshté kontraksion i vérteté, atéheré dhe vetém atéheré,
kur ai éshté kontraksion Cpy. Prandaj, nga teorema e mésipérme kemi se D éshté
kontraksion i vérteté. [

Operatori T' quhet komplet jo unitar (k.j.u) nése ngushtimi i operatorit 7" né ¢do
nénhapsiré té mbyllur 7T-invariante té hapésirés H éshté operator jo unitar.

Peérkufizim 4.4.4. Nése kontraksioni 7" éshté shumé direkte e njé operatori unitar
dhe njé operatori C(k.j.u), atéheré themi se 7' ka dekompozimi té tipit-Wold.

Pérkufizim 4.4.5. [32] Pér operatorin 7' € L(H) themi se plotéson vetiné ko-
mutative té Fuglede-Putnam-it, (shkurt: vetiné PF) nése T*X = XJ pér ¢do
X € L(K, H) dhe ¢do izometri J € L(K), té tillé q¢ TX = X J*.
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Lemé 4.4.6. [30, [706] Le té jeté T kontraksion. Kushtet e méposhtme jané ekuiva-
lente:

1. Pér ¢do warg té kufizuar {x,tnenuoy C H té tillé ¢¢ Txpp = xy, vargu
{llzn || tnenuqoy €shté konstant,

2. T ka dekompozimi té tipit-Wold,

3. T plotéson vetiné PF.

Duggal dhe Cubrusly né [30] kané vértetuar: ¢do kontraksion k-paranormal ka
dekompozimin e tipit-Wold. P. Pagacz né [76] ka vértetuar faktin e njéjté, si dhe ka
vértetuar gjithashtu se ¢do operator k-x-paranormal ka dekompozimin e tipit-Wold.
Ne kétu do té béjmé zgjerimin e késaj vetie pér operatorét kontraksion nga Q.A*(k).

Teoremé 4.4.7. [56] Le té jeté T kontraksion dhe operator k-kuazi-x-klasé A.
Atéheré, T ka dekompozim té tipit- Wold.

Vértetim. Pasi qé operatori T' éshté kontraksion, vargu zvogélues {T"T*"}>° , kon-
vergjon fuqgishém te njé kontraksion jonegativ. Prandaj mund té shénojmé

1
S = (lim T”T*”) °
n—oo

Operatorét T' dhe S plotésojné barazimin 7%S?T = S2. Po ashtu O < S < I
dhe S éshté operator i veté-adjunguar. Nga [34], rrjedh se ekziston izometria V' :
S(H) — S(H) e tillé q¢ VS = ST*. Prandaj, SV* = TS dhe [|SV™z| — |z
pér ¢do x € S(H). Izometria V mund té zgjerohet né njé izometri né H, té cilén
gjithashtu po e shénojmé me V.

Pér x € S(H), pérkufizojmé x,, = SV"x pér n € NU{0}. Atéheré, pér ¢do numér
té ploté jonegativ m, marrim

T"Tpym =TSV gy = SVYV™ g = SV = x,,,

dhe pér ¢do m < n kemi
T"%, = Tpem.

Le té jeté T operator k-kuazi-x-klasé A. Atéheré, pér vektorin jotrivial z € S(H)
kemi

[Nk
= | T* @l
= <T*TTk_1xn+k7Tk_1xn+k>2
< N T PN T 2l
2
= <T*k‘T*‘2Tkxn+kaxn+k> Hxn+1H2
2
< (THTT %k Tt T
1
< (ITPT 00 T k) 1T 20k [P0 41 |2

T2 2 T 2| |

[E | EA|EAy
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Pra,
lzall? < llzn—allllznall*.

Tani nga njé formulé e njohur pér té mesmet aritmetike dhe gjeometrike kemi

1 2 1
lzall < llzn-2l#llzneall < 5 (lon-2ll + 2llzasll)
Prej nga rrjedh

2(lznsall = Nlznl) = llzall = llzn—2ll = (lzall = lzn-1ll) + ([Zn-1ll = lZn-2l])-
Vémeé
bn = ||znll = l|[Zn-ll,

dhe do té marrim
(4.4.1) 2bp 41 > by 4 by
Pasi z,, = T'x,,41, marrim
Joall = T2 s1]l < 12w | pér gdo n € N,
Nga ku shohim se vargu { ||z, || }nenujoy éshté rrités. Nga,
Sy = syryrtt — gyt

marrim

Izl = ISVl = ITSV" ]| < ISV ]| < ],

pér ¢do x € S(H) dhe n € NU {0}. Atéheré, vargu {||z, || }nenvioy éshté i kufizuar.
Nga kjo rrjedh se b, > 0 dhe b, — 0 kur n — oo.

Duhet té tregojmé se b, = 0 pér ¢do numér nayral n. Supozojmé té kundértén,
se ekziston numri natyral ¢« > 1 ashtu qé b; > 0. Duke pérdorur jobarazimin (4.4.1])
marrim b;11 > 0 dhe b;;5 > 0. Prandaj, ekziston € > 01 tillé qé b;11 > € dhe b; 12 > €.
Nga kjo, dhe duke pérdorur prapé jobarazimin , nga induksioni matematik
rrjedh b, > € pér ¢do n > 1, gjé qé nuk éshté e mundur. Prandaj, mbetet qé
b, = 0 pér ¢cdo n € N. Pra, [|z,_1] = ||| pér té gjithé n > 1, qé tregon se vargu
{ll#n || }nenugoy éshté varg konstant.

Nga Lema rrjedh se T ka dekompozimi té tipit-Wold.

O

Pér operatorin 7' € L(H) dhe vektorin x € H, bashkésia {T"z}> , quhet orbité
e vektorit z lidhur me operatorin 7. Simbolikisht shénohet me O(z,T).

Pérkufizim 4.4.6. Le té jeté T € L(H).

1. Nése mbéshtjellési linear i orbités O(x, T') éshté i dendur sipas normés né H,
atéheré = quhet vektor ciklik pér operatorin 7', dhe T quhet operator ciklik.

2. Nése orbita O(z, T') éshté e dendur sipas normés né H, atéheré x quhet vektor
hiperciklik pér operatorin 7', ndérsa operatori 1" quhet hiperciklik.

4. Operatori T quhet superciklik né qofté se ekziston vektori x € H i tillé qé
bashkésia

CO(z, T) ={\T"x: A€ C,n=0,1,2...},

éshté e dendur sipas normeés né H.
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Teoremé 4.4.8. [50] Le té jeté T € L(H) operator kuazi-x-klasé A i tillé qé o(T) C
{N € C: |\ = 1}. Néseinversii operatorit T éshté operator kuazi-x-klasé A, atéheré
T nuk éshté operator superciklik.

Vértetim. Le té jeté T € L(H) operator kuazi-*-klasé A. Pasi qé
o(T) C{reC: |\ =1},

atéheré T éshté operator invertibil. Nga [71] rrjedh se T' éshté normaloid, pra ||T'|| =
r(T) = 1. Nga supozimi kemi se T~! € Q(A*). Prandaj, ||T7!|| = 1. Rrjedhimisht,
T éshté operator unitar. Pasi qé operatorét unitar né hapésirat e Hilbert-it me
dimension té pafundmé nuk mund té jené operatoré superciklik, atéheré T nuk
éshté operator superciklik. ]

Vérejtje 4.4.1. Kushti qé operatori invers i operatorit T té jeté kuazi-*-klasé A nuk
mund té largohet nga Teorema [4.4.8], sepse ekzistojné operatoré invertibil gé jané
operatoré kuazi-x-klasé A, por inversi i tyre nuk éshté operator kuazi-x-klasé A.
Kété e tregojmé me shembullin e méposhtém.

Marrim vargun e kufizuar té numrave kompleks {a,, : n € Z},(qé quhet vargu i
peshave) dhe le té jeté H = [y, hapésira e Hilbert-it me dimension té pafundmé, me
bazén kanonike {e, : n € Z}. Pérkufizojmé operatorin 7' me ané té

Te, = apenit,
pér ¢do n € Z, té cilin e quajmé operator i zhvendosjes sé dyanshme me peshé.

Lemé 4.4.9. [50] Le té jeté T operator i zhvendosjes sé dyanshme me vargun e
peshave {cv, : n € Z}. Operatori T éshté kuazi-x-klasé A, atéheré dhe vetém atéheré,
kur

|an‘2 < [ans1l|anyal,

pér ¢do n € 7.

Lemé 4.4.10. Le té jeté T operatori jo zero i zhvendosjes sé dyanshme me vargun
e peshave {a,, : n € Z}. Operatori T—1 éshté kuazi-x-klasé A, atéheré dhe vetém
atéheré, kur

‘O‘n71|2 > |an—al|a-3l,

pér ¢do n € 7.

Shembull 4.4.11. [56/ Marrim operatorin e zhvendosjes sé dyanshme T me vargun
e peshave {ay, : n € Z}, té dhéné me relacionin:

1 ifn<1

2 ifn=2

)1 ifn=3
MTY 4 ifn=4
1 ifn=5>5

16 if n > 6.
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Nga Lema rrjedh se T éshté operator kuazi-x-klasé A. Pasi ¢é {c, : n € Z}
éshté varg i kufizuar i numrave pozitiv qé plotésojné kushtin inf{c, : n € Z} > 0,
atéheré T éshté operator invertibil, [23, Proposition II. 6.8]. Mirépo, nga Lema
pér n = 4 rrjedh se T~ nuk éshté operator kuazi-+-klasé A.

Lemé 4.4.12. [7], Theorem 6] Nése T éshé operator superciklik dhe invertibil,
atéheré edhe T~ éshté operator superciklik.

Lemé 4.4.13. [7], Corollary 3] Nése T éshté kontraksion dhe ||[T"x|| 4 0 pér ¢do
x # 0, atéheré T nuk éshté superciklik.

Teoremé 4.4.14. [50] Le té jeté T € L(H) operator kuazi-x-klasé A dhe D = {z :
|z| < 1}. Nése T* éshté operator hiperciklik dhe pér ¢do nénhapésiré hiperinvariante
M C H té operatorit T, inversi i operatorit T'|y;, sa heré ekziston éshté normaloid,
atéheré

o(T|a) D # 0 dhe o(T|ar) O (C\ D) # 0.

Vértetim. Supozojmé se T™ éshté operator hiperciklik. Atéheré, ekziston vektori
x € Hitille qé {(T*)"z}2, = H. Le té jeté S = T|p pér ndonjé nénhapésiré
T-invariant dhe le té jeté P projeksioni ortogonal nga H mbi M. Pasi (S*)"Pz =
P(T*)"x pér ¢do n € NU {0}, atéheré

{(5%)"(Px)}aze = PUT)"2}iie = P(H) = M,

qé tregon se S* éshté operator hiperciklik.
Nga Lema [4.4.13] marrim [|S*|| > 1. Pasi qé S éshté operator kuazi-x-klasé A,
atéheré S éshté normaloid. Prandaj r(T|y) = ||S|| = [|S*|| > 1. Nga kétu rrjedh

o(T]x) N (C\ D) £0.
Duhet té tregojmé se o(T'|p) N D # (). Supozojmé té kundértén,
o(T|y) C (C\ D).

Atéheré, o(S™1) C D, dhe pasi qé¢ S~ éshté normaloid, atéherd ||S7Y| = r(S71) < 1.
Pasi qé S* éshté operator hiperciklik, nga Lema rrjedh se edhe (S*)~! éshté
operator hiperciklik, prandaj ||(S*)7!|] > 1. Kéndej kemi ||S7!| = [|(S*)7Y| > 1, qé
éshté kontradiksion. Prandaj, mbetet qé

o(T|hr) D # 0.
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Perfundim

Né kété punim té doktoraturés kemi pérkufizuar operatorét: k-kuazi klasé A, k-
kuazi-x-paranormal, (p,r, q)-*-paranormal dhe absolut-(p, r)-*-paranormal.

Pér kéto klasé té operatoréve jané studiuar vetité bazike, vetité spektrale si dhe
rrjedhimet nga ato veti. Pér operatorét k-kuazi klasé A’ po ashtu kemi vértetuar
disa veti pér nénhapésirén invariante.

Pastaj, kemi vértetuar Teoremén e Weyl-it dhe versionet e saj pér operatorét
k-quasi-*-paranormal dhe k-kuazi klasé A?. Po ashtu kemi vértetuar Teoremén e
Browder-it dhe versionet e saj pér operatorét k-kuazi klasé A’ . Mé tutje kemi treguar
se spektri i operatorit, spektri i Weyl-it dhe spektri i Browder-it i késaj klase éshté i
vazhdueshém. Njé piké té vecanté ia kemi kushtuar vetive spektrale pér operatorét
absolut-£*-paranormal, teoremés spektrale si dhe Teoremés sé Browder-it pér kété
klasé té operatoréve.

Né vazhdim kemi vértetuar teoremén: Prodhimi tensorial T'® S éshté operator
k-kuazi klasé A?, atéheré dhe vetém atéheré, kur vlen njéri nga kushtet:

1. T dhe S jané operatoré k-kuazi klasé A*,

2. TF1 = O ose S¥*1 = O,

si dhe kemi vértetuar teoremén analoge pér klasén e operatoréve A(k*).

Kemi vazhduar me vértetimin e Teoremés sé¢ Fuglede-Putnamit pér operatorét
k-kuazi klasé A, e cila éshté rrjedhim i vetive spektrale té késaj klase té opera-
toréve. Ndérsa né fund té kétij punimi kemi treguar se operatorét k-kuazi klasé A*
e plotésojné dekompozimin e tipit Wold.

Pér kéto klasé té operatoréve rekomandojmé té béhen kéto punime:
1. Té llogaritet spektri aproksimativ dhe llojet e spektrave tjeré té kétyre klaséve

té operatoréve.

2. Teé studiohet vetia e Bishopit pér operatorét x-paranormal. Pér kété veti jané
béré shumé punime, mirépo asnjé prej tyre nuk e ka mbyllur vetiné e Bishopit
pér operatorét x-paranormal, prej nga do té rrjedh se kjo veti plotésohet pér
klasét e operatoréve té cilat i kemi pérkufizuar ne.

3. Té studiohen nén cilat kushte kéto klasé té operatoréve kané orbitat e vek-
toréve té dendura, pra té tregohet se a mund kéto klasé té operatoréve té jené
hiperciklik, superciklik, N-ciklik, et;j.

4. Té studiohet Teorema e Berger-Shaw pér kéto klasé té operatoréve.
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Conclusion

In this dissertation, we have defined these operator classes: k- class A%, k-quasi-
x-paranormal, (p,r, q)-*-paranormal and absolute-(p, r)-*-paranormal, and we have
also studied their basic properties. Then, we have studied spectral properties of the
k-quasi class A, k-quasi-*-paranormal, particularly of p-x-paranormal operators,
as well as corollaries from these properties. Later, for the k-quasi class A’ operator,
we have proved some properties for the invariant subset.

Further, we have proved the Weyl’s Theorem and its versions for the k-quasi-
x-paranormal operators. Next, we have worked on Weyl’s Theorem for the k-quasi
class A}, where we have also proved the Browder’s Theorem and its versions for
this class of operators. Moreover, we have shown that the spectrum, the Weyl and
Browder’s spectrum of this class is continuous. We have continued with spectral
properties for absolute-k*-paranormal operators, the spectral theorem and with the
Browder’s Theorem for this class of operators.

In addition, we have proved the theorem: The tensorial product T'® S is k-quasi
class operator A’ if and only if one of the conditions holds:

1. T and S are k-quasi class A operators,
2. TFH1 =0 or S¥!' =0,
as well as the analogue theorem for the class A(k*).

Finally, we have given the Fuglede-Putnam theorem for the k-quasi class A},
which is a corollary of the spectral properties of this class of operators. In the end,
we have shown that the k-quasi-x-class A operators satisfy the decomposition of the
Wold type. For these classes , we recommend these works to be done:

1. To be computed the approximative spectrum, and other spectra types of these
operators’ classes.

2. To be studied the Bishop’s property for the s-paranormal operator. Many
paper works have been done for this property, however, none of them has
closed the Bishop’s property for x-paranormal operators, from where it follows
that this property is also fulfilled for the classes of operators that we defined.

3. To be studied the conditions under which these classes of operators have dense
vector orbits, thus to be told whether these classes can be hypercyclic, super-
cyclic, N-cyclic, etc.

4. To be studied the Berger-Shaw theorem for these classes of operators.

97



Biografia dhe lista e punimeve

Jam i lindur mé 21.02.1972 né fshatin Bellanicé, komuna e Malishevés. Shkollén
fillore e kam kryer né vendlindje, ndérsa shkollén e mesme né Gjimnazin "Abdyl
Frashéri" né Malishevé.

Né vitin shkollor 1992/1993 kam filluar studimet universitare, drejtimi i Matem-
atikés né Fakultetin e Shkencave Matematiko-Natyrore prané Universitetit té Pr-
ishtinés. Kam diplomuar né vitin 1996, dhe po té njéjtin vit kam filluar té punoj né
Gjimnazin "Abdyl Frashéri" né Malishevé, né té cilin kam punuar deri mé 31 gusht
2010.

Né vitin akademik 2006/2007 kam regjistruar studimet Master né FSHMN, De-
partamenti i Matematikés dhe Shkencave Kompjuterike, Drejtimi i Pérgjithshém,
né té cilin kam diplomuar mé 12 korrik 2011 duke mbrojtur me sukses temén e
Masterit:

Teorema e Weylit né disa klasé té operatoréve,

dhe duke fituar titullin Master né Matematiké té pérgjithshme.

Né vitin akademik 2009/2010 jam angazhuar qé té mbaj ushtrime né disa léndé
né FSHMN, Departamenti i Matematikés dhe Shkencave Kompjuterike, ku vazhdoj
edhe tani té punoj.

Né vitin akademik 2012/2013 kam regjistruar studimet e doktoraturés né Uni-
versitetin Politeknik té Tiranés, Fakulteti i Inxhinierisé Matematike dhe Inxhinierisé
Fizike, Departamenti i Matematikés, né Programin Analizé. Deri tani kam kryer
provimet dhe kam pérgatitur punimin e doktoraturés me titull:

Teorema e Weylit dhe vetité spektrale né disa klasé té operatoréve.

Né bashképunim me mentorin tim, profesorin Naim L. Braha, kam botuar kéto
punime:

1. 1. Hoxha, Spectral Properties, Contractions and Fuglede-Putnam Theorem for
A¥ Operator, International Journal of Mathematical Analysis, Vol.7, 2013,
n0.63, 3097-3108.

2. I. Hoxha and N. L. Braha, A note on k-quasi-x-paranormal operators, Journal
of Inequalities and Applications 2013, 2013:350.

98



Teorema e Weylit dhe vetité spektrale né disa klasé té operatoréve

3. I. Hoxha and N. L. Braha, On k-Quasi Class A}, Operators, Bulletin of Math-
ematical Analysis and Applications, Volume 6 Issue 1(2014), Pages 23-33.

4. N. L. Braha and I. Hoxha, (p, r, q)-*-paranormal and absolute-(p, r)-x-paranormal
operators, Journal of Mathematical Analysis, Volume 4 Issue 3(2013), pages
14-22.

5. I. Hoxha and N. L. Braha, Weyl’s theorem, Tensor Product, Fuglede-Putnam
Theorem and Continuity Spectrum for k-Quasi Class A} Operators, Journal
of the Korean Mathematical Society 51(2014), no.5, pp. 1089-1104.

6. I. Hoxha and N. L. Braha, The k-quasi-x-class A contractions have property
PF, Journal of Inequalities and Applications 2014, 2014:433.

7. N. L. Braha, I. Hoxha and S. Mecheri, On class A(k*) operators, Annals of
Functional Analysis 6(2015), no 4, 90-106..

8. I. Hoxha, N. L. Braha and A. Tato, Riesz idempotent and Weyl’s theorem for
k-quasi-x-paranormal operators, preprint.

9. N. L. Braha, I. Hoxha and K. Tanahashi, Some properties of (p, k)-quasiposinormal
operators, Journal of Mathematical Analysis, Volume 6 Issue 2(2015), Pages
13-21.

Gjithashtu kam marré pjesé né konferencat:

1. The 1st International Conference On Research And Education-Challenger
Towards the Future- ICRAE 2013, té organizuar nga Universiteti i Shko-
drés "Luigj Gurakuqi" té mbajtur mé 24-25 maj 2013 né té cilén konferencé
kam prezantuar punimin:

Spectral Properties of Quasi-Class A}, Operators,

i cili éshté botuar né revistén e kétij Universiteti.
link:http://icrae2013.unishk.edu.al/

2. 1st International Western Balkans Conference of Mathematical Sci-
ences IWBCMS - 2013, té organizuar nga Universiteti i Elbasanit "Alek-
sander Xhuvani', Universiteti i Prishtinés dhe Universiteti Politeknik i Tiranés,
té mbajtur mé 30-31 maj dhe 1 gershor té vitit 2013, né té cilén konferencé
kam prezantuar punimin:

On k-Quasi Class A}, Operators.

link: http://www.iwbcms.org/

3. Algerian-Turkish International Days on Mathematics, té organizuar
nga Fatih University- Instanbul, Turkey, té mbajtur mé 12-14 shtator 2013, né
té cilén konferencé kam prezantuar punimin:

99



Teorema e Weylit dhe vetité spektrale né disa klasé té operatoréve

On n-*-Perinormal Contractions and Hyper-Invariant Subspaces.

link: http://atim.fatih.edu.tr

. International Conference on Recent Advances in Pure and Applied
Mathematics (ICRAPAM 2014) té organizuar nga Ekrem Savas dhe té
tjeré, té mbajtur mé 6-9 néntor né Antalya té Turqisé, né té cilén kam prezan-
tuar punimin:

Riesz Idempotent and generalized Weyl’s theorem for k-Quasi Class A’
Operators.

link: http://www.icrapam.org/index-2.html

100



Literatura

1]

[10]

[11]

[12]

[13]

P. Aiena, Semi-Fredholm operators, perturbations theory and localized SVEP,
Merida, Venezuela, 2007.

P. Aiena, Fredholm and Local Spectral Theory, with Aplications to Multipliers,
Kluwer Academic Publisher, 2004.

P. Aiena, E. Aponte and E. Bazan, Weyl type theorems for left and right
polaroid operators, Integral Equations and Operator Theory 66(2010), 1-20.

P. Aiena and M. Berkani, Generalized Weyl’s theorem and quasi-affinity, Stu-
dia Mathematica 198(2010), 105-120.

P. Aiena and T. L. Miller, On generalized a-Browder’s theorem, Studia Math-
ematica 180(2007), 285-300.

M. Amouch, Generalized a-Weyl’s theorem and the SVEP, Extracta Mathe-
maticae Vol.21(2006), No.1, 51-65.

A. Aluthge and D. Wang, The joint approximate point spectrum of an operator,
Hokkaido Mathematical Journal 31(2002), 187-197.

A. Aluthge, On p-hyponormal operators for 0 < p < 1, Integral Equations and
Operator Theory 13(1990), No.3, 307-315.

T. Ando, Operators with a norm condition, Acta Scientiarum Mathematicarum

(Szeged) 33(1972), 169-178.

S. C. Arora and J. K. Thukral, On a class of operators, Glasnik Matematicki.
21(1986), 381-386.

S. K. Berberian, Approzimate proper vectors, Proceedings of the American
Mathematical Society 10(1959), 175-182.

S. K. Berberian, Note on a theorem of Fuglede and Putnam, Proceedings of
the American Mathematical Society 10(1959), 175-182.

M. Berkani and J. Koliha, Weyl type theorems for bounded operators, Acta
Scientiarum Mathematicarum (Szeged) 69(2003), no. 1-2, 359-376.

101



Teorema e Weylit dhe vetité spektrale né disa klasé té operatoréve

[14]

[15]

[16]

[17]

[18]

[19]

[20]

21

[22]

23]

[24]

[25]

[26]

[27]

M. Berkani, Index Of B-Fredholm operators and generalization of a Weyl
theorem, Proceedings of the American Mathematical Society, Volume 130,
n0.6(2001), 1717-1723.

M. Berkani, On a class of quasi-Fredholm operators, Integral Equations and
Operator Theory 34(1999), 244-249.

M. Berkani and A. Arroud, Generalized Weyl’s theorem and hyponormal op-
erators, Journal of the Australian Mathematical Society 76(2004), 291-302.

N. L. Braha, I. Hoxha and S. Mecheri, On class A(k*) operators, Annals of
Functional Analysis 6(2015), no 4, 90-106.

N. L. Braha and I. Hoxha, (p,r,q)-*x-paranormal and absolute-(p,r)-*-
paranormal operators, Journal of Mathematical Analysis, Volume 4 Issue
3(2013), pages 14-22.

A. Brown and C. Pearcy, Spectra of tensor products of operators, Proceedings
of the American Mathematical Society 17(1966), 162-166.

M. Cho and T. Yamazaki, An operator transform from class A to the class
of hyponormal operators and its application, Integral Equations and Operator
Theory 53(2005), no.4, pp. 497-508.

L. A. Coburn, Weyl’s theorem for nonnormal operators, The Michigan Math-
ematical Journal 13(1966), 285-288.

J. B. Conway, A Course in Functional Analysis, Second Edition, Springer-
Verlag, New York, 1990.

J. B. Conway, The Theory of Subnormal Operators, Mathematical Surveys
and Monographs 36, American Mathematical Society.

R. E. Curto and Y. M. Han, Generalized Browder’s and Weyl’s theorems for
Banach space operators, Journal of Mathematical Analysis and Applications
336(2007), 1424-1442.

C. Kubrusly, The elements of Operator Theory, Second Edition, Birkhauser,
2011.

S. V. Djordjevi¢ and D. S. Djordjevi¢, Weyl’s theorems, continuity of the
spectrum and quasihyponormal operators, Acta Scientiarum Mathematicarum
(Szeged) 64(1998), 259-269.

B. P. Duggal, I. H. Jeon and I. H. Kim, On x—paranormal contractions
and properties for x-class A operators, Linear Algebra and Its Applications
436(2012), no. 5, 954-962.

102



Teorema e Weylit dhe vetité spektrale né disa klasé té operatoréve

28]

[29]

[36]

[37]

[38]

[39]

[40]

[41]

[42]

B. P. Duggal, I. H. Jeon and I. H. Kim, Continuity of the spectrum on a class
of upper triangular operator matrices, Journal of Mathematical Analysis and
Applications 370(2010), 584-587.

B. P. Duggal, I. H. Jeon and C. S. Kubrusly, Contractions satisfying the ab-
solute value property |A|? < |A?|, Integral Equations and Operator Theory
49(2004), 141-148.

B. P. Duggal and C. S. Cubrusly, Paranormal contractions have property PF,
Far East Journal of Mathematical Sciences 14(2004), 237-249.

B. P. Duggal, I. H. Jeon and I. H. Kim, On quasi-class A contractions, Linear
Algebra and Its Applications 436(2012), 3562-3567.

B. P. Duggal, On Characterising contractions with Cyy pure part, Integral
Equations and Operator Theory 27(1997), 314-323.

B. P. Duggal, Hereditarily polaroid operators, SVEP and Weyl’s theorem, Jour-
nal of Mathematical Analysis and Applications 340(2008), no.1, 366-373.

E. Durszt, Contractions as restricted shifts, Acta Scientiarum Mathemati-
carum (Szeged) 48(1985), 129-134.

B. Fuglede, A Commutativity theorem for normal operator, Proceedings of
the National Academy of Sciences of the United States of America 36(1950),
35-40.

M. Fujji and R. Nakamoto, Some classes operators derived from Furuta In-
equality, Scientiae Mathematicae, Vol.3. 1(2000), 87-94.

M. Fujii, S. Izumino and R. Nakamoto, Classes of operators determined by the
Heinz-Kato-Furuta inequality and the Holder-McCarthy inequality, Nihonkai
Mathematical Journal 5 (1994), 61-67.

T. Furuta, On The Class of Paranormal Operators, Proceedings of the Japan
Academy 43(1967), 594-598.

T. Furuta, An Extension of the Fuglede-Putnam Theorem to subnormal op-
erators using Hilbert-Schmidt norm inequality, Proceedings of the American
Mathematical Society, Volume 81, no. 2(1981) 240-242.

T. Furuta, M. Ito and T. Yamazaki, A subclass of paranormal operators in-
cluding class of log-hyponormal and several classes, Scientiae Mathematicae
1(1998), no. 3, 389-403.

T. Furuta, On the polar decomposition of an operator, Acta Scientiarum Math-
ematicarum (Szeged) 46(1983), no.1-4, 261-26.

T. Furuta, Invitation to linear operators, Taylor and Francis, London, New
York, 2002.

103



Teorema e Weylit dhe vetité spektrale né disa klasé té operatoréve

[43]

[44]

[45]

[46]

[50]

[51]

[52]
[53]

[54]

[55]

F. Gao and X. Li, On x-class A contractions, Journal of Inequalities and
Applications 2013, 2013:239 doi:10.1186/1029-242X-2013-239.

F. Gao and X. Li, Tensor Products and the Spectral Continuity for k-quasi-*-
class A Operators, Banach Journal of Mathematical Analysis 8(2014), no. 1,
47-54.

F. Gao and X. C. Fang, Generalized Weyl’s theorem and spectral continuity
for quasi-class (A, k) operators, Acta Scientiarum Mathematicarum (Szeged)
78(2012), 241-250.

I. Gohberg, S. Goldberg and M. A. Kashoek, Basic Classes of Linear Opera-
tors, Basel, 2003.

I. Gohberg, S. Goldberg and M. A. Kashoek, Classes of Linear Operators, Vol.
I. Basel, 1990.

P. R. Halmos, A Hilbert Space Problem Book, Springer-Verlag, New York,
1982.

J. K. Han, H. Y. Lee and W. Y. Lee, Invertible completions of 2 X 2 upper tri-
angular operator matrices, Proceedings of the American Mathematical Society
128(2000), no.1, pp. 119-123.

F. Hansen, An operator inequality, Mathematische Annalen 246(1980), 249-
250.

E. Heinz, Beitrage zur Storungstheorie der Spektralzerlegung, Mathematische
Annalen 123(1951), 415-438.

H. Heuser, Functional Analysis, Marcel Dekker, New York, 1982.

I. Hoxha and N. L. Braha, On k-Quasi Class A’ Operators, Bulletin of Math-
ematical Analysis and Applications, Volume 6 Issue 1(2014), Pages 23-33.

I. Hoxha and N. L. Braha, A note on k-quasi-x-paranormal operators, Journal
of Inequalities and Applications 2013, 2013:350.

I. Hoxha and N. L. Braha, Weyl’s theorem, Tensor Product, Fuglede-Putnam
Theorem and Continuity Spectrum for k-Quasi Class A}, Operators, Journal
of the Korean Mathematical Society 51(2014), No. 5, pp. 1089-1104.

I. Hoxha and N. L. Braha, The k-quasi-x-class A contractions have property
PF, Journal of Inequalities and Applications 2014, 2014:433.

I. Hoxha, N. L. Braha and A. Tato, Riesz idempotent and Weyl’s theorem for
k-quasi-x-paranormal operators, preprint.

[. S. Hwang and W. Y. Lee, The spectrum is continuous on the set of p-
hyponormal operators, Mathematische Zeitschrift 235(2000), 151-157.

104



Teorema e Weylit dhe vetité spektrale né disa klasé té operatoréve

[59]

[60]

[61]

[62]

[63]

[64]

[65]

I. H. Jeon and 1. H. Kim, On operators satisfying T*|T?|T > T*|T|*T, Linear
Algebra and Its Applications 418(2006), 854-862.

I. H. Jeon and I. H. Kim, On k-quasi class A contractions, Korean Journal of
Mathematics 22(2014), No.1, pp. 85-89.

[. H. Kim, Weyl’s theorem and tensor product for operators satisfying
T*| T Tk > T**|T|>T*, Journal of the Korean Mathematical Society
47(2010), No.2, 351-361.

[. H. Kim, On spectral continuities and tensor products of operators, Journal
of the Chungcheong Mathematical Society, Volume 24, No.1, March 2011.

C. S. Kubrusly and N. Levan, Proper contractions and invariant subspace,
International Journal of Mathematics and Mathematical Sciences 28(2001),
223-230.

C. S. Kubruslu, A concise introduction to tensor product, Far East Journal of
Mathematical Science 22(2006), 137-174.

R. Lange and S. Wang, New approaches in spectral decomposition, Contempo-
rary Mathematics 128, American Mathematical Society, 1992.

K. B. Laursen and M. M. Neumann, An introduction to Local Spectral Theory,
London Mathematical Society Monographs, Oxford 2000.

W. Y. Lee, Lecture notes on Operator Theory, Seoul-Korea, 2008.

K. Loéwner, Uber monotone Matrizfunktionen, Mathematische Zeitschrift
38(1934), 177-216.

C. A. McCarthy, Cp, Israel Journal of Mathematics 5(1967), 249-271.

S. Mecheri and A. Uchiyama, An extension of the Fuglede-Putnam’s theorem
to class A operators, Mathematical Inequalities and Applications 13(2010),
no. 1, 57-61.

S. Mecheri, Isolated points of spectrum of k-quasi-x-class A operators, Studia
Mathematica 208(2012), 87-96.

S. Mecheri, Bishops property 8 and Riesz idempotent for k-quasi-paranormal
operators, Banach Journal of Mathematical Analysis 6 (2012), No.1, 147-154.

S. Mecheri, On quasi x-paranormal operators, Annals of Functional Analysis
3(2012), No.1, 86-91.

V. G. Miller, Remarks on finitely hypercyclic and finitely supercyclic operators,
Integral Equations and Operator Theory 29(1997), 110-115.

J. D. Newburgh, The wvariation of Spectra, Duke Mathematical Journal
18(1951), 165-176.

105



Teorema e Weylit dhe vetité spektrale né disa klasé té operatoréve

[76]

[77]

P. Pagacz, On Wold-type decomposition, Linear Algebra and Its Applications
436(2012), 3065-3071.

S. Panayappan and A. Radharamani, A Note on p-x-Paranormal Operators
and Absolute k-x-Paranormal Operators, International Journal of Mathemat-
ical Analysis 2(2008), no.25-28, 1257-1261.

S. M. Patel, Contributions to the study of spectraloid operators, Ph.D. Thesis,
Delhi University, 1974.

C. R. Putnam, On Normal operators on Hilbert space, American Journal of
Mathematics 73(1951), 357-362.

V. Rakocevi¢, Approximate point spectrum and commuting compact perturba-
tions, Glasgow Mathematical Journal 28(1986), 193-198.

V. Rakocevié¢, Operators obeying a-Weyl’s theorem, Revue Roumaine de Math-
ematique Pures et Appliquees 34(1989), no.10, 915-919.

M. H. M. Rashid and M. S. M. Noorani, On relaxation normality in the
Fuglede-Putnam’s theorem for a quasi-class A operators, Tamkang Journal
of Mathematics 40(2009), no.3, 307-312.

W. Rudin, Functional Analysis, McGraw-Hill, Inc., New York, 1991.

C. S. Ryoo and P. Y. Sik, k*-paranormal operators, Pusan Kyongnam Mathe-
matical Journal 11(1995), no.2, 243-248.

T. Saito, Hyponormal operators and related topics, Lecture notes in Mathe-
matics, Springer-Verlag, 247(1971).

S. Sanchez-Perales and V. A. Cruz-Barriguete, Continuity of approrimate
point spectrum on the algebra B(X), Communications of the Korean Mathe-
matical Society 28(2013), no.3, pp. 487-500.

J. L. Shen, F. Zuo and C. S. Yang, On Operators Satisfying T*|T*|T >
T*|T*|?T, Acta Mathematica Sinica, English Series, Nov., Vol. 26(2010),
no.11, pp. 2109-2116.

J. Stochel, Seminormality of operators from their tensor products, Proceedings
of the American Mathematical Society 124(1996), 435-440.

G. Stampfli, Hyponormal operators and spectral density, Transactions of the
American Mathematical Society, 117(1965), 469-476.

B. Sz.-Nagy and C. Foiag, Harmonic Analysis of Operators on Hilbert Space,
North-Holland, Amsterdam, 1970.

K. Tanahashi, On log-hyponormal operators, Integral Equations and Operator
Theory 34(1999), 364-372.

106



Teorema e Weylit dhe vetité spektrale né disa klasé té operatoréve

[92]

[93]

[94]

[95]

[96]

[97]

[98]

[99]

[100]

[101]

[102]

[103]

K. Tanahashi and A. Uchiyama, A note on x—paranormal operators and
related classes of operators, Bulletin of the Korean Mathematical Society
51(2014), no.2, pp. 357-371.

A. Uchiyama and K. Tanahashi, Fuglede-Putnam’s theorem for p-hyponormal
or log-hyponormal operators, Glasgow Mathematical Journal 44(2002), 397-
410.

A. Uchiyama, Weyl’s theorem for class A operators, Mathematical Inequalities
and Applications 4(2001), no.1, pp. 143-150.

A. Uchiyama, On the isolated points of the spectrum of paranormal operators,
Integral Equations and Operator Theory, vol. 55(2006), no.1, pp. 145-151.

T. T. West, The decomposition of Riesz operators, Proceedings of the London
Mathematical Society 16(1966), 737-752.

H. Weyl, Uber beschrinkte quadratische Formen, deren Differenz vollsteig ist,
Rendiconti del Circolo Matematico di Palermo 27(1909), 373-392.

D. Xia, Spectral Theory of Hyponormal Operators, Birkhauser, Switzerland
1983.

T. Yamazaki and M. Yanagida, A further generalization of paranormal oper-
ators, Scientiae Mathematicae 3(2000), no.1, 23-31.

J. Yuan and Z. Gao, Weyl Spectrum of Class A(n) and n-paranormal Opera-
tors, Integral Equations and Operator Theory 60(2008), 289-298.

Q. Zeng and H. Zhong, On (n,k)-quasi-x-paranormal operators, arXiv
1209.5050v1 [math. FA], 2012.

H. Zguitti, A note on generalized Weyl’s theorem, Journal of Mathematical
Analysis and Applications 316(2006), 373-381.

L. Zhang, A. Uchiyama, K. Tanahashi and M. Cho, On polynomially *-
paranormal operators, Functional Analysis Approximation and Computation,
5:2(2013), 11-16.

107



	Abstrakt
	Abstract
	Hyrje
	Falënderim
	Operatori dhe spektri i tij
	Rangu dhe bërthama e operatorëve. Ascenti dhe descenti i tyre
	Operatorët e adjunguar. Projektori ortogonal dhe nënhapësira invariante
	Operatorët pozitiv dhe dekompozimi polar
	Spektri i operatorit
	Operatorët e Fredholm-it. Teorema e Weyl-it
	Teorema e pasqyrimit spektral
	Disa klasë të rëndësishme të operatorëve

	Vetitë spektrale
	Vetitë spektrale për klasën e operatorëve k-kuazi-*-paranormal
	Vetitë spektrale për operatorët k-kuazi klasë A*n
	Operatorët (p,r,q)-*-paranormal dhe absolut-(p,r)-*-paranormal

	Teorema e Weyl-it dhe vazhdueshmëria e spektrit
	Teorema e Weyl-it për operatorët k-kuazi-*-paranormal
	Teorema e Weyl-it për operatorët k-kuazi klasë A*n
	Vazhdueshmëria e spektrit në bashkësinë e operatorëve k-kuazi klasë A*n
	Vetitë spektrale dhe Teorema e Browder-it për operatorët absolut-k-*-paranormal 

	Veti të tjera për operatorët k-kuazi klasë A*n, A(k*) dhe k-kuazi-*-klasë A
	Prodhimi tensorial për operatorët k-kuazi klasë A*n
	Prodhimi tensorial për operatorët e klasës A(k*)
	Teorema e Fuglede-Putnam-it për operatorët k-kuazi klasë A*n
	Vetia e Fuglede-Putnam-it për operatorët k-kuazi-*-klasë A

	Përfundim
	Conclusion
	Biografia dhe lista e punimeve
	Literatura



