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Abstrakt

Manipulimi me njé numér shumé t€ madh té dhénash €shté njé nga problemet kryesore né
shkéncé dhe inxhinieri. Metodat klasike numerike shpesh heré nuk mundésojné zgjidhjen
e kétyre problemeve, me pérjashtim té rasteve standarte. N& t& kundért Metodat Meshfree
mund t€ pérshtaten mé miré€ me situata mé t€ ndérlikuara (psh. sipérfage me deformime te
ndryshme) sesa metodat klasike si: metoda e diferencave t€ fundme, elemetéve té fundém
ose véllimeve té fundme.

Metodat pérafruese pér t€ dhénat jo uniforme studiohen nga shumé kérkues. Ato ekzisto-
jné né shumé fusha t€ ndryshme t€ shkencés dhe njihen me emra t€ ndryshém, p.sh metoda
e elementéve-free Galerkin, metoda e elementeve t€ fundme t€ pérgjithsuar, hp-clouds,
meotda meshless lokale Petrov-Galerkin, metoda e katroréve mé té vegjél lévizése; metoda e
funksioneve me bazg radiale; metoda sheshuese e particelave hidrodinamike.

Né kété punim jemi pé€rgendruar mé shumé né€ metodén e funkisoneve me bazé radiale
dhe metodén e katroréve mé t€ vegjél t€ 1évizshme. Do t€ shikohen disa aspekte teorike dhe
praktike t& ndértimit t€¢ modeleve pérafrues (interpolues) t€ metodave jo uniforme. Q&llimi do
té jeté pércaktimi i njé baze teorike t€ mjaftueshme pér té siguruar ekzistencén dhe unicitetin
e zgjidhjes. Gjithashtu, do t€ kryhen eksperimente t&€ ndryshme numerike pér t€ studiuar dhe
testuar saktésiné dhe gendrueshmériné e metodave pérafruese dhe interpoluese.

Pér té béré implementimin praktik t&€ metodave t€ studiuara do t& pérdoret software-i
inxhinierik MATLAB, né& mjedisin e t€ cilit jané shkruar t€ gjitha kodet dhe jané marré té
gjitha paraqitjet grafike dhe numerike té kétij punimi.

Fjalé kyce: Metodat Meshfree, Funksionet me Bazé Radiale, Metoda e Katroréve mé té
Vegjél e Lévizshme, Interpolim dhe Pérafrim Shumpérmasoré.
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Kapitulli 1
Hyrje

Metodat Meshfree kané marré shumé réndési vitet e fundit si né komunitetin e matem-
atikanéve ashtu dhe até t€ inxhinieréve. Pér pasojé, pjesa mé e madhe e punés me metoda
té tilla &sht€ mbi probleme shumdisiplinore, ku ndérthuret matematika me fusha te tjera
inxhinierike.

Manipulimi me njé numér shumé t€ madh t€ dhénash éshté njé nga problemet kryesore
né shkéncé dhe inxhinieri. Metodat klasike numerike shpesh heré nuk mundésojné zgjidhjen
e kétyre problemeve, me pérjashtim té rasteve standarte. N€ t€ kundért Metodat Meshfree
mund té pérshtaten mé miré€ me situata mé t€ ndérlikuara (psh. sipérfage me deformime te
ndryshme) sesa metodat klasike si: metoda e diferencave t€ fundme, elemetéve té fundém
ose véllimeve té fundme.

Njé avantazh tjetér shumé i madh &shté pavarsia e tyre nga shpérndarja e t€ dhénave.
Nuk &shté i nevojshém coptimi ose diskretizimi i zonés s& shqyrtuar né zona ose element té
caktuar, pérderisa kéto metoda bazohen né njé bashkési pikash t€ pavarura. Kjo ul ndjeshén
edhe koston llogaritse numerike né zgjidhjen e problemeve me zona té ndryshme.

Metodat klasike si metoda e diferencave té€ fundme, elemetéve té€ fundém ose véllimeve té
fundme, zgjidhin probleme me dimensione t€ kufizuara né€ dy ose tre parametra (dimensionet
e hapsirés). Né ndryshim, me ané t€ Metodave Meshfree mund t€ zgjidhen probleme me mé
shumé se tre pérmasa.

Zbatime t€ tyre mund t€ gjenden:

* N&é shumé fusha t€ inxhinierisé ku kérkohet modelimi i t¢ dhénave jouniforme- scattered
data modeling (psh. modelimi i sipérfageve t€ energjisé€ potenciale né kimi; problemet

e mapping-ut né gjeodezi, gjeofiziké, meteorologji)



2 Hyrje

* N& disa fusha té€ inxhinieris€ ku kérkohet zgjidhja e ekuacioneve diferenciale me
derivate té pjesshme (psh. né dinamikén e gazeve; ekuacionet Boltzmann dhe Fokker-

Planck né hapsirén gjashté-dimensionale; aplikime né nanoteknologji)
» Né imazheri mjeksore (psh. non-uniform sampling)
* Né matematiké financiare
* NE& rrjeta neurale artificiale
* Né€ optimizim

Megénése pjesa mé e madhe e kétyre zbatimeve ka t€ béj me problemin e pérafrimit t&
njé funksioni mbi disa t&€ dhéna, mé poshté paraqitet problemi i Interpolimit té té dhénave

jo-uniforme né R°.

1.1 Motivimi: Interpolimi i té dhénave jo-uniforme né R’

Njé nga problemet kryesore né teoriné e pérafrimit €shté progesi i modelimit té t&€ dhénave
jo-uniforme (scattered data). Ndértimin e njé modeli t&€ gendrushém dhe t€ miré-pércaktuar
do ta fillojm& me njé shembull ku pérdoren t€ ashtuquajturat "matricat distancé" (distance
matrices). ME pas do pérgjithésohet kjo qasje me futjen e konceptit t€ funksioneve me bazé

radiale (radial basis function).

1.1.1 Problemi i interpolimi i té dhénave jo-uniforme

Né shumé disiplina shkencore haset problemi: Jepet njé bashkési t€ dhénash (matje dhe
pozicionet ku jané kryer ato) dhe kérkojmé t€ gjejmé nj& ményré pér t€ marré informacion
pér "rregullin” nga i cili jan€ gjeneruar kéto t& dhéna. Gjithashtu, kérkohet informacion pér
vlerén né pozicione t€ tjera t€ ndryshme nga ato t€ matjeve. Praktikisht, po kérkojmé njé
funksion Py, i cili i modelon mé mir€ kéto t€ dhéna. Fjala "modelim i miré" mund t€ shikohet
né shumé ményra, ne fillimisht si kriter matés po kérkojmé g€ ky funksion Py t€ marré fiks
vlerén e matjeve t€ dhéna né pozicionet e tyre. Kjo lloj pérqasje quhet interpolim dhe nése
té dhénat e marra nuk gjénden né njé sipérfage uniforme ose té rregullt, kemi t€ béjmé me
interpolim té dhénash jo-uniforme.

Nése shénojmé me x; , j = 1,---,N pozicionet e matjeve, y; = f (x j) vlerat e matura né
kéto pozicione dhe ) bashkésiné e t& dhénave, ku y € Q pér ndonjé zoné Q € R’, atéhere

mund t€ formuljmé problemin e interpolimit si mé& poshté:



1.1 Motivimi: Interpolimi i t€ dhénave jo-uniforme né R’ 3

Problemi 1.1 Interpolimi i té dhénave jo-uniforme. Jepen té dhénat (x yi), j=1,--,N,
ku xj € R*, y; € R, t& gjendet njé funksion i vazhdueshém Py i tillé qé Pf(xj) =y,
j=1,--- N.

Pércaktimi i x; n€ hapsiré s-dimensonale, bén t€ mundur g€ formulimi i problemit 1.1 t€ jeté
1 vlefshém né fusha t€ ndryshme t€ shkencés. Nése s = 1 t€ dhénat mund t€ jené matje t&
kryera gjaté njé intervali t€ caktuar. Nése s = 2 t€ dhénat mund t€ jené€ matje né njé zoné
plane, psh. matjet e rreshjeve né zona t€ caktuara né té gjithé territorin. Rasti s = 3 mund té
paragesi rastin e temperaturés né bréndésin€ e n j€ trupi tre dimensional. N& shumé zbatime
té tjera si né€ rrjetat neurale artificiale, optimizim, statistiké etj mund t€ gjenden shembuj me
mé shumé parametra. Kérkojmé funksionin interpolues Py t€ ndértuar si kombinim linear 1

disa funksioneve t€ quajtura funksione baze By, psh:

N
Pr(x) = Y aBi(x), xeR’. (1.1)
k=1

Né kété ményre, problemi i interpolimt kalon né zgjidhjen e sistemit t&€ ekuacioneve lineare
té méposhtém:
Ac =y,

ku elementét e matricés s€ interpolimit A jepen n€ formén A j; = By (x j) , J,k=1,--- N,
c= [cl, e ,CN} T; dhey = [yl oo ,yN} " Problemi 1.1 do té jeté 1 "pércaktuar drejt", pra do
té keté zgjidhje t€ vetme, at€éhere dhe vetém atéhere kur matrica e interpolimit A do t€ jeté
jo-singulare. Pér kété problem do té flasim né& kapitullin tjetér. Tani do t€ vazhdojm& me njé

shémbull interpolimi me ané t€ matricave distancé.

1.1.2 Shembull: Interpolimi me Matricat Disatancé

Si funksion "t€ panjohur”, nga i cili rrjedhin vlerat pér t€ dhénat tona do t€ marrim funksionin

s
fs(x) =4 de(l —X4), X= (xl,--- ,xs) € [O, l}s.
d=1

Ky funksion &shté zero né kufijté e kubit njési né R*® dhe ka vlerén maksimale njé né gendér
t€ kubit. Funksioni MATLAB pér funksioni f; gjendet ne Aneksin si Programi [ (4.5), Fq.95].

Neé kété shembull, ashtu si edhe né raste t€ tjera, do t€ pérdorim pikat Halton (Halton
points). Kéto jané pika t€ shpérndara njétrajtésisht né (0, l)s. Neé figurén 1.1 paraqiten 289
pika Halton né& katrorin njési né R®. Pér mé& shumé detaje mbi pikat Halton shikoni [23])



4 Hyrje
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Figura 1.1 289 pika Halton né katrorin njési né¢ R*®

dhe [43]). Programi MATLAB pér gjenerimin e pikave Halton mund té shkarkohet nga
"MATLAB Central File Exchange" (MCFE) me emrin haltonseq.m.

Pra, gellimi €shté ndértimi 1 nj€ funksioni P, i cili do t€ interpoloj€ t€ dhénat e pérftuara
nga funksioni f; né€ pikat Halton, dmth.

Pr(x;) = fi(x;),

ku x; &shté njé piké Halton.

Nése s = 1 kemi t€ béjmé me interpolim pér té dhéna njépérmasore. Ky problem zgjidhet
me ané t& interpolimit polinomial, nése numri i pikave &shté relativisht i vogél, ose me saktési
mé t€ madhe me ané t€ interpolimit me splajne (funksione "pjesé-pjesé polinom"). Njé ide e
miré pér ndértimin e funksioneve "pjesé-pjes€ polinom" pér interpolim &shté gendérzimi 1

tyre né€ nj€ bashkési pikash né [0, 1} , pra interpolanti yné do t€ keté pamjen:

N
Pf(x) = Z Cklx—xi|, x€ [0, 1}
k=1
dhe koeficentét ¢, do t€ gjendeshin nga plotésimi i kushteve t€ interpolimit

Pr(xj) = fi(xj), j=1---,N,

Pikat ku gendérzohen t&€ dhénat, quhen "gendra" dhe né pérgjithési zgjidhen t€ njéjta me

pikat nyje x;. Meqénése funksionet By jan€ simetrike n€ lidhje me géndrat e tyre x;, kjo
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pérbén njé shembull mbi pérdorimin e "funksioneve me bazé radiale" (ang. radial basis
Jfunctions). (shiko kapitullin né€ vijim)
Rikthehemi né problemin e gjetjes s€ koeficentéve c;. Gjetja e tyre vjen nga zgjidhja e

sistemit té ekuacioneve lineare

e —x| i —x2| o =] | e fi(x1)
o —x1] |x2—x2| ... |xa—xn|| |2 _ f (xg) (12)
ov —x1| v —x2| .o v —axn]| [en fi(xn)

Matica e sistemit 1.2 €shté njé shembull i Matricave Distancé. Kéto matarica jané studiuar
né gjeometri dhe analiz€ pér njé kohé té gjaté (shiko [7]; [10]; [30])

Ideja e mésipérme mund t€ pérgjithésohet edhe pér rastet kur pikat nyje kané dimension
s > 1. Eshté treguar se matrica distancé bazuar né normén euklidiane ndérmjet pikave
t€ ndryshme né R’, &shté€ njé matricé jo-singulare (shikoni kapitullin 2). Prandaj, nése

rishkruajmé funksionin toné interpolues pér & dhénat s-dimensionale né (0,1)":

N
Pr(x) =Y cillx—xell2, x€[0,1] (1.3)
=1

ku koeficentét ¢, llogariten nga zgjidhja e sistemit

lxr —=xtll2 [Jxr—x2ll2 ..o [xr—xnll2| | e fi(x)
2 =x1ll2 (2 =22l oo [2—xnll2| [e2| | fi(x2)
v —xtlla v —=x2ll2 - llav —xwll2] [en fi(xn)

Funksioni MATLAB pér llogaritjen e matricés distancé mbi bazén e normés Euklidiane
jepet né Aneksin B si programi [ (4.6), Fq.95] me emrin DistanceMatrix.m marré nga
http://www.math.unipd.it/ demarchi/TAA2010/. Programi MATLAB 1.1 DistanceMatrix-

Fit.m kryen interpolimin me matricat distancé .

Programi 1.1 DistanceMatrixFit.m

lineskip
% DistanceMatrixFit
% Script qe perdor Matricen distance Euklidiane
% per interpolimin e te dhenave jo uniforme me dimensione te ndryshme s
% Therret funksionet: DistanceMatrix , CreatePoints ,
% PlotSurf , PlotError2D , PlotSlices , PlotErrorSlices
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s = 2;
k = 2; N= (2"k+1)"s;
neval = 50; M = neval”s;

% Perdor Halton points per te dhena dhe qgendra

dsites = haltonseq(N,s);

ctrs = dsites ;

% Krijom neval”s pika te barazlarguara

% ne kubin njesi s—dimensional

epoints = MakeSDGrid(s,neval);

% gjenerohet krahu i djathte , funksioni i "panjohur",

rhs = testfunction (s, dsites);

% Llogarisim matricen e distancave

IM = DistanceMatrix (dsites ,ctrs);

% Llogarisim matricen distance ndermjet nyjeve ku do kryhen
% qendrave

EM = DistanceMatrix (epoints , ctrs);

% % Kryejme interpolimin me Matricat Distance

% (Matrica distance = zgjidhjen e sistemtit te interpolimit)
Pf = EM = (IM\rhs);

% Llogarisim zgjidhjen e sakte

exact = testfunction(s,epoints);
% Llogaritim gabimin maksimal dhe rms
maxerr = norm(Pf—exact,inf);
rms_err = norm(Pf—exact)/sqrt(M);
fprintf ('RMS error: Joe\n’, rms_err)
fprintf ( Maximum error: %e\n’, maxerr)
switch s

case 1

plot(epoints , Pf)

set(gca, Fontsize’ ,14)

xlabel ('x’, FontSize’ ,14);

ylabel ("y’ ", FontSize ,14, Rotation’ ,0);
figure; plot(epoints, abs(Pf—exact))
set(gca, Fontsize’ ,14)

xlabel ('x’, FontSize’ ,14);
ylabel (" Error’, FontSize’ ,14);

case 2
fview = [—-30,30];
xe = reshape(epoints(:,2),neval ,neval);
ye = reshape(epoints(:,1),neval ,neval);

PlotSurf (xe,ye,Pf,neval ,exact ,maxerr, fview);
PlotError2D (xe,ye,Pf,exact ,maxerr,neval , fview)

case 3
xe = reshape(epoints(:,2),neval ,neval ,neval);
ye = reshape(epoints(:,1),neval ,neval ,neval);
ze = reshape(epoints (:,3),neval ,neval,neval);

xslice = .25:.25:1; yslice = 1; zslice = [0,0.5];
PlotSlices (xe,ye,ze,Pf,neval , xslice ,yslice , zslice);

Ilogaritjet

dhe
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1.1 Motivimi: Interpolimi i t€ dhénave jo-uniforme né R’ 7

14 . . . . 14

Error

"0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X X

Figura 1.2 Interpolimi (majtas) dhe gabimi absolut (djathtas) i N = 5 pikave nyje me Matricén
e Distancave

PlotErrorSlices (xe,ye,ze,Pf,exact ,neval, xslice , yslice , zslice);
otherwise
disp (’Cannot display plots for s >3")
end
NEé rreshtin 1 dhe 2 pércaktohen dimensioni i hapsirés s dhe numri 1 pikave nyje N. Do té
pérdoren pikat Halton (rreshti 10) dhe géndrat pérputhen me t&€ dhénat. Funksioni MakeSD-
Grid.m, i cili ndérton pikat e barazlarguara né kubin njési s—dimensional jepet né Aneksin
B si programi ([ (4.7), Fq.96]). Aty gjenden dhe programet pér paraqitjen grafike t& rastit 2D
(rreshtat 46-47) dhe rastit 3D (rreshtat 53-54).
LLogaritja e matricés s€ distanave kryhet né€ rreshtin 18 pér pikat nyje dhe gendrat, kurse
né rreshtin 21 llogaritet pér pikat ku do té llogaritet interpolanti dhe gendrat. Interpolimi i t&
dhénave kryhet né rreshtin 24 me ané t€ komandés Pf = EM * (IM\rhs).
Né rreshtat 28 dhe 29 llogariten pérkatésisht gabimi maksimal, duke e llogaritur si normén
infinit t€ vektorit t€ gabimeve, si dhe gabimi mesatar katror (ang. root-mean-square) rms,rr i

dhéné nga formula 1.4.

M
RMS,rr = ZPf &)~ F(E)]" =—=Pr— fl2, (1.4)

1
~
kume &, j=1,---,M jané pikat ku &shté llogaritur interpolanti.
Ne figurén 1.2 paraqiten pérkatésisht interpolimi i 5 t€ dhénave pér rastin s = 1 majtas
dhe gabimi absolut djathtas. Nga figura me 5 pika nyje vihet re garté natyra "pjesé-pjese"

lineare e interpolantit.
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Error

Figura 1.3 Interpolimi (majtas) dhe gabimi absolut (djathtas) i N = 289 pikave nyje me
Matricén e Distancave. Rasti dy dimensional

Function value

Figura 1.4 Interpolimi (majtas) dhe gabimi absolut (djathras) i N = 729 pikave nyje me
Matricén e Distancave. Rasti dy dimensional

Interpolimi 1 N = 289 pikash nyje pér rastin dy dimensional sébashku me gabimin né
katrorin njési (0, 1)? paragiten né figurén 1.3.

Kurse né figurén 1.4 paraqitet interpolimi i N = 729 t&€ dhénave tre dimensionale sébashku
me gabimin e kryer. Ajo g€ vihet re nga t€ gjitha figurat &shté fakti g€ gabimi maksimal
merret né skajet e zonés. Kjo vjen pér shkak se pikat nyje ndodhén mé né gendér té zonés.
Por, duhet théné edhé nése do té€ kishim t€ dhéna né kufij, gabimi mé 1 madh do t€ ishte
pérséri aty kur pérdoren funksionet me bazg radiale.

Pér t€ pasur nj€ ide mé t€ qarté pér interpolimin me matricat distancé, né tabelén 1.1
pargiten gabimet mesatare katore pér disa vlera t€ ndryshme té N—s€ pér secilin nga rastet
njé, dy dhe tre dimensionale. Ajo g€ vihet re €shté fakti qé saktésia rritet me rritjen e pikave
nyje dhe pér mé tepér zvogélohet me njé faktor t&€ pérafért me dy. Bazuar né t€ dhénat
N = (2¥+ 1) shohim se konvergjenca &shté e rendit & (h), ku si h paraprakisht (do t'i
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Tabela 1.1 Interpolimi me Matricén e Distancave né kubin njési [0,1]°, s =1,2,3

D" 2D 3D
N Gab-mes N Gab-mes N Gab-mes
3
5
9

6.207567¢ — 01 9 1.912296e —01 27  8.239817¢ —02
3.862568¢ — 01 25 6.170345¢ —02 125 4.196932¢ —02
1.303455¢ — 01 81 2.239244e—-02 729 1.410127e—02
17 4.977443e—02 289  9.684326e — 03
33 2.107198e —02 1089  3.859039e — 03
65 9.978796e —03 4225 1.561265e — 03
129 4.964727¢ — 03
257  2.476383¢—03
513 1.236720e —03
1025  6.179952¢ — 04
2049  3.089068e — 04
4097  1.544307¢ — 04

P - o 000U A WwWN ]

rikthehemi mé pas pérkufizimit té saj) quajmé distancén mesatare t€ t€¢ dhénave né zonén né
shqyrtim.

Nga ky shembull g€ ndértuam mund t€ nxjerrim kéto pérfundime, ku disa prej tyre vijné
pér shkak t€ pérdorimit t€ funksioneve me bazé radiale. S€ pari, funksionet bazg t€ pérdorura
Bi = || - —x¢||2, kané simetri radiale.

Sé dyti, duke paré kodin MATLAB vihet re thjeshtésia né implementimin e metodés
pér vlera t€ ndryshme dimensioni s. Gjenerimi i1 zonés s€ interpolimit &shté njé problem
1 réndésishém kur punojmé me dimensione t€ larta me metodat me bazé polinomiale si
spline-et ose elementét e fundme. N& metodén toné€ mjafton t& llogariten ciftet e distancave
mes t&€ dhénave pér t€ kryer interpolimin.

Sé fundmi, kryerja e interpolimit me matricén e distancave, ashtu si me funksionet me
bazg radiale mé& voné, ka nevojé pér zgjidhjen e njé sistemi me matricé N x N. Ky pérbén
njé problem kur numri i t€ dhé&nave rritet shumé, pér shkak t& kompleksitetit t€ veprimeve.
Gjithashtu, do t€ shohim se né disa raste matrica e interpolimit shfaq probleme kegkushtézimi.

1.2 Metodat Meshfree né kohé

Fillimisht pérdorimi i Metoda Meshfree erdhi si zbatim né gjeodezi, gjeofiziké ose meteo-
rologji. ME pas, aplikimet u zgjeruan edhe né fushén e ekuacioneve diferenciale me derivate
té pjesshme, inteligjencé artificiale, progesim imazhi dhe sinjali etj.

NE literaturén e pérafrimit numerik dhe aplikimeve t€ tij né shumé fusha inxhinierike

kontribut t&€ vecanté kané dhéné :
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Donald Shepard, i cili gjaté kohés sé€ studimeve né Universitetin e Harvardit dha idené
e pérdorimit t€ atyre q€ sot quhen "Funksionet Shepard" né fundin e viteve 60. Né
publikimin e tij (shiko [34], Shepard, 1968) Shepard, diskuton metodén inverse t&
distancave t€ peshuar dhe disa modifikime té saj. Kjo metodé né até koh& u bé pjesé e

njé programi kompjuterik, SYMAP, pér gjernerimin e hartave.

Rolland Hardy, i cili ishte njé gjeodet né universitetin "lowa State", paraqiti funksionet
"multiquadrics" (MQs) né fillimin e viteve 1970 (shiko [24], Hardy, 1971). Punimi i

tij ishte 1 bazuar kryesisht né aplikim né gjeodezi dhe harta.

Peter Lancaster dhe Kes Salkauskas, matematicien né€ universitetitn "Calgary", Kanada.
Punimi i tyre (shiko [28], Lancaster and Salkauskas, 1981) prezanton "metodén e
lévizshme té katroréve mé té vegjél" (ang. moving least squares method) si pérgjithésim
i metodés s€ Shepard.

Richard Franke, njé matematikan né Naval Postgraduate School né Monterey, Kaliforni,
né punimin (shiko [20], Franke, 982a) ka kryer njé krahasim metodash t&€ ndryshme
pér interpolimin e t&€ dhénave meshfree (t€ dhéna jo-uniforme). Franke, gjithashtu,

hodhi supozimin se matrica interpoluese pér funksionet MQs &shté e kthyeshme.

Charles Micchelli, njé matematikan né gendrén kérkimore IBM Watson Research
Center, publikoi artikullin ( [30], Micchelli, 1986). Gjithashtu, ai provoi supozimin
e Franke. Vértetimet e tij bazohen né punimet e ( [8], Bochner, 1932; [9], Bochner,
1933) mbi funksionet pozitivish t€ pércaktuar dhe totalisht monotoné (ang. Completely
monotone).



Kapitulli 2

Interpolimi me funksionet me bazé
radiale

Neé kété kapitull do té prezantohet interpolimi i t€ dhénave jo-uniforme duke u bazuar né
funksionet me bazg radiale. Fillimisht do jepet njé prezantim i paré i tyre. M€ pas, do té
vazhdohet me problemin e interpolimit me kéto funksione, duke paraqitur edhe njé koncentrat
t€ pérfundimeve teorike ku ky problem mbéshtetet pér t€ siguraur ekzistencén dhe unicitetin
e zgjidhjes sé tij. Né fund do t€ prezantohen disa eksperimente numerike pér t€ pasur njé ide

mé t€ qarté pér saktésing, gendrueshmériné dhe aplikimin e metodave interpoluese meshfree.

2.1 Funksionet me bazé radiale

Si shembull t€ paré marrim njé funksion t€ mirénjohur né shumé fusha t€ matematikés si
funksioni Gausian
2
o(r) = e & reR.

Ku, parametri i shkallézimit € &shté i1 lidhur me variancén e funksionit t€ shpérndarjes

normale 62 me ané t& barazimit € = . Nése kompozomé funksioni gausian me normén

1
(202)
Euklidiane || - ||2 pér ndonjé gendér t& fiksuar x; € R®, marrim njé funksion shumpérmasor

() e Cleull yeRs,
Pra, shohim se lidhja midis ¢, dhe ¢ jepet nga

i (x) = @ ([lx —xell2)-
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Figura 2.1 Majtas: Gausian me parametér € = 1 dhe Djathtas: Gaussian me parametér € = 4
té gendérzuar né origjiné né R>

Kjo &shté lidhja g€ i jep emrin funksion me bazé radiale. Mg poshté jepet njé pérkufizim

formal 1 njé funksioni me bazé radiale.

Pérkufizim 2.1 Njé funksion ¢ : R® — R quhet me bazé radiale, nése ekziston njé funksion
njépérmasor @ : [0,00) — R, itille gé

0(x) =o(r), ku r=|x|
dhe || - || éshté njé funksion normé né R® — zakonisht norma Euklidiane.

Siaps pérkufizimit 2.1, pér njé funksion radial mund té€ shkruajmé:
il =l = ¢(x1) =¢(x2), x,m€R"

Me fjalé té tjera, vlera e funksionit ¢ njé njé distancé t€ fiksuar nga origjina, ose gendér
tjetér t& fiksuar, éshté e nj€jt€. Tani mund t€ themi se, rasti i funksionit normé Euklidiane té
pérdorur né kapitullin e par€, &shté njé€ rast i vecanté i funksioneve me bazé radiale i fituar
nga barazimi @ (r) = r. N& figurén 2.1 paragitet grafiku i funksionit gausian me parametér
€ = 1 (majtas) dhe € = 4 (djathtas), t& dy t& gendérzuar né origjinén e R?.

Mé vong, do t€ shohim se vlera e parametrit € luan njé rol shumé t€ réndésishém né
saktésiné dhe gendrueshmériné e interpolimit me funkionet gausian. Momentalisht, themi qé
pér t€ vlera t€ vogla té tij, gausiani béhet mé i lakuar dhe me rritjen e vlerés t€ parametrit € ai

bé&het mé i "thepisur".
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Aplikimi 1 funksioneve me bazé radiale n€ interpolimin e t€ dhénave jo-uniforme, ka
avantazhin e t€ mos génit 1 varur nga dimensioni s 1 hapsirés ku jané marré t€ dhénat. Né vend
gé t€ kemi té b&jmé me njé funksion shumpérmasoré @, i cili béhet mé kompleks kur rritet
dimensioni i t&€ dhénave, ne merremi me funksionin njéparmasor ¢ pavarésisht dimensioneve
s t€ hapsirés sé€ shqyrtuar. I rikthehemi edhe njéheré problemit [ (1.1), Fq.3] t€ interpolimt t&
pércaktuar né kapitullin e paré€. Trajta e tij duke zévendésuar funksioni normé Euklidiane me

njé funksion t€ pérgjithshém me bazé radiale merr formén:

N
Pr(x) = ch(p(Hx—kaz), xeR’ (2.1)
k=1

ku koeficentét ¢y llogariten nga zgjidhja e sistemit

o(lx1 —xill2)  @(llx1—x2ll2) - @(llxi—xnll2) | |1 fi(x1)
(2 —xll2) @(la—x2ll2) .. @(la—xnll2) | [e2| [ fi(x)

| | | | = 2.2)
o(llv —xill2)  @(lev —x2ll2) - @(llav —xnll2) | [en fi(xw)

Kuptohet se, g€ problemi interpolimit t€ keté zgjidhje t€ vetme duhet g€ matrica e sistemit
2.2 té keté t€ anasjellté. Pér kété problem do t€ jepen disa rezultate teorike né vazhdimin e

kétij kapitulli.

2.2 Funksionet Pozitivisht té Pércaktuar

Né kété pjesé do té€ prezantojmé disa rezultate teorike pér problemin e zgjidhjes s€ vetme té

sistemit 2.2. Fillojmé me pérkufizimin e matricés pozitivisht t&€ pércaktuar.

Pérkufizim 2.2 Né matircé reale simetrike A quhet pozitivisht gjysém e pércaktuar nése

forma koadratike e saj éshté jo negative:

N
Y Y cicAi >0 (2.3)
j=lk=1

pérec = [cl,--- ,CN}T € R’

Nése forma kuadratike 2.3 €shté zero vetém pér ¢ = 0, atéhere A quhet pozitivisht e pércak-
tuar.
Njé karakteristik€ e matricave pozitivisht t€ pércaktuara éshté gé vlerat vetjake t€ tyre

jané té gjitha pozitive, pér rrjedhojé ato kané t€ anasjellté. Prandaj, na intereson vendosja
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e disa kritereve teorike né ményré qé funksionet bazé t€ pérdorura né ekuacionin (2.1) té

gjenerojné matrica t€ tilla. Pér kété arsye pérkufizojmé funksionet pozitivisht té pércaktuara

Pérkufizim 2.3 Njé funksion i vazhdueshém me vlera komplekse ¢ : R® — C quhet pozi-
tivisht i pércaktuar né R® nése,

N N
Z Z c ck¢ xx) >0 (2.4)

j=lk=1

pér ¢do N pika té ndryshme xi,--- ,xy € R® dhe c= [cl,m ,CN}T e CN.

Funksioni ¢ quhet rigorozisht pozitivisht i pércaktuar né R*, nése forma e tij kuadratike (2.4)
béhet zero vetém pér ¢= 0.

NEé pérkufizimin 2.2 shohim se kemi t€ b&jmé edhe me koeficenté kompleks, edhe pse né
problemet e botés reale kemi t€ béymé me funksione me vlera reale, por ky pérkufizim na
ndihmon né paraqitjen e disa vetive t€ funksioneve (rigorozisht) pozitivisht t€ pércaktuar té
paragqitura né Teoremén 2.1. Njé pérshtatje e pérkufizimit 2.2, pér funksionet me vlera reale
jepet nga Teorema 2.2.

Shembull 2.1 Nése shénojmé me x -y prodhimin skalar té x dhe y né R®, atéhere funksioni
CID(x) = ™Y, pér ndonjé y € RS té fiksuar, éshté pozitivisht i pércaktuar né R* pérderisa
forma kuadratike né pérkufizimin 2.3 béhet:

cjc_kei (xjka) -y

T
™=
M=

~

I
bl

Il
—

N N
Z Z c ckCID
j=lk=1

. N .
Cjelxj-y Z C—ke—txk-y
k=1
2

> 0.

I
™M= L=

~

XY
cje

Nga pérkufizimi 2.3 dhe diskutimi i kryer deri tani, shohim se si funksione bazé né 1.1,
shérbejné funksione rigoroz pozitivisht t& pércaktuar, pra By (x) = @ (x —x;) ose

N
Py (x) = Z ckd)(x—xk), xR’ (2.5)
k=1
Teoremé 2.1 Disa veti té funksioneve pozitivisht té pércaktuar jane:

1) Kombinimi linear i fundém jo-negativ i funksioneve pozitivisht té pércaktuar, éshté

pozitivisht i pércaktuar. Nése ¢y,--- , ¢, jané pozitivisht té pércaktuar né € R*, ¢; > 0
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dhe j=1,--- n, atéhere
n
9= Yonl). rer,
=1

éshté gjithashtu pozitivisht i pércaktuar. Pér mé tepér, nése té paktén njéri nga @; éshté
rigorozisht pozitivisht i pércaktuar dhe koefigenti pérkatés c;j > 0, atéhere edhe ¢ éshté

rigorozisht pozitivisht i pércaktuar.
2) 9(0)>0
3) 0(—x) =o(x).
4) Cdo funksion pozitivisht i pércaktuar éshté i kufizuar. Pér mé tepér | (x)| <¢ (O)
5) Nése ¢ éshté pozitivisht i pércaktuar dhe ¢ (O) =0, atéhere ¢ = 0.

6) Prodhimi i funksioneve (rigorozisht) pozitivisht té pércaktuar, éshté funksion (rig-

orozisht) pozitivisht i pércaktuar.

Vértetim: Vetité (1) dhe (2) rrjedhin direkt nga pérkufizimi 2.3.
Pér té vértetuar (3) marrim N = 2, x; = 0, xp = x dhe zgjedhim ¢; = 1, ¢; = c. Atéhere

forma kuadratike nga pérkufizimi 2.3 merr pamjen:

ig cjced (xj —x) = (1+[c[*) ¢ (0) +c¢(x) +c¢(—x) >0

pér ¢do ¢ € C. Duke marré ¢ = 1 dhe ¢ = i, shohim se pérkatésisht ¢ (x) + ¢ ( —x) dhe
i(q) (x)+o( —x)) duhet té& jené numra realé. Kjo &shté e mundur vetém nése ¢ (—x) = ¢ (x).
2

Pér t& vértetuar veting (4) marrim N = 2, x; = 0, x, = x dhe zgjedhim ¢; = |¢ (x)|,

—¢ (x). Atéhere forma kuadratike nga pérkufizimi 2.3 merr pamjen:

i iwf’ =20(0)[¢(x)]* = ¢(~x)9(x)[¢(—x)|— 9 (x) |9 (x)| > 0.

j=1k=1

Pérderisa ¢ ( —x) =0 (x), nga vetia (3) kemi:

2¢/(0)19 (x)[* =2[¢ (x)]* > 0.

Nése |¢ (x) | > 0, pjestojmé me |¢ (x) | dhe barazimi rrjedh menjéheré. Nése |¢ (x) |==0,

atéhere barazimi gendron né formé triviale.
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Vetia (5) rrjedh direkt nga (4) Vetia (6) &shté njé rrjedhim 1 teoremés s€ Schur né
fushén e algjebrés lineare, sipas té cilés thuhet se prodhimi i dy matricave pozitive (gjysém-)
té pércaktuara &shté matric€ pozitivisht (gjysém-) e pércaktuar. Pér detaje t€ métejshme
shikoni ( [12]; [41]).

Shembull 2.2 Funksioni f (x) = cos (x) éshté pozitivisht i pércakuar né R, pérderisa pér

x € R kemi cos (x) = % (eix + e’ix>. Tani mjafton té zbatojmé vetiné (1) dhe shembulli 2.1.

Teoremé 2.2 Njé funksion i vazhdueshém me vlera reale ¢ éshté pozitivisht i pércaktuar né
RS, athéhere dhe vetém atéhere kur éshté ¢ift dhe

N N
Z Z ek (xj—x) >0 (2.6)
,]: k=1

pér N pika té ndryshme x1,--- ,xy € R* dhe ¢ = [cl, e ,CN]T e RV,
Funksioni ¢ éshté rigoroz pozitivisht i pércaktuar né R® nése forma kuadratike (2.6)

éshté zero vetém pér ¢ = 0.

Pér funksionet pozitivisht t€ pércaktuar mund t€ béhet edhe njé karakterizim integral.
Njé nga rezultatet mé t€ njohura mbi karakterizimin e funksioneve pozitivisht t&€ pércaktuar
né terma t€ transformimit Fourier &shté vendosur nga Bochner né vitin 1932 (s = 1) dhe né
1933 (pér ¢do s).

Teoremé 2.3 (Bochner) Njé funksion (me vlera komplekse) ® € C (RS) éshté pozitivisht i
pércaktuar né R®, atéhere dhe vetém atéhere kur éshté njé transformim Fourier i njé mase [L

Jjo-negative Borel-i né R®, psh.

®(x) = i (x) /”fyczu ), xeR’.

F

Vertetim: Ka disa vértetime pér kété€ teoremé. Vértetimi origjinal 1 Bochner mund t€
gjendet né [ [9], Bochner, ( 1933)].

Né ményré qé té arrimé gellimin toné pér njé problem interpolimi t€ "miré-pércaktuar",
duhet t& shtrimé rezultatet e teorémés Bochner né funksionet rigoroz pozitivisht t€ pércaktuar.
Fillojmé me njé kusht t&€ mjaftueshém gé nj€ funksion té jet rigoroz pozitivisht i pércaktuar
né R*.

Paragesim fillimish nocionin e njé mbajtési t€ njé mase (jo-negative) Boreli né ndonjé
hapsiré topologjike x. Kjo bashkési jepet si:

X\U{O: e hapur dhe u(0) =0}.
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Teoremé 2.4 Le ¢ jeté | njé masé jo-negative Boreli né R®, mbajtése e sé cilés éshté njé
bashkési masash jozero té Lebegut. Atéhere transformimi Fourier i |1 éshté rigoroz pozitivisht

i pércaktuar.

Sé fundmi, njé kriter pér té€ kontrolluar nése njé funksion &shté rigorozisht pozitivisht i
pércaktuar jepet nga Wendland né [ [41]].

Teoremé 2.5 Le t¢ jet¢ ® njé funksion i vazhdueshém né Ly (]Rs). ® éshte rigorozisht
pozitivisht i pércaktuar atéhere dhe vetém atéhere kur ® éshté i kufiziar, transformimi Fourier

i tij nuk éshté negativ dhe jo identikisht zero.

2.2.1 Funksionet Radialé Pozitivisht té Pércaktuar

NEé pérkufizimin (2.3) u karakterizuan funksionet pozitivisht t€ pércaktuar né funksionet me

),

do t& ishte me leverdi t’i referohemi funksionit me njé variabél @ si njé funksion radial

shumé variabla ®. Por, nése merremi me funksione me bazé radiale, psh. CID(x) = q0(|]x|

pozitivisht té pércaktuar.
Qg kétej rrjedh menjéheré:

Lema 2.1 Né qofié se ® = ¢(|| - ||) éshté (rigoroz) pozitivisht i pércaktuar dhe radial né R?,
atéhere ® éshté gjithashtu (rigoroz) pozitivisht i pércaktuar dhe radial né R° pérVo <s.

Ashtu si né pjesén e méparshme, mund té béhet njé karakterizim integral pér funk-
sionet radialé rigoroz pozitivisht t& pércaktuar. Njé karakterizim i tillé mund t€ gjendet né
[ [41], Wendland, (2005a)]

Teoremé 2.6 Njé¢ funksion i vazhdueshéem @ : [O,—f—w) — R, i tille gé r — rs_l(p(r) €
Ly [O, +<><>) éshté rigorozisht pozitivisht i pércaktuar dhe radial né R®, atéhere dhe vetém

atéhere kur Transformimi Fourier s-dimensional

1 *© s
= || 00y

éshté jo-negativ dhe jo identikisht zero.

9s(p(r) =

Duke u rikthyer tani né Lemén 2.1, themi se funksionet g€ jané (rigorozisht) pozitivisht
t€ pércaktuar né R?, jané gjithashtu (rigorozisht) pozitivisht t& pércaktuar né R° , Vo < s.
Me interes t€ vecanté jané funksionet rigorozisht pozitivisht t€ pércaktuar né R* , Vs.

ME poshté jepen disa shembuj funksionesh rigoroz pozitivisht t€ pércaktuar:

Shembull 2.3 Gausianét.
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Mund té tregohet se Gausiani
(X)) = >0 @.7)

€shté rigoroz pozitivisht i pércaktuarné R® pér té€ gjitha s—t&. Kjo vjen pér shkak té faktit se

transformimi Fourier 1 njé gausiani €shté né thelb Gaussian,

~ 1 _lo|?

P (0) = (\/Zg)ze 4t

dhe &shté pozitiv pavarésisht dimensioni s t&€ hapsirés. N& vecanti, nése marrim € = \%, do

t& kemi @ = P. Paragqitje grafike e Gausianit u dha né figurén 2.1.
Shembull 2.4 Gausianét Laguerre

Fillojmé& me poinomet e pérgjithésiuara Laguerre Lf,/ R fuqisé n dhe rendit s/2 t& pércaktuar
nga formula e tyre (shiko formulén (6.2.1) né [1], Andrews and Roy, 1999)

s/2 . e't™s/2 d" —t n+s/2 _
Ln (l’)—Tﬁ(e t ), n—1,2,3,'-~

Njé formulé eksplicite pér polinomet e pérgjithsuar Laguerre &shté

¢ n+s/2 "
n—k '

Né kété ményre pércaktojmé Gausianét Laguerre:

Lf/Z(t):kib(_

®(x) = e HL (1), (2.8)
dhe transformimin Fourier
le\zf
Z 2 (2.9)

Véme re se, pérkufizimi i Gausianéve Laguerre varet nga dimnesioni s i hapsiré. Prandaj, ata
jané rigoroz pozitivisht té pércaktuar né R* dhe né bazé té lemés 2.1 do té jené edhe né R°,
pér ¢cdo o < s. Funksionet Gausiané-Laguerre pér disa vlera t€ s dhe n jepen né tabelén 2.1.
NEé figurén 2.2 paraqiten grafikisht dy raste: majtas s = 1, n = 1 dhe djathtas s =2, n = 2.

Shembull 2.5 Funksionet e pérgjithshme Inverse Multiquadrics
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Tabela 2.1 Gausaianét Laguerre pér vlera t€ ndryshme n dhe s

n=>2

(__|x’2 oA (15 SM2 1|x|4)e—|x|2

=1
2 (2= |ll?) eI (3 31+ ) eI
x2 7x2
( ||x|12>e I ( = TP+ e ) eI

S

Figura 2.2 Majtas: Gausianét Laguerre s = 1, n = 1 dhe Djathtas: Gausianét Laguerre
s =2, n = 2 t& qendérzuar né origjiné né R?

Tregohet se funksionet e pérgjithshme Inverse Multiquadrics
- )
o(x) = (1+[x)?) P, B> L (2.10)

jané rigorozisht pozitivisht té€ pércaktuar né R* pér té gjitha s < 2. Gjithashtu jané dhe
pafundésisht t€ derivueshme. Funksioni "origjinal" invers multiquadrics u prezantua nga
Hardy né fillimin e viteve 1970 dhe i korrespondon vlerés § = 1/2. Zgjedhja e vecanté § = 1
u quajt si kuadratike inverse né punime t€ ndryshme t€ Fornberger dhe bashkpuntoréve té
tjeré. (shiko [18]) Me ané t& kodit t&¢ méposht¢ém MATLAB ndértohen grafikét e figurés 2.3.

lineskip
1 % Script qe nderton grafikisht
2 % funksionin multiquadrics invers
3 % Phi(x)=(1+IIxII"2)"{ —B}
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1
fiia
I"‘:‘:\‘\\\\\

‘ ;J’l’l}’

Figura 2.3 Majtas: Multiquadrics Invers 8 = 1/2 dhe Djathtas: Multiquadrics Invers § = 1
té gendérzuar né origjiné né R?

x=linspace(—10,10,51);

y=X;

[xx,yy]=meshgrid(x,y);
z1=(1+xx."2+4+yy."2)."(—1/2); % Beta=1/2
z2=(1+xx."2+yy."2)."(—1); % Beta=I

% Paraqitja grafike

subplot(1,2,1)

surf(x,y,zl)

subplot(1,2,2)
surf(x,y,z2)

2.2.2 Funksionet totalisht monotoné

Transformimet Fourier jo gjithmoné gjenden me lehtési. Prandaj, né kété paragraf do t& jepet
njé& ményré tjetér pér t€ kontrolluar nése njé€ funksion €shté pozitivisht i pércaktuar rigoroz
dhe radial né R®.

Fillojmé me njé klasé funksionesh qé &shté shumé afér me funksionet pozitivisht t&

pércaktuar rigoroz dhe radial né R®.

Pérkufizim 2.4 Njé funksion ¢ : [O, oo) — R gé éshté ne C [0, oo) nc= (O, oo) dhe plotéson
kushtin

(=)D (r) >0, r>01=123,-,
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quhet funksion totalisht monoton né [O, 00).
Shembull 2.6 Funksioni (p(r) = g, € > 0, éshté totalisht monoton né [0,00).

Shembull 2.7 Funksioni (p(r) =e ¢ g >0, éshté totalisht monoton né [O,oo) pérderisa
(-0 () =€le >0, 1=123,-.

Shembull 2.8 Funksioni (p(r) = m, B > 0, éshté totalisht monoton né [O,oo) pérderisa

(=)o) =(=1)"BB+1)---(B+1-1)(1+r) P '>0, 1=1,23,-..

Disa veti té funksioneve totalisht monoton, té cilat mund t€ gjenden né ( [12]; [17]; [42])
jané:
1) Kombinimi linear i fundém jonegativ i funksioneve totalisht monoton &shté funksion

totalisht monoton.
2) Prodhimi i dy funksioneve totalisht monoton €shté funksion totalisht monoton.

3) Nése funksioni ¢ &shté totalisht monoton dhe funksioni y &sht€ monoton absolut (p.sh,
1//(’) > 0 pér té gijtha [—t&), at€here y o ¢ €shté totalsiht monoton.

4) Nése ¢ &shté totalisht monoton dhe y &shté njé funksin pozitiv, i till€ qé€ derivati i tij

té jeté totalisht monoton, atéhere y o ¢ &shté totalisht monoton.

Vémé re se dy shembuijt e dyté té mésipérm, me ndryshim té njé variabli » — r2, jané
té ngjashém me Gausianin dhe Multiquadrics Invers. Né ményré qé té shohim lidhjen e
funksioneve totalisht monoton me funksionet rigorozé pozitivisht t&€ pércaktuar dhe radial,

duhet t€ béjmé njé karakterizim integral t€ funksioneve totalisht monoton.

Teoremé 2.7 (Hausdorff-Bernstein-Widder). Njé funksion @ [0,00) — R* éshté toatalisht
monoton né [O, oo) atéhere dhe vetém atéhere kur éshté transformimi Laplasit i njé mase té

fundme jonegative U té Borelit né [0,00), pra ¢ éshté i formés

o(r) = Zu(r) = | e duo)

0

Vértetim: Vértetimi i Widder-it pér teoremén mund té gjendet né [42], Widder, ( 1941).
Njé vértetim tjetér i detajuar mund t€ gjendet né ( [12] Cheney and Light, 1999) dhe ( [41]
Wendland, (2005)).

ME poshté jepet lidhja midis funksioneve pozitivisht t&€ pércaktuar dhe radial né R® me

funksionet totalisht monoton. Ky rezultat u pércaktua nga Schoenberg né 1938.
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Teoremé 2.8 Njé funksion @ éshté totalisht monoton né [0,00) atéhere dhe vetém atéhere

kur ® = @ (|| - ||*) éshté pozitivisht i pércaktuar dhe radial né R* pér ¢do s.

Vémeé re se funksioni @ tani pércaktohet me katrorin e normés. Kjo ndryshon nga
pérkufizimi i1 dhéné pér funksionet me bazé radiale. (shiko pérkufizimin [ (2.1), Fq.12]).

Mund t€ themi se nése masa u nuk &shté e pérgendruar né origjiné, atéhere ® &shté
rigorozisht pozitivisht i pércaktuar dhe radial né R* pér ¢do s. Ky kusht pér masén u
éshté ekuvalent me faktin g€ @ t€ mos jeté konstant. Me két€ kusht shtesé€ pér ¢ mund té
pérdorim funksioniet totalisht monoton né interpolimin e t& dhénave jouniforme. Teorema e
méposhtme, e prezantuar né€ punén e Schoenberg (shiko [33], Schoenberg, (1938a)), i cili
tregoi se njé funksion totalsiht monoton do t€ thoté funksion rigoroz pozitivisht i pércaktuar,
pércakton njé test shum t&€ thjeshté pér t€ verifikuar "mirpércaktimin” (zgjidhje té vetme) e

njé problemi interpolimi t& dhénash jo-uniforme.

Teoremé 2.9 Njé funksion ¢ : [O, oo) — R éshté totalisht monoton, por jo konstant atéhere
dhe vetém atéhere kur @ (|| -||?) éshté rigorozisht pozitivisht i pércaktuar dhe radial né R®
pér ¢do s.

Shembull 2.9 Mé paré pamé se funksionet (p(r) =e ¥, €>0dhe (p(r) = 1/(1 + r)ﬁ,
B > 0 jané totalsiht monotoné né [O, oo) dhe pér mé tepér nuk jané konstant, atéhere né saj
té teoremés 2.9 mund t¢ themi se funksioni Gausian ®(x) = ¢ (||x||?) = e €11 &> 0 dhe
funksioni Invers Multiquadric ® = ¢ (||x||*) = 1/(1+ ||x||2)ﬁ, B > 0 jané rigoroz pozitivisht

té pércaktuar dhe radial né R®.

Neé kété ményré jo vetém gé nuk €shté e nevojshme llogaritja e transformimit Fourier pér
té testuar nése njé funksion eshté rigorozisht pozitivisht i pércaktuar, por u tregua edhe se

funksioni Invers Multiquadric €shté rigoroz pozitivisht i pércaktuar pér ¢do s né 3.

2.3 Interpolimi me funksione baze Gausianét

ME sipér u treguan disa rezultate teorike pér problemin e interpolimit té t&€ dhénave uniforme
me ané t€ funksioneve me bazé radiale. N& kété pjesé do t€ shohim disa zbatime, si dhe disa
metoda pér té rritur saktésiné dhe gendrueshmérine e interpolimit.

Rikthehemi né barazimin [ (2.1), Fq.13], ku shprehet trajta e funksioni interpolues
Pr. Nga sa u tha né kapitullin e méparshém €shté e udhés t€ pérdorim si funksione bazé
interpoluese Gaussianét, sepse duke gené funksione totalisht monoton dhe jo konstant dhe

pér rrjedhojé (né bazé té teoremés 2.9) funksione rigoroz pozitivisht t&€ pércaktuar, at€éhere
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Figura 2.4 Grafiku i funksionit Franke né katrorin [0, 1] x [0, 1]

matrica e sistemit [ (2.2), Fq.13] do t€ jeté jo singulare. Pér pasojé, sistemi do té keté zgjidhje
té vetme ¢y pérk=1,2,--- ,n.

Nése zévendésojmé Gausianét né formulén e funksionit interpolues marrim trajtén:
el ;
Pr(x) =Y cre 2 xeR (2.11)
k=1

Programi MATLAB Interpolimi_ gaus_ 2d.m 2.1, kryen interpolimin me funksione baze
Gausianét. Si funksion t€ panjohur nga jané gjeneruar t€ dhénat dy dimensionale kemi marré

funksionin Franke

f(x,y) = 56*1/4((9)672)24»(9}’*2)2) 1 5671/49((9x+1)2,1/10(9y+1)2) n

4 4
n %6_1 /4((9x—7)2+(9y-3)2) _ % = ((9x-4)2—(9y-7)%) : (2.12)

i cili €shté nj& funksion standart qé pérdoret shpesh pér t€ testuar problemet e interpolimit dy
dimensionale. Grafiku i tij né katorin njési né R? paragqitet né figurén 2.4.

Pér kété shembull do t€ pérdoren t€ dhéna t€ cilat ruhen né skedar t€ jashtém. Thirrja e t&
dhénave né programin 2.1 bé&het né rreshtin 15, me ané t€ komandés name=sprintf (---). Né
kété rast té dhénat jané ruajtur né file—in Data2D_ h dhe kané t& béjné me pika halton né
palnin R?,

Pércaktimi 1 funksionit testues Franke béhet né rreshtat 7 — 11. Né pérgjithési struktura e

kétij programi &shté e ngjashme me até t€ programit [ (1.1), Fq.5] t€ ndértuar né kapitullin e



24 Interpolimi me funksionet me bazg radiale

paré. VEmé re se matrica e diferencave e llogaritur né rrshtin 21, 1 kalohet si parametér hyrés
(rreshti 25) funksionit Gausian t€ pércaktuar né rreshtin 5. Funksionet pér paraqitjet grafike
PlotSurf.m dhe PlotError2D.m, t& rreshtave 41 — 42 jepen né Aneksin B.

Programi 2.1 Interpolimi_ gaus_ 2d.m

® lineskip

1 % Interpolimi_gaus_2d

2 % Skript gqe realizon interpolimin RBF 2D

3 % Therret funksionin DistanceMatrix

4 % Percaktojme Gausianin RBF dhe parametrin

5 gausian=@(e,r) exp(—(exr)."2); ep=1.3576;

6 %Percaktojme funksionin Franke si funksion testues
7 fl=@(x,y) 0.75xexp(—((9%x—2)."2+(9xy—2).72)/4);

8 f2=@(x,y) 0.75%xexp(—((9%x+1).22/494+(9xy+1).22/10));
9 f3=@(x,y) 0.5%exp(—((9%x—7)."2+(9xy—3).22)/4);

10 f4=@(x,y) 0.2xexp(—((9%x—4)."24+(9xy—7).72));

1 testfunction=@(x,y) fl(x,y)+f2(x,y)+f3(x,y)—f4(x,y);

13 N =289; gridtype = "h’;

14 % Therrasim pikat nyje

15 name = sprintf (’Data2D_%d%s’ ,N, gridtype );

16 load (name)

17 ctrs = dsites;

18 neval=40;grid=linspace (0,1 ,neval);

19 [xe,ye] = meshgrid(grid); epoints = [xe(:) ye(:)];
20 % Llogarisim vlerat e funksionit ne pikat nyje
21 rhs = testfunction (dsites (:,1),dsites (:,2));

2 % Llogarisim matricen e distancave

23 DM_data = DistanceMatrix (dsites ,ctrs);

24 % LLogarisim matricen interpoluese

25 IM=gausian (ep,DM_data);

26 % Llogarisim matricen distance ndermjet nyjeve ku do kryhen llogaritjet dhe
27 % qendrave

28 DM_eval = DistanceMatrix (epoints ,ctrs);

29 % Matrica e llogaritjeve

30 EM=gausian (ep,DM_eval);

31 % Kryejme interpolimin RBF

32 Pf=EMx(IM\rhs );

33 % Llogarisimm zgjidhjet e sakta

34 exact=testfunction (epoints(:,1),epoints (:,2));
35 % LLogarisim Gabimet

36 maxerr = norm(Pf — exact,inf);

37 rms_err = norm(Pf—exact)/neval;

33 fprintf ('RMS error: %e\n’ ,rms_err)

39 fprintf(’Max error: %e\n’ ,maxerr)

40 fview = [160,20];
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41 PlotSurf(xe,ye,Pf,neval ,exact,maxerr,fview);
42 PlotError2D (xe,ye,Pf,exact ,maxerr,neval , fview)

Né figurén 2.5 paragqitet interpolimi 1 N = 289 pikave halton sébashku me grafikun e

gabimeve, duke pérdorur si funksione bazg Gausianét.
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Figura 2.5 Majtas: Interpolimi i N = 289 pikave halton me ané t€ gausianéve me parametrin
€ = 5 dhe Djathtas: Paraqitja grafike e gabimit t€ interpolimit

2.4 Interpolimi Stacionar dhe Jo-Stacionar

Neé kété pjesé€ do té studiohet efekti 1 parametrit t€ shkallézimit € né gendrueshmérine
numerike dhe saktésine e zgjidhjes sé problemit t€ interpolimit t€ t&€ dhénave jo-uniforme
(rasti dy dimensional). (shiko [5], Asimi and Hanelli, (2016a) ). Si funksione bazg do t&
pérdorim Gausianét. Pér kété gellim do t&é ndértojmé njé sér eksperimentesh, né t€ cilat do
té ndértohen funksionet interpolues Gausiane me njé€ vleré€ ¢ fiksuar t& parametrit €. Kjo
gasje quhet interpolim stacionar. Nga ana tjetér, do t€ kryhen disa eksperimente ku do té
shkallézohet parmetri € duke u bazuar né€ dendésiné e t&€ dhénave. Ky quhet interpolim
jo stacionar. N& fund do t€ kryhen krahasimet e dy pérqasjeve, né ményré qé té nxirren
pérfundimet pérkatése.

NEé kapitullin e dyté, pamé (figura [ (2.1), Fq.12]) se pér vlera t€ médha t€ parametrit €
funksioni Gausian béhet mé i1 "thepisur" dhe mé i holl€, né t€ kundért pér vlera mé t€ vogla
té tij behet mé 1 "lémuar"” dhe mé i "gjeré". Do t€ shohim se zgjedhja e parametrit € ndikon
né gendrueshméring dhe saktésiné e problemit t& interpolimit.
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Tabela 2.2 Interpolimi 1 funksioni sinc duke pérdorur Gausianin me € = 19.8

N Gab-Norm Gab-Maks

9  4.29293E—-01 1.00000E 400
25  3.79072E —01 1.00000E + 00
81 2.41838E—01 9.96995E — 01

289  8.35899E —02 9.22630E — 01
1089 1.64278E —02 4.46650E — 01
4225 3.55230E —04 1.41152E —02

Si funksione testuese f pér eksperimentet tona do té pérdorim funksionin:

sin(7x)
F(x) = sinc(x) = { X x70
1 x=0

Si pika nyje dhe pika ku do té llogaritet interpolantin do t€ pérdorim pikat halton. Pikat

nyje do té shérbejné edhe si gendra.

2.4.1 Interpolimi Jo-Stacionar

NE& kété pjesé do té prezantohen rezultatet e eksperimenteve t€ kryera me interpolimin me ané
t€ funksioneve Gausian t¢ N = 9,25,81,289,1089,4225 pikave nyje duke marré si parametér
€ = 19.8. Marrim kété vler€ t€ larté t€ parametrit, sepse interpolimi i N = 4225 pikave nyje
me njé vleré t€ vogél té tij do té sillte nga MATLAB mesazhe kegkushtézimi t€ matricés sé
sistemit.

Prandaj, presim g€ interpolimi me két€ parametér i t€ dhénave t€ vogla né numér nuk do
té jeté shume i kénaqshém (shikoni figurén 2.6 dhe tabelén 2.2)

Nga tabela 2.2 shohim se, pér rastet N = 9,25,81 gabimi i normuar &shté i rendit 107!,
Pér rastin N = 4225 gabimi maksimal &shté i rendit 102 dhe gabimi i normuar &shté i rendit
1074,

2.4.2 Interpolimi Stacionar

Fokusohemi tani né interpolimin stacionar. Dallimi kryesor me interpolimin jo-stacionar,
gendron né shkallézimin e prametrit € n€ varési t€ dendésisé & té t€ dhénave. Kjo do té thoté
pérdorim té funksioneve t€ thepisur (€ i madh) pér numér t€ madh pikash dhe vlere t€ vogla

té € pér numér t€ vogél pikash nyje.
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Figura 2.6 Interpolimi me Gausian dhe paramet er € = 19.8 i1 N = 4225 pikave halton.
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Figura 2.7 Gabimet maksimale dhe mesatare kundrejt € pér N = 81 pika halton

Zakonisht dendésia / e t€ dhénave pércaktohet si:

h= sup min |x— ;.

xeQ Yi€X

dhe tregon se sa "miré" mbushet hapsira Q nga bashkésia e t&€ dénave y. Njé pérkufizim

gjeometik 1 saj, €shté ai 1 rrezes mé t€ madhe t€ rrethit g€ mund t€ vendoset mes té dhénave.

Pér kété gellim né Figurate 2.7, 2.8, 2.9, 2.10 paraqiten grafikét e gabimeve mesataré dhe

atyre maksimal, si funksione t€ parametrit t€ shkallézimit € pér katér bashkési pikas halton

N =281, N =289, N = 1089, N = 4225.
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Figura 2.8 Gabimet maksimale dhe mesatare kundrejt € pér N = 289 pika halton
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Figura 2.9 Gabimet maksimale dhe mesatare kundrejt € pér N = 1089 pika halton
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Figura 2.10 Gabimet maksimale dhe mesatare kundrejt € pér N = 4225 pika halton
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Tabela 2.3 Rezultatet e Interpolimit Stacionar t€ funksionit Sinc pér velra t€ ndryshme té
N—sé

vlera min ''sigurté" gabimi minimal
N £ Gab-Normuar Gabimi Maksimal € Gab-Normuar  Gabimi Maksimal
81 1.3576 3.002E — 07 5.304E — 06 |0.8545 3.278E — 08 3.651E — 07
289  4.3758 5.472E — 05 1.771E — 03 |0.8545 7.918E — 09 5.378E — 08
1089  9.9091 3.925E — 04 1.449E — 02 |2.3636 7.695E — 09 1.238E — 07
4225 19.9697 3.880F — 04 1.542E — 02 |1.8606 9.100E — 09 4.278E — 08

Nga figurat shohim se kurbat e gabimeve nuk jané€ monotone. Gjithashtu mund t€ shohim
njé vleré optmale t&€ parametrit t& shkallézimit pér secilin rast. Njé gj€ tjetér shumé e
réndésishme g€ mund t€ shihet nga figurat €shté g€ vlera optimale e parametrit, n€ disa raste,
gjendet né€ nj€ zoné t€ "crregullt” t€ kurbés s€¢ gabimeve. Pér vlerat e parametrit € nga kjo
zoné, MATLAB jep mesazhe pér keqkushtézim t€ matricés interpoluese.

NEé kété ményré ne mund t€ pércaktojmé parametrin "me t€ miré€" né dy ményra: njéheré
si parametri pér t€ cilin arrihet gabimi minimal (shiko tabelén 2.3 kolonat 4 — 6) dhe e dyta
si vlera minimale e parametrit pér t€ cilin nuk kemi mesazh pér keqgkushtézim t€ matricé
interpoluese (tabela 2.3 kolonat 4 — 6). N& kété rast parametrin € e quajmé "té sigurt".

Nga tabela 2.3 shohim se vlera optimale e parametrit € ndodhet né zonén "jo t€ sigurt" t&
grafikut. Diferenca e dy vlerave t&€ parametrit optimal sipas t&€ dy ményrave, rritet shumé me
rritjen e numrit t€ pikave nyje N. K&to eksperimente né MATLAB kryen me njé modifikim

té programit (2.1). Kodi paragqitet si programi (2.2).
Programi 2.2 Interpolimi_ gaus_ 2d_ eps.m

lineskip
% Interpolimi_gaus_eps
% Skript qe realizon interpolimin 2D
% per te llogaritur parametrin eps optimal
% Therret funksionin DistanceMatrix
% Percaktojme Gausianin RBF dhe parametrin
rbf=@(e,r) exp(—(exr)."2);
minep=0.1; maxep=25; nep=100;
eps=linspace (minep , maxep,nep);

% Percaktojme funksionin Franke si funksion testues
testfunction=@(x,y) sinc(x).*sinc(y);

N = 289; gridtype = "h’;

% Therrasim pikat nyje

name = sprintf(’Data2D_%d%s ' ,N, gridtype );

load (name)

ctrs = dsites;
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neval=40; grid=linspace (0,1 ,neval);
[xe,ye] = meshgrid(grid);epoints = [xe(:) ye(:)];
% Llogarisim vlerat e funksionit ne pikat nyje
rhs = testfunction (dsites (:,1),dsites (:,2));
% Llogarisim matricen e distancave
DM_data = DistanceMatrix (dsites ,ctrs);
for i=1:length (eps)
% LLogarisim matricen interpoluese
IM=rbf (eps(i),DM_data);
% Llogarisim matricen distance ndermjet nyjeve ku do kryhen Ilogaritjet dhe
% qendrave
DM _eval = DistanceMatrix (epoints , ctrs );
% Matrica e llogaritjeve
EM=rbf (eps(i),DM_eval);
% Kryejme interpolimin RBF
Pf=EM:x (IM\rhs );
% Llogarisim zgjidhjet e sakta
exact=testfunction (epoints (:,1),epoints (:,2));

% LLogarisim Gabimet

maxerr(i) = norm(Pf — exact,inf);
rms_err(i) = norm(Pf—exact)/neval;
eps(i)

end

semilogy (eps,rms_err)

hold on

semilogy (eps , maxerr, . )
legend ('rms_err’, max_err’)
hold off

Si pérfundim mund t€ nxjerrim disa konkluzione. S€ pari, parametri € ndikon shumé né
cilésiné dhe gendrueshméring e interpolimit me funksione bazé€ gausianét. S€ dyti, pér t&
punuar me vlera t€ médha pikash nyje duhet t&€ merret vleré e madhe e parametrit €, sepse
pérndryshe do t€ kemi keqgkushtézim t€ matricés interpoluese.

Si pérfundim, eksperimentet numerike pér interpolimin stacionar dhe jo-stacionar, ndih-
mojné né njohjen e ndikimit t€ parametrit € né interpolimin e t&¢ dhénave jo-uniforme, por
kemi nevojé pér njohejen e funksioneve gjenerues té t€ dhénave, gj€ kjo qé€ né praktiké nuk

€shté e mundur. Pér kété problem do té€ filtet né vazhdim t€ kétij kapitulli.

2.5 Pércaktimii vlerés optimale té parametrit té shkallézimit

Fillojmé duke konsideruar problemin e zgjedhjes sé parametrit té€ shkallézimit € pér njé grup

té fiksuar t€ dhé&nash jo-uniforme. Kjo &shté€ situata qé haset mé shpesh né praktiké.
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NEé kété pjesé do té krahasojmé dy metoda pér t€ pércaktuar vlerén optimale t€ parametrit
€ gjaté interpolimit t€ nj& bashkésie t€ dhénash jo-uniforme (shiko [4], ( Asimi and Hanelli),
(2016b)). Fillimisht do prezantojmé metodat "Prové Gabim" ("Trial and Error") dhe "Pér-
jashto njé t€ dhéné" ("Leave one Out").

Sé dyti, pér té testuar dhe krahasuar kéto dy ményra, do té€ kryhen disa eksperimente
me t€ dhéna njé€ dhe dy dimensionale me N-vlera t€ ndryshme t€ dhénash. Gjaté ndértimit
té funksionit interpolues, vlerat e parametrit t€ shkallézimit € do t€ mbahen t€ fiksuara pér
té gjitha funksionet bazg. Njé pérqasje tjetér e kétij problemi mund t& jeté pércaktimi i njé
parametri pér ¢do k, si dhe ndryshimi i funksioneve bazg pér ¢do k. Pér kérkime t€ kryera né
kété drejtim shikoni ( [27], [11]).

Pra mund té€ formuljomé problemin e méposhtém:

* Cfaré vlere e parametrit t&€ shkallézimit € do t&€ merret né funksionet bazé

<P(HX—X_;'H2> = Ol yeRre

2.5.1 Pércaktimi i vlerés optimale té parametrit me ané té metodés

"Prove-Gabim''

Strategjia mé e thjeshté €shté t€ kryhen njé numér i caktuar interpolimesh me vlera té
ndryshme t€ parametrit € dhe mé pas t€ zgjidhet ai me gabimin mé t&é vogél duke krahasuar
rezultatet e interpolimit me ato reale. Kuptohet, qé pér kété pérqasje duhet t€ njihen funksionet
"e panjohur f", t€ cilét kané gjeneruar t& dhénat. Por, nése ne njohim funksionet g€ kané
gjeneruar t€ dhénat, atéhere nuk do t€ ishte nevoja pér interpolim t€ dhénash. N& kété kuptim
metoda e mésipérme mbetet vetém teorike dhe paraget interes vetém né studime krahasuese
t€ metodave té tjera.

Konkretisht ne do té pé€rdorim rezultatet e arritura me kété metodé si rezultate kraha-
suese pér metodén tjetér g€ do t€ shqyrtojmé. Si funksion t€ "panjohur f" do t€ pérdorim
funksionin:

sin(7x)
F(x) = sinc(x) = { X x70
1 x=0

Si pika nyje dhe pika ku do t&€ kryhen llogaritjet do t&€ merren N-pika Halton.
Modelet interpoluese do t€ llogariten me ané t€ programit [ (2.1), Fq.24]. Ky program

modifikohet mjaf lehté pér t€ fituar njé kod t€ ngjashmé pér rastin njé dimensional.
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2.5.2 Pércaktimi i vlerés optimale té parametrit me ané té metodés

Strategjia tjetér qé do t&€ pérdoret pér pércaktimin e vlerés optimale t€ parametrit € éshté
metoda "Pérjashto njé té dhené". (Shiko [32]). Kjo metodé pérdoret edhe né statistiké me
emrin "Parashikimi i mbetjes s¢ shumés sé katroréve". Sipas késaj ményre, vlera optimale
e parametrit € merret ajo vleré, pér t€ cilén arrihet vlera minimale e gabimit (n€ sensin e
katroréve mé té vegjél) té pérftuar nga interpolimi duke hequr njérén nga nyjet. Ky proces
kryhet duke hequr me rradhé njé€ e nga njé t€ gjitha nyjet. M€ pas gabimi llogaritet midis
vlerés s€ interpolantit t€ ndértuar me vlerén e skaté né nyjen e hequr. Né kété ményré

ndértohet njé vektor gabimesh me gjatési t€ njéjt€ me até té t& dhénave.

ME specifikisht kemi:
P]]E éshté interpoluesi i té dhénave {f1, -, fi_1, fee1, -, /v }» késhtu:

(k] u [K]
P = Y flo(le—xl). xe®
J=1j7#k

1 tillé gé:
PR()=f i=1, k—1k+1, N

dhe nése shénojmé me E; gabimin
k
Ek :fk—P]U(x)

né piké x; g€ nuk &shté pérdorur né ndértimin e interpolantit, at€¢here cilésia e interpolimit
jepet me ané t€ normés sé vektorit t&€ gabimeve E = [E|,Ey,- -+, Ey| té krijuar duke hequr
me rradhé secilén nga pikat nyje. Pér t€ pércaktuar vlerén optimale t€ parametrit €, mund té
vendoset njé cikél pér vlera t€ ndryshme t€ parametrit. Implementimi i késaj metode né kété
formé ka shumé kosto llogaritése, si pasojé e rendit N* operacione. Né punimin e tij Rippa

tregoi se llogaritja e komponentes s€ gabimit jepet me ané t€ formulés sé vetme:

ku ¢ €shté koefigenti i k-t€ i interpolanitn Py t&€ ndértuar n€ t€ gjitha t€ dhénat dhe Ak_k1 éshté
elementi i k-t€ 1 diagonales s€ matricés t€ anasjellté t€ matricés interpoluese A. Kjo pérqasje e
metodés e ul numrin e operacioneve numerike né N>, sepse ¢, dhe A~! nevojiten té llogariten

vetém njéheré pér ¢do vleré t€ €. Elementét e vektorit t& gabimeve mund t&€ llogariten né
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MATLAB vetém me ané té nj€ instruksioni (rreshti 26 né programin 2.3) duke vektorizuar

formulén e mésipérme.

Programi 2.3 PerjashtoTeDhene.m

lineskip
% Perjashto nje te dhene
% PerjashtoTeDhene .m
% Skript qe realizon Perjashto nje te dhene
% Therret funksionin DistanceMatrix
% Percaktojme Gausianin RBF dhe parametrin
rbf=@(e,r) exp(—(exr)."2);
minep=0; maxep=20; nep=100;
eps=linspace (minep , maxep,nep);
testfunction=@(x,y) sinc(x).xsinc(y);
N = 289; gridtype = "h’;
% Therrasim pikat nyje
name = sprintf(’ Data2D %d%s " ,N, gridtype );
load (name)
ctrs = dsites ;
neval=40; grid=linspace (0,1 ,neval);
[xe,ye] = meshgrid(grid);epoints = [xe(:) ye(:)];
% Llogarisim vlerat e funksionit ne pikat nyje
rhs = testfunction(dsites (:,1),dsites (:,2));
% Llogarisim matricen e distancave
DM_data = DistanceMatrix (dsites , ctrs);
for i=1:length (eps)
% LLogarisim matricen interpoluese
IM=rbf (eps(i),DM_data);
% Llogarisim funksionin e gabimit
invIM=pinv (IM);
EF=(invIM=rhs )./ diag (invIM);
% Llogarisim Normen e gabimit
maxEF (i)=norm (EF(:),inf);
end
fprintf (’Vlera me e vogel e gabimit: %e\n’ ,min(maxEF))
fprintf (" merret per epsilon: %f\n’,eps(maxEF==min(maxEF)))
figure;
semilogy (eps , maxEF)

2.5.3 Disa Eksperimente Numerike

N& kété pjesé do té kryhen disa eksperimente numerike pér t€ krahasuar metodat e paraqitur

mé lart. Do shohim nése ka ngjashméri mes rezultateve t€ pérftuara me to.
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Figura 2.11 Kurbat e gabimit si fuksion i parametrit € pér interpolimin e N-t€ dhénave 1D.
Metoda "Prové-Gabim"

Si¢ pérmendém edhe mé sispér pér eksperimentet tona do t€ pérdorim si funksion
"t€ panjohur", nga 1 cili kané€ ardhur t€ dhénat, funksionin F (x) = sinc (x) Si pika nyje
xi€eR i=1,2,--- /N, pérs=1dhes=2, do té merren N— pika halton (N =9,25,81,259).

Fillimisht do té llogariten gabimet e pérftuara sipas metodés s€ paré, pra "Prové-Gabim",
duke ndértuar me rradhé pér ¢do € € [0,20] interpolantin pérkatés. Pér kété gellim do t&
pérdoret programi i ndértuar mé paré [ (2.2), Fq.29].

NEé ményré t€ ngjashme ndértohet dhe programi pér rastin njé dimensional. Programi 2.2
ndérton kurbat e gabimit maksimal dhe t€ normalizuar pér vlera t€ ndryhsme t€ parametrit té
shkallézimit €.

NEg figurén 2.11 dhe 2.12 paraqiten kurbat e gabimit si fuksion i parametrit € pérkatésisht
pér rastin 1D dhe 2D.

Si¢c mund t€ shikojmé nga figura 2.11, pér rastin e interpolimit 1D, gabimi minimal &shté
1 t€ njétit rend pér N=25, N=61, N=289 dhe arrihet aférsisht né t€ njétén vleré t€ parametrit
€. NE& rastin kur N=9 gabimi €shté mé i madh se rastet e tjera, por minimumi i tij arrihet
afersisht ne te njeten vlere te parametirt €. Gabimi minimal pér rastet N=81 dhe N=289 &shté
i t& njétit rend 10~8. Pér rastet N=9 dhe N=25 &shté pérkatsisht 103 dhe 1074,

Kryejmé tani eksperimentet me metodén "Pérjashto njé t& dhéné". Né figurén 2.13 dhe
2.14 paragiten kurbat e gabimit si fuksion 1 parametrit € pérkatésisht pér rastin 1D dhe 2D
me metodwn "Pérjashto njé té dhéné".
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Figura 2.12 Kurbat e gabimit si fuksion i parametrit € pér interpolimin e N-t€ dhé&nave
2D.Metoda "Prové-Gabim"

Shikojmé nga figura e mésipérme se gabimi minimal pér rastin N=81 dhe N=28 &sht¢ i
rendit 1078, Pér rastin e N=9 dhe N=25 pikash nyje interpolimi &shté mé i dobét dhe gabimi
minimal &shté pérkatéssht i rendit 1072 dhe 10~*. Pér t& kryer interpolimin njépérmasor
me metodén "Pérjashto njé t€ dhéné" (Leave one out) mund t€ modifikohet shumé kollaj
programi 2.3.

NE rastin e imterpolimit té t&€ dhénave 2D shohim se gabimi minimal pér N=289 &shté i
rendit 10~® dhe pér N=9 gabimi optimal &shté i rendit 10~2. Vihet re se nése numri i nyjeve
zvogélohet gabimi rritet.

Né tabelén e méposhtme (Tabela 2.4), paraqiten vlerat optimale t€ parametrit € pér té
gjitha rastet e interpolimit t€ t&€ dhénave njé dimensionale me t€ dyja metodat sébashku me

gabimet pérkatése.

Tabela 2.4 Vlerat optimale e parametrit € pér interpolimin e t€¢ dhénave 1D

Metoda ''Prové-Gabim" Metoda "'Pérjashto njé té dhéné"
N eps Gabimi eps Gabimi
9 0.6 2.5159E — 08 0.81 1.8399E — 06
25 2.22 1.1627E — 10 1.82 1.7462F — 07
81 1.01 9.8934F — 11 2.02 1.5463E — 06
289 1.01 7.5343E — 11 15.96 6.8118E — 06

Vihet re se né rastin e interpolimit t€ N=9 dhe N=25 t& dhé&nash njé dimensionale, vlerat
optimale pér parametrin arrihen né vlera t€ péraférta. Diferenca mé e madhe ndodh né rastin
e interpolimit t€ N=289 t& dhénave, pérkatésisht € = 1.01 pér metodén "Prové gabim" dhe
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Figura 2.13 Kurbat e gabimit si fuksion i parametrit € pér interpolimin e N-t€ dhénave 1D.
Metoda "Pérjashto njé t€ dhéné"

€ = 15.96 pér metodén "Pérjashto njé t€ dhéné", por nése i referohemi figurés 2.13 shohim
se marrim njé vleré t€ kénagshme gabimi, pér € t€ rendit t€ metodés "Prové Gabim".

Njé situaté e ngjashme ndodh edhe né rastin e interpolimit dypérmasor (shiko Tabelén
2.5).

Tabela 2.5 Vlerat optimale e parametrit € pér interpolimin e t&¢ dhénave 2D

Metoda "'Prové-Gabim" Metoda ''Pérjashto njé té dhéng'
N eps Gabimi eps Gabimi
9 1.01 2.5000E — 03 1.01 1.3787E — 02
25 0.81 5.0979E — 05 1.21 4.3946F — 04
81 1.01 1.1968E — 08 1.01 4.5232F — 06
289 0.81 8.3476E — 09 1.81 1.5268E — 06

Shohim se pér secilin rast marrim vlera shumé t€ péraférta t€ € optimal. N& rastin N=9
dhe N=81 parametri € &shté i njété 1.01.

Si pérfundim mund t€ themi se, metoda "Prové Gabim" edhe pse nuk mund t€ pérdoret
né njé situaté reale (ka nevojé t€ njihen funksionet qé gjenerojné t€ dhénat), na jep njé mjet
shumé t€ miré krahasimi me metoda té tjera pér pércaktimin e vlerés optimale t€ parametrit
€.

Metoda "Pérjashto njé t€ dhéné" jep rezultate t€ péraférta me metodén "Prové Gabim",
edhe pse nuk ka nevojé pér njohjen e funksioneve qé€ gjenerojné t€ dhénat. Rezultatet e
pérftuara ishin t€ péraférta né t€ gjitha rastet e interpolimit 1D dhe 2D pér vlera t&€ ndryshme
t€ N-sé. Ndryshimi i vetém i madh ndodhi né rastin 1D pér N=289 t& dhéna. Duhet theksuar
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Figura 2.14 Kurbat e gabimit si fuksion i parametrit € pér interpolimin e N-t€ dhénave 2D.
Metoda "Pérjashto njé t&¢ dhéng"

(bazuar ne figurén 2.13) g€ gabimi né kété rast ishte i t€ nj&jtit rend pér t€ gjitha vlerat e

parametrit €.






Kapitulli 3

Pérafrimi i té dhénave jo uniforme me
funksionet me bazeé radiale: Zbatime dhe
eksperimente numerike

Deri tani €shté trajtuar problemi i interpolimit t€ t&¢ dhénave jo uniforme. Por, shpesh &shté
mé e pérshtatshme pérafrimi i t€ dhénave me ané t&€ metodés s€ katroréve mé t€ vegjél. Kjo
gj€ €shté e nevojshme né rastet kur t€ dhénat nuk vijn€ nga njé€ ligj i fiksuar matematik, por
jané té pérziera edhe me vlera rasté€sore (zhurma), ose né rastin kur numri i t€ dhénave &shté
shumé i madh.

Tregohet (shiko [16]) se problemi i pérafrimit me funksionet me bazé radiale mund t&
trajtohet si problem optimizimi.

Shtrojmé problemin e gjetjes s€ nj€ funksioni Py t€ formés

M
Pf(x) = Z chID(x,xj), xeR’
j=1

ku numri M i funksioneve bazg né pérgjithési nuk e kalon numrin N t€ t€ dhénave. Q& kétej
na duhet t& pércaktojmé koefigentét ¢ = [cy,---,cy| ", né ményré t& tillé q& t& minimizohet

forma kuadratike
1 r
—c' Qc 3.1)
2

me disa matrica simetrike pozitivisht t€ pércaktuara Q g€ u nénshtrohen kufizimeve lineare

Ac=f (3.2)
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ku A &shté njé matricé me pé€rmasa N x M me rang t€ ploté dhe krahu i djathté f =
[f 1, N} ! jepet. Njé problem minimizimi me kéto kushte mund t&€ kthehet né njé sistem
ekuacionesh lineare duke futur konceptin e shumézuesve Lagranzh A = [A1,--- , Ay] T p.sh

konsiderojmé gjetjen e minimumit t&
1
5cTQc—/lT[Ac— 1] (3.3)

si funksion té ¢ dhe A. Pérderisa Q &shté njé matricé pozitivisht e pércaktuar, dihet se
funksionali g€ po minimizohet €shté konveks dhe késhtu ka njé minimum t€ vetém. Kushti i
nevojshém (g€ né kété rast &shté edhe 1 mjaftueshém) 1 gjetjes sé tij, éshté zgjidhja e sistemit
té€ formuar nga barazimi mé zero i derivateve né lidhje me ¢ dhe A. Né kété ményré marrim

sistemin

Oc—ATA =0
Ac—f=0

|

Meqgénése matrica Q €shté pozitivisht e pércaktuar, ajo €shté e kthyeshme. Zgjidhim sistemin

g€ né trajté matricore shkruhet

e mésipérm me metodén e Gausit (n€ bllok) dhe marrim zgjidhjen

-1

f (3.4)
I (3.5)

A= (A0 'AT)
c— Q—IAT(AQ—IAT)

Mé konkretisht, nése forma kuadratike pérfagéson normén né hapsirén e Interpolantit
Pr(x) =X ;@ (-, x)), p.sh

M M
|Pf||N¢ ZZC x,,x, =cTQc

i=1j=1
me Q;; = CID(xi,x j) dhe c = [cl o ,CM} T, si dhe me kushte lineare kushtet e interpolimit

Ac=f < Pi(x)=fi,i=1,--- M,
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kuA =AT = Q (simetrike), t& njétén c si mé sipér dhe vektorin e té dhénave f= [fi,- -, fu] T
atéhere shumézuesit Lagranzh (3.4) béhen

A=A"1f
dhe koeficentét jepen nga
c=A

nga barazimi (3.5). Prandaj, interpolanti me normé mé t€ vogél gjendet duke zgjidhur mé

vete ekuacionet e interpolimit

3.1 Pérafrimi i normalizuar me katroré mé té vegjél

Megénése u fokusuam né njé kéndvéshtrim t€ gjeré, at€ g€ Py gjenerohet nga M funksione
baze dhe N kushte lineare, formulimi 1 problemit t€ mésipérm mbulon njékohésisht rastet e
pérafrimit me katrorét mé té vegjél té mbi- dhe nén-pércaktuar ku forma kuadratike ¢’ Qc
paraget njé term sheshues (ose normalizues). Ky term nuk €shté i nevojshém pér té pérftuar
njé zgjidhje t€ vetme té sistemit Ac = f né& rastin e sistemit t€ mbi-pércaktuar (N > M), por
duhet né rastin e sistemit t& nén-pércaktuar.

Zakonisht problemi 1 pérafrit t€ normalizuar me katroré mé t€ vegjél formulohet si

minimizim i
1, N 2
EC QC-{—(I)j:Zl <Pf()€j) _fj>
= %CTQC—F o(Ac—f)" (Ac—f). (3.6)

Forma kuadratike ¢” Qc kontrollon lémueshmériné e funksionit pérafrues dhe "aférsing"
me t€ dhénat né termin e katroréve mé t€ vegjél. Parametri @ kontrollon bashkveprimin
midis kétyre t€ dyjave, ku vlera mé e madhe e w e kthen peshoren nga aférsia me pikat.

Formulimi i problemit sipas 3.6 pérdoret né teoriné e normalizimit (ang. regularization
theory, shiko [13] dhe [22]). I njéti formulin pérdoret gjithashtu né€ pérafrimin e kushtézuar
me katroré mé té vegjél (shiko [38]), né literaturén e "splaineve 1€émues". Né praktiké, njé
pérafrim i kushtézuar katrorésh mé té vegjél €shté shumé i dobishém né rastin kur t€ dhénat
nuk jan€ shume t€ "besueshme", p.sh né to ka edhe zhurma. Problemi i minimizimit t€ 3.6

njihet gjithashtu si regres i ngurté né literaturat statistike.
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3.2 Pérafrimiikatroréve mé té vegjél kur gendrat ndrysho

Jné nga té dhénat

Shtrojmé problemin e pérafrimit t€ njé grupi t€ dhénash )y = {x,--- ,xy}. Paragesim tani
njé bashkési tjetér t¢ dhénash E = {&;}/, ku gendérzohen funksionet bazg. Zakonisht kemi
M < N dhe rasti M = N, E = x pérbén problemin e interpolimit t& t&€ dhénave. Prandaj mund

té kérkojmé gé funksioni pérafrues té jeté 1 formés
M
Or(x) = Y ¢;j@(x,&), xeR. (3.7)
j=1

Koefigentét c; mund t€ gjenden si zgjidhje e katroréve mé t€ vegjél t€ Ac = f, duke mini-
mizuar ||Qf — f||5 ku norma I

N

IF13=Y [f(®)]> xex

i=1
rrjedh prej prodhimit numerik

N

(f.8) =Y f(x)g(x), xiex (3.8)

i=1

Problemi i pérafrimit do t€ keté zgjidhje t€ vetme nése matrica e sistemit A me elementé
Ajk:q)<xj7él)7 J= 17 NV, k= L--- M

do té kishte rang t& ploté.

Nése gendrat = zgjidhen té tilla g€ t€ jené njé nénbashkési e pikave nyje J, at€here nga
sa thamé pér problemin e interpolimit me funksionet me bazé radiale, matrica joné do té keté
rang t€ ploté. Kjo éshté e vérteté, pérderisa né kété rast matrica A do té€ keté njé nénmatricé té
rendit M x M e cila nuk &shté singulare (ka vetin€ g€ &shté matric€ interpolimi nga funksione
me bazg radiale). Sistemi i mbi-pércakuar Ac = f mund t€ zgjidhet me ané t&€ teknikave a
algjebrés lineare, psh me ané t€ faktorizimit QR. Prandaj, kodi i programit pér pérafrimin dy

dimensional me funksione me bazé radiale €shté ngjashém me programin [ (2.1), Fq.24].

Programi 3.1 Perafrim_ gaus_2D.m

lineskip
1 % Perafrimi_gaus_2D

2 % Perafrimi me ane te funksioneve me baze radiale
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% Therret funksionet: DistanceMatrix , PlotSurf, PlotError2D
clear all;clc;
rbf = @(e,r) exp(—(exr).”2); ep = 9.68;

fl=@(x,y) 0.75xexp(—((9%x—2)."2+(9xy —2).22)/4);
f2=@(x,y) 0.75xexp(—((9%x+1).22/494+(9xy+1).22/10));
f3=@(x,y) 0.5%xexp(—((9%x—=7)."2+(9xy —3).22)/4);
f4=@(x,y) 0.2xexp(—((9%x—4)."2+(9%xy—7).72));
testfunction=@(x,y) fl(x,y)+f2(x,y)+f3(x,y)—f4(x,y);

N =1089; gridtype = "h’;

M = 289; grid2type = 'h’;

neval = 40;

% Thirren qgendrat

name=sprintf (" Data2D_%d%s * ,M, grid2type );

load (name)

ctrs = dsites;

% Pikat nyje

name=sprintf ( Data2D_%d%s * ,N, gridtype ); load (name)
% Matrica e distancave mes nyjeve dhe gendrave
DM_data = DistanceMatrix (dsites , ctrs);

(M = rbf(ep,DM_data);

% Krahu i djathte i sistemit

rhs = testfunction(dsites (:,1),dsites (:,2));

% Krijohen pikat e llogaritjes se perafrimit

grid = linspace(0,1,neval); [xe,ye] = meshgrid(grid);
epoints = [xe(:) ye(:)];

% Matrica e distancave mes pikave te vleresimit dhe gendrave
DM _eval = DistanceMatrix (epoints , ctrs );

EM = rbf(ep,DM_eval);

% Perafrimi me funksionet me baze radiale

Pf = EM * (CM\rhs);

% Zgjidhja e sakte

exact = testfunction (epoints (:,1),epoints (:,2));

% Vleresohen gabimet

maxerr = norm(Pf—exact,inf);

rms_err = norm(Pf—exact)/neval;

% Paraqitjet grafike

figure; fview = [100,30];

caption = sprintf(’%d nyje dhe %d gendra’ ,NM) ;
title (caption);

plot(dsites (:,1),dsites (:,2), bo’,ctrs(:,1),ctrs(:,2), r+");
legend ('nyje’, qgendra’)

sprintf (" Gab_rms: %d’ ,rms_err)

sprintf (" Gab_max: %d’ ,maxerr)

PlotSurf(xe,ye,Pf,neval ,exact , maxerr, fview );
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st PlotError2D (xe,ye,Pf,exact ,maxerr,neval ,fview);

NEé rrshtat 4 dhe 6 — 7 t€ programit 3.1 béhet marrja e M t€ dhénave q€ do t€ pérdoren si
gendra. Piakt nyje thirren né€ rreshtin 22. Ndérsa, zgjidhja e problemit t& pérafrimit béhet né
rreshtin 38. Dy rreshtat e fundit t€ kodit bé&jné t&¢ mundur paragqitjen grafike t€ modelit dhe
gabimit.

Né figurén 3.1 paraqiten N = 1089 pika nyje me M = 289 gendra. Pérafrimi duke

@
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Figura 3.1 N = 1089 pika Halton dhe M = 289 gendra

pérdorur Gausianét me € = 9.68 pér N = 1089 pika nyje me M = 289 gendra paraqitet né
figurén 3.2. Gjithashtu, disa t€ dhéna pér pérafrimin e vlera t€ ndryshme N pikash nyje dhe
M gendrash paragqiten né tabelén 3.1, sébashku me gabimet e mesatare.

Tabela 3.1 Rezultate t& pérafrimit 2D me gausianét pér N pika nyje dhe M gendra

N M Gab-maks Gab-mes

81 25  1.467057¢—01 7.734880e — 01
289 81 4.341447e¢ —02 5.573211e—01
1089 289 6.553595¢—03 1.897826e¢—01
4225 1089 1.993233e—05 7.907976¢ — 04

Mund t€ béhet edhe kétu njé anailz€ e gabimit pér pérafrimin stacionar dhe jostacionar e
ngjashme me até t€ kryer n€ kapitullin e dyté pér interpolimin. Rezultatet eksperimentale

jané paraqitur né punimin ( [3], Asimi and Hanelli).
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Figura 3.2 Majtas: Pérafrimi i N = 1089 pikave halton dhe M = 289 gendrash me ané t&
gausianéve me parametrin € = 5 dhe Djathtas: Paragqitja grafike e gabimit té p&rafrimit

3.3 Koncepte teorike pér pérafrimin me katrorét mé té
vegjél.

Rezultatet e paraqgitura né kété pjes€ jané€ bazuar tek punimet e Quak, Sivakumar dhe Ward
(shiko [35]; dhe [31]). N& punimin e paré trajtohet pérafrimi me katrorét mé t€ vegjél rasti
diskret dhe né t€ dytin ai i rastit t€¢ vazhduar. Né t&€ dy punimet, autorét nuk diskutojmé mbi
matricén e pérafrimit A, por bazojné rezultatet e tyre né kthyeshmériné e matricés té fituar
nga njé sistem normal.

NE rastin diskret ata pérdorin prodhimin numerik (3.8), i cili pérfshin normén /; dhe mé
pas diskutojné nése matrica Gram G g€ del na sistemi i méposhtém i ekuacinove normale,

éshté ose jo singulare
Ge=w (3.9)

ku elementét e saj jané prodhimi numerik /; i funksioneve me bazé radiale, p.sh

Gjr=(®(-.&) (- &)) = gcb(x,-,éj)%i,ék), Jk=1,.M,
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dhe termat e lira @ t€ sistemit (krahu 1 djatht€) jané

M=

@j =(®(-,§)), f) = ) (&) f(xi), j=1,---,M.

1

Il
—

Mund t€ vérehet se né rastin kur M = N dhe = = )y (pra gendrat pérputhen me t€ dhénat)
kemi

(@(x7), () = (P(x)), P, x)) ) =@ (x),xk).

No (0

Pra matrica G né kété rast éshté matrica interpoluese A. Nga ky pérfundim mund té
themi se matrica interpoluese A, &shté gjithashtu matrica e sistemit té ekuacioneve normale
né rastin e pérafrimit mé t€ miré duke u bazuar n€ normén e hapsirés vetjake (native norm
space).

Thelbi i rezultatit t€ punimeve t€ tyre mund t€ pérshkruhet si né vijim. N& thelb, autorét
treguan se matrica Gramain pér disa funksione me baz€ radiale (norma, multiquadrics
inverse, gausianét) nuk éshté singulare nése gendrat & = &, k = 1,--- , M jané té shpérndara
mjaftueshmérisht miré€ dhe t€ dhénat jané grumbulluar "miré" rreth gendrave, né€ ményré té
tillé q€ diametri 1 kétij "grumbullimi” t€ jeté relativisht i vogél né krahasim me distancén e

pikave. Figura 3.3 e jep m& miré€ idené.

Figura 3.3 Grumbullimi i pikave rreth gendrave té shpérndara miré
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3.4 Katrorét mé té vegjél me pérshtatje

NE& kété pjesé do té trajtohen dhe krahasohen dy algoritme me pérshtatje t€ katroréve mé té
vegjél pér problemin e pérafrimit t€ t€ dhénave jo uniforme. Pérkatésisht algoritmi Shro Nyje
dhe Largo Nyje. N€ fund do t€ kryen disa eksperimente numerike pér t€ krahasuar rezultatet

e dy algoritmeve.

3.4.1 Algoritmi Shto Nyje

Me gellimin e vetém pér t& rritur cilésiné e p€rafrimit numerik me ané t€ disa funksioneve
baze, njé tekniké e pérdorur &shté ajo e rritjes né ményré t€ pérshtatshme t€ numrit té
funkioneve bazé. Kjo gjé mund t€ béhet duke shtuar me rradhé nyje t€ reja né model. Kjo
pérqasje u eksplorua nga [19], pér funksionet multiquadrics dhe mé pas nga [14] pér
funksionet me bazg radiale.

Formulojmé problemin: Supozojmé se kemi njé grup t€ dhénash prej N pikash nyje
dhe kérkojmé t€ ndértojmé njé model pérafrues me ané t€ funksioneve me bazé radiale me
njé tolerancé t€ dhéné. Fillimisht pérafrojmé t& dhénat me njé model pérafrues t€ bazuar né
njé numér té vogél nyjesh. Mé pasé, evidentohet e dhéna "mé e kege" dhe shtohet né model

si nyje e re. Kjo proceduré pérséritet derisa t€ arrihet toleranca e kérkuar.

Algoritmi 1- Shto Nyje
1) Jepen té dhénat y = {x1,--- ,xn}, fi, i =1,---,N dhe toleranca tol
2) Zgjedhim M nyjet fillestare & = {&;,--- ,Ep }-

3) Ndérto modelin pérafrues

0s(x) = f b(x, &)

4) Llogarit gabimin

e =

[fi= s ()]’

M=

1

~.

* Derisa e > rol béj:

5) Pesho t€ gjitha t€ dhénat x1, - - - ,xy duke u bazuar né komponenten e gabimit

wl:lfl_Qf(-xl)’? l:177N
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6) Pércaktohet e dhéna xy, ¢ E "mé e kege" né saj té peshés sé vendosur mé sipér.

E=ZU{xp}, M=M+1.

7) Rillogaritet modeli dhe gabimi.

Modeli pérfundimtar pérafrues llogaritet né€ fund pasi &shté€ arritur toleranca e kérkuar.
NEé secilin hap t€ algoritmit zgjidhet njé sistem ekuacionesh lineare, matrica e té ciléve ka
rang té ploté, pérderisa nyjet fillestare dhe ato q&€ shtohen jan€ nga t€ dhénat. Digka tjetér
me réndési pér algoritmin €shté fakti g€ nuk shtohen dy heré té njéjtat nyje (n€ t&€ kundért
matrica nuk do t€ kishte rang t€ ploté). Implementimi né matlab i kétij algoritmi jepet né

programin 3.2.

Programi 3.2 ShtoNyje2D.m

lineskip
% ShtoNyje2D
% Ky kod ndnderton funkisonin perafrues me katroreve me te vegjel

% me ane te algoritmit Shto Nyje

tic
rbf=@(e,r) exp(—(exr)."2); ep=5.5;

% Percaktohet funksioni Franke

fl=@(x,y) 0.75%exp(—((9%x—2)."24+(9xy—2).22)/4);
f2=@(x,y) 0.75%exp(—((9%x+1)."2/49+(9xy+1).72/10));
f3=@(x,y) 0.5%xexp(—((9%x—7)."24+(9%y —3).22)/4);
f4=@(x,y) 0.2xexp(—((9%x—4)."2+(9xy—T7).72));

testfunction=@(x,y) fl(x,y)+f2(x,y)+f3(x,y)—f4(x,y);
N = 4225; gridtype = 'h’;

M= 1; % Numri i nyjeve fillestare

neval = 40;

grid = linspace (0,1,neval); [xe,ye] = meshgrid(grid);
epoints = [xe(:) ye(:)];

tol= le—4; % Toleranca

% Te dhenat

name = sprintf(’Data2D_%d%s ' ,N, gridtype );

load (name)

% Merren M pikat e para si gendra

ctrs = dsites (1:M,:);

% Llogarit zgjidhjet e sakta

exact = testfunction (epoints (:,1),epoints (:,2));

% Krijohet ana e djathte e sistemit
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rhs = testfunction (dsites (:,1),dsites (:,2));
rms_res = 999999,
while (rms_res > tol)
% Llogarit funksionin perafrues
DM_data = DistanceMatrix (dsites ,ctrs);
(M = rbf(ep,DM_data);
coef = CM\rhs;
% Llogarit gabimin
residual = abs(CMxcoef — rhs);
[sresidual ,idx] = sort(residual);
Ires = length(residual);
rms_res = norm(residual )/ sqrt(lres);
% Shto Nyje
if (rms_res > tol)
addpoint = idx(lres); % Kjo eshte pika e s—te e shtuar
% Nese eshte perdorur si pike kalo tek tjetra
while any(ismember(ctrs ,dsites (addpoint,:), rows’))
Ires = lres —1; addpoint = idx(lres);
end
ctrs = [ctrs; dsites(addpoint ,:)];
end
MM+
end
% Matrica per llogaritjen pasi eshte arritur toleranca
DM_eval = DistanceMatrix (epoints , ctrs );
EM rbf (ep,DM_eval);

Pf = EMxcoef; % Perafrimi me funksionet me baze radiale

maxerr = max(abs(Pf — exact)); rms_err = norm(Pf—exact)/neval;
fprintf (’Gabimi RMS: %e\n’ ,rms_err)

fprintf (°Gabimi Maksimal: %e\n’ ,maxerr)

fprintf ('%d te dhena and %d gendra:\n’ ,N,M)

figure; % Paraqitjet grafike

plot(dsites (:,1),dsites(:,2), bo’,ctrs(:,1),ctrs(:,2), r+");
legend ("Data sites , Centers )
PlotSurf(xe,ye,Pf,neval,exact,maxerr,[160,20]);

toc

Né kété program kontrollohet me ané t¢ komandés MATLAB ismember (rreshti ) nése njé

nyje futet disa heré. Kjo, si¢ thamé, do t€ sillte g€ matrica e sistemit t€ mos kishte rang té

ploté.

Programi pérdor edhe komandat tic dhe foc pér t€ llogaritur kohén e ekzekutimit. Vihet re

gé funksioni pérafrues pérfundimtar ndértohet pasi &shté arritur toleranca e kérkuar (rreshtat

54 deri 56). Gjithashtu, né€ ¢do hap zgjidhet njé sistem ekuacionesh lineare, i cili rritet né

pérmasa né secilin hap. Eshté treguar (shiko [16] dhe [21]) se toleranca e lejuar arrihet pér

pika t€ shtuara, gjé qé e bén algoritmin relativisht té€ shpejté.
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3.4.2 Algoritmi Largo Nyje

Ideja e algoritmit "Largo Nyje" erdhi si pasojé e nevojés pér reduktim t€ dhénash, por mund
t& pérdoret edhe n€ metodén e pérafrimit me pérshtatje (shiko [29])

Formulojmé problemin: Zotérojmé njé sasi prej N pikash nyje dhe kérkojmé t€ ndérto-
jmé njé model pérafrues me ané t€ funksioneve me bazé radiale me njé tolerancé t& dhéné.
Fillojm& me njé model t&€ miré, p.sh interpolojmé t€ dhénat tona. M€ pasé, evidentohet e
dhéna "mé e kege" dhe largohet nga grupi 1 nyjeve t€ pérdorura. Kjo proceduré pérséritet
derisa t€ arrihet toleranca e kérkuar. Nyja qé largohet, €shté nyja q& ka mé pak peshé tek
modeli. Algoritmi i méposhtém (shiko [14]) jep m& miré idené:

Algoritmi 2- Largo Nyje
1) Jepen t&€ dhénat y = {x,---,xn}, fi, i =1,---,N dhe toleranca tol
2) Zgjidh M nyjet fillestare & = {&;,--- ,Ey}-

3) Ndérto modelin pérafrues t€ katroréve mé té vegjél
M
Or(x) =} cj®(x.§))
j=1

4) Llogarit gabimin
N
e=Y [fi-0s(x)]*

i=1

* Derisa e > rol béj:

5) Pesho t€ gjitha t& dhénat x1, - - - , x; duke u bazuar né€ komponenten e gabimit,

=" =2\ (g}
dhe llogarit peshat
N
o, ¥ [~ ;)"
ku
N
Q;ﬁ-(x) = ;cfb(x, é}k)

éshté pérafrimi bazuar né =* = &\ {&;},
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6) Pércakto dhe largo nyjen &, ¢ & "mé e kege" me peshé mé t& vogél @, .

[x]

C=E\{&), M=M-1.

7) Rillogarit modelin dhe gabimin.

Implementimi né matlab i kétij algoritmi jepet né programin 3.3.

Programi 3.3 LargoNyje2D.m

lineskip
% LargoNyje2D .m
% Ky kod ndnderton funkisonin perafrues me katroreve me te vegjel

% me ane te algoritmit Shto Nyje

tic

rbf = @(e,r) exp(—(exr).”2); ep = 5.5;

% Percaktohet funksioni Franke

fl = @(x,y) 0.75%exp(—((9%x—2)."2+4(9xy —2).72)/4);

f2 = @(x,y) 0.75%xexp(—((9#x+1).2"2/49+(9*y+1).72/10));
f3 = @(x,y) 0.5xexp(—((9%x—7)."2+(9xy —3).72)/4);

f4 = @(x,y) 0.2xexp(—((9%x—4)."2+(9xy—7)."2));
testfunction = @(x,y) fl(x,y)+f2(x,y)+f3(x,y)—f4(x,y);
N = 4225; gridtype = "h’;

M = 4225; % Numri i qendrave fillestare

neval=40;

grid = linspace (0,1,neval); [xe,ye] = meshgrid(grid);
epoints = [xe(:) ye(:)];

tol = 0.5; % Toleranca

% Merr te dhenat

name=sprintf ( Data2D_%d%s * ,N, gridtype ); load (name)

% M te dhenat e para si qgendra

ctrs=dsites (1:M,:);

% Llogarit zgjidhjet e sakta

exact = testfunction (epoints (:,1),epoints (:,2));

% Krijohet ana e djathte e sistemit

rhs= testfunction (dsites (:,1),dsites (:,2));

minres = 0;

while (minres < tol)
% Llogarit funksionin perafrues
DM_data = DistanceMatrix (dsites , ctrs);
CM=rbf (ep,DM_data);
% Llogarit gabimin
invCM=pinv ((M); EF= (invCMsxrhs )./ diag(invCM);
residual = abs(EF);
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[sresidual ,idx] = sort(residual); minres = residual (1);
% Largo Nyje
if (minres < tol)
ctrs = [ctrs (l:idx(1)—1,:); ctrs(idx(1)+1:M,:)];
M = M-1;
end
end

% Llogarit modelin e perfundimtar perafrues

DM_data = DistanceMatrix (dsites ,ctrs);

(M = rbf(ep,DM_data);

DM _eval = DistanceMatrix (epoints , ctrs );

EM = rbf(ep,DM_eval);

Pf = EM%(CM\rhs);

maxerr = max(abs(Pf — exact)); rms_err = norm(Pf—exact)/neval;
fprintf (’Gabimi RMS:: %e\n’ , rms_err)

fprintf (" Gabimi Maks: %e\n’ ,maxerr)

fprintf ('%d te dhena dhe %d qgendra:\n’ ,N,M)

figure; % paraqitjet grafike

plot(dsites (:,1),dsites (:,2), bo’,ctrs(:,1),ctrs(:,2), r+");
caption=sprintf ('%d te dhena dhe %d gendra’ ,N,M);

title (caption);

PlotSurf(xe,ye,Pf,neval ,exact ,maxerr,[160,20]);

toc

Shihet se modeli pérfundimtar pérafrues llogaritet pasi €shté arritur toleranca e kérkuar.
Edhe né kété progceduré, né ¢cdo hap zgjidhet njé sistem ekuacionesh lineare né secilin hap.
Kjo gjé e rrit shumé numirn e veprimeve kur numri i nyjeve filestare €shté shum i madh.
Matrica e sistemit ashtu si n€ metodén e paré€ €shté jo singulare, pérderisa gendrat e pérdorura
jané nga t€ dhénat. N& kété rast nuk €shté e nevojshme té€ kontrollohet se mos njé nyje higet
dy heré€, ashtu sic béhej né€ algoritmin e paré.

3.4.3 Disa eksperimente numerike
Né eksperimentet tona do t€ pérdorim funksionin Franke
Fley) = 36—1/4((9x—2)2+(9y—2)2) . 36—1/49((9x+1)2—1/10(9y+1)2) n
N %e—1/4((9x—7)2+(9y—3)2) _ %e—<(9x—4)2—(9y—7)2) .
Modelet pérafrues do t€ ndértohen mbi njé rrjet 40 x 40 pikash t€ barazlarguara né katrorin

njési (shiko [2], Asimi). Do t€ pérdoren dy programet e paraqgitura ShtoNyje2D.m dhe
LargoNyje2D.m pér pérafrimin e N = 289,4225 pikave Halton. Ké&to eksperimente do t&
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Figura 3.4 Majtas: Pérafrimi i N = 289 pikave halton dhe M = 155 gendrash, algoritmi shto

nyje dhe Djathtas: M = 155 gendra t€ shtuara né N = 289 pika nyje pér t€ arritur tolerancén
tol =107*

kryhen pér t€ krahasuar dy algoritmet e paraqitura mé sipér. Krahasimi do t€ béhet me anén

e gabimit maksimal dhe atij t&€ normuar.

Maxrr = ||Qf — fl

s 10— 7=
40

ku: Q— vlerat e funksionit pérafrues; f— vlerat e sakta (funksioni Franke) dhe 40— pérmasa
e rrjetés sé nyjeve.

Eksperimenti i paré:
Ndértohet funksioni pérafrues me funksione baze Gausianét me € = 5.5 pér pérafrimin
e N = 289 pikave nyje, duke pérdorur algoritmin shto nyje. Toleranca e zgjedhur €shté
tol = 10~*. Figura 3.4 paraget pérafrimin e funksionit Franke (djathtas) duke filluar me njé
nyje t€ rastit n€ katrorin njési dhe (majtas) qendrat e pérdorura M = 155 nga N = 289 nyje,
pér t€ arritur tolerancén e kérkuar. Gjithashtu do t€ krahasohet koha e ekzekutimit pér secilin
rast.

Si eksperiment t€ dyté, do t€ pérdoren N = 289 pika Halton me funksione baze Gausianét
me € = 5.5 pér pérafrimin mé ané t€ algoritmit largo njé nyje. Do té fillohet me interpolim t&
t& dhénave dhé mé pas do t€ higen me radhé nyjet derisa t€ arrihet toleranca 0.5. Figura 3.5

paraget pérafrimin e funksionit Franke (djathtas) duke filluar me interpolim t€ dhénash dhe
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Figura 3.5 Majtas: Pérafrimi i N = 289 pikave halton dhe M = 153 gendrash, algoritmi largo
nyje dhe Djathtas: M = 153 gendra t&€ shtuara né N = 289 pika nyje pér t€ arritur tolerancén
tol =0.5

duke hequr me rradhé nyjet, si dhe (majtas) gendrat e pérdorura M = 153 nga N = 289 nyje,
pér té arritur tolerancén e kérkuar.

Si eksperiment t€ fundit, ndértojmé pérafrimin e N = 4225 pikave Halton, duke pérdorur
si funksione baze Gausianét me parametér shkallézimi € = 5.5. Do t€ pérdoret algoritmi
shto nyje, duke filluar nga njé gendér e ¢fardoshme me tolerancé 10~*. Rezultatet grafike
paraqiten né figurén 3.6.

Ajo gé vihet re né figurén 3.6, éshté fakti q€ nyjet e shtuara (edhe pse ka shumé gendra
kandidate pér t’u shtuar) shtohen né pozicionet ku funkisoni ka maksimume dhe minimume
lokale, s€ébashku me konturet e zonés. Njé& pérfundim tjetér i réndésishém merret nése
shohim saktésin€ e pérafrimit (shiko figurén 3.2) pér rastin e pérafrimit t&€ N = 4225 me até t&
N = 289 pikash Halton me ané t& algoritmit shto nyje. N& rastin e pérafrimit t€ N = 4225 t&
dhénash saktésia e pérafrimit éshté me e larté se rasti N = 289 edhe pse arrihet pér njé numér
té pérafért nyjesh (pérkatésisht, M = 155 dhe M = 164), por koha e ekzekutimit ndryshon
shumé. Megjithaté, kjo kohé ekzekutimi &shté e pérafért me ekzekutimin e algoritmit largo
nyje pér rastin N = 289 pika nyje. Implementimi i algoritmit pérjashto njé nyje né rastin
N = 4225 pika, do té ishte jo eficent.

NE dy rreshtat e para té tabelés 3.2 mund t€ shohim se rendi i gabimeve €shté i njété pér
t€ dy algoritmet pér pérafrimin e N = 289 pikave, por koha e implementimit t€¢ metodés largo
njé nyje, éshté rreth dy heré mé e madhe se ekzekutimi i shto njé t& dhéné. Kjo kohé €shté

e krahasueshme me kohén e ekzekutimit t€ algoritmit shto nyje pér pérafrimin e N = 4225

nyje.
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Figura 3.6 Majtas: Pérafrimi i N = 4225 pikave halton dhe M = 164 gendrash, algoritmi

largo nyje dhe Djathtas: M = 164 gendra t€ shtuara né N = 4225 pika nyje pér t€ arritur
tolerancén rol = 10~

Tabela 3.2 Gabimi i normuar dhe gabimi maksimal i1 pérafrimit t&€ N—pika nyje dhe
M —qgendrave.

Algoritmi N M  Gab—RMS gab — max koha

ShtoNyje 289 155 1.3346E—03 2.8715E—02 1.9816s
LargoNyje 289 153 1.4246E—-03 3.9616—-02  5.0296s
ShtoNyjet 4225 164 1.1987E—04 1.1379E —03 10.9525s

Theksojmé se implementimi né MATLAB 1 algoritmit largo nyje duke filluar me inter-
polimin e N = 4225 pikave nyje do t& ishté jo eficent pér tu ekzekutuar.

3.5 Pérafrimi me metodén e katroréve me té vegjél té lévizshme

Metoda e katroréve mé t& vegjél me 1€vizje éshté njé alternativé e interpolimit me funksionet
me bazé radiale. Né ndryshim nga metoda e interpolimit me funksionet me bazg radiale, né
kété metodé funksioni pérafrues Py i funksionit t€ "panjohur" f merret si zgjidhje e shumé

sistemeve t€ vegjél lineare. Pra, jo duke zgjidhur njé sistem t€ vetém t€ madh linear ashtu si
né metodén e méparshme.
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3.5.1 Formulimi Backus-Gilbert

Konsiderojmé njé kuazi-interpolant t€ formés

Pr(x) =Y f(xi)Wi(x), (3.10)

1=

—_

ku f=[f(x1), -, f(xn)] pérfagéson t& dhénat. Kuazi-interpolanti & minimizon gabimin,
merret né rastin kur funksionet gjeneruese ¥; jané funksione kardinale, p.sh W;(x;) =
8ij7 l?]: 17 ;N'

N&é metodén e katroréve mé t€ vegjél me lévizje, kérkohen t€ gjenden vlerat e funksioneve

gjenerues V; (x) = ‘P(x,xi) duke minimizuar

li‘l’?(@ : (3.11)
2 = w (x, xi)
subjekt i kushteve t€ ndértimit polinomial (Polynomial Reproduction).
N
Y p(xi)¥i(x) = p(x), VpeIly, (3.12)

—

1

ku IT}, &shté hapsira e polinomeve s—dimensional me rend t€ shumtén d, e cila ka dimension
(s +d )

4|

Funksionet peshuese W (-,xi) zvogélohen me rritjen e largesés nga origjina. Funksionet
me bazg radiale mund t€ pérdoren si funksione peshues. Megjithaté, kushti i t€ génurit
rigoroz pozitivisht i pércaktuar nuk €shté i nevojshém, pér pasojé si funksione peshuese
mund t€ pérdoren edhe B—splinet. Kushtet e ndértimit polinomial shtohen né ményré qé
kuazi-interpolanti t€ arrijé nj€ rend pérafrimi t&€ kénaqshém.

Funksioni sheshues 3.11 i pércaktuar mésipér ka pé€rdorim praktik. N& teoriné e for-
mulimit Backus-Gilbert, e cila &shté zhvilluar né kéndvéshtrimin gjeofizik (shiko [6]),
kérkohet gé€ funksionet gjenerues ¥; t€ jené sa mé afér t€ jet€ e mundur me funksionet
kardinale ideale (p.sh funksionet delta). Kushtet e ndértimit polinomial korrespondojné me
kushte diskrete momenti pér funksionin ¥ = ‘P(x, )

Nése merret x si njé piké (llogaritjeje) e fiksuar, at€here shtohet njé tjetér problem

kuadratik minimizimi i kushtézuar. T€ panjohurat gjenden né "vektorin me koeficent"
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¥(x) = [¥(x,x1), ,‘I’(x,xN)]T. Funksionali sheshues 3.11

jepet me ané t€ matricé€s diagonale

Q@)zdmg<(1 o >, (3.13)

x,xl) ’ (X,XN)

ku W (-,xi) jané funksione peshe pozitivé (q€ kétej pér ¢cdo x matrica Q(x) &shté pozitivisht
e pércaktuar).
Kushtet e ndértimit polinomial 3.12 mund t€ shkruhen né trajt€ matricore

A¥(x) = p (),
ku A &shté njé matricé m x N me elementé A;; = pj(x;),i=1,--- N, j=1,---,m, dhe
P= [Pl e ,pm} " &shte njé vektor qé€ pérmban njé baz€ pér hapésirén IT), t€ polinomeve me

fuqi d.
Nése i rikthehemi edhe njéheré shumézuesve Lagranzh (barazimet [ (3.4), Fq.40] dhe
[ (3.5), Fq.40]) mund t& shkruajmé

-1

A(x) = (A0 ' ()AT) " p(x) (3.14)
¥(x) = O 1 ()AT A (x). (3.15)

Nga ekuacionit 3.14 rrjedh se shumézuesit Lagranzh pérftohen si zgjidhje e njé sistemi Gram

ku elementét e G jan€ prodhime numerike /, t€ peshuar

=

ij(x) - <pj7pk>w(x) = pj(xi)pk(-xi)w(xvxi)7 ]7k: 17 , M. (316)

i=1

I vecanté kétu €shté fakti g€ peshat variojné me pikén e llogaritjes x.

Ka vend pér dy komente. S& pari, matrica Gram &shté simetrike dhe pozitivisht e
pércaktuar pérderisa bazat polinomiale jané linearisht t€ pavarura dhe peshat pozitive. Sé
dyti, né€ praktiké polinomet do t€ jené t€ zhvendosur, p.sh t€ gendérzuar né pikén e llogaritjes

x, né ményré gé p; (x) =1 #0.
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Ekuacioni 3.15 mund t€ shkruhet né né trajtén
N
W, (x xLZ x)pj(xi), i=1,---,N. (3.17)

Ekuacioni i mésipérm pércakton funksionet gjeneruese té funksionit pérafrues. Pra, pasi
llogariten vlerat e shumzuesve Lagranzh A; (x), j=1,---,N, mund t& pércaktojmé njé
formulé eksplicite pér vlerat e funksioneve gjenerues. N& pérgjithési, llogaritja e shumzuesve
Lagranzh kérkon zgjidhjen e njé sistemi relativisht t€ vogél, 1 cili ndryshon me ndryshimin e

pikés llogaritése x.

3.5.2 Implementimi Standart i Metodés sé Katroréve mé té Vegjél té

Lévizshme

Konsiderojmé problemin e méposhtém t&€ pérafrimit. Supozojmé se na jepen vlerat f (xi) ,
i =1,---,N, né njé bashkési pikash t&€ ndryshme )y = {xj,---,xy} C R®, né njé hapsiré

pérafrimi U = span{u,,--- ,u,} (me m < N) sébashku me prodhimin e brendshém t& peshuar
5
N
(f, 8w = Y f(xi)g(xi)Wi(x), xe€R’ifiksuar. (3.18)
i=1
Peshat pozitive W;, i = 1,--- | N varen nga pikat e llogaritjes x. Do t€ interpretojmé funksionet

peshé né ményré t¢ ngjashme me funksionet me bazé radiale, p.sh W;(x) = W (x,x;), ku pika
x; eéshté piké e bashkésisé y.

Késhtu, kérkohet t€ gjendet pérafrimi mé 1 mir€ nga U 1 f—s€ né pikén x bazuar né
normén e péraktuar né barazimin (3.18). Kjo do té thoté se funksioni pérafrues, né pikén x

do t& keté pamjen
=Y cj(x)u;(x), (3.19)
j=1
ku koefigientét c; (x) jané t& tillé q& t& minimizohet

[Py (xt) — 1 ()" Wi (x) (3:20)

™M=

i=1
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Bazuar né pércaktimin e prodhimit t€ brendshém (3.18), funksionet peshuese t€ sé cilit
"lévizin" me ndryshimin e pikés s€ llogaritjes x, edhe koefigentét ¢; né barazimin (3.19)

varen gjithashtu nga pika x. Pér rrjedhojé, duhen zgjidhur ekuacionet normale
f:lcj () (s i)y = (Fru)wey, k=1, ,m, (3.21)
=
cdo heré g€ pika x ndryshon. Né trajté matricore barazimi (3.21) shkruhet
G(x)c(x) = fulx), (3.22)

m

ku matrica Gram pozitive G(x) = ((u is uk>W(x)) , vektori me koefigentét ¢; dhe vektori
jk=1

1 krahut t€ djathté f, (x) varen nga x.

Zakonisht, n€ metodén e katroréve mé t€ vegjél t€ 1€vizshém hapsira U merret ajo e

polinomeve, p.sh

m
Pf(x) = ch(x)uj(x), xeR’ (3.23)
j=1
ku {p1,---,pm} Eshté bazé e hapsirés [} t& polinomeve s—pérmasore t& rendit d.

Atéhere, sistemi Gram (3.22) béhet tani
G(x)c(x) = fp(x), (3.24)

ku matrica Gram G(x) ka si elementé

M=

Gj,k(x) = <pjapk>W(x) = Pj(xi)l?k(xi) (xvxl')a J?k: 17 ,m (3.25)

1

~.

dhe vektori i krahut te djathté konsiston né projeksionet e t&€ dhénave f né funksionet e bazés,
p-sh

fp(x) - [<f7pl>W(x)7" ) 7<f7pm>W(x)]T.

Tregohet se dy formulimet e trajtuara pé€r metodén e katroréve mé t€ vegjél té lévizshme

jané ekuivalente (shiko [15]). Gjithashtu mund t€ pércaktohen disa veti t€ késaj metode:

* Riprodhon ¢do polinom me rend té€ shumtén d me ekzaktésisht s variabla.

* Prodhon modelin lokal t€ peshuar mé t€ miré pérafrues.
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* Né kéndvéshtrimin e njé kuazi-interpolanti, funksionet gjeneruese ¥;, jané afér sa mé
shumé t€ jet€ e mundur me funksionet bazé cardinale optimale né sensin € minimizimit
té funksionit (3.11).

* Derisa polinomet jané pafundésisht t€ l€émuar, t€ dyja pércaktimet e Py tregojné se
lémueshméria e tij pércaktohet nga lémueshméria e funksioneve peshues Wi(x) =
w (x, xi) .

3.5.3 Metoda Shepard

Metoda e katroréve mé té vegjél e lI€vizshme né rastin kur m = 1 me p; (x) = 1 njihet me

emrin Metoda Shepard. Duke pérdorur simbolikén toné€ mund t€ shkruajmé
Pr(x) = e1(x)-
Matrica Gram né kété rast do t&€ pérbéhet vetém nga njé element
N
G(x) = (p1.p1hwim = Y W (x.xi)
késhtu gé G(x)c(x) =fp (x) sjell

Zﬁ"zlf(xi)W(x,xi)
Zﬁ.\'ZIW(x,x,-) .

C1 (x) =

Vlerat e shumézuesve Lakranzh mund t€ gjenden nga barazimi G(x)A (x) = p(x) késhtu gé

1

M (X) - PR W(x,xi) .

Pérfundimisht, funksionet gjeneruese pércaktohen si

Wi(x) = W (x,x:) 1 (x) pi () = %

Q¢& ketej mund t€ shkruhet formula kuazi—interpoluese e Metodés Shepard

1 j 1f(XI)Z§<V—1W(xvxK)'

o
=

I
M=
\
=
E
=

I
M=

(3.26)
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Interesant €shté fakti qé funksionet polinomiale bazé dhe shumzuesit Lagranzh jané€ ortogonal

né € dhénat, p.sh (A1, p1)w(x) = 1. Me € vérteté

(AL, Pw() = ill (i)W (x,x;) =
_ i W(x,xi)

i=1 Zszl W(xi’xk) ,

ku shprehja e fundit &shté e barabarté me 1 nése x—i €shté njé element i bashkésisé y.
Implementimi i metodés Shepard né MATLAB jepet né programin 3.4. Si funksione
testuese (rreshtat 4 — 9) merret funksioni Franke. Nése duam gé t€ dhénat tona t€ jené t&€

pérziera me "zhurmé" pas rreshtit 16 shkruajmé komandén matlab
f=f+0.03*rand(size(f));

gé bén t€ mundur shtimin e nj& numri t& rastit né secilén nga t€ dhénat. Né pjesén e sipérme
té figurés 3.7 paraqitet pérafrimi me metodén Shepard sébashku me grafikun e gabimeve pér
N = 1089 me parametér shkallézimi € = 48 ku gabimi i mesatarizuar &shté 1.809402e-02. N&
pjesén e poshtme paragqitet pérafrimi me metodén Shepard sébashku me grafikun e gabimeve
pér N = 1089 me parametér shkallézimi € = 12 ku gabimi i mesatarizuar €shté 3.100888e-02.
Vihet re g€ ndryshimi i parametrit t€ shkallézimit € nga 48 né 12 ndikion né 1émueshmériné
e funksionit pérafrues edhe pse gabimi i mesatarizuar i pérafrimit né€ rastin e dyté€ &shté€ mé i
madh.

Programi 3.4 MetShepard2D.m

lineskip

% MetShepard2D

% Skript gqe nderton modelin perafrues me funksione peshuese gausianet
rbf = @(e,r) exp(—(exr)."2); ep = 67.34;
% Funksioni Franke si funksion testues
fl = @(x,y) 0.75%exp(—((9%x—2)."2+(9xy —2)."2)/4);
f2 = @(x,y) 0.75%exp(—((9#x+1).2"2/49+(9xy+1).72/10));
f3 = @(x,y) 0.5%exp(—((9%x—7)."2+(9xy —3).72)/4);
f4 @(x,y) 0.2xexp(—((9%xx—4)."2+(9xy —7).72));
testfunction = @(x,y) fl(x,y)+f2(x,y)+f3(x,y)—f4(x,y);
N = 4225; gridtype = 'h’;
neval = 40;
% Therrit te dhenat
name = sprintf(’Data2D_%d%s * ,N, gridtype ); load (name)

ctrs = dsites ;
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Figura 3.7 Lart Majtas: Pérafrimi me metodén Shepard pér N = 1089 t€ dhéna me "zhurmég"
me parametér shkallézimi € = 48, Lart Djathtas, Gabimi i mesatarizuar dhe Poshté Majtas:
Pérafrimi me metodén Shepard N = 1089 t€ dhéna me "zhurmé&" me parametér shkallézimi
€ = 12, Poshté Djathtas: Grafiku i gabimeve t€ mesatarizuar

% Krijo vektorin e te dhenave f

f = testfunction (dsites (:,1),dsites (:,2));

% Krijohet rrjeta e pikave ku do te vleresohet modeli
grid = linspace(0,1,neval); [xe,ye] = meshgrid(grid);
epoints = [xe(:) ye(:)];

% Matrica e distancave midis pikave nyje dge qgendrave
DM _eval = DistanceMatrix (epoints ,ctrs );

% Matrica Llogaritjes

EM rbf (ep,DM_eval);

EM = EM./repmat (EM*ones (N,1),1 ,N); % Normalizimi Shepard
% Llogaritet kuazi—interpolanti

Pf = EMxf;

% Zgjidhjet e sakta

exact = testfunction (epoints(:,1),epoints (:,2));

% Llogariten Gabimet
maxerr = norm(Pf—exact,inf);

rms_err = norm(Pf—exact)/neval;
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fprintf ( Gabimi Mes: Joe\n’, rms_err)

fprintf (" Gabimi max: %e\n’, maxerr)

fview = [160,20];

PlotSurf(xe,ye,Pf,neval ,exact,maxerr,fview);

PlotError2D (xe,ye,Pf,exact ,maxerr,neval , fview)
Disa rezultate pér pérafrimin me metodén Shepard pér N— pika nyje t€ ndryshme né katorin
njési [0, 1] paraqiten né tabelén 3.3, sébashku me vlerat e gabimit t€ mesatarizuar dhe
gabimit makismal. Vlerat e parametrit t€ shkallézimit jan€ marré bazuar né dendésiné e
pikave. Pér vlerat mé t€ médha t€ N—s€ merren vlera t€ médha t€ parametrit t€ shkallézimit
€ dhe anasjelltas. Mund t€ béhet njé analiz€ e ngjashme me até t& kryer né kapitullin e dyté
pér interpolimin stacionar (Né kété ményré jané pércaktuar edhe kétu vlerat optimale té

parametrit €)

Tabela 3.3 Rezultate t€ pérafrimit 2D me funksione peshuese gausiané pér N pika nyje

N eps Gab-maks Gab-mes

9 7.06 1.380241e—01 4.788692¢—01
25 7.06 6.822044¢—02 2.110542¢ —01
289 19.18 1.670186e—02 1.037791e—01
1089 37.74 7.508205¢—03 6.437136e —02
4225 67.34 3.677352¢e—04 3.744388e —02

3.5.4 Pérafrimi me metodat e rindértimit polinomial

Pameé se duke zgjidhur sistemet Gram mund t€ pércaktohen formula implicite pér t€ llogaritur
funksionet gjeneruese W;, i = 1,---,N. Njé& nga kéto metoda ishte metoda Shepard e
prezantuar mé sipér, e cila &shté e vlefshme pavarsisht dimensioneve s t€ hapsirés. Megjithatg,
nése fuqia d e rindértimit polinomial (ang. Polinomial Reproduction) &shté jotriviale (dmth

d
d > 0), at€éhere pérmasa e sistemit Gram &shté m = s; dhe pér pasojé formulat pér

llogaritjen e funksioneve gjenerues do t€ varen nga dimensioni 1 hapsirés s.

Por, shpesh me interes €shté pércaktimi 1 disa formulave eksplicite pér llogaritjen e
funksioneve gjenerues W;. N&é kété pjesé do t€ prezantohen tre formula eksplicite pér
funksionet gjenerues t€ metodés sé katroréve mé t€ vegjél me zhvendosje. N& formulimet e

méposhtme do t€ pérdoren momentet e pércaktuara sipas

N
U = Z (xi _x)aW(xiax)a X € Rs? |a| <2d,
i=1
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me « si indeks. Kéto momente shérbejné si elemente t€ matricés Gram G(y), nése si baza

pérdoren monome dhe me y referohen vlerat e llogaritjes x.
Shembull 3.1

Nése marrim s = 1 dhe d = 1, atéhere m = 2. Baza e t€ dhénave jepet si y = {x1,- - ,xn}.

Zgjedhim bazén standarte

U :span{pl(x) = l,pz(x) =x}.

Atéhere, matrica Gram do t€ jeté

o) — _<P1('—x)>P1(‘_x)>W(x) <p1('_x>’p2('_x)>W(x) _
¢t :<Pz(-—X),p1('—x)>w(x) <P2('_x)ap2('_x)>w(x)]
[ o) xk (xi—xwzv(xi—x)] _
:Zﬁvzl (xi—x)W(x,-,x) fvzl (xi—x) W(xi,x)
_ |Ho .U1]7
)

ndérsa krahu i djathté i sistemit Gram &shté

bl

Pérdorim metodén Kramer mbi sistemin Gram t€ mésipérm dhe marrim zgjidhjen

H2
Mx,x)=——
1) Hott — 12
Ao x) = —H

Mot — My

Bazuar tani né€ ekuacionin (3.17) t€ formulimit Backus—Gilbert mund té shkruajmé formulén

eksplicite pér llogaritjen e funksioneve gjenerues t€ kuazi interpolantit
‘Pi(x,x) = W(x,',x) [/h (x,x) —i—/b(x,x) (xi —x)], i=1,---,N,
ku funksionet W (xi, ) jané funksione peshuese (pozitive) arbitrare.

Shembull 3.2
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Vazhdojmé t€ gendrojmé né rastin s = 1, por tani rritim rendin d = 2 t€ rindértimit polinomial

dhe pér pasojé m = 3. Si bazé marrim bazén standarte

U = span{p, (x) =1,p (x) =X, p3 (x) =x’}.
Sistemi Gram né kété rast do t€ jeté

to i Mo| |Ar(x,x) 1
w e W) |A(xx)| = |0
My ps M| |A3(x,x) 0

Pérdorim metodén Kramer mbi sistemin Gram t&€ mésipérm dhe marrim zgjidhjen

2
Holla — 1
Al (X,X) = T3
o) = Hobs b

2
M3 — Uy
A3(x,x) = ———*=
ku |G| = 2 otz — popt3 — 15 — i pa + oo fa. Q& kétej funksionet gjenerues jepen nga

‘Pi(x,x) = W(x,-,x) [M (x,x) —|—7Lz(x,x) (xi—x) + A3 (x,x) (xi —x)z], i=1,---,N.

Shembull 3.3

Rindértimi polinomial né 2D, ¢on gjithashtu né njé sistem Gram 3 x 3 (pérderisa s =2,d =1

dhe m = 3). Si bazé né kété rasté do t€ jeté

U = span{p(x,y) =1, pa(x,y) =x,p3(x,y) =y}.

kux = (x, y) € R? dhe sistemi Gram do t& jeté

Hoo Mo Mot | [A1(x,x) 1
Mo Mo Min| |A2(xx)| = |0
Hot pa1 Hoz] [A3(x,X) 0
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Sumeézuesit Lagranzh né kété rast do t€ jené

A4 (X,X) _ H]z 1 — H2oHo2

G|
HioMo2 — Ho1 M1
A (x,x) = G
Hooto1 — HioM11
A3 (x,x) = G

ku |G| = uiy oz + ta0l3; — HooMaoMoz — 210 Mot 11 + Hoop7, . Funksionet gjenerues W;, i =
1,---,N jepen nga

¥, (X,x) = W(Xi,X) [kl (X,x) +A (x,x) (xi —x) + A3 (x,x) (y,- —y)] )

Perdorimi i1 formulave eksplicite pér llogaritjen e funksioneve gjenerues dhe shumézuesve
Lagranzh jepet né Aneksin B si programi LinearScaling2D_CS.m [ (4.8), Fq.96], i cili
mund t€ shkarkohet né http://www.math.unipd.it/ demarchi/TAA2010/

3.5.5 Njé rast zbatimi

NE kété pjes€ do t€ prezantohet njé zbatim i metodés sé katroréve mé t€ vegjél t€ 1€vizshme
né nj€ baze té€ dhénash t€ pérbéré prej 601 x 601 = 361201 matjesh. Matjet konsistojné né
lartésité gjeografike t€ zonés verilindore lowa dhe jané né formatin DEM (ang. Digital Eleva-
tion Model) né shkallg 1 : 250000. Ato mund t€ shkarkohen nga http://edcsgs9.cr.usgs.gov.
Vlerat e lartésive variojné€ nga 178 metra né 426 metra.

Pér t€ konvertuar t€ dhénat DEM &shté pérdorur utiliteti DEM2XYZN, i cili mund t€ shkarko-
het né http://data.geocomm.com/dem/dem2xyzn/. T€ dhénat e pérftuara ruhen né njé format

VeriLindje_lowa2D.dat q¢mund t€ thérriten né Matlab. N& programin MetKatVegjLev.m t&
prezantuar si programi 3.5, jepet njé kod i cili thérret programin [ (4.8), Fq.96], LinearScal-
ing2D_CS.m gg jepet né Aneksin e kéti punimi.

Programi 3.5 MetKatVegjLev.m.m

lineskip
% MetKatVegjLev
% Perdoren matricat e rralla

% Therret: LinearScaling2D_CS

% Percaktojme Gausianin
rbf = @(e,r) exp(—(exr)."2);
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ep = 70; npik = 100;

% Merren te dhenat

load (’ VeriLindje_lowa2D ");

ctrs = dsites; % Qendrat perputhen me te dhenat

% Krijohet rrejti me pikat ku do te kryhen perafimet
grid = linspace (0,1,npik); [xe,ye] = meshgrid(grid);
epoints = [xe(:) ye(:)]; % pikat llogaritese

% Therritet funksioni LinearScaling2D_CS

EM = LinearScaling2D_CS (epoints ,ctrs ,rbf ,ep);

% Perafrimi me Met e Katroreve me te Vegjel te Levizshme

Pf = EMsrhs ;

figure % Paraqitjet grafike

surfplot = surf(xe,ye,reshape (Pf,npik ,npik));
Thirrja e t€ dhénave béhet né rreshtin 11. Matjet jané t€ ndara né dy pjesé: dsite mban
koordinatat x,y dhe rhs matjet né kéto pika. N& rreshtat 7 — 8 pércaktohet Gausiani si
funksione me bazé radiale me parametér shkallézimi € = 70. Kjo vleré e madhe e tij merret
pér arsye t€ déndésisé s€ pikave (shiko kapitullin 2). Pér t€ kryer llogaritjet €shté marré rrjeta
me 100 x 100 nyje (rreshtat 13 — 15).

NEé rreshtin 18 t& programit, thirret funksioni LinearScaling2D_CS. N¢é ndértimin e tij
jané€ implementuar funksionet kdtree.m dhe kdrangequery.m. Kéto funksione t€ ndértuara nga
Guy Shechter mund t€ shkarkohen nga Matlab Central File Exchange dhe jané t€ nevojshme
né rastin e punimit mé& mumeér t€ madh t€ dhénash. Qellimi i njé kd—tree €shté¢ dekompozimi
1 njé bashkésie prej N pikash né R™ né njé grup relativisht t€ vogél nénbashkésishé, té tilla
g€ cdo nénbashkési té€ keté numeér té pérafért pikash. Pérpara se t&€ mund té pérdoren kéto
funksione duhet t€ kompilohen njéheré me ané té kompiluesit mex né Matlab. Kjo béhet e
mundur me ané t€ komandave
» cd kdtree/lib
» edit ../src/kdtree_common.h
» mex ../src/kdtree.cc
» mex ../src/kdtreeidx.cc

» mex ../src/kdrangequery.cc

Kuptohet se, né secilén komandé duhet t€ pércaktohet path-i ku jané€ vendosur funksionet
né Matlab. Mg pas funksionet e kompiluara merren dhe ruhen né direktoring aktive t& Matlab.
MEé pas mund t€ ekzekutohet programi 3.5. Rezultatet e pérafrimit pér dy rrjeta pikash
60 x 60 dhe 100 x 100 paraqiten né figurén 3.8. Koha e manipulimit t€ kétyre t&¢ dhénave
bazuar né komandat Matlab tic dhe foc éshté 8.169403sek.
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Figura 3.8 Lart: Pérafrimi né rrjetén 60 x 60 bazuar né€ 361201 pika nyje dhe Poshté:
pérafrimi né rrjetén 100 x 100 bazuar né 361201 pika nyje. Metoda e katroréve mé t€ vegjél

me 1€évizje



Kapitulli 4

Zbatime té funksioneve me bazé radiale
né metodat pseudospektrale

Metodat pseudospektrale (PS) njihen si metoda shumeé t€ sakta pér zgjidhjen e ekuacioneve
diferenciale me derivate t€ pjesshme (EDP)(shiko [37]). Ideja gendron né pérdorimin e
funksioneve shumé t€ lémuar baze, si¢ jané polinomet, pér pércaktimin e zgjidhjes s€ pérafért
té EDP, sipas:

N
u(x) =Y c;Bj(x), xeR. (4.1)
j=1

Fillimisht, nuk do t€ konsiderojmé variablin kohg, i cili mund t€ jeté pjes€ e formulés pér
llogaritjen e u. Mé pas, do té pérdorim progedura pér té marré parasysh edhe pjesén (shtrirjen)
kohore t€ zgjidhjes. Gjithashtu, meqé metodat PS jan€ ndértuar pér rastet njépérmasore,
fillimisht do t€ merremi me funksionet me njé variabél, derisa t€ pérgjithésohet problemi me
ndihmén e funksioneve me bazg radiale.

Njé nga ményrat e implementimit t€ metodave PS, &shté pérdorimi i matricave té difer-

encimit, dmth gjetja e njé matrice D, t€ tillé g€ n€ pikat nyje x; t€ kemi:
v =Du 4.2)

kumeu= [u(x), - ,u(xn)] " shénohet vektori me vlerat e péraférta t€ zgjidhjes u né pikat
nyje.

Shembull 4.1 Pér té pasur njé ide té pérdorimit té matricés diferencimit, konsiderojmé

problemin njé dimensional té transportit si mé poshté
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w (x,1) +cuy(x,1) =0, x>-1,1>0, (4.3)
u(— l,t) =0; u(x,O) :f(x)

Pér t€ zgjidhur problemin e mésipérm coptojmé zonén me pikat nyje x;, i = 1,--- ,N, né
ményré té tillé g€ né njé moment t&€ fiksuar 7, t€ kemi si vektor pérafrimesh t&€ zgjidhjes
ul = [ﬁ (x1 ,tn) oo ,ﬁ(xN,tn)] T Pér & vazhduar né kohé do t& pérdoren diferencat pér

pérafrimin e derivatit né€ lidhje me kohén,

(%, tyg1) — u(x, 1)
At ’

Uy (x, tn) ~ 4.4)
ku At =t,+1 —t,. Zgjidhja e problemit t€ transportit (4.3) duke aplikuar matricén diferenciale
né pikat nyje, sébashku me pérafrimin e derivatit né€ lidhje me kohén sipas formulés sé

diferencave (4.4), mund t€ shprehet né formé vektoriale si
ul ) = u® — cArDu™. (4.5)

Interesi yné€ gendron né pérdorimin e funksioneve me bazgé radiale pafundésisht té lémuar
né funksionet e bazés né zbérthimin (4.1), dmth B;(x) = ¢ (|[x —x;||), ku ¢ &shté njé nga
funksionet me baz€ radiale rigorozisht pozitivisht t€ pércaktuar.

4.1 Matricat Diferenciale

Rikthehemi edhe nj€ heré€ né ekuacionin (4.1) dhe le t€ jené B, j = 1,--- ,N funksione
arbitrare t€ 1émuara linearisht t€ pavarura. Kéto funksione do té shérbejné si funksione baze
t€ zgjidhjes s€ pérafért.

Nése llogaritet (4.1) né pikat nyje x;, i = 1,--- , N, at€here kemi

N
it\(Xi) = ZCij(xi); = 17 N,
j=1

ose né formé matricoreu =Ac, kue= [c1,--- ,cy] , elementét e matricés A jané A;; = B;(x;)
dhe u €shté si mé paré.

Duke u bazuar né linearitetin e funksioneve bazgé, mund té llogarisim derivatin e u si:

d . N od
76) = Loz )
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NE trajté matricore né pikat x;, formula e mésipérme béhet
w =A,c, (4.6)

ku u dhe ¢ jané si mé sipér dhe matrica derivat ka elementé %B j (xi) , ose né rastin e funk-

sioneve me bazé radiale %C(p (1] = x| ) [x=s-

Pér t€ pérftuar matricén diferenciale D, duhet t€ sigurohet qé€ matrica A té jeté jo singulare.
Kjo gjé varet nga zgjedhja e funksioneve t€ bazés dhe t€ pikave nyje x;. Duke u bazuar né ato
g€ jané théné né kapitllin 2, nése pérdorim funksionet me bazé radiale rigorozisht pozitivisht
té pércaktuar sigurohet josingulariteti i matricés A (edhe pér pika té shérndara jouniformisht
né R%, s > 1).

Prandaj, formalisht mund t& shkruajmé ¢ = A~ 'u dhe gé kétej (4.6) shkruhet

u = Afolu.
Qg kétej matrica diferenciale D jepet si
D=AA"".

NE t€ njéjtén linjé mund té vazhdohet edhe pér operatoré diferencialé mé kompleks £, pér t&

pérftuar diskretizimin e operatorit diferencial (matricén diferenciale)
L=AcA", 4.7

ku matrica Ag ka pér element (A g)l.j = £B; (x,-). NEé rastin e funksioneve me bazé ra-
diale, elementét e matricés jané (A ,g)l.j = £¢(||x — x;||) |x=x. N& kontekstin e metodave
pseudospektrale, matrica diferenciale D mund té pérdoret pér t€ zgjidhur t&€ gjitha tipet e

ekuacioneve diferenciale me derivate t€ pjeshshme (t&€ varura nga koha ose jo).
Shembull 4.2 Zgjidhja e njé problemi té keq—kushtézuar

Keérkojmé zgjidhjen e njé problemi linear EDP eliptik té€ keq—pércaktuar t€ formés Lu = f,
duke mos marré€ parasysh kushtet kufitare. Nj& zgjidhje e pérafért né pikat nyje x; mund t&é
merret duke zgjidur sistemin linear diskret

Lu=f,
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ku f pérmban vlerat e f n€ pikat nyje dhe L &shté si mé sipér. Me fjalé té tjera, zgjidhja né
pikat nyje jepet si

u=L""f=A(4¢) L.

NEé kété rast duhet q& matrica L (dhe rrjedhimisht A¢) t€ jet€ jo singulare. Nése si funksione
baze pérdoren funksione me bazé radiale rigorozisht pozitivisht t€ pércaktuar, atéhere matrica
Ag &shté e kthyeshme dhe operatori diferencial &shté eliptik (shiko [16] kap 36). Prandaj,
matrica standarte diferenciale L pér metodat PS t€ bazuara né funksionet me bazé radiale,
éshté e kthyeshme. Kjo siguron njé zgjidhje edhe pér probleme té€ keq—pércaktuar!

Njé program Matlab pér llogaritjen e matricés diferenciale paraqitet né Anekisn B si
programi DRBF.m [ (4.9), Fq.98], i cili mund t€ gjendet né [16] si programi 43.1.

4.2 Metodat Pseudospektrale né EDDP me kushte kufitare

Shtrojmé problemin e zgjidhjes s&¢ EDDP eliptik
Lu=f
me kushte kufitare Dirichlet
u=g né I'=09Q

me ané t€ metodave pseudospekrale. Ndonjéheré mund t€ gjenden funksione bazg, t€ cilat
plotésojné menjéheré kushtet kufitare. Megjithéaté, nése funksionet bazg nuk plotésojné
kushtet kufitare mund t€ ndiget njé proceduré e thjeshté qé kéto kushte t& plotésohen (p.sh,
shiko Programin 36 né€ [37]). Thjesht n€ matricén diferenciale L, ndryshohen rreshtat qé
u korrespondojné pikave nyje né kufij, me vektoré njési q¢€ kané element té€ barabarté me 1
né pozicionin korrespondues té diagonales t& L-sé. Késhtu, kushti u = g do t€ plotésohet
menjéheré nése né krahun e djathté do t€ z€vendésohen vlerat korresponduese té g—sg.

Duke kryer njé riorganizim té€ rreshtave dhe t€ shtyllave, pérftohet njé matricé me blloge
e formés

Lr= [M P] (4.8)
0 1

ku blloget jo-zero M dhe I kané pérmasa respektivisht (N — Ng) x (N — Ng) dhe N x Np.
Simboli Np pércakton numrin e pikave nyje né€ konturin I'.
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NE& kété ményre, zgjidhja e pérafért né pikat e zonés Q merret duke zgjidhur sistemin e

ekuacioneve lineare

|
Lru=| |, (4.9)
g

ku né vektorét f dhe g jané grupuar respektivisht vlerat e f dhe g né pikat nyje t€ bréndshme
dhe kufitare. Vektori u mban vlerat e péraférta né€ pikat nyje. kéto t€ dhéna jané€ rigrupuar né
trajtén u = [uy, up] " Ku wu; pérfshin pikat e bréndhsme dhe rrjedhimisht ug vlerat né pikat
kufitare.

Duke zgjidhur sistemin 4.9 pér ugp = g dhe mé pas duke z€vendé€suar mé pas né pjesén e

sipérme marrim zgjidhjen
wy=M"(f-F),
ose né rastin e kushteve kufitare homogjene
uy=M s

Kuptohet gé problemi tani géndron né faktin nése matrica M €shté e kthyeshme ose jo.
4.3 Njé Metodé Jo-Simetrike PS me bazé radiale
Nisemi nga metoda Kansa (shiko [26])
N
u(x) =Y cj®j(x), xeQCR (4.10)
Jj=1

njélloj si né barazimin (4.1). Vektoi ¢ llogaritet duke zé€vendésuar (4.10) né ekuacioni
diferencial dhe kushtet kufitare pér pikat nyje x;. Zgjidhja né kété rast merret duke zgjidhur
sistemin e ekuacioneve lineare

Agl o H 4.11)
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ku f dhe g jané si mé sipér, ndérsa matricat Z ¢ dhe Z kané pér elemente

~

(Ag);; = £P;(xi) = Lo(|lx —x)ll) lx=y, i=1,--- . N=Np, j=1,---,N

Z,’j:CD(xi) = (p(Hxi—xjH), i=N—-—Np+1,---,N,j=1,--- /N.

Nése matrica e sistemit (4.11) éshté e kthyeshme, atéhere zgjidhja e pérafért merret duke
z&vedésuar vektorin ¢ né barazimin (4.10). Mund t€ ndodhé g€ pér rrjeta t€ ndryshme pikash
nyje t€ mos sigurohet josingulariteti i matricés sé€ sistemit (sis:zgjidhjekans).

Meqé jemi t€ interesuar pér zgjidhjen e bazuar né funksionet me bazé radiale, duke

supozuar akoma g€ matrica e sistemit €shté jo singulare at€here mund t€ shkruajmé

ku A ka element A;; = ®; (xi). Q¢ kétej mund t€ themi se diskretizimi i operatorit diferencial
L bazuar n€ pikat nyje x;, i = 1,--- ,N dhe funksionet e bazés ®;, j=1,--- ,N jepen nga

Neé fakt, mund t€ shkruajmé

A 0 1

ku blloget M, P, 0 dhe [ jan€ si mé paré. Pér té treguar kété futim shénimet e méposhtme:

A= :| dhe A" =[by,---,by]
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ku vekotrét a; dhe b; jané té tillé qé

shénimeve do té€ jeté

al.Tb ; = 0;j. Matrica e metodés Kansa pas kétyre

_ T _
A
aT
;;’NiNB |:b17 7bN} =
a
N—Np+1
| ay |
AcA ! AgAr!
£Lar £Aap
Aa—1 Aa-l
AA; AAg
M~ =
- -1

Kétu matrica A~! éshté ndaré né dy blloge: blloku A;l me N — Np kolona g€ u korrespon-

dojné pikave té brendéshme dhe blloku Agl me Np kolona gé i korrespondon pikave té

kufirit.

Kjo éshté e njéjta gj& me (shiko (4.8))

mop|l_
o 1| T

ku M dhe P merren nga operatori diferencial diskret (4.7)

L=AcA " = [AcA; ! AcAy']

duke ndryshuar disa rreshta me vektoré njési, si¢ treguam né fillim, pér t€ ploté€suar kushtet

kufitare Dirichlet.
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Si pérfundim, mund t€ themi se metoda jo simetrike bazuar né funksionet me bazg radiale
pér zgjidhjen e njé EDDP eliptik me kushte kufitare Dirichlet &shté e ngjashme me pérqasjen
e njé metode pseudspektrale. P&r mé tepér, asnjéra nga metodat nuk €shté né pérgjithési e
miré-pércaktuar, pérderisa nuk sigurohet jo singulariteti i matric€s s€ sistemit t€ formuar.

Nga ana tjetér, treguam se mund t€ ndértohet gjithmoné operatori diferencial diskret

A M P
Lr=|"Flat=
A 0 17

edhe né ato raste kur matrica e sistemit nuk éshté e kthyeshme.Kjo do t&€ thoté se metoda jo
simetrike pseudospektrale me funksione me baz¢ radiale, mund t& pérdoret né t€ gjitha rastet

kur nuk kérkohet inversi 1 operatorit diferencial diskret.

4.4 Njé Metodé Simetrike PS me bazé radiale

Pér t& njétin problem kufitar eliptik me kushte kufitare Dirichlet fillojmé& me pércaktimin e
zgjidhjes s€ pérafért si
N—Np N
ax)= Y c&ex)+ )Y co(x) (4.12)

j=1 j=N—Np+1

Meqénése ®; supsozohen t& jené funksione me bazé radiale, pra ®;(x) = @(||lx —x;|),
atéhere funksionalét £¢ mund t& shikohen si aplikim i £ né ¢, té paré si funksione té variablit

te dyté. Koeficentét ¢ = [cl, CB] merren duke zgjidhur sistemin e ekuacioneve lineare

“ ] — H 4.13)
CB g

Blloget Agge dhe A jan€ matrica katrore t€ pérftuara respektivisht nga bashkéveprimi i

Aggs A£
Ags A

pikave t€ brendéshme me njéra tjetrén dhe pikave té konturit. Elementét e tyre jané

(Zgge)l.j: S[EE(P(H)C—EH)}SZXJ o i,j:l,...,N—NB,

~

Aij=o(|lxi—xj|), i,j=N—-Np+1,---,N.
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Dy blloget e tjera jané matrica drejtékndéshe dhe merren si bashkéveprim i1 pikave té

brendéshme me ato t€ kufirit dhe anasjelltas. Elementét e tyre jané

~

(AS)IJ = [S(p(Hx_xjH)}x:xi? = 1, 7N_NBaj:N_NB,"’ 7N

(Aee),; = [0 (lxi—)],,, i=N—Ng+1,,N, j=1,+ N~ Np.

Né rastin e funksioneve me bazé radiale rigorozisht pozitivisht té pércaktuar, matrica e
sistemit &shté e kthyeshme. Kjo do t€ thoté, g€ zgjidhja e pérafért né ¢do piké x merret duke
zévendésuar zgjidhjen c t€ sistemit (4.13) né ekuacionin (4.12).

Mund t€ béhet njé diskutim mes dy pérqgasjeve, asaj jo simetrike dhe simetrike. N& té
dyja pérqgasjet mund t€ mendojmé zgjidhjen si njé kombinim linear i disa funksioneve baze

té pérshtatshme. N& trajté vektoriale kjo mund t€ shkruhet
u(x) =p’ (x)c, (4.14)

ku vektori p(x) mban vlerat e funksioneve t€ bazé€s né pikat x. NE€ rastin e metodés jo
simetrike, kéto funksione jan€ vetém ®;, j=1,--- N, ndérsa né rastin e pérqasjes simetrike
pérbéhen nga funksione té tipéve ®; dhe Ef & (barazimi (4.12)).

Shénojmé me ® operatorin linear g¢ kombinon sébashku operatiorin diferencial £ dhe
operatorin kufitar (n€ rastin e kushteve kufitare Dirichlet €shté thjesht identiteti 7). N& kété

ményré do té€ kemi
Dii(x) =Dp’ (x)e=q" (x)¢ (4.15)

pér njé vektor q(x) té pércaktuar né ményré t€ pérshtatshme. Q& kétej problemi i vlerés

kufitare pér zgjidhjen e pérafért shkruhet si

ku me f pércaktohet njé funksion pjesé-pjesé, i cili pércakton funksionet si né pjesén e pikave
t& bréndshme ashtu edhe t€ konturit.

Nése llogarisim (4.14) dhe (4.15) né rrjetén e pikave nyje x;, i = 1,--- , N marrim

u = Pc dhe up = QOc
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ku rreshtat e matricave P dhe Q u korrespondojné respektivisht vlerésimeve té vektoréve
p’ (x) dhe q” (x) né pikat x;. N& két€ ményré problemi i diskretizuar i vlerés kufitare €shté

up =f <= Qc=H{, (4.16)

ku me f shénohet vlera e funksionit f né pikat nyje té rrjetés.

NE rastin e pérqasjes jo simetrike matrica P €shté matrica standarte e interpolimit me
funksionet me bazé radiale dhe matrica e derivateve Q €shté matrica e Kansa’s. Né rastin e
pérqasjes simetrike, matrica P jepet nga matrica e transpozuar e Kansa’s.

Qéllimi &shté gjetja e zgjidhjes s€ pérafért u né pikat nyje. Pér két€ gellim mund t&
ndigen dy rrugé.

(1) Fillimisht zgjidhet Qc = f né lidhje me c, pra
c=0'f.
ME pas, né bazé t€ barazimit (4.14) mund t€ llogarisim zgjidhjet u si

u=Po'f.

(2) Fillimisht transformojmé formalisht koeficentét ¢
c=P lu
ME pas, problemi kufitar (4.16) kthehet
OP lu=f

dhe gé kétej, u mund t€ merret duke zgjidhur sistemin.

Pérqasja e paré i korespondon metodés qé pérdor funksionet me bazg radiale, ndérsa e
dyta metodave pseudospektrale. Megjithéaté, t€ dyja pérqasjet jan€ ekuivalente pér aq kohé
sa matricat e pérfshira né to jané té kthyeshme. Fatkeqgsisht kjo gjé€ nuk €shté gjithmoné e
mundur, sepse ka disa konfigurime pikash ku matrica e Kansa’s nuk &shté e kthyeshme. Kjo
do té thoté se né rastin e metodés jo simetrike (ku Q €shté matrica Kansa), pérqasja e paré
nuk &shté e sigurt g€ funksionon né pérgjithési dhe pérqasja e dyté mund té pérdoret nése
operatori diferencial diskret aplikohet drejtpérdrejt, por jo i1 anasjellté. N€ rastin e metodés
simetrike (ku P €shté matrica Kansa), pérqasja e paré funksionon gjithmoné, kurse pérqasja

e dyté mund t€ mos jeté gjithmoné e miré-pércaktuar.
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Pérpara se sa té kalojmé né zbatime t€ metodave PS me bazé radiale né EDP, po béjmé
njé pérmbledhje diskutimeve t€ béra. N€ rastin e metodés jo simetrike mund t€ formulohet

gjithmoné operatori diferencial diskret

Lr= Agl 41

A

Megjithaté, nuk mund t€ sigurohet gjithmoné jo singulariteti 1 operatorit L. Q€ kétej rrjedh
se, pérqasja jo simetrike PS me funksione me bazé radiale justifikohet pér EDDP té varur
nga koha (duke pérdorur metoda eksplicite pér avancimin né kohé (ang. time-stepping)).
Né krahun tjetér, rasti i pérqasjes simetrike né pérgjithési siguron zgjidhjen e problemit
Lu = f me ané t& funksioneve me bazé radiale. Megjithése, né pérgjithési nuk éshté i mundur
as formulimi i operatorit diferencial diskret, 1 cili nevojitet né rastin e metodave PS. Kjo
na sugjeron pérdorimin e pérqasjes simetrike né rastin e EDDP té pavarur nga koha dhe
mundésisht né rastin e EDDP t€ varur nga koha me metoda implicite pér avancimin né kohé.
Véshtirésité né té dyja pérqasjet lidhjen me singularitetin e matricés Kansa, e cila né rstin e
pérqasjes jo simetrike shfaget si operator diferencial diskret dhe si matrica e llogaritjeve né
pérgasjen simetrike. Né shumicén e rasteve preferohet t€ pérdoret pérqasja jo simetrike sepse
€shté mé e lehté pér tu pérdorur dhe €shté treguar nga shumé kérkues (shiko [25]) g€ rrjetat

e pikave g€ sjellin singularitet t&€ matricés Kansa jan€ shumé té rralla.

4.5 Zbatime té metodave PS me funksione me bazeé radiale

Bazuar né diskutimet e mésipérme mund t€ themi se mund t€ aplikohen funksionet me bazé
radiale né€ metodat pseudospektrale. Né vecanti, né€ zgjidhjen e ekuacioneve diferenciale me
derivate t€ pjesshme g€ varen nga koha. Tre probleme diferenciale tipike do t€ konsiderohen
mé poshté pér t& ilustruar pérdorimin e metodave PS me funksionet me bazé radiale. Zgjidhja
e kétyre 3 tre problemeve me ané t€ metodave standarte PS gjenden né [36].

4.5.1 Zgjidhja e ekuacionit té transportit 1-D
Konsiderojmé problemin e transportit t€ prezantuar né shembullin (4.1).

ut(x,t)+cux(x,t):O, x>—1,t>0,
u(— 1,t) =0; u(x,()) :f(x).



1
2
3
4
5
6
7
8

9
10

11

80 Zbatime t€ funksioneve me bazé radiale né metodat pseudospektrale

Zgjidhja e problemit te transportit 1D

Figura 4.1 Zgjidhja numerike e problemit té€ transportit 1D me ané t&¢ metodave PS me
funksione me bazg radiale.

Zgjidhja e té cilit ka trajtén:

u(x,t) :f(x—ct).

Pér implementimin e zgjidhjes sé pérafért t€ tij né Matlab, duhet hartuar kodi MATLAB
DRBF.m [ (4.9), Fq.98], i cili llogarit matricén diferenciale. Pér pércaktimin e vlerés optimale
t€ parametrit t&€ shkallézimit € éshté pérdorur metoda "largo nyje" (shiko Asimi and Hanelli,
2016b [4]). Vlera optimale rezulton € = 1.874764. Funksioni i pérdorur &shté funksioni
Gaussian. Gabimi maksimal né ¢astin t = 1 &shté 0.0416. Programi matlab g€ pérafron
zgjidhjen e problemit t€ transportit 1D jepet mé poshté, né programin (4.1) dhe zgjidhja
numerike paraqitet né figurén 4.1. Llogaritjet jan€ kryer n€ njé rrjet€ me 21 pika.

Programi 4.1 TransportDRBF.m
lineskip

% TransportDRBF

rbf= @(e,r) exp(—(e*r).~2); % Funksioni Gaussian.
dxrbf= @(e,r,dx) —2xdxxe”2.xexp(—(exr)."2);

N=20;

[D,x]=DRBF(N, rbf , dxrbf);

x=flipud (x); dt=0.001; t=0; c=—1;
v=64%(—x)."3.%(1+x)."3;

v(find(x>0))=zeros (length(find(x>0)),1);

% Ndarja e kohes nga formula Euler

tmax=1; tplot=.02; plotgap= round(tplot/dt);
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dt=tplot/plotgap; nplots=round(tmax/tplot);
data=[v’; zeros (nplots ,N+1)]; tdata=t;
I=eye(size(D));
for i=1l:nplots
for n=1:plotgap
t=t+dt;
vv=v(end —1);
v=v—dtxcx(Dxv); % Formula Euler
v(1)=0; v(end)=vv;
end
data(i+1,:)=v’; tdata=[tdata; t];
end
surf(x,tdata ,data), view(10,70), colormap( default’);
axis([—1 1 0 tmax 0 1]),ylabel(’t’),zlabel(’u’), grid off
% Zgjidhja e sakte dhe gabimi i kryer
xx=linspace(—1,1,101);
vone=64#(1—xx)."3.%xx."3;
vone (find (xx<0))=zeros (length (find (xx<0)),1);
w=interpl (x,v,xx);

maxErr=norm (w—vone , inf)

4.5.2 Zgjidhja e ekuacionit Allen Cahn

Konsiderojmé problemin e zgjidhjes s€ ekuacionit jolinear reaksion-difuzion. Problemi
specifik gé do té zgjidhim &shté i formés

ut:uuxx+u—u3, X E (—1,1), t>0

me koeficent u, kusht fillestar
) 3
u(x,0) = 0.53x+0.47sin| — Jrx ], xe [—1,1]

dhe kushte kufitare jo homogjene (t€ varura nga koha) u( — 1,t) =—1dheu ( 1, t) = sin’ (t/S) .
Zgjidhja e kétij ekuacioni paragitet né tre gjéndje (u =(-1,0, 1)), ku dy zgjidhjet jozero jané
té gendrueshme. Kalimi midis kétyre gjéndjeve rregullohet nga koeficenti pt. Né llogaritjet
né vazhdim do t€ merret 4 = 0.01 dhe gjéndja jo e gendrueshme do té zhduket rreth = 30.

Problemi yné diferencial &shté i rendit t€ dyté. Kjo do té thoté g€ duhet llogaritur matrica
diferenciale e rendit t€ dyt€. N& rastin e matricave diferenciale polinomiale, llogaritja e
derivatit t€ rendit k— kryhet duke marré fuqiné e k—t& t€ matricés diferenciale t€ rendit t€ par€,
pra D%) = DK Fatkeqgsisht, né rastin e funksioneve me bazé radiale kjo veti nuk gendron.

Pér pasojé, duhet ndértuar kod shtesé¢ né Matlab pér llogaritjen e matricave diferenciale
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té rendeve t€ larta. Kodi pér rastin e matricés diferenciale t€ rendit t€ dyt€ paraqitet né
aneksin B si programi D2RBF.m [ (4.12), Fq.99]. Programi Matlab AllenChan.m i paraqitur
si programi (4.2), jep zgjidhjen numerike t€ problemit toné diferencial. Paraqitja grafike
e zgjidhjes jepet né figurén (4.2). Parametri i shkallézimi optimal pér funksionin Gausian
té pérdorur, éshté € = 1.873402 dhe merret duke u bazuar né algoritmin "Pé&rjashto njé té
dhéné". Funkisoni CostEpsilonDRBF.m [ (4.11), Fq.99] pér llogaritjen e parametrit optimal
mund t€ modifikohet shumé lehté pér rastin e matricés diferenciale té rendit t& dyté.

Programi 4.2 AllenChan.m

lineskip
% Skript ge zgjidh ekuacionin Allen—Chan me kushte kufitare
% me ane te metodes pseudospektrale te bazuar ne
% funksionet me baze radiale
% Therret funksioni: D2RBF
% Si funkion me baze radiale perdorim Gausianin
rbf = @(e,r) exp(—(exr)."2);
d2rbf = @(e,r) 2%e 2% (2x(exr)."2 —1).xexp(—(exr)."2);
N = 20;
[D2,x] = D2RBF(N, rbf, d2rbf);

mu = 0.01; dt = min([.01,50«N”A(—4)/mu]);

t = 0; v = .53%x + .47«sin(—1.5%pi*x);

% Perdoret metoda Euler

tmax = 100; tplot = 2; nplots = round(tmax/tplot);
tplot/plotgap;

plotgap = round(tplot/dt); dt
xx = —1:.025:1; vv = polyval(polyfit(x,v,N),xx);
plotdata = [vv; zeros(nplots ,length(xx))]; tdata = t;
for i = l:nplots
for n = 1:plotgap
t = t+dt; v = v + dtx(muxD2xv + v — v."3); % Euler
v(l) =1 + sin(t/5)"2; v(end) = —1; % Kushti kufitar
end
vv = polyval(polyfit(x,v,N),xx);
plotdata(i+1,:) = vv; tdata = [tdata; t];
end
% Paraqitet zgjidhja grafikisht
surf(xx,tdata ,plotdata), grid on
axis([—1 1 O tmax —1 2]), view(—40,55)
colormap (' default’); xlabel x, ylabel t, zlabel u
title (’Zgjidhja e ekuacionit Allen—Cahn’)

Pér avancimin né kohé pérdoret metoda Euler né rreshtin 20 t€ kodit. Gjithashtu, shumé
i réndésishém &shté fakti g€ zgjidhja e sistemit linear kérkohet vetém né gjetjen matricés

derivat dhe jo né ciklin pér avancimin né kohé né rreshtat 18-25. Né kété cikél kérkohen

vetém shumézime matricore.
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Figura 4.2 Zgjidhja numerike e problemit Allan Chan me ané t€ metodave PS me funksione

me bazé radiale.

4.5.3 Zgjidhja e ekuacionit Helmholtz 2D

Fillojmé me pércaktimin e ekuacionit Helmholtz pér rastin 2D

me kushte kufitare u = 0 dhe

f(x,y) =exp| — 10[(}7— 1)2+ (x— 1)2]

uxx+uyy+k2u:f(x,y), X,y € (—1,1)2,

Do t&€ zgjidhim két€ ekuacion me ané t€ funksioneve me bazg radiale, me pérfagésues

Gausianin,duké pérdorur funksioni kron pér t&€ shprehur Laplasianin diskret né njé rrjet

prodhimi tenzorésh (N +1) x (N+1) si

L=1®D2+D2®I,

4.17)

ku D2 &shté matrica diferenciale e rendit té dyté, I &shté matrica identike me pé&rmasa

(N+1) x (N+1) dhe ® &éshté shumézimi-tenzor Kronecker. Thamé se né rastin e matricave

PS pér té llogaritur matricén diferenciale t& rendit t& dyté, mjaftonte t& merrnim D?. N&

rastin e metodave PS me funksione baze radiale D(?) % D2, prandaj duhet t& pérdorim pérséri
funksionin Matlab D2RBF.m [ (4.12), Fq.99].
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u(0;0) = 0.01172256909
0.03 :
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Figura 4.3 Zgjidhja numerike e problemit Helmholtz me ané t& metodave PS me funksione
me bazg radiale.

Barazimi (4.17) implementohet né rreshtat 10 dhe 15 t€ programit (4.3). Zgjidhja
numerike e ekuacionit pér k =9 dhe N = 24 (pra né total 625 pika)paraqitet né figurén (4.3).
Parametri optimal i shkallézimit rezulton € = 2.548968.

Programi 4.3 Helmholtz2D.m

lineskip
% Skript qe zgjidh ekuacionin Helmholtz
% u_xx + u_yy + (k*2)u = f ne [—1,1]x[—1,1]
% me ane te metodes pseudospektrale te bazuar ne
% funksionet me baze radiale
% Calls on: D2RBF
% Si funkion me baze radiale perdorim Gausianin
rbf = @(e,r) exp(—(exr)."2);
d2rbf = @(e,r) 2xe”2x(2x(exr). "2 —1).xexp(—(exr)."2);
N = 24,
[D2,x] = D2RBF(N, rbf,d2rbf); y = x;
[xx,yy] = meshgrid(x,y);

XX = xx(:); yy = yy(:);

I = eye(N+1);

k =9;

kron(I,D2) + kron(D2,1) + k"2xeye ((N+1)"2);

% Percaktohen kushtet kufitare duke ndryshuar rreshtat e L

b = find (abs(xx)==1 | abs(yy)==1); % Pikat kufitare
L(b,:) = zeros(4=N,(N+1)"2); L(b,b) = eye(4xN);

f = exp(—10%((yy—1).22+(xx—.5).72));

f(b) = zeros(4«N,1);

% Zgjidhe ne lidhje me u, kthe ne 2D dhe nderto grafikun:

—
1l
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u = L\f;

uu = reshape (u,N+1,N+1);

[xx,yy] = meshgrid(x,y);

[xxx,yyy] = meshgrid(—1:.0333:1,—-1:.0333:1);

uuu = interp2 (Xx,yy,uu,Xxx,yyy, cubic’);

figure , clf, surf(xxx,yyy,uuu),

xlabel x, ylabel y, zlabel u

text (.2,1,.022,sprintf ("u(0,0) = %I13.11f" ,uu(N/2+1,N/2+1)))

4.6 Metodat Galerkin dhe funksionet me bazé radiale

Konsiderojmé ekuacioni Helmholtz me kushte kufitare t€ zakonshme, pra

—AAu+u=f neQ

0
ﬁu:O ne 0Q

ku me n shénohet vektori njési normal.

Formulimi klasik Galerkin konsiston né gjetjen e njé funksioni u € H' (Q) té tillé qé

a(u,v) = (f’U)Lz(Q) veH' (Q),

ku (f,v) L (q) €shté prodhimi skalar né L, dhe forma bilineare a pér ekuacionin Helmholtz
éshté

a(u,v) :/Q(Vu'Vv—i—uv)dx.

Pér t& pérftuar njé zgjidhje numerike t€ problemit, hapsira me dimensione t€ pafundme
H! (Q) zévendésohet me ndonjé nénhapsiré me dimensione t€ fundme S, C H ! (Q) , ku
me ) shénohet rrjeta e pikave g€ do t€ pérdoren pér t€ llogaritur zgjidhjen. N&é konteksin e

funksioneve me bazg radiale S, merret si

Sy = span{@(||- —x;|), x; € ¢}.

Kjo sjell ndértimin e njé sistemi ekuacionesh lineare pér koefigentét e u € S, t€ pércaktuar
nga

a(ii,v) = (f,0) ) YV €Sy (4.18)
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Né ményré mé specifike, nése y = {x,--- ,xn}, atéhere

=z

Z | _XJH

dhe sistemi (4.18) jepet si

/Q[V”() Vo(|lx—xil|) +ae([x—=xil) dx—/f @(|lx—xi|)dx, i=1,---,N.

Bazuar né linearitetin dhe pérkufizimin e mésipérm t€ u, barazimi i mésipérm kthehet

i {/ Vo(llx—xil)- qu(||x—x,~||)+<p(||x—xl-||).<p(||x—xi||)}dx}:
—/f (Jlx—xil|)dx, i=1,---,N.

Neé trajté matricore mund t€ shkruajmé Ac = f, ku elementét e matricés stiffness A jané

Ajj= /Q (Vo (lx—xjll) - Vo (llx—xill) + @ (llx—x;ll) - @ ([lx —x;]]) ] dx

dhe termat e lira t€ krahut t& djathté

= [ £ (lv—x)dx

Logaritja e kétyre integraleve &shté problemi mé i madhé né metodat Galerkin me funksione
me bazé radiale (llogaritjet e shumta dhe koha e madhe pér tu llogaritur). Pér mé tepér, (shiko
[39] dhe [40]) metodat Galerkin me funksionet me bazé radiale kan& véshtirési né€ rastin
e kushteve kufitare Dirichlet. T€ dyja kéto lloj véshtirésisé hasen edhe né shumé metoda
meshfree.

4.6.1 Njé problemé zbatimi

Konsiderojmé problemin Helmholtz

~Bu(x,y) +u(x,y) = cos (xx) cos (ay), () €Q=[~1,1]%

%u(x,y) =0, ndQ,
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ku (x, y) € R? dhe n éshté vektori i jashtém normal njési. Mund t& konstatohet se zgjidhja e
sakté &shté

cos (ﬂx) cos (7ty)
2n2 41

u(x,y) =

Né programin (4.4) jepet njé implementim i Metodés Galerkin né Matlab pér zgjidhjen
numerike t€ problemit t€ mésipérm. Ashtu si dhe thamé mé sipér, pjesa mé e véshtiré dhe mé
pak efigente &shté llogaritja e integraleve pér gjenerimin e matricés stiffness A, elementét e t&

cilés jané
A= [, g2 Vool Vo ()t
= Jry o) el as
dhe termat e lira
Jisye @0 (=) as

Pér t& llogaritur kéto integrale pérdorim programin pér inegrim numerik dblquad (rreshtat
33 — 39 t& programit 4.4). Pér ndértimin e matricés A, fillimisht shfrytézohet simetria e saj

né ciklin for dhe mé pasé€ ndértohet ajo né rreshtin 44.

Programi 4.4 Galerkin2D.m

lineskip
% Galerkin2D
% Zgjidh problemin Helmholtz 2 dimensional

% — u_xXX — u.yy + u = f

% Funksioni me baze radiale dhe gradienti, Funksioni Wendland C2
rbf=@(e,x,y,xi,yi) exp(—(exsqrt ((x—xi)."24+(y—yi)."2))."2);
dxrbf=@(e,x,y,xi,yi) —2#e2%(x—xi).*exp(—(exsqrt ((x—xi)."2+4+(y—yi)."2))."2);
dyrbf=@(e,x,y,xi,yi) —2#e2%(x—xi).*xexp(—(exsqrt ((x—xi)."2+4+(y—yi)."2))."2);
evalrbf=@(e,r) exp(—(exr).n2);

% Shumezimet per integralet

rp = @e,x,y,xi,yi,Xxj,yj) rbf(e,x,y,xi,yi).*xrbf(e,Xx,y,Xj,yj);

gp = @(e,x,y,xi,yi,xj,yj) dxrbf(e,x,y,xi,yi).=*...
dxrbf(e,x,y,xj,yj)+dyrbf(e,x,y,xi,yi).*dyrbf(e.x,y,Xj,yj);

% Parametri i shkallezimit

ep = 1.7;

% Funksioni i1 krahut te djathte ne ekuacionin Helmholtz



20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

88 Zbatime t€ funksioneve me bazé radiale né metodat pseudospektrale

f = @(x,y) cos(pi*x).xcos(pi*y);
% Zgjidhja e sakte
u = @(x,y) cos(pi*x).xcos(pixy)/(2+xpi”2+1);
% Percaktohen qendrat dhe tipi i tyre (pika uniforme)
N = 81; gridtype = "u’;
% Permasat e rrjetes se pikve per tu llogaritur dhe paraqitur grafikisht
neval = 40;
% Therriten te dhenat 2D
name = sprintf(’Data2D_%d%s’, N, gridtype ); load (name)
% Shnderrojme qgendrat nga [0,1]72 ne [—1,1]"2
ctrs = 2xdsites —1;
% Matrica siffness dhe krahu i djathte 1 sistemit
A = zeros(N,N); rhs = zeros(N,1);
for i=1:N
for j=1:i
A(i,j) = dblquad(@(x,y) gp(ep,x,y,ctrs(i,l),ctrs(i,2),...
ctrs(j,l),ctrs(j,2)),—1,1,—-1,1) +
dblquad (@(x,y) rp(ep,x,y,ctrs(i,l),ctrs(i,2),...
ctrs(j,l),ctrs(j,2)),—1,1,—1,1);
end
rhs (i) = dblquad(@(x,y) f(x,y).=*...
rbf(ep,x,y,ctrs(i,l),ctrs(i,2)),—1,1,—1,1);
end
% Ndertohet matrica simetrike
A=A+ A — diag(diag(A));
% Gjenden koeficentet me zgjidhjen e sistemit
¢ = A\rhs;
% Kryen Llogaritjet
grid = linspace(—1,1,neval); [xe, ye] = meshgrid(grid);
epoints = [xe(:) ye(:)];
exact = u(epoints(:,1),epoints (:,2));
DM_eval = DistanceMatrix (epoints , ctrs);
EM = evalrbf(ep,DM_eval);
Pf = EM = c;
% LLogariten Gabimet
maxerr = norm(Pf—exact,inf); rms_err = norm(Pf—exact)/neval;
fprintf ( Gabimi 1 Mesatsarizuar (RMS): Joe\n’, rms_err)
fprintf (’ Gabimi Maksimal: %e\n’, maxerr)
% Paraqitjet grafike
fview = [—-30,30];
titulli = *Zgjidhja Numerike. Ekuacioni Helmholtz’;
PlotSurf(xe,ye,Pf,neval ,exact ,maxerr, fview, titulli);
titulli = ~Gabimi Maksimal *;

PlotError2D (xe,ye,Pf,exact ,maxerr,neval ,fview , titulli)

Pér kété problem &shté pérdorur Gausiani si funksioni me bazé radiale @3 (r) = (1 —
r)I (4r+ 1) dhe parametér shkallézimi & = 1.7. Zgjidhja numerike sébashku me gabimin
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Gabimi Maksimal x 10

Zgjidhja Numerike. Ekuacioni Helmholtz

Figura 4.4 Majtas: Zgjidhja numerike me metodén Galerkin me Gausianin si funksion me
bazé radiale dhe Djathtas: Gabimi maksimal

pér N = 81 pika nyje, paraqitet né figurén (4.4). Vlerat e llogaritura t€ gabimit né matlab
jané: gabimi maksimal: 1.780074e-03 dhe gabimi i mesatarizuar: 5.101441e-04.






Pérfundime

Manipulimi me njé numeér t€ konsiderueshém t€ dhénash €shté njé nga problemet kryesore
né shkéncé dhe inxhinieri. Metodat klasike numerike shpesh heré nuk mundésojné zgjidhjen
e kétyre problemeve, me pérjashtim té rasteve standarte. N€ t€ kundért Metodat Meshfree
mund t€ pérshtaten mé miré me situata mé t&€ ndérlikuara. Metodat pérafruese pér té dhénat
jo uniforme studiohen nga shumé kérkues. Ato ekzistojné né shumé fusha t€ ndryshme té
shkencés dhe njihen me emra t€ ndryshém, p.sh metoda e elementéve-free Galerkin, metoda
e elementeve t&€ fundme t& pérgjithsuar, hp-clouds, meotda meshless lokale Petrov-Galerkin,
metoda e katroréve mé t€ vegjél 1€vizése; metoda e funksioneve me bazé radiale.

Njé avantazh tjetér €shté pavarsia e tyre nga shpérndarja e t&€ dhénave. Nuk &shté i
nevojshém coptimi ose diskretizimi i zonés sé shqyrtuar né zona ose element t€ caktuar,
pérderisa kéto metoda bazohen né njé bashkési pikash té pavarura. Kjo ul ndjeshén edhe
koston llogaritse numerike né zgjidhjen e problemeve me zona t€ ndryshme.

Si shembull 1 paré 1 interpolimit me ané t€ funksioneve me bazé radiale u pérdorén si
funksione bazé By = || - —xi||2. Vihet re thjeshtésia né implementimin e metodés pér vlera
té ndryshme dimensioni s. Kryerja e interpolimit me matricén e distancave ka nevojé pér
zgjidhjen e njé sistemi me matricé N x N. Ky pérbén njé problem kur numri i t&€ dhénave
rritet shumé, pér shkak t€ kompleksitetit t€ veprimeve.

Si¢ thamé, interpolimi me ané t€ funksioneve me bazé radiale kérkon zgjidhjen e njé
sistemi ekuacionesh lineare. Nga pérfundimet e paraqgitura né kapitullin e dyt€, mund
té themi se funksionet me bazg radiale (mé konkretisht Gausianét), duke gqéné funksione
rigoroz pozitivisht té pércaktuar dhe totalisht monotong&, nése pérdoren si funksione bazé né
problemin e interpolimit sigurojné g€ matrica interpoluese t€ jeté jo singulare. Pér pasojé,
problemi i interpolimit ka zgjidhje t€ vetme né R® pér V.

Pér t€ pasur njé model sa mé t€ miré ésht€¢ me shumé réndési t€ studiohet efekti i
parametrit € né gendrueshmériné dhe saktésiné e zgjidhjes sé problemit t€ interpolimit. Gjaté
eksperimenteve numerike t€ kryera pér interpolimin stacionar dhe jostacionar u vu re se
kurbat e gabimit nuk jané monotone dhe und t€ identifikojmé vlerén optimale t€ parametrit.

Por, né disa raste u vu re se vlera optimale arrihet né njé zoné€ ku kurba e gabimit nuk
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éshté e njétrajtshme. Pér vlera té parametrit € nga kjo zoné , MATLAB jep mesazhe pér
kegkushtézim. Prandaj, mund t€ pércaktohet vlera optimale e parametrit né dy ményra:
si vleré minimale gabimi ose si vlera minimale e parametrit ku nuk shfaget mesazhi pér
kegkushtézim.

Disa eksperimete té tjera numerike u kryen me modele interpolimi 1 dhe 2 dimensional
pér té pércaktuar vlerén optimale t€ parametrit €. Si metoda krahasimi u pérdorén metodat
"Prové Gabim" dhe "P&rjashto njé t&€ dhéné". Metoda “Prové Gabim” ka nevojé pér njohjen
e funksioneve gé gjenerojné t€ dhénat, por mund t€ pérdoret si mjet krahasues pér metoda
té tjera. Bazuar n€ eksperimentet e kryera, u vu re se metoda ‘“Pérjashto njé t€ dhén&” jep
rezultate t&€ kénagshme né llogaritjen e parametrit optimal t€ shkallézimit. Rezultatet e marra
prej saj jané té péraférta me metodén “Prové-Gabim” edhe pse kjo e fundit ka nevojé pér
njohjen e funksionit qé€ gjeneron t€ dhénat.

Shpesh &shté mé e pérshtatshme pérafrimi i t€¢ dhénave me ané t€ metodeés sé katroréve
mé t€ vegjél. Kjo gjé €shté e nevojshme né rastet kur t€ dhénat nuk kané ardhur nga njé
ligj 1 fiksuar matematik, por jané t€ pérziera edhe me vlera rastésore (zhurma), ose né rastin
kur numri i t€ dhénave &shté shumé i madh. Né kété rsti numri M 1 géndrave té zgjedhura
€shté mé 1 vogél se numri i N i nyjeve. Nése géndrat zgjidhen gé té pérputhen me pikat nyje,
atéheré matrica e sistemit e gjeneruar nga funksionet me bazg radiale (si funksione bazé t&
funksionit pérafrues) éshté jo singulare dhe pér rrjedhojé problemi i pérafrimit ka zgjidhje té
vetme.

Pér té ndértuar modelin pérafrues me ané té funksioneve me bazé radiale mund t&
pérdoren edhe dy metoda me pérshtatje qé jané "Shto nyje" dhe "Largo nyje". Implementimi
né MATLAB i metodés shto nyje €shté shumé mé i shpejté se algoritmi largo nyje, pérderisa
fillon me pérafrimin e njé nurmi t€ vogél pikash nyje. M€ pas né ¢do hap shtohet njé nyje e re
derisa gabimi maksimal t€ arrijé njé tolerancé t€ caktuar. N€ secilin hap duhet t& zgjidhet njé
sistem ekuacionesh lineare, i cili do t&€ keté gjithmoné zgjidhje nése géndrat pérputhen me
pikat nyje. N& rastin kur géndrat nuk pérputhen me pikat nyje nuk ka pérfundime t&€ miréfillta
teorike pér singularitetin e matric€s s€ sistemit.

Njé zbatim tjetér i funksioneve me bazé radiale né €shté né metodat pseudospektrale.
N¢ vecanti, né zgjidhjen e ekuacioneve diferenciale me derivate t&€ pjesshme g€ varen nga
koha. Nga diskutimet e kryera né kapitullin e fundit mund t€ themi se nuk mund té sigurohet
gjithmoné jo singulariteti 1 operatorit L. Q€ kétej rrjedh se, pérqasja jo simetrike PS me
funksione me bazé radiale justifikohet pér EDP t€ varur nga koha (duke pé&rdorur metoda
eksplicite pér avancimin né€ kohé (time-stepping). N& krahun tjetér, rasti i pérqasjes simetrike
né pérgjithési siguron zgjidhjen e problemit Lu = f me ané t€ funksioneve me bazg radiale.

Megjithése, né pérgjithési nuk &shté i mundur as formulimi i operatorit diferencial diskret,
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1 cili nevojitet né€ rastin e metodave PS. Kjo na sugjeron pérdorimin e pérqasjes simetrike
né rastin e EDP t€ pavarur nga koha dhe mundésisht né rastin e EDP t€ varur nga koha me

metoda implicite pér avancimin né kohé.






Aneksi A

Programi 4.5 testfunction.m

lineskip

tf=testfunction (s, points)

Llogarit testfunction

prod_{d=1}"s x_d#(1—x_d) {Normalizuar qe maximumi i tij te jete 1}

ne pika s—dimensionale

function tf=testfunction (s, points)

tf=47s«prod(points.*(l —points ) ,2);

Programi 4.6 DistanceMatrix.m

%
%
%o
%
%
%
%
%o
%
%

lineskip
DM = DistanceMatrix (dsites , ctrs)

Forms the distance matrix of two sets of points in R”"s,

i.e., DM(i,j) = Il datasite_i — center_j Il_2.
Input
dsites: Mxs matrix representing a set of M data sites in R”"s
(i.e., each row contains one s—dimensional point)
ctrs : Nxs matrix representing a set of N centers in R”s
(one center per row)
Output
DM: MxN matrix whose i,j position contains the Euclidean
distance between the i—th data site and j—th center

function DM = DistanceMatrix (dsites , ctrs)

[M,s] = size(dsites); [N,s] = size(ctrs);

DM = zeros (M,N);

% Accumulate sum of squares of coordinate differences
% The ndgrid command produces two MxN matrices:

% dr, consisting of N identical columns (each containing

% the d—th coordinate of the M data sites)

% cc, consisting of M identical rows (each containing
% the d—th coordinate of the N centers)

for d=1:s

[dr,cc] = ndgrid(dsites (:,d),ctrs (:,d));
DM =DM + (dr—cc).”2;
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end
DM = sqrt (DM);

Programi 4.7 MakeSDGrig.m

lineskip
% gridpoints = MakeSDGrid(s,neval)
% Produces matrix of equally spaced points in s—dimensional unit cube

% (one point per row)

% Input

% S: space dimension

% neval: number of points in each coordinate direction

% Output

% gridpoints: neval?s—by—s matrix (one point per row,

% d—th column contains d—th coordinate of point)

function gridpoints = MakeSDGrid(s,neval)

if (s==1)
gridpoints = linspace(0,1,neval)’;
return ;

end

% Mimic this statement for general s:
% [x1, x2] = ndgrid(linspace(0,1,neval));
outputarg = “x17;
for d = 2:s
outputarg = strcat(outputarg,’ .x ,int2str(d));
end
makegrid = strcat(’[’,outputarg,’] = ndgrid(linspace (0,1 ,neval)):’);
eval (makegrid);
% Mimic this statement for general
% gridpoints = [x1(:) x2(:)];
gridpoints = zeros(neval”s,s);
for d = 1:s
matrices = strcat(’ gridpoints(:,d) = x ,int2str(d),’  (:); );

[72)

eval (matrices );
end

Programi 4.8 LinearScaling2D_ CS.m

Ky program &shté ndértuar né ményré qé t€ punojmé me funksionet peshues compactly
supported, t€ cilét gjenerojné matrica t€ rralla. Pér kété arsye duhen disa teknika qé té
pérshpejtojné zgjidhjen e sistemeve me matrica té tilla (me shumé zero). Né két program
&shté pérdorur struktura kd—trees, e cila €shté implementuar né MATLAB né njé bashkeési
MEX—file nga Guy Shchter dhe mund té shkarkohet nga MATLAB Central File Exhange
[MCFE].
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NEé kété program ndértohet njé kd—tree pér funksionet peshues, pér secilén piké t€ llogarit-
jes. Si t€ dhéna hyrése ka nevojé pér epoints (njé matricé N x s, N t€ dhéna s—dimensionale),
ctrs (njé matricé M x s, M gendra pér funksionet peshuese né R*), rbf (emrin e njé funksioni
gé pércakton funksionet peshues me bazé radiale) dhe ep (parametrin qé pércakton supportin
e funksioneve peshuese, ku suporti i funksioneve peshues jepet si é). Si e dhéné dalése
merret njé matricé Phi t& rrallé N x M gé€ pérmban funksionet gjeneruese né pikat e dhéna

nga center dhe t€ llogaritura né pikat epoints.

lineskip
% Phi = LinearScaling2D_CS (epoints ,ctrs ,rbf ,ep)
% Forms a sparse matrix of scaled generating functions for MLS
% approximation with linear reproduction.
% Uses: k-D tree package by Guy Shechter from
% MATLAB Central File Exchange
function Phi = LinearScaling2D_CS (epoints ,ctrs ,rbf,ep)
[N,s] = size(epoints); [M,s] = size(ctrs);
alpha = [0 O0; 1 O0; O I; 1 1; 2 0; 0 2];
% Build k-D tree for centers
[tmp,tmp, Tree] = kdtree(ctrs ,[]);
% For each eval. point, find centers whose support overlap it
support = 1/ep; mu = zeros (6);
% Modify the following line for optimum performance

veclength = round(support«N«M/4);

rowidx = zeros(l,veclength); colidx = zeros(l,veclength);
validx = zeros(l,veclength);

istart = 1; iend = 0;

for 1 = 1:N

[pts ,dist ,idx] = kdrangequery(Tree,epoints(i,:),support);
newlen = length (idx);
% Vector of basis functions
Phi_i = rbf(ep,dist ’);
% Compute all 6 moments for i—th evaluation point
for j=1:6
x_to_alpha = 1;
for coord=1:s
x_to_alpha = x_to_alpha .x(ctrs(idx,coord) —...
repmat(epoints (i, coord),newlen,1)).”alpha(j,coord);
end
mu(j) = Phi_ixx_to_alpha;
end
Ll=(mu(4)*2 —mu(5)+mu(6)); L2=(mu(2)+mu(6)—mu(3)*xmu(4));
L3=(mu(5)+*mu(3)—mu(2)*mu(4));
scaling = Llxrepmat(1l,newlen,1) +
L2«(ctrs (idx,1)—repmat(epoints(i,1l),newlen,1))+...
L3%(ctrs (idx,2)—repmat(epoints(i,2),newlen,1));
denom = mu(2)"2xmu(6)+mu(5)*mu(3)*2—mu(l)*mu(5)*mu(6) —...
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if

end
end
filled
Phi =

% Free

2xmu(2)+mu(3)*mu(4)+mu(l)+mu(4)”2;

(denom ~= 0)

scaling = scaling/denom;

iend = iend + newlen;

rowidx (istart:iend) = repmat(i,l,newlen);
colidx (istart:iend) = idx ’;

validx (istart:iend) = Phi_i.*xscaling ’;
istart = istart + newlen;

= find (rowidx); % only those actually fi

lled

sparse (rowidx (filled ), colidx (filled ), validx (filled ) ,N,M);

memory

clear rowidx colidx validx;

Pér té llogaritur matricén diferenciale té rendit té€ paré€, duhet pasur parasysh rregulli i

derivimit zinxhir. N& kété rast derivati i funksioneve me baz¢ radiale do t& jeté i formés

kdtree ([],[], Tree);

0 _xd

o () ==Z0().

Programi 4.9 DRBF.m Matrica Diferenciale né Matlab

Pér té llogaritur matricén diferenciale t&€ rendit t& paré, duhet pasur parasysh rregulli i

derivimit zinxhir. N€ kété rast derivati 1 funksioneve me bazé radiale do té jeté 1 formés

lineskip
% [D,x]=DRBF(N, rbf , dxrbf)

% Llogarit

% duke p
% per te
% Vlera

%

% Therre
% Kerkon

xd

2 o(el) = XL ().

matricen diferenciale D per derivatet

erdorur pika Chebyshev dhe Leave—one—out

llogaritur nje vlere optimale te epsilon

hyrese: N, krijo N+l

pika collation

1-D

algoritm

rbf , dxrbf emrat e funksioneve per rbf dhe derivatin
t: DistanceMatrix , DifferenceMatrix
: CostEpsilonDRBF

function [D,x]=DRBF(N, rbf ,dxrbf)

if N==0,
x=cos ( pi
mine=.1;

D=0; x=1; return ,

end

#(0:N)/N)’; % Pikat Chebyshev

maxe=10; % 1

ntervali

r=DistanceMatrix (x,x);

dx=DifferenceMatrix (x,x);
ep = fminbnd (@(ep) CostEpsilonDRBF (ep,r,dx,rbf,dxrbf),mine,maxe);

ku do merret eps optimal

[§]

tij
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fprintf (’ Eshte perdorur epsilon = %f\n’ ,ep)
A=rbf(ep,r);

Ax=dxrbf(ep,r,dx);

D=Ax/A;

Prandaj, pérveg distancave, r, na duhen gjithashtu edhe diferencat né x, ku me x shénohet
komponentja e paré e x. LLogaritja e tyre kryehet pérkatésisht né rreshtin 13 dhe 14.
Funksioni DifferenceMatrix.m jepet né€ programin 4.10. Llogaritja e matricés diferenciale
kryhet sipas barazimit D = A,A~! dhe implementohet né kodin e méposhtém né rreshtat
17 —109.

Programi 4.10 DifferenceMatrix.m

lineskip
% DM= DifferenceMatrix (datacoord ,centercoord)
% Formon matricen diferenciale te dy vargjesh pikash ne R
% Shemb: DM(j ,k)=datacoord_j—centercoord_k
function DM= DifferenceMatrix (datacoord ,centercoord)
% Komanda ndgrid prodhon dy MxN matrica:
% dr, me N— shtylla identike (secila mban M te dhenat)
% cc, me M- rreshta identike (secili permban N gendrat)
[dr,cc]=ndgrid (datacoord (:),centercoord (:));
DM=dr—cc;

Llogaritja e parametrit optimal t& shkallézimit €, kryhet sipas metodés "Pérjashto njé t&
dhéné" t& trajtuar né Kapitullin II. Kjo proceduré implementohet né programin 4.11 CostEp-
silonDRBF.m, i cili mund t& shkarkohet nga http://www.math.unipd.it/ demarchi/TAA2010/.

Programi 4.11 CostEpsilonDRBF.m

lineskip
function ceps=CostEpsilonDRBF (ep,r,dx,rbf,dxrbf)
N=size (r,2);
A=rbf(ep,r);
rhs=dxrbf(ep,r,dx)’;
invA=pinv (A);
EF=(invA=xrhs )./ repmat(diag (invA),1,N);
ceps=norm (EF (:));

Programi 4.12 DRBF.m

Ky program éshté 1 ngjashém me programin 4.9 dhe llogarit matricén diferenciale t€ rendit t&
dyte.
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lineskip
[D2,x] = D2RBF(N, rbf, d2rbf)
Computes the second—order differentiation matrix D2 for 1-D
derivative using Chebyshev points and LOOCV for optimal epsilon
Input: N, number of points —1
rbf , d2rbf, function handles for rbf and its derivative
Calls on: DistanceMatrix , DifferenceMatrix
Requires: CostEpsilonD2RBF
function [D2,x] = D2RBF(N, rbf ,d2rbf)
if N==0, D2=0; x=1; return, end
x = cos(pi*(0:N)/N)’; % Chebyshev points
mine = .1; maxe = 10; % Shape parameter interval
r = DistanceMatrix (x,x);
ep = fminbnd (@(ep) CostEpsilonD2RBF (ep,r,rbf,d2rbf),mine, maxe);
fprintf (’Using epsilon = %f\n’, ep)
A = rbf(ep,r);
AD2 = d2rbf(ep,r);
D2 = AD2/A;
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