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PERMBLEDHJE

Né ditét tona pérdorimi i ndryshoreve kategorike haset né shumé analiza statistikore, sidomos né
ato gé lidhen me zbatime né shkencat sociale, né mjekési, né fushén bankare, etj. Analiza e té
dhénave kategorike ka nisur né 1960. Pérmirésimi i metodave bazé dhe ndértimi i metodave té
reja vazhdon dhe né ditét tona.

Qéllimi i kétij studimit éshté modelimi i té dhénave kategorike bazuar né metoda statistikore dhe
zbatimi i tyre me té dhéna reale né SPSS.

Studimi éshté i organizuar né katér kapituj. Né kapitullin e paré paragiten ndryshoret kategorike
dhe shpérndarjet probabilitare mé té réndesishme gé lidhen me to. Né kété kapitull gjithashtu
paragitet lidhja midis shpérndarjeve probabilitare, vlerésimi i parametrave té tyre me metodén e
pérgjasisé maksimale, vlerésimi intervalor si dhe kontrolli i hipotezave. Paragiten vlerésimet
Bayes-iane pér té dhénat kategorike, pér parametrat Binomial dhe Multinomial.

Né kapitullin e dyté trajtohen tabelat dhe matricat e kontigjencés me dy-hyrje. Tabelat e
kontigjencés me 2-hyrje mund té zgjerohen né tabela té kontigjencés me shumé hyrje pér
ndryshoret multinomiale. Ndértohet matrica e kontigjencés, elementét e sé cilés jané té barabarta
me vlerat korresponduese té tabelés sé kontigjencés duke pérjashtuar vlerat margjinale. Tregohet
se kur njé tabelé kontigjence merret si matricé atéheré pér pavarsiné statistikore midis
ndryshoreve rol kryesor luan rangu i matricés. Né pjesén e fundit té kétij kapitulli trajtohen
vlerésimet Bayes-iane pér vlerésimin e gelizave probabilitare né tabelat e kontigjencés.

Né kapitullin e treté trajtohen modelet e regresit logjistik té thjeshté, regresit logjistik té
shuméfishté, si pjesé pérbérése e analizés sé té dhénave. Realizohet pérshtatja e modelit,
kontrolli i réndésisé sé koeficientéve dhe vlerésimi intervalor i tyre. Pér problemin e parashikimit
té pranisé apo mungesés sé sémundjes tek individét analizohet dhe intepretohet modeli i regresit
logjistik té thjeshté qé ndértohet nga pérdorimi i SPSS.

Né kapitullin e katért éshté realizuar modelimi i té dhénave reale me regresin logjistik té
shuméfishté duke pérdorur programin SPSS. Baza e té dhénave pérmban 3310 té dhéna té marra
nga The World Bank. Modeli i ndértuar analizon parashikimin e probabilitetit té mos pérfshirjes
sé njé individi té punésuar né Skemén e Sigurimeve Shogérore.

Pérfundimet jané vendosur né pjesén e fundit té ¢cdo kapitulli.
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ABSTRACT

Nowadays categorical variables are used extensively in statistical analysis, mostly related to
social sciences, medicine, banking field etc. The analyse of the categorical variables has started
in 1960. The improvement of the basic methods and the defining of the new ones continues still
in our days.

This study aims to model categorical data based on statistical methods and to realize applications
with real data using SPSS. The study is organized in four chapters.

The first chapter present the categorical variables and their probability distributions. Also in this
chapter is presented the connection between probability distributions, the maximum likelihood
method, interval estimation and statistical hypothesis testing. In the last part is presented the
Bayes estimators of the categorical data and of the binomial and multinomial parameters.

In the second chapter are treated the contingency tables and matrixs two-way. Two-way
contingency tables can be expanded in multi way contingency tables for multinomial variables.
A contingency matrix is determined by the elements which are equal to the corresponding
elements of the contingency tables values excluding marginal values. When a contingency table
is considered as a matrix then the matrix rank plays the main role for the independence of the
statistical variables.

The third chapter deals with the simple logistic regression methods, multiple logistic regressions
as an important part of data analysis. The simple logistic regression model is being analyzed for
the problem of predicting presence or absence of disease in individuals. The results are derived
from the use of the SPSS.

In the fourth chapter is realized the modeling of the real data with the multiple logistic regression
using the program SPSS. The database contains 3310 data received from The World Bank. The
defined model analyzes the probability prediction of not including an employed person in the
social insurance scheme. The conclusions are presented in the last part of each chapter.

Keywords: Categorical data, Contingency table, Logistic Regression
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Kapitulli 1

TE DHENAT KATEGORIKE DHE SHPERNDARJET PROBABILITARE
TE TYRE

1.1 Hyrje

Né kété kapitull trajtohen ndryshoret kategorike, shpérndarjet probabilitare mé té réndésishme qé
lidhen me to, si dhe paragitet lidhja midis shpérndarjeve probabilitare. Eshté trajtuar dhe
vlerésimi i parametrave té tyre me metodén e pérgjasisé maksimale, futet kuptimi i funksionit té
pérgjasisé gé pérmban parametrat i cili quhet kernel, vlerésimi intervalor dhe kontrolli i
hipotezave sipas Agrestit (2002). Né shembujt e paraqgitur realizohen zbatime té metodave té
pérmendura. Jepen vlerésimet Bayes-iane pér té dhénat kategorike, dhe tregohet se metodat
Bayes-iane jané integrim i teoremés sé Bayes-it. Tregohet se peshat relative t€ mundésisé dhe
priori pércaktohen nga varianca e shpérndarjes sipas Agrestit et al. (2005). Paragiten gjithashtu
dhe vlerésimet Bayes-iane pér parametrin binomial dhe multinomial.

1.2 Té dhénat kategorike

Pérkufizim 1.2.1: Njé ndryshore kategorike pérmban njé bashkési kategorish sipas njé shkallé
matjeje.

Ajo lejon renditjen e karakteristikave té ndryshores né kategori. Pér shémbull: Filozofia politike
éshté disa llojesh: liberale, e moderuar ose konservative. Diagnoza gé lidhet me kancerin e gjirit
bazohet né pérdorimin e mamogramés pér kéto kategori: normale, e parrezikshme, e mundshme,
dyshuese dhe kritike etj.

Zhvillimi i metodave pér ndryshoret kategorike u nxit nga studimet kérkimore né shkencat
sociale dhe mjekésore. Sot ato pérdoren gjerésisht né shkencat sociale pér vlerésimin e
géndrimeve dhe opinioneve, né shkencat mjekésore pérdoren pér vlerésimin e rezultateve, né
gofté se njé trajtim mjekésor éshté i suksesshém, né analizen e té sjellurit (per shembull: llojet
sémundjeve mendore, me kéto Kkategori si: skizofrenia, depresioni, nervozizimi), né
epidemiologji dhe né shéndet publik (per shembull: metodat kontraceptive né njé marrédhénie:
kondom, pilulé, IUD etj), né zoologji (per shembull: aligatorét si parapélgim pér ushgim primar,
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té kategorisé sé peshgéve, jovertebrorét, zvarranikét), né arsim (per shembull: pérgjigjet e
studenteveé té pyetjeve té provimit, té kategorisé e sakte dhe gabim), né marketing (per shembull:
preferencat e konsumatoréve pér markén kryesore té njé produkti, i kategorisé A, B dhe C).

Ndryshoret kategorike klasifikohen si mé poshté:

Pérkufizim 1.2.2: Ndryshoret gé marrin vlera jo sipas njé renditje t& zakonshme jané quajtur
nominale.

Kéto ndryshore jané emra, etiketime, kategori, gjini etj. Shembuj jané: besimi fetar (i kategorisé
ortodoks, Katolik, protestant, cifut, mysliman etj), llojet e transportit publik (automobilg,
bicikleté, autobus, metro etj), lloji i muzikés (klasike, kantri, folk, xhaz, rok etj), dhe vendbanimi
(apartament, godiné né bashképrononési, shtépi private, etj). Pér ndryshoret nominale analiza
statistikore nuk varet nga renditja. Mbi to nuk mund té kryhen veprime aritmetike. Pér shembull
gjiinia: mashkull, femer; nuk ka renditje dhe as veprime aritmetike.

Pérkufizim 1.2.3: Ndryshoret gé marrin vlera sipas kategorive té renditura quhen ndryshore té
renditura.

Ato mund té renditen sipas njé kriteri. Edhe me kéto té dhéna nuk mund te kryhen veprime
aritmetike. Shembuj jané kursi shkollor (viti I, II, 111, ....), klasa shogérore ( e larté, e mesme, e
ulét), filozofia politike (liberale, e moderuar, konservative) dhe gjendja shpirtérore (e miré,
serioze, e rrezikshme etj). Ndryshoret e renditura kané kategori té renditura. Pér shembull njé
individ i klasifikuar si i moderuar i cili éshté mé shumé liberal se sa njé individ i Klasifikuar si
konservator, asnjé vleré numerike nuk pércakton se sa liberal &shté njé individ. Metodat pér
ndryshoret e renditura pérdorin renditjen e kategorive.

Perkufizim 1.2.4: Ndryshore intervalore éshté ajo ndryshore vlerat e sé cilés ndodhen brenda njé
intervali (té pércaktuara midis dy vlerave numerike).

Eshté e ngjashme me ndryshoren e renditur. Pér shembull, niveli i presionit té gjakut, jetégjatésia
funksionale e televizoréve, kohézgjatja e periudhés né burg, té ardhurat vjetore etj. Ményra se si
njé ndryshore éshté pércaktuar lidhet me klasifikimin e saj. Pér shembull: “shkollimi” &sht&
ndryshore nominale kur njehsohet si shkollé publike ose shkollé private; ai éshté ndryshore e
renditur kur pérdoren kategorité: nénté vjecare, shkollé e mesme, bachelor, master dhe
doktoraturé; ajo éshté njé ndryshore me vlera né interval kur matet nga numri i viteve té
shkollimit, si numra té ploté 0,1,2, . . ...

Metodat statistikore pér ndryshoret nominale mund té pérdoren pér ndryshoret e renditura ndérsa
ato pér ndryshoret e renditura nuk mund té pérdoren pér ndryshoret nominale. Eshté mé miré té
pérdoren metodat e duhura né shkallén reale. Metodat e pérdorura pér ndryshoret intervalore
kané njé numér té vogél té vlerave té mundshme (si psh, shkollimi i matur < 10 vjet, 10 — 12 vjet,
> 12 vjet).



Modelimi matematik i t& dhénave kategorike dhe zbatime

1.3 Ndryshoret e rastit
Pérkufizim 1.3.1: Ndryshore rasti X quhet ¢do funksion real X i pércaktuar né hapésirén Q pra
X: Q-R.

Ndryshoret e rastit i shénojmé me shkronjat X, Y, Z, ... etj. Gjaté studimit té njé ndryshoreje té
rastit problem mé i réndésishém éshté gjetja e probabiliteteve té vlerave té ndryshme té saj.
Problem i cili zgjidhet sepse vlerat e ndryshores sé rastit pércaktohen nga rezultatet e provés, ku
kemi té pércaktuar njé probabilitet P. Shénojmé H = {xy, x5, ..., x,} bashkésiné e vlerave té
mundshme té n.r X.

1.3.1 Ndryshoret e rastit diskrete dhe té vazhduara

Pérkufizim 1.3.2: Ndryshorja e rastit X quhet diskrete né qofté se bashkésia H éshté té shumtén
e numérueshme.

Shembuj jané: numri i fémijéve né familje, numri i studentéve né njé klasé, numri i heréve qé
shkojmé né plazh etj.

Pérkufizim 1.3.3: Ndryshorja e rastit X quhet e vazhduar né qofté se gjendet njé funksionf(x) =
0 (pér cdo x € R) gé pér cdo bashkési B c R té kemi:

P(X€EB) = ff(x)dx

ku f(x) quhet densitet i probabiliteteve té n.r. X.
Pérkufizim 1.3.4: Ndryshoret e rastit X dhe Y quhen té pavarura né qofté se pér V x,y € R

PX<x;Y<y)=PX<x)'P(Y<y)

1.4 Shpérndarjet probabilitare pér té dhénat kategorike

Analiza e té dhénave kérkon supozime rreth mekanizmave té rastit gé gjenerojné té dhénat. Pér
modelet e regresit me pérgjigje té vazhdueshme, shpérndarja normale luan njé rol té
réndésishém. Né kété paragraf studiohen tre shpérndarje kryesore pér té dhénat kategorike:

a) shpérndarja Binomiale, b) shpérndarja Multinomiale, c) shpérndarja e Puasonit
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1.4.1 Shpérndarja Binomiale

Shumé aplikime i referohen njé numri té caktuar n té vrojtimeve. Kryhet prova e cila ka vetém
dy rezultate “sukses” dhe “mossukses”. Shénojme X ndryshoren e rastit me bashkési vlerash
{0,1} ku me “1” kemi shénuar suksesin dhe me “0” mossuksesin. Ndryshorja e rastit X ka
shpérndarje Bernuli né gofté se:

pnéqoftésex =1

—pnéqoftésex =0 (1.1)

P(X=x)={1

Pritja matematike E(x) =1 Xp+ 0 X (1 —p) = p, dhe variancaVar(x) =p-(1—-p) =p-q

Supozojmé se pérsérisim n-heré provat e pavarura té Bernulit. Shénojmé me X n.r. gé paraget
numrin e “sukseseve” me kéto n-prova. Kuptohet se X =X; + X, + -+ X, ku X; (Vi=
1,2,...,n) jané n.r. té pavarura té Bernulit. Cdo rezultat i provés ka x- suksese dhe (n — x)-mos
suksese. Numri i sukseseve = Y™, X; , ka shpérndarje Binomiale me parametér n dhe p, e
pércaktur nga X~B(n, p).

PX=x)=C{-p*-q"*, Vx=0,12,..,n E(XX) =np,Var(X) = npq

1.4.2 Shpérndarja Multinomiale

Disa prova kané mé shumé se dy rezultate t&¢ mundshme. Supozojmé qé secila nga n provat e
pavarura dhe identike mund té keté rezultate né secilén nga c kategorité. Le té jeté x;;= 1 né

gofté se prova i ka rezultate né kategoriné j pérndryshe x;; =0,

1néqoftései=j

pra x;; = {O né qoftései #j

Késhtu &, x; = (x;1, X2, ..., X;c) Pérfagéson njé prové multinomiale me ¥ ; x;; = 1.

Pér shembull, (0,0,1,0) paraget rezultate né kategoriné 3 nga katér kategori t¢ mundshme. Le té
jeté x;. linearisht i varur nga té tjerét dhe n; = ; x;; tregon numrin e provave gé kané rezultate
né kategoriné j. Numérimet (nq, n,, ..., n.) kané shpérndarje multinomiale.

Lete jeté p; = P(Xl-j = 1) probabiliteti i rezultateve né kategoriné j pér ¢do proveé.

n!

Densiteti probabilitar éshté p(ny, n,, ..., n._1) = ( )pflp;lz PLe (1.2)

ninylng!

Megénése Y.jn; =n, Kkjo éshté (c—1) pérmasore, me n.=n-— (g +ny + -+ n._4).
Shpérndarja binomiale éshté rast i vecanté me ¢ = 2. Pér shpérndarjen multinomiale,
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E(n;) = n, Var(n;) = np;(1-p;), cov(n;, ny) = -np;py.

1.4.3 Shpérndarja e Puasonit

Ndonjéheré té dhénat numerike nuk merren nga njé numér i fiksuar i provash. Pér shembull, nése
shénoj me X = numrin e vdekjeve pér shkak té aksidenteve automobilistike né autostradat né
Itali gjaté javés sé ardhshme, pér x nuk ka kufi té sipérm n. Megénése x duhet té jeté njé numér i
ploté jonegative shpérndarja e tij probabilitare duhet té jeté né zoné. Shpérndarja mé e thjeshté
pér té éshté ajo e Puasonit. Probabilitetet e saj varen nga njé parametér i vetém, nga pritja
matematike p.

Le té jeté X ndryshore rasti diskrete me bashkési vlerash {0,1,2,....}. Shpérndarja probabilitare
éshté

e Hu*
P(x) = X = 0,1,2,...dhe u>0 (1.3)
Ajo plotéson kushtin gé pritja matematike dhe varianca jané: E(X) = var(X) = u. Ajo ka
modé té barabarté me pjesén e ploté té pritjes u. Shpérndarja i afrohet asaj normales kur p rritet.
Shpérndarja e Puasonit pérdoret pér llogaritjen e ngjarjeve qé ndodhin rastésisht né kohé apo
hapésiré, kur rezultatet né periudha té vecanta jané té pavarura. Ajo gjithashtu merret si njé
pérafrim i shpérndarjes binomiale kur n éshté e madhe dhe p é&shté e vogél Leka (2004) kété e
tregon garté dhe teorema e méposhtme ,

Teorema 1.4.1: Né qofté se X~B(n,p), me supozimin se n-ja éshté e madhe dhe p-ja éshté
shumé e vogél, duke shénuar p = np, tregohet se X — P(u), n — oo.

Vérteté:
R N CRICET
:’;{_I:. (1_%)"{(1_%)11.11(71—1)(n—723(...(n—k+1)
=~ e H .EE

sepse (1 _ %)‘k ~ 1, (1 _ E)“ — n(m-D(-2)..(n=k+1) _ 1

nk

k
PraP(X = k) =eH -% domethéné X — P(u),n — o.
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Njé veti e shpérndarjes se Puasonit éshté se dispersioni i saj éshté i barabarté me pritjen
matematike. Zgjedhja paraget ndryshime kur mesatarja e tyre éshté e larté.

Shembull 1.1.1

Né gofté se secili nga 50 milion njeréz gé do té ngasin makinén né Itali javén e ardhshme do té
konsiderohet si njé prové e pavarur me té njetin probabilitet 0.000002 pér té vdekur né njé
aksident fatal até javé atéheré numri i vdekjeve X ka shpérndarje B ~ (50 000 000, 0.000002),
me parameter p = np = 50 000 000x0.000002 = 100. Pra, numri mesatar i aksidenteve fatale
javore éshté i barabarté me 100. Ndryshueshméria mé e madhe ndodh né llogaritje té pérjavshme
krahasuar me rastin kur mesatarja éshté e barabarté me 10.

1.4.4 Mbidispersioni (Overdispersion)

Né praktiké, té dhénat numerike té vrojtuara shpesh shfagin ndryshueshméri duke e kaluar até qé
parashikohet nga shpérndarja binomiale te e Puasonit. Kjo dukuri njihet si mbidispersion.

Né paragrafin 1.4.2 supozohet se ¢do person ka té njéjtin probabilitet té vdekjes né njé aksident
fatal né javén e ardhshme. Kéto probabilitete ndryshojné pér shkak te faktoréve té tillé si: sasia e
kohés sé shpenzuar gjaté ngarjes sé makinés, nése personi vendos rripin e sigurimit dhe
vendndodhja gjeografike. Ndyshime té tilla shkaktojné fatkegési té cilat shfagin mé shumé
ndryshime sesa parashikimet nga modeli i Puasonit.

Supozohet se X éshté njé ndryshore rasti me variacion var(X| u) pér njé u té dhéné, por p
ndryshon pér shkak té faktoréve té pamatur té tilla si ato qé pérmendém mé sipér.

Le té jeté 6 = E(u), atéheré,
E(X) = E[EX|W], var(X) = E[var(X| w)] + var[EX| )],
Kur X éshté i kushtézuar nga shpérndarja e Puasonit ( jepet p), atéheré
E(X) = E(w) =6
dhe
var(X) = E(u) + var(u) = 0 + var(un) > 6.

Supozimi i shpérndarjes sé Puasonit pér njé ndryshore numerike (count variable) éshté shumé i
thjeshté pér shkak té faktoreve gé shkaktojné mbidispersionin. Njé shpérndarje binomiale
negative éshté shpérndarje e lidhur me té dhéna numerike té cilat lejojné dispersionin ta tejkaloj
mesataren. Analiza e shpérndarjeve binomiale ose multinomiale jané ndonjéheré té pavlefshme
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pér shkak té mbidispersionit. Kjo ndodh sepse shpérndarja e vérteté éshté njé pérzierje e
shpérndarjes binomiale me njé parametér qé ndryshon pér shkak té ndryshoreve té pamatura.

1.4.5 Lidhja midis shpérndarjes sé Puasonit dhe Multinomiale

Me té dhénat e marra nga aksidentet autmobilistike, ajrore dhe hekurudhore gjaté njé viti né Itali
shénojmeé:

X, =numri i personave té cilét kané vdekur nga aksidentet automobilistike té Europés,
X, =numri i personave qé kané vdekur nga aksidentet ajrore,
X3 = numri i personave gé kané vdekur nga aksidentet hekurudhore.

Modeli i Puasonit (X;, X,, X3) i trajton kéto ndryshore té rastit si ndryshore rasti Puasoni té
pavarura me parametra respektive (pq, M,, U3). Densiteti probabilitar pér {X; } éshté prodhimi i
tre shpérndarjeve probabilitare t€ formés (1.3). Né pérgjithési n = ), X; ka njé shpérndarje té
Puasonit, me parametér X p;. Nga provat e Puasonit numri total n éshté i rastit me shumé se i
fiksuar. Né gofté se marrim njé model té Puasonit té kushtézuar nga n, {X; } nuk duhet té keté
shpérndarje té Puasonit, megénése ¢do X; nuk mund ta tejkaloj n. Me tu dhéné n, ndryshoret e
rastit {X; } nuk jané té pavarura, pasi vlera e njérit ndikon né njé varg t¢ mundshém vlerash pér
njé ndryshore tjetér. Pér ¢ ndryshoret e pavarura té Puasonit, me E(X;) = u;, le te marrim
shpérndarjet e tyre té kushtézuara Y, X; = n. Probabiliteti me kusht i njé grupi numérimesh {n;}
plotéson kété kusht:

P(X1=n1,X2 =n2,...,XC=nC) _

P(X1 =Ny, Xy =1y, ..., X = ncl LX; = n) = PXXj=n)

Hi[exp(—ui)uini]

.1
n;:

= 1.4
exp(— X u)(E M)/ (1.4)

| .
- l_[iT[lI;i!] Hip?l

ku {p; = w;/ (T 1;)} Kjo éshté njé shpérndarje multinomiale e karakterizuar nga véllimi i

zgjedhjes n dhe nga probabilitetet {p;}. Shumé analiza té té dhénave kategorike merren me

shperndarjet multinomiale. Kéto analiza zakonisht kané té njéjtin parametér té vlerésuar si ato té

analizave té marra nga njé shpérndarje e Puasonit, pér shkak té ngjashmérisé né funksionet e

pérgjasisé maksimale.
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1.5 Vlerésimet Satistikore pér té dhénat kategorike

Zgjedhja e shpérndarjes probabilitare pér ndryshoret e rastit né studim éshté vetém njé hap i
analizés sé té dhénave. Né praktiké, shpérndarja ka parametra té panjohur. Né vazhdim trajtohen
metodat e vlerésimit té parametrave.

1.5.1 Funksioni i pérgjasisé dhe vlerésimet me pérgjasiné maksimale

Metoda e pérgjasié maksimale pérdoret pér té vlerésuar parametrat e panjohur. Metoda e
pérgjasisé maksimale (MPM) éshté propozuar nga Fisher (1922) dhe ka gjetur pérdorime shumé
té gjéra sepse jep vlerésues me veti mjaft t€ mira.

Le té jené dhéné X,,X,, ..., X,, njé zgjedhje nga njé popullim Q ku vrojtohet n.r X, shpérndarja e
sé cilés njihet, por varet nga parametri i panjohur 6. Vektori i rastit X = (X1, X3, ..., X) ka
shpérndarje :

1 f(x;, 0) pérrastin kur n.r. X éshté e vazhduar
dhe
1 P(X = x;) pérrastin kur n.r. X éshté diskrete,

ku f(x, 8) éshté densiteti i n.r. X. Né qofté se X; — njihen dhe 8 € O &shté ndryshore atéheré me
pérkufizim do té themi:

Pérkufizim 1.5.1: Funksioni i pérgjasisé pér parametrin 6, gé i korrespondon njé zgjedhjes
(X1, X5, ..., X)) quhet funksioni L: ® — R i pércaktuar me barazimin

[TY, f(x;, 0), pér rastin e vazhduar

L(X'H) = L,z 20, 6) = L(X) = { 1 P(X = x;) pérrastindiskret

(1.5

ku f(x, @) éshté densiteti i n.r. X.

Késhtu funksioni i pérgjasisé quhet veté densiteti i zgjedhjes, mé né pérgjithési, i vrojtimit, por i
shqyrtuar si funksion i parametrit pér zgjedhje té fiksuar Nago (2005). Vémendja drejtohet tek
parametri duke krijuar mundésiné qé pér njé zgjedhje té fiksuar té shihet cila vleré e parametrit
mund té zgjidhet pér té plotésuar ndonjé kusht.

Pérkufizim 1.5.2: Vlera 8 e parametrit 8 pér té cilin:

L(g) = L(xl,xz, ...,xn,g) = gu%{L(xl,xz, v X, 0)}
€

10
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quhet vlerésim i pérgjasisé maksimale. Kjo do té thoté se né pikén 8 = @ t& bashkésisé ©
funksioni i pérgjasisé L(6), ka maksimum. Ku vlera 8 gjendet duke zgjidhur ekuacionin:

aL®) _ ¢ o LLO) _

de de 0.

(Ku L(68) dhe InL(0) kané té njetin maksimum sepse funksioni In- &shté& monoton rrités.) Pér té
vlerésuar r- parametrat 6,, 6, ..., 8,- duhet té zgjidhet njé nga sistemet:

0L(61,62,..07) o
26, =0péri=12..,r

ose

6lnL(91,92,...,9r) _ e
26, =0péri=1.2,..,r.

Kjo metodé nuk pohon asgjé pér cilésité e vlerésimit, megjithaté kéto vlerésime né pérgjithési
jané konvergjente dhe asimptotikisht efikase.

1.5.2 Veti té Vlerésuesit té pérgjasisé maksimale (VPM)

Vetia 1: Né qofté se pér parametrin ekziston njé statistiké e mjaftueshme, atéheré VPM éshté
funksion i saj.

Vértetim.

Né bazé té lemés sé faktorizimit pér statistikén e mjaftueshme shkruajmé:
L(X,0) = q(8, T)r(x).

Funksioni L arrin vlerén mé té madhe (né lidhje me ) aty ku arrin funksioni q(8,T) dhe kjo
piké del funksion i statistikés sé mjaftueshme T.

Vetia 2: Né qofté se pér parametrin ekziston njé vlerésues efikas, atéheré VMP éshté funksion i
saj.

Veértetim.

Vlerésuesi efikas T plotéson barazimin né mosbarazimin Kramer-Roa, pra

ounp(x;6)) _ o(inL(6:)) _
ge =———=CO)(T - 0).

Késhtu, vlerésuesi efikas T éshté zgjidhje e ekuacionit té pérgjasisé. Derivojmé né lidhje me 6:

11
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d0%InL _dc

TOZ_E(T_H)_C(G)'

Po té zévendésojmé kétu zgjidhjen e ekuacionit té pérgjasisé gé éshté T, gjejmé:

0%InL COTY < 0
agr ~ ¢ <0,
sepse E (a;l;L) = —E((a(;—';”)z) < 0, pércdo 6.

Kjo tregon se aty arrihet maksimumi.

Vetia 3: VPM i funksionit g(8), g: RX — R? quhet statistika g(8 ), ku 8 éshté VPM(6) d.m.th.
VPM(g(8)) = g(VPM(6)).

Kjo veti éshté quajtur invariancé.

1.5.3 Funksioni i pérgjasisé pér parametrin binomial

Pjesa e njé funksioni té pérgjasisé gé pérmban parametrat quhet kernel. Megénése maksimizojmé
funksionin e pérgjasisé lidhur me parametrat, pjesa e mbetur éshté e paréndésishme. Pér kété
marrim shpérndarjen binomiale (1.1) dhe funksionin e pérgjasisé (1.5).

Koeficenti binomial C;¥ nuk ka ndikim aty ku maksimumi shfaget né lidhje me p. Késhtu, gé ai
nuk merret parasysh dhe trajtohet si kernel, funksioni i pérgjasisé. Funksioi i pérgjasisé
logaritmike pér shpérndarjen binomiale éshté:

L(p) = log[p*(1 —p)"™*] = xlog(p) + n — x)log(1 —p).  (1.6)

Derivojmé né lidhje me p dhe e barazojmé me zero:

IL(P)/op=x/p—(n—x)/(1—p)=(x—np)/p(1—p) (1.7)
dL(P)/dp = 0

Marrimp = x/n, pér n prova. Ku x éshté numri i sukseseve. Llogarisim d2L(P)/dp?, duke
marré dhe pritjen arrijmé né kété rezultat:

—E(0%L(P)/dp?) = E[x/p* + (n—x)/(1 = p)*] =n/[p(1 - p)I.

Késhtu varianca asimptotike pér p éshté p(1 — p)/n.

12
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~

Megenése E(X) =np dhe Var(X) =np(1 —p) atéheré shpérndarja p = X/n ka pritje
matematike dhe devijim standart

1.5.4 Testi pér njé parametér binomial

Pér hipotezén Hy: p = p,, pérdoret statistika e Wald-it:

_P-po _ P—Do
W= T a-om (1.8)

Ku SE éshté gabimi standart. Duke vlerésuar rezultatin binomial (1.7) dhe informacionet (1.8)
Pér p, merret:

n
Po(1-po)

u(Po) = o= = 1= L(po) =

Trajta normale e rezultatit statistikor thjeshtohet né statistikén (1.9)

u(po) X—npo P—Do
= = = 1.9
Zs L(Po)/2  npo(1-po)  VPo(1—Dp0)/1 ( )

Ndérsa statistika e Wald-it z, pérdor gabimin standart pér té vleresuar p, statistika e rezultateve
Zg € pérdor até pér té vlerésuar p,. Pérdorim gabimin standart SE real né vend té atij té vlerésuar.
Shpérndarja e zgjedhjes éshté mé afér me até standarte normale sesa statistika e Wald-it.
Logaritmi i funksionit té pérgjasisé (1.9) éshté i barabarté me:

Ly = xlogp, + (n — x) log(1 — p,) pér Hy
dhe
L; = xlogD + (n—x)log(1 — P) pérH,

Testi statistikor i pérgjasisé thjeshtohet né

—2(Ly—Ly) = 2(xlog2+ (n—x)log 1o ’;3)
Po 1-po
| shprehur si
X n—x
—2(Ly — Ly) = 2(xlog—+ (n — x)lo
0 1 ( gnpo gn _ Tlpo)

I cili krahason sukseset dhe mossukseset té llogaritur me

13
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e vézhguar

2 Z e vézhguar log (1.10)

e pérshtatur

Vemé re se kjo formulé pérmban teste pér parametrat e Puasonit dhe multinomiale. Megenése
asnjé parametér i panjohur nuk nevojitet pér H, dhe njé nevojitet pér H,, (1.10) ka shpérndarje
hi-katror asimptotike me shkallé lirie df = 1.

1.5.5 Intervalet e besimit pér njé parametér

Réndésia e njé testi tregon nése njé vleré e vecanté p (pér shembull p = 0.5) éshté e besueshme.
Pérdorim intervalin e besimit pér té pércaktuar zonén e vlerave té besimit. Testi i Wald-it jep
intervalin e vlerave p, pér té cilén

| zy | < zay,

ose

D+ za), [P — p/n (1.11)

Historikisht, ky éshté njé nga intervalet e paré té besimit gé éshté pérdorur pér cdo parametér. Ai
jep rezulatate té gabuara kur n éshté shumé e madhe. Njé model i thjeshté gé i shton %zé/z

vrojtimeve té cdo tipi té zgjedhjes pérpara se té pérdori kéto formula ka njé rezultat me té mirg.
Intervali i besimit té rezultateve pérmban vlerén p, pér té cilén | zg| < zay,.

Pérfundimet e tij jané zgjidhjet p, té ekuacioneve (P — py)/ (1 — D/n = tzay,.
Kéto jané ekuacione té gradés sé dyté pér p,.

Ky interval éshté:

n 1 zay *
p — 2/ t5 #2
n+Zoz/2 2 n+Za/2

1 X ) n 1\ /1 zay?
* Za/z\/n + Za/z2 lp(l B p) (n + Za/22> + (E) (E)l <Tl + Za/22>

n

Termi p i intervalit &shté pesha mesatare e p dhe % és, ku pesha e dhéné < > ) con né rritjen e
Y2

n+z

p me rritjen e n. Duke i kombinuar termat marrim barazimin e méposhtém:
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p= (x + 25/2/2)/(n+2¢§/2)

Ky éshté njé interval pér njé model té pérmirésuar i cili i shton vrojtimeve z& /0 gjysmén pér ¢do
tip. Katrori i koeficentit za;, NE kété formulé éshté pesha mesatare e dispersionit té njé zgjedhje
kur p = p dhe dispersioni i modelit kurp = % , duke pérdorur véllimin e zgjedhjes n + zé/2 né

vend té n. Ky interval ka njé efektshméri mé té miré se sa intervali i Wald-it. Intervali i besimit
té pérgjasisé éshté i ndérlikuar né llogaritje por i thjeshté né parim. Ai éshté njé bashkési p, pér
té cilin testi i pérgjasisé ka njé p-vleré shumé heré mé té madhe se a. E barasvlefshme me njé
bashkési p, pér té cilén pérgjasia logaritmike zvogélohet mé pak se

x%(a ) nga vlera e vlerésuar e pérgjasisé maksimale p = x/n.

Shembull 1.1.2

Né njé grup studentesh me 25 vete u bé pyetja A je vegjetarian? Pér n=25 studentét e pyetur u
shénua me y = 0 pérgjigja “po”. Kjo nuk éshté zgjedhje rasti nga njé popullim i caktuar, por po i
pérdorim kéto té dhéna pér té ndértuar njé interval besimi me 95% siguri me parameter binomial
p.

Nése y=0, p=0/25=0. Duke pérdorur intervalin e Wald-it, intervali i besimit 95% pér p éshté:

0+ 1.96,/(0.0 x 1.0)/25

Né gofté se vrojtimet bien né kufi me hapésirén e zgjedhjes, pérdorimi i metodés sé Wald-it nuk
siguron zgjidhje té sakté. Intervali i besimit me 95% siguri eshte i barabarté me (0.0, 0.133).

Pér hipotezén Hy: p = 0.5 pér shembull testi statistikor éshté:

zg = (0 —0.5)/4/(0.5 x 1.0)/25 = —5.0

Duke e krahasuar me hipotezén H,:p = 0.10,z5 = (0 — 0.10)/,/(0.10 x 0.90)/25 = —1.67.
Kur y = 0 dhe n = 25, kernel-i i funksionit te pergjasise éshté I(p) = p°(1 — p)?° = (1 — p)?°.
Logartimi i pérgjasisé (1.8) éshté L(p) =25 log(1-p).

Vémérese: L(p) = L(0) = 0.

Intervali i besimit me 95 % siguri pér p éshté njé grup p, pér té cilén statistika e pérgjasisé éshté:
—2(Lo — Ly) = —=2[L(po) — L(D)]

= 50log(1 — po) < ¥2(0.05 ) = 3.84.
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Kufiri i sipérm éshté 1 — exp(—3.84/50) = 0.074, dhe intervali i besimit éshté i barabarté me
10.0, 0.074[.

Figura 1.1 paraqgiten funksioni i pérgjasisé dhe logaritmi i funksionit té pérgjasisé kur y=0 pér
n=25 prova, dhe interval besimi pér p. Tre metodat pér zgjedhje t€ médha prodhojné rezultate té
ndryshme. Kur p éshté afér 0, shpérndarja e zgjedhjes p~ éshté shumé e pjerrét nga e djathta pér n
te vogla. Ajo konsiderohet si nje metodé alternative jo sipas njé vleresimi asimptotik.

Figura 1.1: Funksioni i pérgjasisé dhe logaritmi i funksionit té pérgjasisé

1.0

Likelihood /(m)

-3.84/50
— €

O - L] ¥ T
01 0.2
™
TC
0.1 0.2
o - : . :
-3.84/2 1 _ - - _ = !
Log likelihood L(m)
—8.0—

1.6 Vlerésimet statistikore pér parametrat multinomial

Né Kkété pjesé do té paragesim vlerésimet pér parametrat multinomial {pj}. Né n vrojtime, n;
ndodhin né kategoriné j,j = 1,2, ..., c.

1.6.1 Vlerésimet pér parametrat multinomial

Me ané té metodés sé pérgjasisé maksimale vlerésojmé {p;}. Probabiliteti multinomial é&shté
propocional me Kernel

Hj P?j
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Funksioni logaritmik i pérgjasisé multinomiale éshté

L) = ) logp,

J
Duke larguar tepricat, atéheré L éshté funksion i (py, p,, ..., Pc—1) Ku marrim qé:
pe=1—(1+pz+-+Dpc-1),0p./0pj =-1,j=12,..,c— 1
Duke derivuar logp. né lidhje me p; kemi:

dlogp. 10p. 1
dp;j Dc OD; D¢

Derivojmé L(p) né lidhje me p; marrim ekuacionin e pérgjasisé si mé poshte:

Nga metoda e pérgjasisé maksimale marrim statistikén;

ij N = n; z 5. = 1 = ﬁc(zjnj) _ pcn
Pc /nc, . pi=1 N, ng’
j

késhtu p, = n./n marrim p; = i/

1.6.2 Testi pér parametrin Multinomial

Pérpara ndértimit té teorisé sé pérgjithshme té kontrollit té hipotezave, K. Pearson (1990)
propozoi krahasimin e vlerave té vrojtuara V; me vlerat e pritshme T;. Caktohet njé masé pér té
matur ménjanimin e vlerave té vrojtuara nga vlerat teorike dhe njé vleré kritike e kétij
ménjanimi: né gofté se ménjanimi faktik e kalon kété vleré kritike, atéheré hipoteza pér
barazimin e probabiliteteve me vlerat hipotetike hidhet poshté. Késhtu konsiderohet

Ho:pj =pjo,j=12,..,¢c ku Pjo = 0, ijjo =1.

Vi-T)* _ y (nj—npjo)?
- 4j

Pér té kontrolluar kété hipotezé pérdoret statistika e Pearsonit: y2=) i -
i jo

b
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Kur &shté e vérteté hipoteza zero dhe n — oo, ka shpérndarje asimptotike hi-katror me (k — 1)
Hy
shkallg lirie: y2 ~ x2(k — 1). Zona kritike pér nivelin a &shté: y? > y2__ (k — 1).

n — oo

1.7 Metadat statistikore Bayes-iane pér té dhénat kategorike dhe teorema e
Bayes-it

N¢ teoremén Bayes-iane me vektorin e parametrave, informacioni aktual 1 pérftuar nga t€ dhénat
Y me densitet f(Y/B) kombinohet me informacionin paraprak né ményré € shpérndarja
paraprake (prior) e vlerave té€ parametrave t€ panjohur me densitet P(f) rezulton n€ shpérndarjen
t& mépasshme (posterior) P(B/Y) pérmes késaj teoreme:

Teorema e Bayes

_ __f/BP®)
"B/ = Fv/mr@e® (1.12)

ku m(x) = [ f(Y/B)P(B)d(B) éshté densiteti me kusht i Y ose probabiliteti i t& dhénave pér
modelin me parametér B. Densiteti 1 Y €shté njé problem 1 véshtiré pér tu zgjidhur, késhtu qé€ né
ményré t€ ngjashme pérdoret shpesh formula:

n(B/Y) =~ f(Y/B) P(B) (1.13)

Né kété ekuacion shpérndarja posterior €shté né proporcion me produktin e méparshém dhe me
probabilitetin.

Peshat relative t&€ mundésisé dhe priori pércaktohen nga varianca e shpérndarjes sipas Simon et
al. (2010). Njé shpérndarje me variancé t€ vogél paraget njé peshé té€ larté né pércaktimin e
posteriorit. P&r shembull:

Njé shpérndarje normale prior P(b;)~N(u = 10,0 = 10) ka mé pak ndikim né mundésiné e
ndodhjes sesa njé prior me shpérndarje normale P(b,)~N(u = 10,0 = 2).

Teorema e Bayes-it pohon se informacioni 1 pérdorur né probabilitetet e pérftuara rreth ngjarjeve
té vrojtuara subjektive jep vlerésim.

Pér shembull né njé model linear té thjeshté regresi § = by + by x nése njohim dicka rreth vlerés
s€ pritshme (mesatares) t€ parametrit t€ panjohur b; té modelit nga kérkimet ¢ méparshme, nga
njohurité themelore ose nga t& dhénat prior, mund t€ pohojmé se b;~N(u, o) ku u dhe o jané
parametra t€ njohur té njé shpérndarje normale. Pér vlera t€ médha t€ ¢ mund té€ pérftojmé
shkall€ t€ larté pasigurie pér vlerén e b,, ndérsa vlera té vogla mund t€ pérftojmé besim té larté.
Né ményré alternative mund t€ pohojmé se b;~U(l,u) ku | dhe u jané kufiri i posht€m dhe
kufiri i sipérm 1 nj€ shpérndarje uniforme té vazhdueshme.
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Pér modelet statistikore Bayes-iane, me réndé€si jané dhe avantazhet dhe disavantazhet e tyre. Njé
kritik€ e forté pér kéto modele éshté selektimi i1 shpérdarjes prior g€ ndikon né vlerén e
parametrit. P& shembull, supozojmé se 10 studime né€ njé fenomen gjaté njé vrojtimi tregon
bashkésiné e vlerave {5.5, 8.1, 9.0, 6.3, 5.3, 6.5, 3.9} pér parametrin b; né njé model té thjeshté
té regresit linearé.

Si mund ta paragesim kété informacion né njé prior?

Mund té pérafrojmé kéto t&€ dhéna me njé€ shpérndarje normale dhe t€ pérdorim parametrat e
pérftuar si prior. N€ qofté se kéto vlera nuk dominojné parametrat e modelit, at€heré varianca do
té rritet duke pasqyruar besueshméri té larté ose t€ ulét né kéto vlera. Sido t€ jeté zgjedhja e njé
priori éshté e justifikueshme nga disa studiues dhe shpesh &shté njé sfidé pér té argumentuar
bindshém rreth nj€ priori mbi té tjerét.

Sic u pérmend mé lart, njé supozim i pérgjithshém i metodave Bayes-iane éshté se asnjé
informues nuk €sht€ i njohur si prior duke lejuar n€ két€ ményré pérdorimin e prioréve jo
informues dhe mé tej largimin e tyre. Pér shembull duke supozuar se njé parametér ka pritje
matematike zero dhe shmagie mesatare 1000 — relativisht njé prior jo informues. Sidoqofté,
caktimi 1 priorve jo informues si né kété shembull, shpesh rezulton né njé model me parametra
q€ nuk mund t€ pérftohen népérmjet metodeés sé pérgjasisé maksimale.

1.7.1 Shpérndarja prior pér njé parametér Binomial

Le té jet€ Y ndryshore rasti me shpérndarje Binomiale me parametra n dhe m, shénojmé p = y / n
Meqé m € (0,1), sipas Agresti et al. (2005) njé shpérndarje prior pér m &shté shpérndarja beta me
parametra & > 0, 8 > 0 e cila éshté proporcional me:

%11 —m)h1

Kjo shpérndarje ka E(m) = %/, | B

Densiteti posterior k(m/y) i m éshté proporcional me
k(n/y)~[n¥ (1 —m)"][r* (1 - m)F '] =
— 7.l.y+a:—1(1 _ n)n—y+ﬁ—1’

pér 0 < m <1 dhe me shpérndarje beta. Beta éshté shpérndarja prior. Shpérndarja posterior
€shté gjithashtu beta. Si rrjedhojé konkludojmé:

e 1 ka shpérndarje beta me parametraa™ =y + adhe f* =n—y + . N&

y+a
F
ményré ekuivalente, kjo &shté shpérndarja e %.
n-y+p
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ku F éshté n.r me shpérndarje Fisheri me n; = 2(y + a) dhe n, = 2(n—y +

B) shkallé lirie.
(n;ilﬁ)ﬁ ka shpérndarje Fisheri me n,;=2(y+a) dhe n,=2(n-y+p) shkallé
lirie.

Mesatarja e shpérndarjes posterior beta t€ m &shté njé mesatare e peshave e proporcionit t&
zgjedhjes dhe mesatares s€ shpérndarjes prior

E@/y) =a*/oc*+ﬁ’* - (y+a)/(n—y+ﬁ’)
=w () + =W [y ]

kuw = n/(n —y+B) &shté mesatarje e peshave té zgjedhjes.

Varianca e shpérndarjes posterior éshté

Var(n/y) = @ B/(a* +ﬁ*)2(a*+ﬁ* + 1)

qé pérafrohet me ’p(l B p)/ n pér n t€ médha.

Vlerésuesi 1 pérgjasis€é maksimale p = y /n rezulton péra = f§ = 0.

Pér shpérndarjen uniforme prior @ = = 1, shpérndarja posterior ka t€ njetén pérmasé me
funksionin e pérgjasisé maksimale binomial me pritje matematike E(/y) = (y + 1)/(n + 2).

Pérvec shpérndarjes uniforme, priori mé i pérdorur i vlerésimit Binomial €shté priori Jeffrey. Ky
prior €shté proporcional me rrénjén katrore t€ pércaktorit t€ matricés informuese Fisher pér
parametrat e interesuar, gjaté njé vézhgimi. N¢ rastin e shpérndarjes Binomiale ky prior €shté
betame a = f = 0.5.

Njé vlerésim altenativ me dy parametra specifikon njé prior normal pér logit(m). Kjo
shpérndarje e m éshté quajtur logistic-normal. Me shpérndarje priorN(0,02) pér logit(m)
densiteti prior pér  €shté:

-1

— 1 expf—L N2y 1
fm) = V2(3.14)02 exp{zﬁ (log 1—7r) }n(l—n') ,0<m<1

Né hapésirén probablitare () ky densitet &shté simetrik, béhet unimodal kur o2 < 2 dhe
bimodal kur ¢ > 2, por gjithmoné tenton drejt zeros ashtu si = merr vlerén zero dhe njé.
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e Pér o =1 densiteti grafikisht paraqitet me vlera né rritje graduale dhe mé pas
kéto vlera fillojné e zbresin.
e Pér o = 0.5 densiteti &shté pothuajse uniforme bén pérjashtim sjellja e tij afér
kufijve.
e Pér o =2 densiteti grafikisht paraqitet me vlera né rritje qé arrijn€ vlerén
maksimale dhe mé pas zbresin.
e Pér o = 3 sjellja e densitetit €shté e ngjashme me priorin me shpérnarje beta
(0.5,0.5).
Me priorin logjistik-normal, densiteti 1 posteriorit njehsohet si njé integral pér konstanten e
normalizuar.

1.7.2 Vlerésimi Bayes-ian pér parametrin binomial

Pérgjithésisht, pérdorimi i priorit uniform sjell shpérndarje posterior né ndértimin e njé intervali
besimi pér nj€ parametér binomial. P& shembull Walters (1984) ka treguar se kufiri i poshtém m;,
i intervalit t& besimit me y = 0.95 té Clopper—Pearson gézon barazimin P(Y = y/m;) = 0.25.
Brawn Cai dhe Das Gupa (2001, 2002) kané treguar se shpérndarja posterior e gjeneruar nga
priori Jeffrey pér intervalin e besimit t€ m né termat e mesatares siguron probabilitet dhe
supozimet e pritur.

Pér hipotezat

Hy:m=>m

H,:w<m,

njé vleré Bayes-iane P &shté probabiliteti posterior ku (m = my/y). Routledge (1994) tregoi se
me prior Jeffreys dhe my = 0.5 &shté aférsisht i barabarté me mesataren e njéanshme té vlerés P
pér testin binomial. Pjesa mé e madhe e literaturave rreth vlerésimit Bayes-ian pér njé parametér
binomial merren me rezultatin teorik t€ vendimit. Pér vlerésimin e njé parametri 8 duke pérdorur
vlerésuesin T me funksion w(8)(T — 6)?, vlerésimi Bayes-ian éshté:

E[6w(6)/yl/E[w(6)/y].

Me funksion [(T — m)?]/m(1 — m) dhe shpérndarjen prior uniforme, vlerésimi Bayes-ian i m

merret nga vlerésuesi i pérgjasis€ maksimale p = Y / n-

21



Modelimi matematik i t& dhénave kategorike dhe zbatime

1.7.3 Vlerésimi i parametrave multinomial

Rezultatet pér parametrin binomial me shpérndarje prior beta pérgjith€sohen dhe né€ ato
multinomial me prior Dirichle. Me c-kategori, supozojmjé se qelizat (nq,n,,...,n.) kané
shpérndarje multinomiale me n = ), n; dhe parametra m = (14, 5, ..., T.)".

Funksioni i pérgjasisé multinomial éshté proporcional me
c n;
=17 -

Densiteti 1 konjuguar €shté Dirichle, i shprehur né termat e funksionit gamma jepet si mé poshté:

Y(Z al) [;’l
9™ = ¥ (@) l_[

Pér0 < m; < 1pércdoidhe };m; =1, ku {a; = 0}.

Le t€ shénojmé me }; @; = K, shpérndarja Dirichle ka pritje matematike dhe Variancé si mé
poshté:

E(m) = ai/K dhe Var (m;) = a;(K — a;)/K?(K + 1).

Densiteti posterior éshté gjithashtu Dirichle me parametra {n; + «;}, késhtu pritja matematike
posterior €shté:

E(m;/ny,ny, ...,n.) = (n; +a;))/n+K

Le té jeté y; = E(m;) = a;/K, ky vlerésues Bayes-ian ekuivalenton mesataren e¢ peshave té
méposhtme:

[n/(n+ I)]p; + [k/(n+ k) ly;,

e cila éshté pjesa e modelit kur informacioni prior korespondon me provat K té rezultateve
a;, 1=12,..,c

Sipas Goog (1965) i referohet K si njé konstante, me sjellje t€ vecanté pasi me té njetat {a;} Ky
vler€sim pérjashton pjesé té modelit ndaj vlerés probabilitare y; = %, pér n té fiksuar, vlerat e K
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rriten. Ndérsa né (1980) Good atribuoi {a; = 1} tek De Morgam (1847), kur pérdori

(ni + 1)/ (n +c) pér t& vlerésuar m; t&€ zgjeruar n€ vlerésimin e Laplasit né€ rastin multinomial.

Perkos (1947) sugjeroi {q; =%}, me prior Jeffreys pér parametrat, Hoadly (1969) pérdori

vlerésimin Bayes-ian t€ rastit multinomial kur popullimi i interesuar €shté i fundém me pérmasé
t¢ njohur N. Ai argumenton se njé popullim i fundém me prior Dirichle &shté njé prior
multinomial kompleks i cili ¢on tek njé posterior multinomial kompleks.

Shénojmé N njé vektor me numra t&€ ploté jo negativé, té tillé q¢ komponenti i i-t€ i N; Eshté
numri i objekteve me kategori i,i = 1, 2, ..., c. Nése vendosim kushte n€ probabilitete dhe N q¢,
gelizat e numérueshme kané€ shpérndarje multinomiale dhe nése probabilitetet e tyre
multinomiale kané€ shpérndarje Dirichle t€ indeksuar nga parametri a 1 tillé q€ a; > 0 pér té
gjitha i me K = ), a;, at€heré né ményré té pakushtézuar N ka funksionin e masé€s multinomial
kompleks:

NIT(K) TTTN + )
TV +K) 1 LNiT(ay

Ky funksion shérben si njé shpérndarje prior pér N. Pér té dhénat e numérueshme {n;} né njé
zgjedhje me pérmasé n, shpérndarja posterior N — n €shté multinomiale kur

f(N/N;a) =

e N zEvenésohet nga N — n dhe
e «a z€vendésohet nga a + n.

Pér shpérndarjen Dirichle, mund té specifikojmé mesataren duke zgjedhur {y;} dhe variancén
népérmjet K, por nuk ka liri zgjedhje pér korrelacionet. Si njé altenativé, propozohet pérdorimi |
njé shpérndarje normale prior me multivariacionin pér parametrat multinomial < logit.

Né qofté se X = (Xy,X,,...,X.) ka shpérndarje normale me multivariacion atéheré m =
(mq, Ty, ..., ) Me 1; Si Mé poshté:

™ = exp(Xy) / Z exp(X))
j=1

ka shpérndarje logjistike < normale. Pér shembull kur kategorité jané té renditura dhe njéra
shfaq ngjashméri probabilitare né kategoriné e afért, njéra mund té pérdoré njé formé
autoregresive pér matricén e korrelacionit. Leonard (1973) ka sugjeruar kété pérafrim né
vlerésimin e njé histograme. Dickey (1983) paraget shpérndarje té cilat gjenerojné shpérndarjen
Dirichle dhe argumenton se ato jané té pérshtatshme pér tabelat e kontigjencés. Né qofté se
My <My <o Sy = Mpyq = oo+ = T, Vlerésimi i probabiliteteve multinomiale gjendet duke
pérdorur priorin e kufizuar Dirichle dhe mundésisht njé prior né k né qofté se éshté i panjohur.
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1.8 Pérfundime

Né kapitullin 1 ndryshoret kategorike klasifikohen dhe analizohen sé bashku me shpérndarjet
probabilitare té tyre. Pér shkak t€ mbidispersionit analiza e shpérndarjes binomiale dhe
multinomiale éshté shpesh e pavlefshme. Né testin pér njé parametér binomial pérdoret gabimi
standart SE real né vend té atij té vlerésuar.

Priori mé i pérdorur i vlerésimit pér parametrin binomial éshté priori Jeffrey, rezultatet pér
parametrin binomial me shpérndarje prior beta pérgjithésohen né€ ato multinomiale me prior
Dirichle. Modelet Bayes-iane q€ hasen né€ analizén e té dhénave kategorike pérdorin
informacionin paraprak (prior) n€ vlerat e parametrave té t¢ dhénave t€ vrojtuara né ményré qé té
pérftohen vlerésues té mépasshém (posterior) dhe tregohet se peshat relative t€ mundé€sisé dhe
priori pércaktohen nga varianca e shpérndarjes.
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Kapitulli 2

TABELAT E KONTIGJENCES DHE STRUKTURA PROBABILITARE E
TYRE

2.1 Hyrje

Né Kkété kapitull trajtohen tabelat dhe matricat e kontingjencés me dy-hyrje. Tabelat e
kontingjencés me 2-hyrje mund té zgjerohen né tabela té kontingjencés me shumé hyrje pér
ndryshoret multinomiale. Ndértohet matrica e kontigjencés, elementét e sé cilés jané té barabarta
me vlerat korresponduese té tabelés sé kontigjencés duke pérjashtuar vlerat margjinale. Tregohet
sipas Tsumoto (2009) se kur njé tabelé kontigjence merret si matricé atéheré pér pavarsiné
statistikore midis ndryshoreve rol kryesor luan rangu i matricés. Tregohet se pér r modele té
pavarura me shpérndarje binomiale, tabela e kontigjencés ka r x 2 pérmasé dhe vlerésimi i
parametrave binomial kryhet duke pérdorur vlerésimin empirik Bayes-ian.

Béhet vlerésimi i parametrave loglinear né tabelat e kontigjencés me dy hyrje, nga moda e tyre
posterior e cila shérben pér té pérftuar vlerésues té gelizave probabilitare.

2.2 Struktura probabilitare pér tabelat e kontigjencés

Shpérndarja probabilitare midis ndryshoreve kategorike pércakton lidhjen e tyre. Ato mund té
jené té varura ose té pavarura.

2.2.1 Tabelat e kontigjencés dhe shpérndarjet e tyre

Pérkufizim 2.2.1. Njé tabelé statistikore e cila tregon dendurité e vrojtuara té elementeve té té
dhénave té klasifikuara té dy ndryshoreve, me rreshtave gé tregojné njé ndryshore dhe shtyllave
gé tregojné ndryshoren tjetér quhet tabelé e kontigjencés me dy hyrje.

Por Sipas Karl Pearson (1904) kemi kété pérkufizim pér tabelat e kontigjencés:

Pérkufizim 2.2.2. Qelizat e njé tabele qé pérmbajné dendurité e llogaritura nga rezultatet e
vrojtuara pér njé zgjedhje, tabela éshté quajtur tabelé kontigjence.
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Njé emer tjetér éshté tabela e klasifikimit te krygezuar. Njé tabelé kontigjence me | rreshta dhe j
shtylla éshté quajtur tabelé i x j.

Le té jeté X dhe Y dy ndryshore kategorike, X i kategorisé k dhe Y i kategorisé m. Klasifikimi i té
dy ndryshoreve ka mxk mundési kombinimi. Ndryshoret (X,Y) té zgjedhura né ményré té
rastésishme nga njé popullim kané njé shpérndarje probabilitare. Né njé tabelé kemi m rreshta
pér kategorine Y dhe k shtylla pér kategoriné X qé pércaktojné kété shpérndarje. Té dhénat
paragiten né tabelén e kontigjencés (2.1)

Tabela 2.1: Tabela e kontigjencés pér dy karakteret A dhe B

Ay A, Aj Ay Shuma
A
B
B, X11 X132 Xij | e X1k X1
B, X21 X22 X2j Xa2k X3
Bl Xi1 Xi2 xl] Xik X
Bm Xm1 Xm2 xm] Xmk Xm
Shuma X1 X X j Xk X =n

x;j — shté numri i personave gé i pérkasin klasés sé i- té té karakterit B dhe klasés sé j —té té
karakterit A.

Xj= inq Xijs Xi, = Z?=1xij. 2}1:1 Xj= i1 X =X =n.

2.2.2 Tabelat e kontigjencés 2x2
Tabelat e kontigjencés me 2 x 2 tregojné lidhjen midis dy karaktereve sipas dendurive té tyre.

Pérkufizim 2.2.3. Le té jené X; dhe X, ndryshore binare né hapésirén A té ndryshoreve. A éshté
tabelé kontigjence e njé bashkésie té fundme si:

I[X1 = 0]1, [[X; = 1]I, [[X, = 0]|, [[X = 1],
I[X; =0AX, =0]||[X; =0AX, =1]],

[[X1 =1AX, =0],[[X; =1AX, =1]],
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I[X; =0vX, =1]|,[[X, =0VX; =1]|(= N)

Kjo tabelé éshté paragitur né tabelén 2.2 si mé poshté:
[[X1 = 0]] = x11 + %21 = x4, |[[X1 = 1| = x12 + %22 = %,
[[Xz = O] = x11 + x12 = %1, |[[Xz = 1| = x21 + x32 = x5,
[[X1 = 0AX; =0]| = x11 |[[X; = 0A Xy = 1]] = x4,
[[X1 = 1A Xy = 0] = x15, [[X; = 1A X, = 1] = x5,
I[X; =0vX, =1]|[[X,=0VvX, =1]|
[X;=0vX; =1]| =x;+x; =x,

[X,=0VX,=1]| =% +x, =x (=N)

Tabela 2.2: Tabela e kontigjencés 2x2

X,=0 X; =1 | Total
X;=0 X11 X12 X1,
X, =1 X21 X22 X2.
Total X1 X X,

E réndésishme éshté té kontrollohet hipoteza Hg lidhur me pavarésiné e dy karaktereve X; dhe
Xo.

Pér té vlerésuar diferencén midis dendurisé teorike dhe asaj té vrojtuar pérdoret testi i Pearsonit (
kriteri hi-katror):

X, X]

& (i ——5)?
vi=) ) w2 (k= Dm—1)

0S¢

k m 2
T
= Yy B (- 1n - 1)

i=1 j=1
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xi.-x.j

kUhij =

Ky kriter nuk pérdor vlerat e ndyshores, qé vrojtohet, por vetém dendurité e tyre, kjo lejon qé ky
kriter t€ pérdoret edhe pér vrojtime qé merren nga ndryshoret kategorike.

Né qofté se p;; éshté probabiliteti gé njé vrojtim i pérket gelizés (X, Xz ) sipas Agresti (2002)
atéheré kur hipoteza H, éshté e vérteté do té kishim qé p;; = p; - p ;Si hipotezé alternative éshté
Hoipij # 0i"pj

Gjendet vlera e testit V2 dhe merret vendimi né qofté se VZ_; > y2((k — 1)(m — 1)) atéheré
hipoteza H, hidhet poshté né té kundért ajo pranohet. Le té jeté p probabiliteti gé (X,Y) ndodhet
né rreshtin i dhe kolonén j. Shpérndarja probabilitare {p;;} éshté shperndarja e perzier e X dhe
Y. i pércaktojmé ato me p; éshté shuma e probabiliteteve pér ndryshoret e rreshtave dhe p ; éshté

shuma e probabilteteve pér ndryshoret e kolonave, ku shenja “-” pércakton shumén e indekseve e
cila éshté

bi. = Z;l=1 pij dhe p; ity pij

Ku Y;pi= Xjpj = Xi Xjpi;=1.0, domethéné shuma sipas rreshtave e probabiliteteve dhe shuma
sipas shtyllave e probabiliteteve &shté 1. Megjithaté, njé kategori e fiksuar (X;, X3) ka njé
shpérndarje probabilitare. Ajo lidhet me studimin se si kjo shpérndarje ndryshon kur ndryshon
kategoria e X;-it. Nése njé subjekt Kklasifikohet né i rreshta pér Xy, p;,; tregon probabilitetin e
klasifikimit né j kolona pér X,,j =1, ..., J.

Dime se . p;;; =1. Forma probabilitare {p, /;,..., p;/i} € shperndarjés pér X, né kategoriné i pér

X1. Shpérndarjet probabilitare zgjerohen né koncept me llogaritje té gelizave té tabelave té
kontigjencés. Pér shembull njé zgjedhje e marré me shpérndarje Puasoni i trajton gelizat {Y;;} si
ndryshore rasti te pavarura Puasoni me parametra {u;;} . Densitetit probabilitar pér rezultatet e

mundshme {n;;} éshté prodhim i probabiliteteve t& Puasonit P(Y;; = n;;) pér ixj geliza:

n;j
| | | | exp(— ﬂij)#ij-/nij!
i j

Kur véllimi i zgjedhjes n éshté i fiksuar por rreshtat dhe shtyllat nuk jané, pérdorim nje model te
zgjedhjes multinomiale. Qelizat ixj jané rezultatet t¢ mundshme. Densiteti probabilitar pér
njehsimin e gelizave ka trajtén:

[n!/ngg Leong T T 0™

Shpesh, vrojtimet pér njé ndryshore Y té varur shfagen né varési té njé ndryshore X té pavarur.
Pér thjeshtesi perdorim simbolin n; = n;. pér shumén sipas rreshtave. Supozojmé se n; vrojtimet
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e Y varen nga i dhe X jané té pavarur, secila me shperndarje probabilitare {p,, p;/}.
Njehsimet {n;;, j = 1, ..., ]} kénagin kushtin ¥; n;; = n;.

Né kété ményré kemi formén Multinomiale té méposhtme:

n;! ngj
il L7 @)
J j

Kur zgjedhjet e rastit pér X jané té pavarura, funksioni probabilitar i pérzier pér njé bashkési té
dhénash éshté prodhim i funksionit multinomial (2.1). Kjo quhet zgjedhje multinomiale e
pavarur ose prodhim zgjedhjesh multinomiale.

Zgjedhjet e pavarura multinomiale jané rezultat i kétyre kushteve: Supozojmé se n;; éshté
rezultat i zgjedhjes sé pavarur me pritje matematike {u;;} ose zgjedhje multinomiale pér gelizat
IJ me probabilitetet {p;; = u;;/n}. Kur X éshté njé ndryshore e pavarur, pérmbush kushtet e
statistikes referenciale ku {n; = ¥.;n;;} kur vlerat nuk jané té fiksuara. Sipas {n;} geliza
njehsohet {n;;, j=1,...,J} ka shpérndarje multinomiale (2.1) me probabilitete p;,; =
wij/mi,{j =1,..,J} dhe geliza llogarit gé rreshtat jané té pavarur. Me kété kusht themi se
rreshtat né total jané té fiksuar dhe i analizojmé té dhénat si modele té vecanté té pavarur.

2.2.3 Tabela e kontigjencés mxn

Tabela e kontigjencés me dy hyrje mund té zgjerohet né tabela té kontigjencés me shumé hyrje
pér ndryshoret multinomiale. Tabela e kontigjencés sipas Tsumoto (2006) me mxn pérmaseé jepet
né trajtén:

Tabela 2.3: Tabela e kontigjencés mxn

A Ay A, A; A, Shuma
B
B, X11 X12 e X1j | eeeees X1in X1,
B, X1 X322 Xyj Xon Xy,
Bl Xi1 Xi2 xl] Xin X
Bm Xm1 Xm2 xm] Xmn Xm
Shuma X4 X5 X j X, x =N
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Pérkufizim 2.2.4. Le té jené X; dhe X; dy ndryshore multinomiale né hapésirén A qé ka m dhe n
vlera, tabelé kontigjence e bashkésisé A éshté:

IX=Al IX2=Bi]l, IX1=AA Xo=Bi]|, [[X1=A1 A X1=Az...A X1=An 1],

I[X2=B1 A Xo=As...A Xo=An 1|= (N) (i=1,2,...,n,m=1,2,...,m), N= X..

Kjo tabelé éshté paraqitur né tabelén 2.3 si mé lart ku;

|[X1 = 4;]| = TRy x1 =x, |[X, = Bill = Yi=1%1 =X, |[X1 = 4; A X, = Bi]| = x4,

x =N({=12,..,ndhe j=1,2,..,m).

2.2.4 Pavarésia statistikore e tabelave té kontigjencés 2x2

Konsiderojmé tabelén 2.2 té kontigjencés me dy hyrje. Pavarésia statistikore midis X; dhe X,
éshté:

P([X, = 0,X; = 0]) = P([X, = 0]) - P([X> = 0])
P([X, = 0,X; = 1]) = P([X, = 0]) - P([X> = 1])
P([X, = 1,X; = 0]) = P([X, = 1]) - P([X> = 0])
P([X1=1,X, =1]) = P([X, = 1]) - P([X, = 1]).

Megenése ¢do probabilitet paragitet si raport i ¢do gelizé me N, ekuacionet e mésipérme jané
llogaritur si:

X11 _ X11+X12  X11+%X21
N N N

)

X12 _ X11+tX12  X12+X22
N N N

)

X21 _ X21+X22  X11+X21
N N N

)

X22 _ X21tX22  X12+X22
N N N

Meqenése N = };; x;;, atéheré formulat e méposhtme meren nga katér barazimet e mésipérme
dhe kané trajtén:

X11X22 1

X11X22 = X12X21 0S€
X12X21

NEé kéto kushte ka vend teorema 2.2.1:
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Teorema 2.2.1. Nése dy ndryshore X, X, né tabelén e kontigjencés 2 X 2 jané statistikisht té
pavarura, atéher€ ka vend ekuacioni:

X11X22 = X12X21 0S€ _x11x22 =1

X12X21
Vemé re se barazimi i mésipérm &shté pércaktori 1 matric€s korresponduese té tabelés sé
kontigjencés 2 X 2 pérmasa pércaktori i sé cilés éshté i barabarté me zero. Gjithashtu, kur kéto
katér vlera nuk jané té barabarta me 0, ekuacioni i mésipérm mund té shndérrohet né trajtén e

méposhtme:

X11 _ X12

X21 X22

Supozohet se raporti i mésipérm éshté i barabarté me C, konstante. Atéheré

{xu = Cxy
X12 = CXy;

Duke béré zévendésime merret:

X110+ X1, C(xpy +x22)

C= X1 _ X12
X1 + X22 X1 T X2 X1 X2

2.2.5 Pavarésia statistikore e tabelave té kontigjencés 2x3
Konsiderohet tabela e kontigjencés 2 X 3 e paraqitur né€ tabelén

Tabela 2.4: Tabela e kontigjencés 2 x 3.

X;=0 X11 X12 X13 X1,
X;=1 X21 X22 X23 X2.
Shuma X4 X5 X3 X,

Pavarési statistikore midis Xy, X, €shté:

P([X1 = 0,X; = 0]) = P([X; = 0]) - P([X, = 0])
P([X1 = 0,X; = 1]) = P([X; = 0]) - P([X, = 1])
P([X1 = 0,X; = 2]) = P([X; = 0]) - P([X> = 2])

P([X; =1,X, =0]) = P([X, = 1]) - P([X, = 0])
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P([X1 = 1,X; = 1]) = P([X; = 1)) - P([X; = 1])
P([X1 = 1,X; = 2]) = P([X; = 1]) - P([X> = 2])

Megenése cdo probabilitet jepet si raport i ¢do gelizé me N, ekuacionet e mésipérme jané
llogaritur si:

X11 _ X11+X12+X13  X11+X21 (2.2)
N N N )
X12 _ X11+X12+X13  X12+X22 (2.3)
N N N )
X13 _ X11+X12+X13  X13+X23 (2.4)
N N N ’
X21 _ X21+X22+X23  X11+X21 (2.5)
N N N )
X22 _ X21+X22+Xp3 X12+X22 (2.6)
N N N )
X23 _ X21+X22+X23  X13+X23 (2.7)
N N N )

Nga ekuacioni (2.2) dhe (2.5) marrim:

X111 X131t X1p + Xg3

X21 X211 Xzt X3
Né té njéjtén ményré, ekuacioni i méposhtém do té merret:
Y _ X1z X1z XuitXiptXaz (2.8)

X21 X22 X23 X21tX22+X23

Pra, ka vend teorema 2.2.2:

Teorema 2.2.2. Né qofté se dy ndryshore né tabelén e kontigjencés 2x3 jané té pavarura
statistikisht, atéheré ka vend barazimi:

X11X22 — X12X21 = X12X23 — X13X22 = X13X31 — X11X23 = 0. (2.9

Pérfundimi 1 arritur né tabelat e kontigjences 2x2 dhe 2x3 pérgjithésohet edhe pér tabelat e
kontigjencés té trajt€s 2xn, n> 3. N& kété rast ekuacioni (2.9) mund t€ paragqitet si:

X11 _ X1z _ X13 __  _ Xin _X11+XipHXaztAXan Yie=1 X1k (2.10)

— yn
X21 X22  X23 Xon  X21+Xz2+X23++Xon Yk=1%2k
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Pra ka vend teorema 2.2.3:
Teorema 2.2.3. Né qofté se dy ndryshore né tabelén e kontigjencés 2x k, k=2,3,...,n
jané té pavarura statistikisht, atéheré ka vend barazimi:

X11X22 — X12X21 = X1X23 — X13X3 = *** = X1pX21 — X11Xn3 = 0. (2.11)

2.3 Krahasimi i dy raporteve

Shumé studime synojné té krahasojné ndryshoret me dy vlera. Le te jeté Y ndryshore me dy
kategori rezultatesh gé jané sukses dhe mossukses. Njé tabele kontigjence 2x2 i paraget
rezultatet. Né té rreshtat jané grupime X dhe shtyllat jané kategorité e Y.

2.3.1 Diferenca e raporteve

Pér t& dhénat né rreshtin i, p,,; éshté probabiliteti i suksesit né kategoriné 1. Pér dy
rezultate, p,,; =1—p,,; dhe pér thjeshtesi pérdorim simbolin p; né vend té p, ;. Diferenca e
raporteve (probabiliteteve) té sukseseve, p; — p, éshté krahasim bazé pér dy rreshta.

Krahasimi pér mossukseset éshté ekuivalent me krahasimin e sukseseve megenése

1-p)—A—p2) =p2— D1

Diferenca e raporteve léviz midis -1.0 dhe +1.0. Ajo barazohet me zero nése rreshtat kané
shpérndarje té kushtézuar, identike. Y éshté statistikisht i pavarur nga rreshtat kur p; — p, = 0.

Risku relativ pércaktohet (Agresti 2002) nga raporti

2% (2.12)

Al duhet té jeté njé numér real jonegativ. Pér riskun relativ merr vlerén 1.0 i kemi pavaresiné
midis X dhe Y.

Duke krahasuar rreshtat né kategoriné e dyté, marrim riskun relative si mé poshté:

1-p/1-p,

2.3.2 Raporti i shanseve (mundésive)

Le té jeté p probabiliteti i suksesit té njé ngjarjeje rasti, raporti i mundésive té suksesit me té
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mossuksesin pércaktohet nga:
odds =p/(1 —p)
odds éshté jonegative dhe odds > 1.0 kur nje sukses ka probabilitet mé t& madh se mossuksesi.

Nése p= 0.75, atéhere odds = 0.750.25 = 3.0; njé sukses éshté 3 heré mé i pritshem se njé
mossukses, ose presim pér 3 suksese né ¢do mossukses. Kur odds =1/3, njé mossukses eshte 3
heré mé i pritshem se njé sukses. Anasjelltas,

p=odds/odds +1

Pér shembull, kur odds = 1/3, atéheré p = 0.25.

Referuar njé tabele 2 x 2, me i rreshta, rasti i sukseseve éshté:
odds; =p;/1 —p;

Raporti i mundésive odds; dhe odds, pér 2 rreshta éshté

odds 1-
odds = 1 _Dpi(1-p1)
odds;  p2(1-p2)

, Bshté quajtur raport i shanseve (mundésive).
Né ményré té pérgjithshme pér i rreshta,

odds; =p;1/1—piz,i = 1,2
Né kété ményré raporti i mundésive jepet si mé poshté:

odds = P11/P12 — P11D22 (2 13)
P21/D22 P12P21 ’

Nje emértim tjetér pér odds éshté raporti i prodhimit té térthorté.

2.3.3 Lidhja midis Raportit t¢ mundésive dhe Riskut Relativ

Nga barazimet e mesipérme (2.12) dhe (2.13) nxjerrim se

. . . . (1-
raporti i mundésive = risku relativ (1 22).
—FP1

Madhesité jané té krahasueshme nése probabiliteti p; i rezultateve éshté afér O pér té dyja grupet.

2.3.4 Pavarésia statistikore e tabelave té kontigjencés mxn

Konsiderojmé tabelén e kontigjencés mxn, si né tabelen 2.3 Atéheré€ pavarésia statistikore midis
X1, X, jepet me formulén:
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P([X, = 4, X, = Bj]) = P(X, = ADP(|X, = B])
((i=12,..,mdhej=1.2,..,n)

Meqgenése cdo probabilitet jepet si raport i cdo gelize me N atéheré ekuacionet e mésipérme
llogariten si:

Xij iy Xige Dje1 Xik

N N N

nga ku marim:

n m
_ Li=1%ik Zj:lxlj
xij =

Pér njé j té fiksuar kemi:

n
Xigj _ k=1 Xigk

—yn
xibj 2k=1xibk

Pér njé i t€ fiksuar kemi:

m
Xijg _ Li=1 %,

—ym
Xij,  Al=1%1j,

Ky ekuacion ka vend pér cdo j, prandaj merret ekuacioni i méposhtém:

n
Xigt _ Xigz _ Xign _ k=1 Xiqk

- - - n
xibl xibz xibn Zk:lxibk

Vemé re se ana e djathté e barazimit éshté madhési konstante atéheré dhe ana e majté éshté e
tillé. Né kété kushte ka vend teorema:

Teorema 2.3.1. Nése dy ndryshore né tabelén e kontigjencés t€ trajté€s mxn, (2.3) jané té pavarura
statistikisht, atéheré ka vend barazimi:

Xiglt X2 Xign ..
—— = — = ... = —— = konstante, (iy, i, = 1,2, ...,m)
xibl xin xile
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2.4 Matricat e kontigjencés
Fillimisht pérkufizohet matrica e kontigjencés dhe rangu i saj.

Pérkufizim 2.4.1. Matrica e kontigjencé€s My, . €sht€ matrica e cila ka si elementé€, elementé t€

tabelés s€ kontigjencés X, p té dy ndryshoreve A dhe B duke pérjashtuar vlerat margjinale.
Pérkufizim 2.4.2. Rangu 1 tabelés s€ kontigjencés €shté rangu 1 matricés sé kontigjenceés.

Matrica ¢ kontigjencés e tabelés s€ kontigjencés m X n €sht€ (X( X1, X)) e pércaktuar si My y,

si mé poshté:

X11 X12 X1in

X X X
M — ?1 ?2 2n

Xm1 Xm2 Xmn

2.4.1 Pavarésia e tabelés sé kontigjencés 2x2

Duke iu referuar tabelés sé kontigjencés (2x2) matrica korresponduese ¢ kontigjencés My, x,

o s X11 X12

éshté: M = ( )
X21  X22

Vihet re se pércaktori i matricés s€ kontigjencés éshté:

det(MXXLXZ) = X11X22 — X12X21

2,nése det(My, x,) # 0

Rangu i matricés sé€ kontigjencés 2x2 &shté: rang = { 1 nése det ( Mxl_xz) ~0
Nga teorema 2.2.1 marret teorema 2.4.1:

Teorema 2.4.1. Nése rangu 1 matric€s korresponduese té tabelés s€ kontigjencé€s 2x2 &shté 1
barabarté me 1, aréheré dy ndryshoret jané€ t€ pavarura statistikisht.

1, té pavarura statistikisht

rang = <
& { 2,té varura

Ky arsyetim pérgjithésohet dhe né rastin e tabelés sé kontigjencés 2 X n

Teorema 2.4.2. Nése rangu i1 matric€s korresponduese té tabel€s s€ kontigjencés 2xn éshté i
barabarté me 1, aréheré dy ndryshoret jané€ t€ pavarura statistikisht.
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1, té pavarura statistikisht

rang = <
g { 2,té varura

2.4.2 Pavarésia e tabelés sé kontigjencés 3x3

N¢ tabelat e kontigjencés kur numri i rrjeshtave dhe shtyllave &sht€é mé i madh se 3 situata
ndryshon. Vihet re se kur rangu i matricé€s korresponduese éshté 1, ndryshoret jané t€ pavarura
statistikisht dhe né rastin kur rangu &éshté min(m,n), at€heré ndryshoret jané t€ varura. Por
shtrohet problemi se cfar€ ndodh kur rangu i matricés esht€¢ mé i madh se 1 dhe mé 1 vogél se
min(m,n)? N& kéto kushte merret matrica e kontigjencés té tabelés sé kontigjencés 3x3.

Shembull 3.2. Supozojmé se matrica korresponduese €shté:

5 6

: g)+ 2 (=)

1 2 3
A= <4 5 6), pércaktori i matricés A, det(A)=1- (—1)1*1. det(
7 8 9

4 6
7 9

4 5

det( 7 8

)+3-(—1)1+3-det( )=1-(—3)+2-6=3-(—3)=0.

Pra, rangu 1 matricés A nuk &shté 3, dmth ai €shté mé 1 vogél se 3. Nga ana tjetér meqé
(123) #k(456) dhe (123) #k(789), até€heré rangu i1 matric€s nuk &shté 1. Pra rangu i matricés A
éshté 2. N&é kété rast kemi varési lineare midis rrjeshtave domethéné se njéri nga rrjeshtat
shprehet si kombinim linear€ i dy rrjeshtave té tjeré.

Pér shembull, (456) = ~{(123) + (789)}

Prandaj, né kété rast, mund té themi se dy nga tre ciftet e njé ndryshoreje jané té varur nga
ndryshorja tjetér, por njé cift éshté statistikisht i pavarur nga cifti tjetér né lidhje me kombinim
linear dy cifte té tjera. Eshté e lehté pér té paré se ky rast pérfshin rastet kur dy cifte jané
statistikisht té pavarur nga ndryshorja tjetér, por tabela béhet statistikisht e varur me ndryshoren
tjetér. Pra, matrica pérkatése éshté njé pérzierje e varésisé statistikore dhe pavarésisé. Kété rast e
guajmé pavarési kontekstuale. Né kété rast kemi té béjmé me pavarési kontekstuale.

Teorema 2.4.3. Né gofté se rangu i matricés korresponduese té tabelés sé kontigjencés 3x3 éshté
1, atéheré dy ndryshoret e tabelés sé kontigjencés jané té pavarura statistikisht.

1, tépavarura statistikisht
Pra, rang = {2, kontekstualisht té varur .
3, té varur

Kjo situate mund té pérgjithésohet dhe né rastin e tabelés sé kontigjencés mxn.
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2.4.3 Shpérndarjet margjinale dhe matrica e vlerave té pritshme

Né analizat statistikore t€ njé tabele kontigjence, shpérndarja margjinale luan njé rol té
réndésishém. Sidomos, shpérndarja margjinale €shté e lidhur ngushté me pavarésiné statistikore
midis dy ndryshoreve. Né fillim pérkufizohet shp&rndarja margjinale rrjesht ose shtyllé.

Pérkufizim 2.4.1. Shpérndarje margjinale rrjesht té My, s éshté mry x, ¢ cila pércaktohet si:

x.j = (x.lix.Z' ""x.m)i

ku éshté marr€ si prodhim 1

X11 X12 X1n

X X X
(1 1 1) ?1 22 2n

Xm1 Xm2 - Xpp

Shpérndarje margjinale shtyll€ t€ M Xx1 %, ,éshté mcy, x, € cila pércaktohet si:

X1,
X =
xn.
ku éshté marré si prodhim i:
xll x12 xlTL 1
X21 X222 vt Xop
xml xmz xmn 1

Eshté e dukshme se shpérndarja margjinale rrjesht dhe shtyllé korrespondon me
P([X, = A;]) dhe P([X, = B}]).

Atéheré, kur kemi pavarési statistikore midis dy ndryshoreve kemi:

P([X, = A, X, = Bj]) = P([X; = A, - P([X, = B])

Ku cdo vler€ x;; &€shté marré si shumézim i x; dhe x;

xij _

X..

=

=
X.

aE
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Késhtu matrica e vlerave té€ pritshme €éshté matrica elementét e s€ cilés jané dhéné nga pavarésia
statistikore e dy ndryshoreve e cila €shté pércaktuar si mé poshté:

Pérkufizim 2.4.2. Matrica e vlerave t€ pritjes Ex, x,(m, n, N) pércaktohet nga My y,(m,n,N).

Matrica pércaktohet me ané t€ elementéve e;; q€ e;; jepen si prodhim i elementéve té
shpérndarjes margjinale

eij = .

Pra, &shté e qarté se kjo matric€é mund té€ zbérthehet si shumézim i shpérndarjeve margjinale
rrjesht dhe shtyllg.

Teorema 2.4.4. Matricae pritjes Ex, x,(m,n, N) zbérthehet si:
EXl'Xz(m, n, N) = mrM,XZ X mCMlxl (214)

Testin Hi-katror paraqitet si shumé e differences midis vlerés sé€ vrojtuar dhe vlerés sé pritur:

K Xi "X

(xU X..
Z Xi. "X

i=1j=1

)2

e cila ka shpérndarje y? me (m — 1)(n — 1) shkallg lirie.

Shénojmé diferencén midis vlerés sé vrojtuar dhe vlerés s€ pritur me g;;. Nga piképamja e
teoris€ s€ matricave o;; €sht€ pércaktuar nga

My, x,(m,n,N) — Ex _x,(m,n,N)

ku kjo matricé quhet matricé e mbetjes.

Pérkufizim 2.4.3. Matrica e mbetjes Sy, x,(m, n, N) &shté pércaktuar si:
(i)
ku oij merret si nj€ diferencé e elementéve x;; me elementét e;; .

X - x.j

(0i) = x; (2.15)

X..
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2.5 Shpérbérja e matricave té mbetjes
Matrica e mbetjes zotéron karakteristika shumé té réndésishme.

Teorema 2.5.1. Le t& jet€ Sy, x,(m,n, N) matricé e mbetjes s€ matricés My, y, (m, n, N). Atéheré
det(Sy, x,(m,n,N)) = 0.

Vértetim

Nga ekuacioni (2) pércdo (j = 1,2, ..., n),

n
7=,

n
i=1 i=1

Xi "X j X
(xu _'__;__0 =Xj— = 0.

Késhtu, O-lj + 0'2]' + -+ O-mj = 0,

Ku té paktén njé rresht mund té shprehet si kombinimi linear€ i rrjeshtave té tjeré pra pércaktori i
késaj matrice &shté e barabarté me zero.

Teorema 2.5.1 tregon se rangu matricés Sy, x, (m,n, N) éshté t€ shumtén min(m,n) — 1.

Né kéto kushté kemi njé pavarési kontekstuale tek tabela e kontigjenc€s. Kur matrica e
kontigjencés jep pavarési kontekstuale atéheré matrica mund t€ zbérthehet si prodhim 1 tre
matricave:

M(m, n, N) = MmXSM(S' S, N')MSXTI

Ku M(s,s, N’) éshté matricé bazé e M(m,n, N) rangu i sé cilés éshté i barabarté me s M, xp,
€shté nj€ matric€ me pérmasé m X n.

Pér mé tepér matrica e pritjes mund té pérgjithésohet si tek ekuacioni 2.14 né kéto kushte merret
njé€ shpérbérje e matric€s sé kontigjences. Kété ka vend teorema:

Teorema 2.5.2. My, x,(m,n,N) = mry x, X mcy x, + MpyysM'(S, 8, N )Mgyp,

Ku M'(s, s, N*) éshté matrica bazé e Sy, x,(m,n, N), (s < min(m, n)).

Shembull 5.1.

Le té konsiderojmé matricén e méposhtme
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1 1 1
Atéher€ matrica e pritjess E, €shté: E, = %(1 1 1)
1 1 1

Matrica e mbetjes éshté: S, =

Wl

2 -1 -1
(—1 2 —1>kudet(SA)=0.

-1 -1 2
Vemeé re se rangu 1 matric€s éshté 2.

Késhtu matrica e vlerave t€ pritshme dhe matrica e mbetjeve mund té€ shpérb&hen si mé poshté:

1
E, =%<1> 1 1 1)
1

1/1 0 _ _
s=3(0 1) NG

dhe

2.5.1 Shpérbérja e matricave 2 X 2

Njé€ nga rezultatet e Teoremés 2.5.2 €shté shpérbérja e matricé€s 2 X 2, para se ta b&ymé kété
shpérbérje le t€ japim rastin e pérgjithshém.

Teorema 2.5.3. Mbetje e My, x,(m,n, N) merret

Oi; = xl"{xij Zk¢i21¢j Xk1 — (Zlij Xi1) (Zkiixkj)}-

Vértetim.

X - X_j 1
Oij = Xij — = xi;(xj + Zx.l) — (x5 + Z Xi1)X,j

x.
17 17
1
=7 xij(xj + Z Xpr + Z Xi) — (Z xi) (xi; + Z X))
- KtT1%) 17 17 7
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:xl,,{xif Vi 2w j X — S j Xir) Ciei i) }-

Nga kjo teoremé kemi kéto rezultate pér matricat 2 X 2.

Teorema 2.5.4. S(2,2, N) tregon mbetje M(2,2,N).

Atéheré

_ D1/ GEO N
Oij = ~ (X12X21 = X11X22) = " (X12X21 = X11X22).
Vértetim.

Nga teorema 2.5.2, marrim: i = j =1

1
dhe 011 = x—{xn Yz 2121 Xk — iz X11) k1 Xk1)} =
1
—x_( X11X22 — X12X21).
NE t€ njetén ményré:
1
012 = x—(x12x21 — X11X22)
1
021 = x—(x12x21 — X11X22)

Oy = x—( X11X22 — X12X21) né kéto kushte matrica mbetje jepet né két€ ményre:

— X12X _
X11X22x" 12%21 (_11 11)

Pra, né€ rastin e matricés 2 X 2 ka vend kjo teorema 2.5.5
Teorema 2.5.5. Shpérbérja e M (2,2, N) jepet si:

M(2,2,N) = Ep,(2,2,N) + S5,,(2,2, N)

:xi (;C;) (X1 x2)+ _xllxzzx—"xnxu (_11 —11)
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Shembull 5.2.

Le t€ marrim matricén B = (é i)

Matrica e vlerave té pritjes dhe matrica e mbetjes jané:

B =355 42) 5= 5(7 )

Késhtu kéto dy matrica Eg, Sp shpérbéhen si mé poshté:

Ey = 110(3) (4 6)dhe Sy = 110(_11) -1 1)

N¢ két€ ményré marica e dhéné B shpérbéhet né kété ményre:

1 2 ,_
3 P=w()e orp(EHeE .

2.6 Shpérbérja e matricave 3 X 3

2.6.1 Matrica 3 X 3 me rang 2

Megenése jemi né matrica me pérmasa 3 X 3 dhe rangu i1 t€ cilés €sht€ 2 atéheré pér
konkretizim, supozohet se rrjeshti i treté shprehet si kombinim linear€ 1 dy rrjeshtave té tjeré ose
shtylla e paré shprehet si kombinim linear€ 1 dy shtyllave té tjera pra né kéto kushte kemi:

(x31 X33 X33) = (X171 X172 X13) + (X321 X322 X23)

X13 X11 X12
dhe X23 | =ul X21 |+ v | X22 |.
X33 X31 X32
Vemé re se rangu 1 matricés s€ mbetjes €éshté t&€ shumtén 2, at€heré kéto katér elementé jané
mjaftueshém pér t€ studiuar karakteristikat e matric€s sé mbetjes.
Bazuar né€ teoremén 2.4.4 njehsojmé g4

o=t Y Y= 3w (Y|

k#1 1#1 l#1 k+1

= x_{xn(xzz + X3 + X33 +x33) — (X1 +X12 ) (%21 + Xx31)}
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1
= x_{xn(xzz + Xx23) + (Sx12 +tx; ) + (Sxy3 +txp3 )) — (X412 +

X13)(X21 +Sx11 +tX21)}

= x_ (1 +t){x11 X2z +x11 X3 — (X192 + X413 )X21 }
= x_ (1 +t){x11 x22 +x11 (Uxpy + VXpp) — X1 (X132 +UXyy + VXg2)}

1
=7 1+ )1+ v)(x11X22 — X12X21)-

Né ményré té€ njet€ marrim:

012 = x_ 1+ 8)(1+ u)(x12X21 — X11X22)
1
021 = o (1+5s)(1 + v)(x12Xx21 — X11%X22)

1
Oy = x_ (1 +s)(1+u)(x11X22 — X12X21)

Até€heré matrica e mbetur paraqitet si mé poshté:

A+ +v) —(1+8)(1+w)
Z(xllxzz ~ X12%21) (—(1 +)(1+v) (A+s)1+w )

Késhtu rangu 1 matric€s s€ mbetjes €shté 1 barabarté me 1.
Ka vend teorema 2.6.1:

Teorema 2.6.1. Né qofté se rangu 1 matricés sé€ kontigjencés 3x3 &shté 2, at€¢heré rangu 1 matricés
s€ mbetjes &shté 1.

Shembull 6.1.

1 2 3
Jepet matricaC,C =(4 5 6.
7 8 9

det(C) =0, vemé re se rangu 1 C &shté 2.
Gjejmé matricén e vlerave t€ pritjes dhe matricén e mbetjes, té cilat jané:

(72 90 108 )
Ey=| 180 225 270 dheS, =

=27 0 27
=l 0 0 0 , ku rangu 1 S, éshté i barabarté me
288 360 432

27 0 =27
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1, (rg(S4) = D).
Késhtu matrica e vlerave té pritjes dhe matrica e mbetjes shpérbéhen né kété€ ményré:

1/6
EA=E 15)(12 15 18)
24

dhe

2.6.2 Matrica 3 X 3 me rang 3

NEé rastin kur kemi két€ matric€ dhe rangu i s€ cilés €shté 3, atéheré rangu i1 matricés sé mbetjes
€shté 2. Le ta konkretizojmé kété situaté.

Shembull 6.2

1 2 3
Jepet matrica D, D = <4 5 6 >
7 8 10

Matrica e vlerave t€ pritjes dhe matrica e mbetjes gjenden né két€ ményre:

1 /72 90 114
E, :E 180 225 285
300 375 475
dhe

L [-26 2 24
SA:_ 4 5 _9

22 -7 15

ku rangu i S, éshté i barabarté me 2, (rg(Sy) = 2).

Késhtu kéto matrica mund t€ shpérb&hen si mé poshté:

6
EA=—<15>(12 15 19)
25
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dhe
1 (-1 -1 _
5A=E(1 0)(_57 _195)

2.7 Tabelat e kontigjencés me tre hyrje

Le té shénojmé me m shumén e rrjeshtave ose té shtyllave t€ matric€s s€ kontigjencés. Kjo jepet
sipas Tsumoto (2006)

Xim = Xj=1Xij (2.16)

Xjmw = Liz1 Xij (2.17)
Ku (2.16) dhe (2.17) tregojné shumat e vlerave margjinale rrjesht dhe shtyllé ku vemé re se
Xam = N
Ku, N éshté véllimi total i zgjedhjes.

n m
i=1Xik Xj=1 X1

Atéheré€ ekuacioni x;; = mund té paraqitet si:

N
Xij _ Xim | Xmj (2.18)
Xmm Xum Xmm
Xim-Xmi
Ku merret x;; = ——
am
0S€ xijx.. = xl-.x.j

Késhtu, pavarésia statistikore shikohet si specifike pér marrédhéniet ndérmjet 1, j dhe "m". Me
pérdorimin lidhjes s€ mésipérme , ekuacionit (1) mund t€ pérshkruhet dhe si:

Xj _ Xiw

Xiyj  Xizm
ku ana e djathté jep raportin e shumés s€ shtyllés margjinale. Ekuacioni (2.18) mund té zgjerohet

né€ raste multinomial, le t&€ marrim parasysh njé rast me tre hyrje késhtu, Pavarésia Statistikore
me tre atributet €shté pércaktuar si:

Xijk _ Ximm Xmjm Xmmk (2]9)

Xumm Xumm Xmmm Xmmm
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Ku marrrim
xijkxlllz =XipmXmjmXunk (2.20)
E cila korrespondon me:
P(A=a,B=b,C=c)= P(A=a)P(B=Db)P(C =c)(2.21)
ku A, B, C i korrespondojné emrave t€ hyrjeve pérkatésishti, j, k.

Pavarésia statistikore né tabelat e kontigjencé€s me tre hyrjeve kérkon qé t€ gjitha tabelat me dy
hyrje nga tre hyrje duhet t€ plotésojé kushtin e pavar€sisé€ statistikore. Késhtu, pér ekuacioni
(2.21), ekuacionet e méposhtme duhet té€ plotésojné:

P(A=a,B=b)= P(A=a)P(B=Dh)
P(B=b,C=c)= P(B=hb)P( =c)

P(A=a,C=c)= P(A=a)P(C =)

Késhtu
XijmXumm = XimnXmjn (2.22)
XimkXumm = XimmXmmk (2.23)
XujkXmum = XmjmXumk (2.24)

Nga ekuacioni (2.20) dhe (2.22) marrim
XijkXmum = XijmXmuk

Nga ku,

Tk — Zumk (2.25)

Xijm Xumm

Zijk _ Xajm (2.26)

Ximk Xumm

Zijke — Ximw (2.27)

Xmjk Xumm
Pérfundimet e mésipérme né trajté t&€ pérmbledhur paraqiten ne teoremén 2.7.1

Teorema 2.7.1: Né qoft€ se nje tabelé kontigjence me tre hyrje kénaq kushtin e pavarésisé
statistikore atéheré kané vend kéto barazime

47



Modelimi matematik i t& dhénave kategorike dhe zbatime

Xijk _ Xmmk

Xijm Xunnm

Xijk _ Xmjm

Ximk Xumm

Xijk _ Ximm

Xmjk Xumm
Konkluzione:

Nése tre ndryshore né tabelén e kontigjencés t€ trajtés mxn, jané t€ pavarura statistikisht, at€¢heré
kané vend barazimet:

Xijkg _ Xmmkg

Xijkp — Xmmkp

Xijak _ Xmjgm

xijbk xljbl

Xigjk | Xi ; .
—alZ = —2%% pércedo i, j, k.

Xmipjk Xipmm

2.8 Vlerésimi i gelizave probabilitare né tabelat e kontigjencés

2.8.1 Vlerésimi i parametrave binomial

Pér r modele té pavarura me shpérndarje binomiale, tabela e kontigjencés ka r x 2 pérmasé. Pér
thjeshtési, shénojmé {r;} parametrat binomial.

Ndodh shpesh gé vlerésimi i parametrave binomial kryhet duke pérdorur vlerésimin empirik
Baysian. Sipas Griffin (1971) supozohet pér njé prior té panjohur né parametrat e shpérndarjes
Binomiale. Vlerésimi Bayes-ian shprehet né njé formé gé& nuk pérfshin priorin né ményré
eksplicite por ai né termat e probabiliteteve té ngjarjeve pérfshin provat binomiale. Njé vlerésim
altenativé éshté pérdorimi i njé vlerésimi hiearkik. Leonard (1972) supozon se {logit(m;)} jané
té pavarura nga shpérndarja normale N (u, 62), gjithashtu ai supozon njé prior uniform pér u dhe
shpérndarje prior hi-katror pér 2.

Vecanérisht, ai supozon se vA/c? éshté e pavarur nga u dhe ka shpérndarje hi-katror (y?) me
shkallé lirie df = v, ku A éshté njé vlerésues prior i 02 dhe v éshté masa e sigurisé sé priorit. Pér
thjeshtési, ai pérdori njé prior uniform té pérshtatshém pér log(a2). Duke integruar né lidhje me
u dhe a2, vlerésimi i tij korespondon me njé prior multivariant pér {logit(r;)}. Pér zgjedhjen
propocional {p;} dhe mesataren e peshave té {logit(p;)}.
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Berry dhe Christensen (1976) pérdorén shpérndarjen prior té {m;} pér té pérftuar njé procges prior
Dirichle. Njé ményré e késaj procedure

a) me r = 2 éshté masa né shumén e katrorve e cila éshté mesatarja e peshave e produktit té
dy shpérndarjeve beta, ku njé shpérndarje beta éshté pérgéndruar né até pozicion ku
m, = 1,. Posteriori éshté njé proces i miksuar Dirichle.

b) Né rastin kur r > 2 ose r > 3, njehsimi béhet kompleks.

Albert dhe Gupa (1983) pérdorén njé vlerésim hiearkik me prior té pavarur beta (a, k — a) né
parametrat binomial {m;} ku ¢do prior i hapit té dyté ka shpérndarje uniforme diskrete

m(a) =1/(k—1),a=1,.., k—1.

Né rezultatin e priorit kufitar t& {m;}, pérmasa K pércakton shtrirjen e korrelacionit ndérmjet

{m}.

2.8.2 Vlerésimi i gelizave probabilitare multinomiale

Le té konsiderojmé tabelat e kontigjencés me pérmasé r X ¢, me geliza té numérueshme {n;;}
dhe probabilitete {m;;}= 7. Mé tej, kjo ide pérdoret né tabelat e kontigjencés me cdo dimension.
Nga Finberg dhe Holand (1972) propozohen vlerésues té {m;;} duke pérdorur prior me té dhéna
té pavarura. Pér njé zgjedhje té vecanté Dirichle {y;;}

Pér vlerésimin Bays-ian

[n/(n+ k)]pij + [k/(n + )]y
Tregohet se minimumi i gabimit mesatar katror merret pér

2
k=[1-Xm?|/2( —miy)"

Vlerat optimale té k = k(y, ) varen nga = dhe pérdorin vlerésimin k(y, p). Kur p ndodhet afér
priorit t& supozuar y, k(y,p) rritet dhe priori i supozuar merr mé shumé peshé né vlerésimin
posterior. Mé tej, selektohen {Vij} bazuar né pérshtatshmériné e modelit té thjeshtuar.

Epstein dhe Fienberg (1992) sugjerojné ndjekjen e dy hapave né gelizat probabilitare.

1. Vendosjen e njé priori Dirichle k(y,p) né m dhe pérdorimin e njé parametrizimi
loglinear pér {y;;}.
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2. Vendosjen e njé shpérndarje prior normal multivariant né termat e modelit loglinear

Zbatimi i parametrizimit loglinear té priorit {Vij} tek qgelizat probabilitare {m;;} pranon dhe
pasiguri rreth strukturés loglineare pér {m;;}.

Albert (1987) sugjeron vlerésimet Bays-iane empirike duke pérdorur priorét e miksuar. Pér
gelizat e numérueshme n = {nij}, pérftohen vlerésues posterior si mé poshté:

E(nij/n,k)znij+k7’f[]/(n+k), TTI]=pl-+pj

Ku vlerésimi i K -sé té béhet nga densiteti i kushtézuar m (n/k).

2.8.3 Vlerésimi i parametrave té modelit loglinear né tabelat me dy hyrje

Le té konsiderojmé njé tabelé kontigjence me pérmasé r X c. Pér probabilitetin multinomial
Lindley (1964) pérdori njé shpérndarje prior Drichle. Ai tregon se dallimi i gelizave log
probabilitare té tilla si klasa log probabilitare, kané vlerésim té pérbashkét shpérndarjen normale
si shpérndarje posterior (pér véllim té médha té zgjedhjes), e cila jep vlerésim Bayes-ian analog
(ose té njeté) me rezultatet e dendurisé standarte té tabelave té kontigjencés me dy hyrje.

Block dhe Watson (1967) duke pérdorur té njetén strukturé té Lindley (1964) pérmisuan
vlerésuesit e shpérndarjes posterior dhe pérdorén kombinimet lineare né gelizat probabilitare. Sic
e kemi pérmendur mé lart. Njé disavantazh i njé priori Dirichle éshté se ai nuk lejon vendosjen e
strukturés probabilitare si né modelin loglinear.

Leonard (1975) pér modelin loglinear fokusohet né parametrat e modelit
log[E(n;)] =2+ AF + A7 + 2%

Ku prior éshté me shpérndarje normale. Ai tregoi se kémbyeshméria brenda cdo bashkésie té
parametrave loglinear gjen mé tepér pérdorim se kémbyeshméria e probabiliteteve multinomial
gé pérftohet me njé prior Dirichle. Duke supozuar rezultatet e rreshtit {A¥} rezultatet e kolonés
{47} dhe rezultatet e bashkéveprimit {1%"} jané prior té pavarur. Pér secilén nga kéto tre bashkési
duke i dhéné mesatares vlerén u dhe dispersion o2 pérftohet:

1) Prior i pavarur dne me shpérndarje normale N(u, 52).

2) u supozohet me shpérndarje uniforme dhe o2 supozohet me shpérndarjen inverse y2.

Pér lehtési veprimesh parametrat vlerésohen nga moda posterior mé miré se mesatarja posterior.
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Laird (1978) vlerésoi gelizat probabilitare duke pérdorur vlerésimin empirik Baysian né modelin
loglinear. Supozohen priorét me shpérndarje uniforme té pérshtatshme pér rezultatet e
parametrave kryesoré dhe shpérndarje N(0,02) té pavarura pér parametrat bashkéveprues.
Késhtu pér lehtési veprimesh parametrat loglinear vlerésohen nga moda e tyre posterior dhe kéto
posterior mode té pérftuar u pérdorén né formulén loglineare pér té pérftuar vlerésues té qgelizave
probabilitare. Aspekti Bayes-ian empirik kryhet nga zévendésimi o2 me modén e fginjésisé
kufitare, pas integrimit té parametrave loglinear.

Kur ¢ — oo vlerésimet konvergjojné né véllimin e zgjedhjes
Kur g — 0 vlerésimet konvergjojné tek vlerésimet e pavarura {p; + p;}.

Vlerat e pérftuara kané té njetén rrjesht dhe shtyllé kufitare si té dhénat e vrojtuara.

Jansen dhe Snijders (1991) né modelin e pavarur pérdorin priorét lognormal ose gamma pér
parametrat né formén multiplicative t& modelit. N& ményré mé té pérgjithésuar, Albert (1988)
pérdori vlerésimin hiearkik pér té vlerésuar njé model regresi loglinear Puasonian, duke supozuar
njé prior gamma pér mesataren Puasoniane dhe njé prior joinformues né parametrat gamma.
Tabelat e kontigjencés katrore me kategori té njeté rrjeshtash dhe shtyllash kané njé strukturé té
njohur népérmjet modeleve qé jané té ndryshueshém pér grupe té sigurta té transformimeve té
gelizave.

Vaunatsou dhe Smith (1996) analizuan disa stuktura té tilla té tabelés sé kontigjencés duke
pérfshiré :

1. Modelet simetrike

2. Modelet pothuaj simetrike

3. Modelet pothuaj té pavarura pér tabelat katrore dhe trekéndshe g€ rezultojné Kkur
kategoria korresponduese e gelizés (i, j) éshté e padallueshme nga ajo e gelizés (j, i).

Ato vlerésuan pérshtatjen e modelit duke pérdorur distancén dhe duke krahasuar shpérndarjet
parashikuese té zgjedhjes gé i korrepondojné vlerave té vézhguara.
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2.9 Pérfundime

Né kapitullin 2 matrica e kontigjencés ndértohet nga tabela e kontigjencés, elementét e sé cilés
jané té njejté me té tabelés duke larguar vlerat margjinale. Rangu i matricés pércakton pavarésiné
statistikore midis dy karaktereve. Shpérndarja margjinale éshté e lidhur ngushté me pavarésing
statistikore midis dy ndryshoreve. Vlerésimet Bayes-iane pérdoren pér gelizat probabilitare né
tabelat e kontigjencés me dy hyrje. Né rastin kur kemi modele me shpérndarje binomiale
pérdoret shpérndarja prior pér té pérftuar njé proges prior Dirichle si dhe njé vlerésim hiearkik
me prior té pavarur beta né parametrat binomial. Né rastin kur kemi modele me shpérndarje
multinomiale pér vlerésimin e probabiliteteve pérdoret prior me té dhéna té pavarura. Ndérsa pér
vlerésimin e parametrave té modelit loglinear né tabelat e kontigjencés pérdoret moda posterior.
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Kapitulli 3.

MODELI | REGRESIT LOGJISTIK TE THJESHTE DHE TE
SHUMEFISHTE

3.1 Hyrje

Modeli i regresit logjistik pér heré té paré u propozua né fund té viteve 60 dhe fillim té viteve 70
si njé tekniké alternative e modelit té regresit té€ pérgjithshém linearé. Né paketat statistikore ai u
pérfshi né vitin 1980. Pérdorimi i tij né fusha té ndryshme kérkimore éshté gjithnjé e né rritje si
né: shkenca sociale (Austin, Yaffee,& Hinkle, 1992, Chuang, 1997), mjeksi ( Andrew P. Worth
& Mark T.D. Cronin, 2003), arsim (Cabrera, 1994) etj. Né kété kapitull trajtohet modeli i
regresit logjistik té thjeshté dhe té shuméfishté, si pjesé pérbérse e analizés sé té dhénave. Béhet
pérshtatja e modelit, kontrolli i réndésisé sé koeficientéve dhe vlerésimi intervalor. Analizohet
modeli i regresit logjistik té thjeshté pér parashikimin e pranisé apo mungesés sé sémundjes tek
individét. Té dhénat e pérdorura jané marré nga njé anketim i béré né 2016. Rezultatet pérftohen
nga paketa statistikore SPSS. Né regresin logjistik kur ndyshorja e pavarur éshté kategorike ajo
kodohet (dizenjohet).

3.2 Modeli i Regresit logjistik té thjeshté

Modelet e Regresit jané pjesé pérbérése e analizés sé té dhénave. Ato paragesin lidhjen midis njé
variabli té varur dhe disa variablave té pavarur. Gjaté dekadés sé fundit modeli i regresit logjistik
né shumé fusha studimi éshté béré metoda standarte pér analizén e té dhénave. Para fillimit té
studimit t& modelit té regresit logjistik éshté e réndésishme té theksojmé se géllimi i analizés
duke pérdorur kété metodé éshté i njeté me teknikat e tjera té modelimit statistikor. Té gjejmé
modelin mé té pérshtatshém e té arsyeshém i cili pérshkruan lidhjen midis njé variabli té varur
dhe njé bashkésie me variabla té pavarura. Né modelet e regresit logjistik né krahasim me
modelet e regresit linear &shté se rezultati, variabli i varur &shté variabél kategorik. Ky ndryshim
pasgyrohet dhe né zgjedhjen e njé modeli parametrik dhe né supozimet rreth modelit. Pasi ky
ndryshim éshté né rregull, metodat e pérdorura né analizén e regresin logjistik ndjekin parimet e
pérgjithshme té pérdorura né regresin linear. Né kété kapitull trajtohet modeli i regresit logjistik
dhe llojet e tij sipas (Hosmer dhe Lemeshow, 2000).
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Né punimin Cenaj et al. (2016) kemi ndértuar dhe analizuar modelin e regresit té thjeshté
logjistik.

Shembull 3.1.

Eshté béré njé studim né dy zona té ndryshme té Shqipérisé njéra me klimé té ftohté (Kukés) dhe
tjetra me klimé jo té ftohté. Té dhénat e pérdorura paragiten né tabelén 3.1. Ajo pérmban tre
ndryshore: moshén, gjininé si dhe praniné ose jo t& sémundjes sé reumatizmés pér 85 persona
nga té cilét 60 banojné né zonén me klimé té ftohté dhe 25 né zonén me klimé jo té ftohté.

Tabela 3.1: Mosha, gjinia prania dhe mungesa e sémundjes tek 85 persona

ID | Mosha Gjinia Prania ose | ID Mosha Gjinia Prania ose
mosprania e mosprania
RHM e RHM
1 |28 F 1 31 42 M 1
2 |30 F 0 32 35 M 0
3 (30 M 0 33 40 M 1
4 |21 F 0 34 37 F 0
5 (18 F 1 35 51 F 1
6 |18 F 0 36 49 M 0
7 |23 M 0 37 45 F 0
8 |37 M 0 38 55 F 1
9 |30 M 0 39 52 M 1
10 | 21 F 1 40 51 M 0
11 | 24 M 0 41 47 F 0
12 | 23 F 0 42 45 F 1
13| 23 F 0 43 53 F 1
14 | 25 M 0 44 56 M 1
15|24 M 1 45 45 F 0
16 | 23 M 0 46 48 F 1
17 | 22 F 0 47 48 M 0
18 | 42 F 1 48 55 F 1
19 | 41 F 1 49 53 M 1
20 | 41 M 0 50 50 F 1
21 | 39 F 1 51 69 F 1
22 | 37 M 0 52 69 F 0
23 | 36 M 0 53 67 M 1
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24 | 32 F 0 54 61 F 1
25| 43 M 1 55 60 F 1
26 | 42 F 1 56 60 M 1
27 | 41 F 1 57 58 F 1
28 | 36 F 0 58 59 F 0
28 | 33 F 1 59 59 M 1
30 | 36 M 1 60 60 M 1

Me interes éshté té shikojmé lidhjen midis moshés dhe pranisé apo mungesés sé sémundjes né
zonén me klimé té ftohté.

Késhtu si ndryshore té varur marrim praniné (Y=1) apo mungesén e sémundjes tek individét
(Y=0) dhe si ndryshore té pavarur marrim moshén. Pér té€ njohur mé shumé kété lidhje midis
ndryshores té varur sémundje e reumatizmés (RHM) dhe ndryshores sé pavarur (mosha) né
figurén 3.1 éshté paragitur grafiku me pika.

Figura 3.1: Prania dhe mungesa e sémundjes pér 60 individé

1.2

1 8 BB RN N B

RHM

Né figurén 3.1 vihet re se té gjitha pikat bien né njé nga dy vijat paralele té cilat pérfagésojné
mungesén dhe praniné e sémundjes (RHM). Shohim se ka njé tendencé gé individét té cilét
vuajné nga sémundja (RHM) té jené mé té médhenjé né moshé se individét té cilét nuk vuajné
nga sémundja.
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Lidhja funksionale midis sémundjes sé reumatizmés (RHM) dhe moshés éshté e véshtiré té
pérshkruhet pér shkak té ndryshimeve té médha t¢ RHM. Pér kété kemi Krijuar grupe pér
variabin e pavarur moshé dhe llogarisim mesataren e RHM pér secilin grup.

Tabela 3.2: Dendurité e sémundjes sipas moshés

Mungesa e | Prania Mesatarja
sémundjes sémundjes
18-30 13 4 0,23
31-43 7 10 0,58
44-56 6 10 0,62
57-69 2 8 0,8

Né figurén 3.2 ku me ané té pikave paraget raportin e pranisé sé sémundjes (reumatizmeés) né
varési té moshés té kategorizuar né grupe.

Figura 3.2: Raporti i pranisé sé sémundjes né varési t€ moshés
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Intervals

Vlerésues sasior né cdo problem regresi éshté vlera mesatare e variablit té varur, kur njihet vlera
e variablit té pavarur. Kjo madhési quhet pritje matematike e kushtézuar dhe shénohet
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E(Y/x),

ku Y tregon variablin e varur dhe x tregon njé vleré té variablit té pavarur. Né regresin logjistik
mund té pérdoret ky shénim vetém nése e njohim ligjin probabilitar té Y.

Shpérndarja propabilitare gé pérdoret pér variablat kategorik éshté shpérndarje logjistike. Pér té
lehtésuar shénimet béjmé kété zévendésim m(x) = E(Y/x) ku Y ka shpérndarje logjistike. Né
kéto kushte modeli i regresit logjistik ka kété natyré

eBo+B1x
n(x) = T pev (3.1)

Figura 3.3: Grafiku i funsionit logjistik

Probability of event

= o 1

Log([p/(1-p)]

Jold
N

Né studimin e regresit logjistik thelbésore éshté njé transformim i (x) i cili éshté transformim
Logit. Ky transformim éshté pércaktuar né termat e (x), si:

1(x)
1-m(x)

glx) = Logit(ﬂ(x)) = ln[

= Bo + B1x

Réndésia e kétij transformimi éshté se g(x) shqyrtohet si njé model i regresit linear. Logit (x),
éshté funksion linear i parametrave i cili mund té jeté i vazhdueshém dhe me vlera reale té varura
nga madhésia e x.

Dallim i réndésishém midis modelit té regresit linear dhe modelit té regresit logjistik éshté
shpérndarja e kushtézuar e variablit té varur.
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Mé poshté jepet tabela e cila bén njé krahasim midis modelit té regresit linear dhe modelit té
regresit logjistik.

Tabela 3.3: Pérshkrimi i modelit té regresit logjistik dhe regresit linear

Regresi Linear Regresi logjistik
|\/|Od€|l E(Y) = ’80 + lel + + Bpxp lOglt(T[(X)) = ﬁo + ﬁlxl +
+ Bpxp
Pérgjigjia Ndryshore té vazhdueshém Ndryshore kategoriké
(variabli i
varur)
Variabla  té | Té vazhdueshém ose diskret Té vazhdueshém, diskreté, cilésor
pavarur
Vlerésimi I | Metoda e katroréve mé té vegjél | Metoda e pérgjasisé maksimale
koeficientéve
Funksioni link | n = g(E(Yj)) = E(Yj) Logit (1)
Shpérndarja Variablat pérgjigjie jané té | Variablat pérgjigje jané té pavarura
pavarur dhe variancé konstante dhe secila ka njé shpérndarje
Bernuli dhe
probabiliteti i ngjarjes éshté i varur
nga variablat e pavarur

Né modelin e regresit logjistik kur vlera e njé variabli té varur kategorik me dy vlera mund té
shprehet y = E(Y/x) + €, ku madhésia ¢

né modelin e regresit logjistik mund té keté njé ose dy vlera t¢ mundshme.
Né qofté se y = 1 atéheré e = 1 — m(x) me probabilitet (x)
Né qofté se y = 0 atéheré € = —m(x) me probabilitet 1 — 7(x)

Késhtu, € ka shpérndarje me mesatare zero dhe variancé té barabarté me mw(x)[1 — m(x)]. Né
kété kushte shpérndarja e kushtézuar e njé variabli té varurur ndjek njé shpérndarje binomiale me
njé probabilitet té dhéné nga mesatarja e kushtézuar m(x).
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Né analizén e regresit logjistik kur variabli i varur éshté kategorik plotésohen kéto kushte:

1. Mesatarja e kushtézuar e ekuacionit té regresit merr vleranga 0 né 1.
2. Shpérndarja e termave té gabimeve éshté shpérndarje binomiale

3.2.1 Pérshtatja e Modelit té Regresit Logjistik

Supozojmé se kemi njé zgjedhje me n vrojtime té pavarura té ciftit (x;,y;),i = 1,2,...,n kuy;
tregon vlerén e variablit té varur (kategorik) dhe x; éshté vlera e i — te e variablit té pavarur. Vec
késaj, supozojmé se variabli i varur (kategorik) merr vetém dy vlera 0 dhe 1, té cilat pérfagésojné
mungesén apo praniné e njé karakteristike né subjektet apo individét.

Pér té pérshtatur modelin e regresit logjistik tek ekuacioni (3.1) pér njé bashkési té& dhénash
kérkohet té pércaktohen vlerat e panjohura té parametrave f,, 5;- N& modelin e regresit linear,
metoda gé pérdoret pér vlerésimin e paramertave té panjohur éshté metoda e katrorve mé té
vegjel dhe minimizimi i shumés sé katrorve népérmjet funksionit té pérgjasisé maksimale.

Gjithashtu, né modelin e regresit logjistik pér té vlerésuar parametrat pérdoret funksioni i
pérgjasisé maksimale. Fillimisht ndértohet funksioni i pergjasisé me géllim zbatimin e metodés
sé pérgjasisé maksimale. Funksion i cili shpreh probabilitetin e t¢ dhénave té vrojtuara si njé
funksion té parametrave té panjohur. Vlerésuesit e pérgjasisé maksimale té kétyre parametrave
zgjidhen ato vlera gé té maksimizojné kété funksion. Né kété ményré, vlerésuesit e parametrave
jané mé té péraférta me té dhénat e vrojtuara.

Nése Y merr vetém dy vlera 0 ose 1 atéheré shprehja pér m(x) e dhéné né ekuacionin (3.1)
siguron (pér vektorin e parametrave £ = (B, 51), probabilitetin e kushtézuar gé Y té marré
vlerén 1, pér x e dhéné e cila shénohet si P(Y = 1/x) . Rrjedhimisht madhésia 1 — n(x) jep
probabilitetin e kushtézuar gé Y t& marr vlerén O, kur jepet x.

Késhtu qé, pér ciftin (x;, v;),

e kur y;=1, pér funksionin e pérgjasisé kemi m(x;), ndérsa
e kur y; =0, pér funksionin e pérgjasisé kemi 1 —m(x;) , ku madhesia (x;) , tregon
vlerén e (x) té llogaritur né x; .

Dhe vlerat e tij jepen né tabelén e méposhtme:
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Tabela 3.4: Vlerat e Modelit t& Regresit Logjistik kur variabli i pavarur éshté kategorik

Variabli i varur (Y) Variabli i pavarur (X)
X=1 X=0
Y = 1 eﬁo
o eBo+Ba m(0) =172
T[( ) B 1 + eBotB1
Y=0
L= mesm | LT =T
Shuma 1,0 1,0

Megénése ndryshoret y; jané té pavarura sepse vrojtimet jané té pavarura, atéheré funksioni i
pérgjasisé merret si njé prodhim:

[(B) = Iizy m(a)¥i[1 —m(a) ' 3.3)

Parimi i pérgjasisé maksimale pércakton si vlerésues té parametrit § vlerén gé maksimizon
shprehjen né ekuacionin (3.3). Por, matematikisht mé e lehté éshté pérdorimi i logaritmit té
ekuacionit (3.3) si mé poshté:

L(B) = In[l(B)] = Xiz{yiln[m(x)] + (1 — y)in[1 — m(x)]}. (3.4)
Pér té gjetur vlerén e 8 gé maksimizon L() veprohet né kété ményré:

Llogariten derivatet e pjesshme té L(B) lidhur me B,, B, respektivisht dhe barazohen ato me
zero. Kéto ekuacione té njohura si ekuacione té pérgjasisé jané:

Y[y —m(x)l] =0 (3.5)
dhe

Y x[[yi —m(x)]] =0 (3.6)

Né regresin linear, shprehjet né ekuacionet e pérgjasisé jané lineare dhe né kété ményré jané
lehtésisht té zgjidhshém. Ndérsa né regresin logjistik shprehjet né ekuacionet (3.5) dhe (3.6) jané
jolineare lidhur me B,, B, késhtu né kété ményré kérkojné metoda speciale pér zgjidhjen e tyre.

Kéto metoda kané natyré pérséritése dhe jané té programuar né software té posagcme té regresit
logjistik. Vlera e B gé& merren si zgjidhje té ekuacioneve (3.5) dhe (3.6) quhet vlerésues i
pérgjasisé maksimale dhe shénohet B. N& pérgjithési do t& pérdoret simboli “” pér vlerésuesit e
pérgjasisé maksimale té njé madhésie té caktar. Shénojmé 7z(x;) vlerésuesin e pérgjasisé
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makimale té w(x;) . Madhésia 7 (x;) jep njé vlerésues té probabilitetit té kushtézuar gé Y té jeté i
barabarté me 1, pér x e barabarté me x; . Si e tillé ajo pérfagéson vlerén e parashikuar t¢ modelit
té regresit logjistik. Késhtu njé paragitje tjetér e ekuacionit (3.5) éshté:

?:1 yi = Z?:l ﬁ-(xi)'

Pér té& dhénat e shembullit pér té béré vlerésimin e parametrave né modelin e regresit logjistik
duke konsideruar si variabél té varur pranimé apo mungesén e sémundjes sé reumatizmés dhe si
variabél té pavarur moshén njé ndryshore e vazhdueshme.

Tabela 3.5: Pérshkrimi i tipareve pér bashkésiné e té dhénave

Ndryshoret Pérshkrimi

Prezenca e sémundjes (reumatizmés) l-prania e sémundjes, O-mungesa e
sémundjes

Mosha Ndryshore e vazhdueshme

Duke pérdorur SPSS marrim kéto vlerésime B, = —2,686 dhe B, = 0,068.

Madhésia 7 (x) jepet me kété barazim:

8—2,686+O,O68-mosha

fi(x) = 1 + e—2686+0,068-mosha

Dhe vlerésimi pér logit, §(x) jepet sipas kétij ekuacioni:

logit(n(x)) = g(x) = —2,686 + 0,068 - mosha

3.2.2 Kontrolli i réndésisé sé koeficientéve

Né modelin e regresit logjistik pasi vlerésohen koeficientét e réndésishme éshté kontrolli i
réndésisé sé tyre. Kjo zakonisht pérfshin formulimin dhe testimin e njé hipoteze statistikore pér
té pércaktuar nése variablat e pavarura né modelin jané té lidhura né ményré té konsiderueshme
(té réndésishém statitikisht) me variablat e varur.
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Né modelin e regresit logjistik pér kontrollin e réndésisé sé parametrave pérdoret testi i
krahasimit té vlerave té vrojtuara té variablit me vlerat e pérafruara té tij sipas modelit té
ndértuar. Krahasim i cili béhet duke marré logaritmin e funksionit té pérgjasisé (3.4). Pér ta
kuptuar mé miré kété krahasim éshté e nevojshme té mendojmé njé vleré té vrojtuar té variablit
té varur dhe njé vleré té parashikuar té tij (vlerésuar) té marré si rezultat i njé modeli té “ngopur”.
Njé model éshté i “ngopur” nése ai pérmban aqg parametra sa variabla té vrojtuar. Njé shembull i
thjeshté 1 njé modeli té “ngopur” éshté njé model i regresit linear, kur ka vetém dy pika té té
dhénave.

Krahasimi i vlerave té vrojtuara dhe atyre té parashikuara duke pérdorur funksionin e pérgjasisé
paragitet si mé poshté:

pergjasia per modelin e pershtatur) (3 7)
(pergjasia per modelin e ngopur) '

D= —2In [(

Ku, raporti njihet si raport i pérgjasive ndérsa testi si testi i raportit té pérgjasive.

Duke pérdorur ekuacioni (3.4) dhe (3.7) kemi:

D= -2, [yiln (Z:z) + (1 —-y)n (1:—?)] (3.8)
ku 7, =1 (x;)

Statistika D, e pérftuar si né (3.8) quhet deviancé dhe luan njé rol kryesor pér té vlerésuar
cilésiné e pérshtatjes sé modelit e quajtur pérputhshmériné e modelit.

Né modelin e regresit logjistik devianca luan té njetin rol si shuma e katrorve té gabimit né
regresin e pérgjithshém linear e cila tregon se né gofté se ekuacioni i pérftuar i regresit do té
shpjegonte plotésisht vrojtimet d.m.th né qofté se té gjithé pikat e vrojtuara do té& ndodheshin né
drejtézén e regresit, atéheré kjo shumé do té ishte 0.

P&r mé tepér, kur vlerat e variablit t& varur jané si né tabelén (3.1) d.m.th ato marrin vetém dy
vlera 0 dhe 1, atéheré modeli i pérgjasisé sé ngopur éshté 1.

Specifikisht, nga pérkufizimi i njé modeli té “ngopur” rrjedh se 7, = y; dhe pérgjasia éshté:

n
[(model i ngopur) = nyiyi X (1—y) @) = 1.

=1
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Késhtu nga ekuacioni (3.7) deviance (shmagia) éshté:
D = —2In(pergjasia e modelit te pershtatur). (3.9)

Disa paketa software, té tilla si SPSS, SAS gjejné vlerat e deviancés né (3.9) né vend té log
pérgjasisé pér modelin e pérshtatur.

Pér té vlerésuar réndésiné e njé variabli té pavarur né modelin e regresit logjistik, krahasohen
vlerat e D-sé me dhe pa variablat e pavarur né ekuacion. Pér shkak té pérfshirjes sé variablave té
pavarur né model sjell ndryshimin e D-sé e cila shénohet:

G = D(modeli pa variablin) — D(modeli me variablin).

Ku D(modeli pa variablin) éshté analoge me shumén e katroréve té totalit tek regresi |
pérgjithshém linear, ndérsa D (modeli me variablin) éshté analoge me shumén e katroreve té
gabimit.

Duke pérdorur parimin e pérgjasisé maksimale statistika G merr trajtén:

ergjasia pavariabla
G = —2ln [(p it abla) (3.10)
(pergjasia me variabla)

Pér rastin specifik kur kemi njé variabél té vetém té pavarur, tregohet se vlerésuesi i pérgjasisé
maksimale pér parametrin 3, éshté ln(nl/no) kun, =Y y; dheny, =X (1—v)

dhe vlera e parashikuar éshté kostante, n1/n0_ Neé kété rast vlera e G éshté:

() () l (3.11)

M, &Y (a-m) =)

G=—21nl

ose
G = 2{¥i1[yiIn(7) + (1 — y)In(1 — )] — [n; In(ny) + ng In(ny) —nin(m)]} (3.12)

Kur H, = B, atéheré statistika G ka shpérndarje Hi-katror (32) me njé shkallé lirie.

Njé statistiké tjetér éshté statistika Wald e cila pérftohet duke krahasuar vlerésuesin e pérgjasisé
maksimale B; té B; me njé vlerésues té gabimit standart té tij.
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Pra ajo pérdoret pér té kontrolluar nése njé ndryshore e pavarur X éshté e réndésishme pér
shpjegimin e ndryshores sé varur Y.

Statistika Wald jepet me kété formulé:

W = ABIA
SE (B1)

dhe ka shpérndarje normale standarte. Pér njé zgjedhje me véllim té vogél vlera e késaj statistike
llogaritet lehté, ndérsa pér zgjedhje me véllim té& madh, zbatimi i kétij testi mund té japé rezultate
té gabuara, domethéné ne mund té largojmé njé ndryshore té pavarur (shpjeguese) nga modeli
ndérsa ajo mund té jeté e réndésishme. Kjo gje u vu re nga Hauck dhe Donner (1977) shqyrtuan
performancén e testit Wald dhe treguan se né disa raste ajo nuk vlen, pér té hedhur poshté
hipotezén zero kur koeficienti ishte i réndésishém.

Goodness of fit of the model pérdoret pér té kontrolluar vlefshmériné e modelit, pra, sa ‘miré’
modeli i pérftuar pérshtatet tek té dhénat, ndryshe tregon sa afér jané vlerat e parashikuara té
ndryshores sé varur Y me vlerat reale té saj.

Gjithashtu llogariten dhe dy tregues té tjeré si: Cox Snell R?, Nagelkerke R? té pércaktuara nga
Cox dhe Snell (Cox, D.R. & Snell, E.J.,1989) dhe Nagelkerke (Nagelkerke, N. J. D., 1991).
Interpretimi éshté i ngjashém me koeficientin e pércaktueshmérisé tek regresi linear.

Vlerat e kétyre statistikave nuk jané té njéjta, sepse jané llogaritur né shkallé té ndryshme.

3.2.3 Vlerésimi i intervalit té besimit

Duke u mbéshtetur né statistikén Wald ndértohen edhe intervalet e besimit pér nivel réndésie o té
dhéné, té parametrave t& modelit si m poshté:

B+ z1_a/zs’E (B (3.13)
dhe
Po * 21-a;,SE (Bo) (3.14)

Logit éshté forma lineare e modelit té regresit logjistik késhtu gé, ka mé shumé ngjashméri me
modelin e regresit linear. Vlerésuesi pér modelin logit éshté:

T () =Bo+Brx (3.15)

Vlerésimi i variancés pér kété vlerésues jepet nga barazimi:
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Var[g(x)] = Var(B,) + x*Var(B;) + 2xCov(By, B1) (3.16)
Intervali i besimit i bazuar né statistiken Wald pér modelin logit jepet si mé poshté:

T 00 + 210, SE [ ()] (3.17)

Ku SE [F ()] = yVar[g(x)]

= Jva(ﬁg) x2Var(B) + 2xCov(Bo,Br)  (3.18)

3.2 Modeli i Regresit logjistik té shuméfishté

Né kété pjesé do té trajtojmé modelin e regresit logjistik té shuméfishté i cili ndértohet né rastin
kur kemi njé variabél té varur gé merr vetém dy vlera dhe p — variabla té pavarur.

Supozohet se kemi variablin e varur Y = {0,1} dhe p —variabla té pavarur x;,xy, ..., x,, p =
2, shénojmé x’ = (x4, x, ..., x,) Vektori i cili ka variablat e pavarur dne P(Y = 1/x) = m(x).

Né rastin kur variablat e pavarura marrin vlera né intervale atéheré modeli Logit pér modelin e
regresit logjistik té shuméfishté jepet me kété ekuacion:

g(x) = Logit(m(x)) = Bo + P1x1 + Boxz + =+ + Bpxp (3.19)

Ku modeli i regresit logjistik éshté:

ed(x)

n(x) = & (3. 20)

Né qofté se disa nga variablat e pavarur jané diskrete, variabla me shkallé nominale (té cilat
marin vlera jo sipas nje renditje te caktuar) té tilla si: raca, seksi etj, ajo éshté e papérshtatshme
gé té pérfshijé ato né modelin sikur té ishin ndryshore me shkallé interval. Numrat e pérdorura
pér té pérfagésuar nivelet e ndryshme té kétyre variablave me shkallé nominale jané thjesht
identifikues domethéné jané variabla kategorik ata do té konsiderohen si variabla té dizenjuar
(koduar).

Né pérgjithési nése variabli me shkallé nominal ka k-vlera t¢ mundshme, atéheré ndértohen (k-1)
variabla té dizenjuar (koduar). Pér ta demostruar kété, pra ndértimin e variablit té dizenjuar
supozoj se variabli i pavarur x; ka k; vlera, késhtu pér variablin x; do té ndértohen k; — 1
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variabla té dizenjuar té cilat do ti shénojmé me D;; me koeficient pérkatés g, kul = 1,2, ..., k; —
1. Késhtu modeli logit i paragitur mé sipér (3.19) me p variabla, ku variabli i j — te éshté
kategorik merr kété trajté:

kj—l

90O = Bo + By + By + o+ D By +Bpxp (321)
=1

3.3.1 Pérshtatja e Modelit té Regresit Logjistik t&¢ Shuméfishté

Supozohet se kemi njé zgjedhje me n vrojtime té pavarura (x;,y;), y; = 1,2, ..., n. Pérshtatja e
modelit té regresit logjistik t&€ shuméfishté kérkon gjetjen e vlerésuesve té parametrave né
vektorin 5 = (B4, Bz, ..., Bp). Ndérsa si metodé e vlerésimit do té jeté metoda e pérgjasisé
maksimale. Funksioni i pérgjasisé éshté pothuajse identik me ekuacionin e dhéné (3.3) por me té
vetmin ndryshim se m(x) éshté e pércaktuar sipas ekuacionit (3.20). Jané p + 1 ekuacione
pérgjasie, té cilét pérftohen duke llogaritur derivatet e pjesshme té funksionit té pérgjasise né
lidhje me p+1 koeficientet respective. Ekuacionet e pérgjasisé té pérftuar né kété ményré jané:

Zn:[yi —m(x)] =0

dhe

zn: xijlyi — m(x)] =

i=1
pérj = 1,2,...,p.

Zgjidhja e ekuacioneve té pérgjasisé béhet népérmjet programeve té posacém gé gjenden thuajse
né té gjitha paketat statistikore. Zgjidhjen e kétyre ekuacioneve do ta shénojmé B. Pér modelin e
regresit logjistik t& shuméfishte vlerat e pérshtatura jané 7(x;), vlera né ekuacionin (3.20)
llogariten duke pérdorur B dhe x;.

Metoda pér vlerésimin e variancés dhe kovariancés sé vlerésueseve té koeficentéve ndjek
parimin e pérgjasisé maksimale. Vlerésuesit merren nga matricat e derivateve té pjesshme e
rendit té dyté té funksionit log té pérgjasisé. Derivatet e pjesshme té rendit té dyté jepen nga
barazimet e méposhtme:
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9%L(B) -
dhe
LB~
B0, Z xij xpm (1 — 1) (3.23)

i=1
Pél’, = 1,2, B ku T = T[(xl) .

Matrica e cila ka si element, elementét negativ té cilét meren nga ekuacionet (3.22) dhe (3.23) do
té quhet matrica e informacionit té vrojtuar. E cila shénohet /() dhe ka pérmasa (p + 1) X (p +
1). Variancat dhe kovariancat e vlerésuesve té koeficientéve gjenden nga matrica e anasjellé e
matricés sé informacionit té vrojtuar pra Var(g) = 171(p).

Elementin e j-té té diagonals sé késaj matrice do ta shénojmé me Var(g;) e cila éshté variance e
B, . Shénojmé Cov(B;, B;) elementét jashté diagonales kovariancén midis B, dhe ;. Vlerésuesit
e variancés dhe kovariancés shénohen me Var(f) té cilét merren duke vlerésuar Var(B) pér S.
Shénojmé me Var(B, ) dhe Cov(B,, B1), j,1 = 1,2, ..., p elementét e matricés.

Vlerésuesi gabimit standart pér vlerésuesit e koeficientéve jepet si:

e —  ~_11/2
SE(B,) = [Var(B))] (3.24)
pérj =12, ..,p.
Matrica e informacionit té vrojtuar mund té paragitet né trajté tjetér matricore si

I(B) = X'VX, ku X éshté matricé e cila pérmban té dhéna pér secilin vrojtim dhe ka pérmasa
n X (p + 1) ndérsa V éshté matrica me pérmasa n X n ku si element té saj ka element té késaj
natyre T, (1 — ).

Késhtu matricat X dhe V kané kété formé:

1 xll xlz xlp

1 Xp1 Xpp o X
X = ) ?1 ?2 .p

1 lel leZ xnp
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T (1 —m) 0 . 0
0 HA-1) .. 0
; 0 W
0 (1 -7,

3.3.2 Kontrolli i Réndésisé sé Modelit

Ashtu si rastin e modelit té regresit logjistik té thjeshté, dhe né modelin e regresit logjistik té
shuméfishté vlerésimi pér modelin éshté vlerésimi i réndésisé sé variablave né model.

Kriteri i raportit té pérgjasisé pér réndésiné e pérgjithshme té p koeficientéve té variablave né
model (té pavarur) zbatohet si né rastin e modelit té regresit logjistik té thjeshté.

Kriter i cili bazohet né statistikén G té paragitur né ekuacionin (3.10) por me njé ndryshim gé
vlerat e pérshtatura 7& bazohen né vektorin g i cili ka (p + 1) parametra.

Lidhur me hipotezén zero kur té gjithé koeficientét jané té barabarté me zero pra:

Hy: o = B1 = B2 = - = P = 0 shpérndarja e statistikés G eshté Hi katror me p shkallé lirie.
Pérdoret statistika Wald pér té kontrolluar réndésiné e secilit prej koeficientéve té pavarur

W; = B;/SE(B))

Secila statistiké W; ka ligj normal t& normuar. Ndérkohé gé reduktohet numri i parametrave
géllimi kryesor éshté éshté té merret modeli mé i pérshtatshém.

Né vazhdim éshté gé té pérshtatet modeli i cili pérmban vetém variablat e réndésishém dhe té
krahasohet ai me modelin e fillimit i cili i pérmban té gjitha variablat. Pér kontrollin e hipotezés
kriteri Wald analog i modelit té shuméfishté pérftohet né trajté matricore si:

w =g varBp] B
=3 (X'VX) .

W ka shpérndarje Hi katror me (p + 1) shkallé lirie.
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3.4 Pérfundime

Né kété kapitull analizohet modeli i regresit logjistik té thjeshté dhe té shuméfishté, pérshtatja e
modelit, kontrolli i réndésisé sé koeficientéve dhe vlerésimi i intervalit té besimit pér kéto
modele. Pér parashikimin e probabilitetit té pranisé apo mungesés sé sémundjes tek individét u
ndértua modeli i regresit logjistik té thjeshté logit(m(x)) = —2,686 + 0,068 - mosha, t& dhénat
e pérdorura jané marré nga njé anketim i béré né 2016 né zonén e Kukésit. Né modelin e regresit
logjistik kur ndryshorja e pavarur éshté kategorike, ajo kodohet.
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KAPITULLI 4

MODELIMI | TE DHENAVE ME REGRESIN LOGJISTIK TE
SHUMEFISHTE

4.1 Hyrje

Né kété kapitull realizohet modelimi i té dhénave me regresin logjistik té thjeshté dhe té
shuméfishté. Modelimi parashikon probabilitetin e mos pérfshirjes né Skemén e Sigurimeve
Shoqgérore té njé individi té punésuar. Pér ndértimin e kétij modeli té dhénat jané marré nga baza
e té dhénave e The World Bank né njé raport té paragitur mé 2014 mbi anketimin “Matja e
standarteve pér nivelin e jetesés né Shqipéri” té realizuar mé 2012. Analiza e regresit logjistik
éshté kryer né disa hapa. Né fillim éshté marré vetém me njé ndryshore dhe mé pas jané shtuar
ndryshoret e tjera duke pérmirésuar modelin. i gjithé zbatimi éshté realizuar duke pérdorur
paketén statistikore SPPS.

4.2 Historik i shkurtér mbi zhvillimin e sigurimeve shogérore né Shqipéri

Pérballjet me shumé realitete kané parashtruar nevojén pér mbrojtje shoqérore, duke e
pérkufizuar até si njé aspiraté jo vetém té njé klase shogérore, té njé grupi té caktuar individésh,
té njé kategorie té caktuar profesionale, por si njé e drejté njerézore. Skema e sigurimeve né
Shqipéri éshté e mbéshtetur né sistemin “pay as you go”, sipas té cilit pagesat aktuale pér
pensionistét financohen nga kontributet aktuale brenda sistemit. Kjo krijon njé lidhje té
drejtpérdrejté midis numrit té personave gé kontribuojné né skemé, sasisé sé parave Qé ata
paguajné dhe pensioneve té pérfituara. Sa mé i larté ky raport, ag mé miré éshté. Ményra e
menaxhimit ndér vite e skemés sé sigurimeve shogérore dhe karakteristikat e saj kané gené té
ndryshme para dhe pas viteve *90. Né Periudhén e dyté, e cila paraget shumé interes nga
piképamja e analizés sé pjesémarrésve né skemén e sigurimeve i pérket viteve 1991-2009.(sipas
Insitutit té Sigurimeve Shogérore). Zhvillimet e vrullshme né fillim té viteve 90 u shogéruan me
mbylljen e shumé fabrikave, rritje té papunésisé, pérpjekje pér krijimin e njé sistemi té ri
ekonomik, i cili né fillesat e tij u karakterizua nga informalitet i larté, shkage kéto té gjitha gé
sollén kolaps né numrin e kontribuesve. Pér té neutralizuar kété rénie, né vitin 1993, me hartimin
e ligjit pér Sigurimet Shogérore, u vendos njé normé e larté pér kontributet, né masén 42.5%.
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Pas vitit 2000 tregu vazhdonte té karakterizohej nga mungesé informacioni mbi efektivitetin e
veprimtarisé ekonomike, kontroll jo i ploté i subjekteve dhe numrit té té punésuarve né to, pagat
reale, informalitet i larté sidomos né industringé e ndértimit, mospérputhje té€ numrit té firmave té
licencuara dhe atyre gé derdhnin kontribute, pérfshirje gjithmoné e mé e ulét e punétoréve né
sektorin e bujqésisé, etj. Né kété kuadér, me géllim rritjen e numrit té personave té pérfshiré né
skemé, né vitin 2002, norma e kontributeve u ndryshua nga 42.5% né 38.5%.

Né vitin 2003 efekti i késaj reforme nuk u ndie pasi numri i kontribuesve mbeti pothuajse né té
njéjtat nivele, ndérsa né vitin 2004, filloi té jepte shenjat e para duke u rritur me 1.7%, né vitin
2005 me 3.4% e né vitin 2006 me 11.2%. Rritjen mé té madhe po e shénonin té vetpunésuarit
dhe firmat private. Numri total i kontribuesve ka shénuar numrin mé té madh né vitin 2016 me
mesatarisht 718286 kontribues, Nga ana tjetér, numri mé i ulét i kontribuesve éshté shénuar né
vitin 2009, me rreth 544591 kontribues, (sipas Insitutit té Sigurimeve Shoggérore).

Tabela 4.1: Numri i kontribuesve né skemén e Sigurimeve Shogérore sipas sektorit té punésimit

Jo Firma | Té Té
Buxhetore buxhetore | private | vetpunesuar | Vullnetare | tjera
2009 133,155 34,219 207,798 | 127,151 8,999 33,269
2014 138,651 20,552 226,886 | 213,896 8,534 46,044
2016 137,012 18,389 325,303 | 173,628 7,323 56,631

Grafikisht té dhénat e mésipérme i paragesim si mé poshté ku vemé re se numri individéve té
pérfshiré né Skemén e Sigurimeve Shogérore né sektorin privat ka ardhur né rritje té
vazhdueshme. Ndérsa numri i individéve té pérfshiré né skemé né sektorin Jo buxhetor ka ardhur
né njé ulje té vazhdueshme. Grafikisht kété mund ta paragesim si mé poshté:

Figura 4.1: Kontribuesit né skemén e sigurimeve shogérore sipas sektorve
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Skema e sigurimeve thith njé pjesé jo té vogél té fondeve buxhetore. Né paragitjen grafike té
realizuar né excel, jepen té ardhurat nga kontributet dhe shpenzimet pér sigurime shoqérore pér
periudhén 1993-2013.

Figura 4.2: Struktura e financimit té ISSH.

Struktura e Financimit té ISSH-sé

W% até ardhurave nga Sig. Shogérore ndaj totalit B % e mbulimit sé ISSH nga Buxheti i Shtetit

1993 1994 1995 1996 1997 1998 1999 2000 2001 2002 2003 2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013

Vihet re nga grafiku i mésipérm njeé rritje e vazhdueshme e té ardhurave nga kontributet, sidomos
né vitet 1993-1996. Por me kalimin e viteve, hendeku midis shpenzimeve dhe té ardhurave ka
ardhur duke u thelluar dhe varésia nga Buxheti i Shtetit éshté kthyer né domosdoshméri. E
vlerésuar né kontekstin se Skema e Sigurimeve Shogérore éshté njé skemé e mbrojtjes sociale,
por funksionon si skemé kontributive, pagesa e kontributit té sigurimeve shogérore gjaté gjithé
periudhés sé punésimit t& njé individi, ésht€ “primi” i kontratés gé individi ka me Institutin e
Sigurimeve Shogérore. Késhtu struktura e shpenzimeve jepet sipas tabelés 4.2

Tabela 4.2: Struktura e shpenzimeve né vitin 2016

Shpenzime Pérgindja
Pér pérfitime 85,5
Administrative 2,0

Pér programe té vecanta té geverisé 12,5

Figura 4.3: Shpenzimet né vitin 2016
Shpenzimet ne vitin 2016
13%

2%

m Pér pérfitime m Administrative = Pér programe té vecanta té geverisé

Numri mesatar i kontribuesve né vit ka patur luhatjet e tij nga viti 2011 deri né vitin 2016, ku
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ndikim té konsiderueshém kané patur ulje-ngritjet e numrit té té vetépunésuarve né bujgési. Né
vitin 2016 u shénua numri mé i larté i kontribuesve prej 718286 kontribues, ndérsa né vitin 2012
u shénua numri mé i ulét i kontribuesve me vetém 549720 kontribues. Njékohésisht, viti 2016
éshté viti me rritjen vjetore mé té larté té kontribuesve me rreth 9%, ndérsa viti 2012 éshté viti
me rénien vjetore mé té theksuar té kontribuesve me minus 11.4%.

Tabela 4.3: Kontribues té sigurimeve shogérore né vite

2011 2012 2013 2014 2015 2016
Konribues né total 562,146 549,720 561,169 | 654,563 | 718,070 | 718286
Kontribues urbane 474,351 483,100 496,895 | 526,835 | 628,543 | 665118
Kontribues rurale 87,795 66,620 64,274 | 127,728 | 89,527 | 53168

Né Skemén e Sigurimeve Shogérore numrin mesatar mé té madh té kontribuesve né vit e zéné
kontribuesit né zona urbane. Pérgjaté viteve 2011-2016 numri mesatar i kontribuesve urbané ka
zéné rreth 63% té totalit té kontribuesve, ndérsa pjesa tjetér prej 37% i pérket peshés sé
kontribuesve ruralé. Numri i kontribuesve urbané shénoi vlerén mé té ulét té tij né vitin 2011 me
vetém 474351 kontribues. Nga ana tjetér, numri mé i larté i kontribuesve ruralé u shénua né vitin
2014, ku kishim 127728 kontribues dhe numri mé i ulét i kontribuesve ruralé u shénua né vitin
2013, ku kishim vetém 53168 kontribues. Grafikisht kéto té dhéna paragiten ne figurén 4.4:

Figura 4.4: Numri i kontribuesve urbané e rurale né vite
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4.3 Té dhénat

Do té pérdorim njé zgjedhje, té marré nga baza e té dhénave i The World Bank né njé anketimi té
béré “Matja e standarteve té jetesé né Shqipéri 2012 raport i paragitur mé 13 mars 2014. Kéto té
dhéna do ti pérdorim pér té parashikuar probabilitetin e mos pérfshirjes sé njé individi té
punésuar né Skemén e Sigurimeve Shogérore. Kjo bashkési té dhénash pérbéhet nga n = 3310
té cilét jané zgjedhur né dy raunde. Né raundin e paré, 834 Njésité Pérzgjedhése Primare (PSU)
jané zgjedhur rastésisht pér té pérfagésuar té gjithé territorin e vendit. Pastaj, 8 familje pér
secilén PSU jané zgjedhur pér t'u intervistuar né raundin e dyté pérmes njé procedure. Pér té
trajtuar rastet e mos pérgjigjes ose té asnjé kontakt tjetér, 4 familje pér secilén PSU u zgjodhén si
zévendésues gé sigurojné objektivin e 3310 pyetésoréve té plotésuar prané familjeve. Fusha
gjeografike té analizés pérfshijné 12 prefekturat e Shqipérisé, zonat urbane dhe rurale si dhe té
dy gjinité. Nga té dhénat e anketimit po té bé&jmé njé klasifikim pérsa i pérket pérfshirjes ose jo
né skemé té individéve marrim tabelén 4.4:

Tabela 4.4: Shpérndarja e individéve sipas pjesmarrjes né skemén e sigurimeve shogérore

Denduria % pér denduriné
) ) Po 2331 70.4
Pjesmarrja
né sigurimefy, 979 2906
shogérore
Total 3310 100.0

Nga baza e té dhénave éshé pérdorur njé ndryshore e varur dhe 5 ndryshore té pavarura.
Ndryshorja e varur éshté ndryshore e cila merr dy vlera dhe tregon nése njé individ éshté pjesé e
skemés sé sigurimeve shogérore ose jo. Variablat e pavarura jané: vitet e shkollimit, lloji i
punésimit, mosha, gjinia dhe zona. Ndryshoret e késaj bashkésie té dhénash jepen nga tabela 4.5.
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Tabela 4.5: Pérshkrimi i tipareve pér bashkésiné e té dhénave

Ndryshoret

Péshkrimi

Pérfshirja né skemén e sigurimeve shogérore

0— pérfshihet, 1—=nuk pérfshihet

Mosha

Ndryshore e vazhdueshme

Gjinia

0— mashkull, 1-» femér

Vitet e shkollimit

Ndryshore e vazhdueshme

Lloji i punésimit

1- Sektori publik,

2— Kompani private

3— Program i punés publike

4— Ndérmarrje shtetérore

5— Né OJQ ose organizata humanitare
6— Vetépunésuar

Zona

1- Qéndrore
2— Bregdetare
3— Malore
4- Tirana

4.4 Modelimi i té dhénave me regresin logjistik té shuméfishté

Né fillim llogarisim tabelat e kontigjencés pér ndryshoren e pavarur Gjinia dhe ndryshoren e
varur pérfshirja né Skemén e Sigurimeve Shogérore pér té treguar nése ka ndryshim mes femrave

dhe meshkujve dhe pérfshirjes né Skemén e Sigurimeve Shogérore.

Nga tabela e kontigjencés vemé re se 35,38% jané femra nga té intervistuarit dhe 64,62% jané
meshkuj dhe nga kéto 84.5% e femrave jané té pérfshira né skemé dhe 62.7% e meshkujve jané
té pérfshiré né skemé. Pra pritet gé njé femér té keté mé shumé shanse se njé mashkull pér tu
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pérfshiré né skemé, duke marré parasysh gé regresi logjistik na jep probabilitetin e ngjarjes sé
koduar me 1(Y=1 né intepretimin tona do ti kushtojme réndesi mos pérfshirjes né skemé)

Tabela 4.6: Tabela e kontigjencés pér shpérndarjen e individévé té pérfshiré né skemé sipas
gjinisé

Gjinia Totali
Mashkull Femér
Po Denduri 1341 990 2331
Jo Denduri 798 181 979
% pér Gjinia |37.3% 15.5% 29.6%
. Denduri 2139 1171 3310
Totail
% Pér Gjinia |100.0% 100.0% |100.0%

Nga tabela 4.6 vihet re se numri femra té pérfshira né skemén e sigurimeve shogérore éshté né
numér mé i madh se ai meshkujve.

Njehsojmé raportin e mundésive (Odds) si mé poshté:
P(A)  prob1l—ve
1—P(4) prob0 —ve
Pér ndryshoren me dy vlera né modelin e regresit logjistik modelojmé logaritmin natyral té
raportit té gjasave, logit(m)

Odds =

logit(m) = In(0dds) = In (1 f n)

prob 1 —ve
=ln (—)
prob 0 — ve
Ai bazuar né té dhénat e tabelés 4.6 raporti i gjasave éshté 0.419. Ky raport tregon se nése
zgjedhim rastésisht njé individ ai &shté 0.419 heré mé i favorshém pér t& mos gené i pérfshiré
sesa i pérfshiré né skemén e Sigurimeve Shogérore.

4.4.1 Rastiiparé (Varésia midis dy variablave kategorik)
Raporti i gjasave pérkatésisisht pér femra dhe meshkuj jepet me ané té barazimeve:

joperfF 181

0ddsy =
SF = T herF 990

= 0.1828
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dhe
__joperfM 798

Oddsy == o= = 37 = 05951

ZZZEM = 3,255, tregon se meshkujt kané 3,255 heré shanse mé
F

shumé pér té mos géné té pérfshiré né skemén e Sigurimeve Shogérore né krahasim me femrat.
Vlera e In(3,255) = 1,1801 shérben si koeficient i variablit té pavarur Gjinia tek ekuacionit i
regresit logjistik té thjeshté.

Trajta e ekuacionit:

Raporti i dy gjasave tregon

logit(P) = —1.699 + 1,1801 - Gjinia

Gjithashtu pér té vlerésuar lidhjen midis pérfshirjes né skemén shogérore dhe Gjinisé u
vlerésohet modeli i regresit logjistik:

Logit(m) = Ln(0dds) = B, + B1 - Gjinia
Pérfundimet e marra nga zbatimi né SPSS jané:

Tabela 4.7: Testi Omnibus pér koeficientét e modelit
Omnibus Tests of Model Coefficients

Chi-square |df Sig.

Step |185.641 1 .000
Hapi 1 Block |185.641 1 .000
Model | 185.641 1 .000

Vemé re

Lo

—2-LL = —2In(raporti i pergjasise) = —2 (L ) = 185.641

1
Hipotezat gé formulojmé pér testin Omnibus jané:

Ho: modeli nuk éshté i réndésishém
Ha: modeli éshté i réndésishém

Nga testi Omnibus vihet re se modeli i ndertuar éshté statistikisht i réndésishém me nivel
réndésie @ = 0,05.
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Tabela 4.8: Treguesit e modelit te regresit logjistik
Model Summary

Step |-2 Log|Cox & Snell|Nagelkerke R
likelihood R Square Square

1 3834.274° .055 .078

Vlerat e Cox & Snell R Square R? dhe Nagelkerke R? jané t& vogla edhe pse modeli rezulton gé
éshté statistikisht i réndésishme dhe kjo vjen si arsye e mungesés sé variableve té tjeré né model
té cilét mund té kené ndikim mé té madh shpjegues.

Tabela 4.9: Tabela e koeficientéve té ndryshoreve né ekuacion
Variablat né ekuacion

B S.E. [Wald df |[Sig. Exp(B) |95% Conf. Interval

Gjinia  ]1.180 |0.092 [163.203 |1 |.000 |[3.255 [0.999718 |1.360282445

Step 1°
-1.540273065

Constant | -1.699 |0.081 |441.825 |1 |.000 |0.183 }1.85773

a. Variable(s) entered on step 1: gjinia.

Nga tabela shohim se té dy variablat jané statistikisht t& réndésishém dhe merret ky model i
regresit logjistik:

Logit(r(x)) = —1,699 + 1,180 - Gjinia
Megenése B, tregon se shanset qé njé mashkull t& mos jeté i pérfshiré né skemé jané mé té larta
se té njé femre, B, éshté ndryshimi mesatar né probabilitetin e mos pérfshirjes né skemé té njé
individi midis Meshkujve dhe Femrave

4.4.2 Rastiidyté (Varésia e ndryshores kategorike me njé ndryshore té vazhdueshme)

Neé kété rast éshté vrojtuar varésia e ndryshores soné kategorike nga ndryshorja e vazhdueshme
mosha e té intervistuarit.
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Tabela 4.10: Testi Omnibus pér koeficientét e modelit

Omnibus Tests of Model Coefficients

Chi- df Sig.
square
Step 66.026 1 .000
Step
1 Block ]66.026 1 .000
Model ]66.026 1 .000
Vemé re

Lo

—2-LL = —2In(raporti i pergjasise) = —2 (L ) = 66.026

1
Hipotezat qé formulojmé pér testin Omnibus jané:

Ho: modeli nuk éshté i réndésishém
Ha.: modeli éshté i réndésishém
Nga testi Omnibus vihet re se modeli i ndertuar éshté statistikisht i réndésishém.

Tabela 4.11: Treguesit e modelit te regresit logjistik
Model Summary

Step |-2 Log|Cox & Snell R | Nagelkerke R
likelihood Square Square

1 3953.889° .020 .028

a

Pérséri vlerat e Cox & Snell R Square R® dhe Nagelkerke R? jané té vogla edhe pse modeli
rezulton gé éshté statistikisht i réndésishme dhe kjo vjen si arsye e mungesés sé variableve té
tjeré né model té cilét mund té kené ndikim mé té madh shpjegues.

Tabela 4.12: Tabela e koeficientéve té ndryshoreve né ekuacion

B S.E. Wald Df Sig. Exp(B)
Mosha -.026 .003 64.745 1 .000 974
Step 1°
Constant |.226 139 2.649 1 104 1.254

a. Variable(s) entered on step 1: mosha.
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Modeli i regresit logjistik té thjeshté éshté:
Logit(m(x)) = —0,026 + 0,226 - Mosha

Nga tabela vemé re se me rritjen e moshés me njé vit shanset gé njé individ té mos jete i
pérfshiré né skemé ulen mesatarisht me 0.974.

443 Rasti i treté (Varésia e ndryshores kategorike me ndryshore té vazhdueshme,
kategorike)

Nga studimi me kujdes i bazés sé té dhénave u gjetén disa ndryshore té tjera té réndésihme sic
jané gjinia, mosha, sektori i punésimit, vitet e shkollimit dhe zona.

Tre ndryshore jané kategorike dhe madje me disa opsione SPSS i kodon duke i futur né model si
variabla té rinj por té koduar me 0, 1. Domethéné nga 6 kategori te ndryshorja lloji i punésimit né
model do té shtohen 5 ndryshore, nga 4 kategori tek ndryshorja zona do té shtohen 3 ndryshore.
Né tabelén e méposhtme jepen kéto kodime pér secilén nga ndryshoret e marra né studim.
Mungesa e informacionit né disa nga variablat e rinj té shtuar né model ka reduktuar numrin e
individeve té cilét jané marré né shgytim. Né total numri i individéve pér modelin e regresit
logjistik éshté 3166.

Tabela 4.13: Kodimi i ndryshoreve kategorike

Kodimi i ndryshoreve kategoreike

Dendutiré | Kodimi i parametrave
(1) ) ©) (4) (%)
Sektori publik 1235 1.000 .000 .000 .000 .000
Kompani private 1429 .000 1.000 .000 .000 .000
Program i punés publike [ 19 .000 .000 1.000 .000 .000
Lloji i
punésimi. | Ndérmarrje shtetérore |76 .000 .000 .000 1.000  [.000
0JQ ose Organizate), o 000 |000 [000 |.000  |1.000
humanitare
Vetépunésuar 391 .000 .000 .000 .000 .000
Qéndrore 1226 1.000 .000 .000
Zona
Bregdetare 961 .000 1.000 .000
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Malore 402 .000 .000 1.000
Tirana 577 .000 .000 .000
Male 2042 1.000

Gjinia
Female 1124 .000

Rezultatet e perftuara nga SPSS pér kété rast jané:

Tabela 4.14: Testi Omnibus pér koeficientét e modelit

Omnibus Tests of Model Coefficients

Chi-square |df Sig.

Step 1513.295 11 .000

Step1 Block |1513.295 |11 .000
Model ]1513.295 11 .000

Nga tabela vemé re se modeli i ndértuar éshté statistikisht i réndésishém (sig=0.000<0.05)

Tabela 4.15: Treguesit e modelit té regresit logjistik
Model Summary

Step |-2 Log|Cox & Snell R[Nagelkerke R
likelihood Square Square
1 2277.563° .380 544

Vihet re se me shtimin e ndryshoreve té reja né model rriten né ményré té ndjeshme vlerat e Cox
& Snell R? dhe Nagelkerke R?.

Vlerat e dy koeficientéve R? tregojné se modeli shpjegon rreth 38% deri né 54.4% t& shpérhapjes
sé té dhénave.

81



Modelimi matematik i t& dhénave kategorike dhe zbatime

Tabela 4.16: Tabela e klasifikimit

korrekt

Vrojtimi Parashikimi
Skema e Sigurimeve | Pérgindjet
Shoqgérore korrekt
Po Jo

Skema e Sigurimeve |PO 2059 201 91.1

Shogérore Jo 356 550 60.7

Step 1
Pérgindja totale e klasifikimit 82 4

Gabimi té llojit té paré kemi kur njé individ éshté parashikuar nga modeli gé nuk pérfshihet né

skemé ndérkohé gé ai realisht &shté i pérfshiré né skemé.

Konkretisht probabiliteti i gabimit Ilojit té paré éshté 8.9% (201/(2059+201)). Gabim té llojit té
dyté kemi kur njé individ éshté parashikuar nga modeli si i pérfshiré né skemé ndérkohé gé ai

realisht nuk éshté i pérfshiré né skemé 39.3%(356/(356+550)).

Pérgindjet e sakta pér ato té cilét jané té pérfshiré ose nuk jané té pérfshuré jané pérkatésisht
Pra modeli né rastet kur njé individ realisht éshté i pérfshiré né skemé arrin té
parashikoj sakté 91.1% té rasteve, ndékohé kur njé individ nuk éshté i pérshiré né skemé modeli
arrin té parashikoj sakté né 60.7% té rasteve. Pérgindaja totale e parashikimi té sakté éshté njé

91.1%, 60.7% .

mesatare e peshuar midis dy pérgindjeve té sakta.

Tabela 4.17: Tabela e koeficientéve té ndryshoreve né ekuacion
Variables in the Equation

82

B S.E. Wald df Sig. Exp(B)
Gjinia 793 122 41988 |1 000 2211
Mosha -.021 005 21669 |1 000 979
Lloji i

a
Step 1 eeimit 417176 |5 000

Sektori publik |-4.835 | 244 391.445 |1 000 008
Kompani 2381 |.168 200023 |1 000 092
private
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Program  1f 3 109 | 807 18.044 |1 000 032

punés publike

Ndérmarrje | ) oo | 743 38878 |1 000 010

shtetérore

0JQ ose

organizata -1.213 544 4.967 1 .026 297

humanitare

\nﬁ'ite—Shko"' -.204 017 138525 |1 000 816

Zona 9.101 3 .028

Qéndrore -.315 152 4315 1 038 730

Bregdetare .018 155 014 1 905 1.019
Malore 020 212 009 1 926 1.020
Constant 4574  |.373 150.259 |1 000 96.969

a. Variable(s) entered on step 1: Gjinia, Mosha, Lloji i punésimi, vitet e shkollimit, zona.

Nga rezultatet e pérftuara vihet re se né pérjashtim té ndryshores Zona (2) dhe zona (3) té gjithé
té ndryshoret e tjera jané statistikisht té réndésishme (sig<0.05) dhe merret modeli i regresit té
shumeéfishté logjistik:

Logit(m(x)) = 4.574+0.793*gjinia -0.021*mosha -4.835* sektori publik -2.381* kompani
private -3.429* programi punés publike -4.632*ndérmarrje shtetérore—1.213* OJQ -0.204 vite
shkollimi - 0.315*zona géndrore +0.018* zona bregdetare +0.020* zona malore 4.2)

Pér njé mashkull (mashkull=1), mosha =30 vjec, punésimi né kompani private, 16 vite shkollim
dhe zona bregdetare logit i parashikuar éshté:

Logit{ mashkull=1, 30, punésimi né kompani private = 1, 16, zona(bregdetare)=1}=-0.8899
Probabiliteti gé njé mashkull me kéto karakteristika t¢ mos pérfshihet né skemén e sigurimeve
Shogérore éshté:

e—0.8899

T o=owsw = 0-291

Piy=1) =

Le té b&jmé intepretimin e koeficientéve prané ndryshoreve tek modeli i regresit logjistik
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Trajta e pérgjithshme e modelit té€ ndértuar té regresit éshté:

lOQit(ﬂ(x)) = Bo + B1x1 + B2xy + B3X31 + PaXsy + PsXsz + PeXzs + BrX3s + PeXy
+ BoXs1 + B1oXsz + P11Xs3

> Interpretimi i koeficientit prané moshés si rast i njé ndryshoreje té vazhdueshme.
Intepretimi i koeficientit 8, tek modeli i regresit logjistik t& shuméfishté béhet né kété ményré:
Shénojmé me k njé vleré e cfarédoshme té x, :

X, = k, fiksojmé vlerat e x4, x34, ..., X53,

logit(rr(x)) = Bo + B1x1 + B2k + P3x31 + BaXsy + PsXzz + BeXzs + BrX35 + PeXs + PoXsy
+ B1oXs2 + B11Xs3

Odds = eBotBix1+B2k+B3x31+BaX32+BsX33+BeX34+B7X35+BgXa+BoX51+B10%52+B11%53
xZ = k + 1,

logit(m(x)) = fo + P1x1 + f2(k + 1) + B3x31 + PaXsz + PsX33 + PeX3s + BrX3s
+ BgXy + BoXxsy + ProXsz + P11Xs3

Odds = eBotrBix1+B2(k+1)+P3X31+BaX32+PB5X33+BeX34+B7X35+PgXa+PBoXs1+B10X52+P11X53

Odds kur x, =k +1
Odds kur x, = k

eﬁo+ﬁ1x1+ﬁz (k+1)+B3x31+B4x32+Bsx33+PeX34+L7X35+PgXa+Poxs1+B10X52+ L1153

Odds =

eBo+B1x1+Bak+Psx31+Bax32+Psx33+BeX34+P7X35+BeXa+PoXs1+P10X52+B11X53

= eﬂz

Me rritjen njé vit té moshés dhe mbajtjen konstante té ndryshoreve té tjera shanset gé njé individ
té mos jété i pérfshiré né skemé zvogélohen mé 0.979 heré.

» Interpretimi i ndryshores lloji i punésimit
Interpretimi i koeficientéve kur ndyshorja éshté kategorike me disa opsione:

Kur ndryshorja éshté kategorike duhet té kemi gjithmoné parasysh kodimin e ofruar nga
programi. Konkretisht nése punonjési éshté né sektorin publik ndryshorja e formuar nga kjo
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kategori do marr vlerén 1 dhe gjithé ndryshoret e tjera té pérftuara nga kategorité e punésimit do
té marrin vlerén zero. Prandaj do té interpretohet vetém koeficienti prané punésimit né kompani
private. Késhtu qé shanset gqé njé punonjés i punésuar né kompani private krahasuar me njé
punojés té vetépunésuar té mos jeté i pérfshiré né skemé zvogélohen 0.008 heré.

logit(m(x)) = Po + P1x1 + P2xz + B3Xx3y + Paxzy + Psxzz + PeXsa + Prx3s5 + Pexy +
Poxs1 + P1oXs2 + B11Xs3 (4.2)

Nryshorja sektori publik nga kodimi ka vlerén x;; = 1 ndérsa ndryshoret e tjera x;, = x33 =
X34 = X35 =0

Ndryshorja kompani private nga kodimi ka vlerén x5, = 1 ndérsa ndryshoret e tjera x3; = x33 =
X34 = x35 = 0

Nga ekuacioni (4.2) marrim:

logit(m(x)) =Po+P1-x1+ P2 %+ P31+ B0+ P50+ B6-0+ P70+ Pg-x,+
Bo* Xs1 + P10 Xs2 + P11 Xs3

dhe

logit(m(x)) =Po+P1 X1+ P2 x2+ P30+ By-1+Ps 0+ L0+ P70+ g x4
+ By - Xs1 + P10 Xs2 + P11 Xs3

eBotB1x1+B2 X2+ 31+ 40450+ B6 0+ 70+ By Xa+BoX51+B10X52+B11'Xs53 ebs

Odds = =

eBotB1x1+B2x2+P30+Ba1+B50+P6 0+P7:0+Bgxs+PoX51+f10'X52+B11X53  oPa
—4.835—(—2.381)

=e

= e~245% = (0.0859

Shanset gé individi i punésuar né sektorin publik t& mos jeté i pérfshiré né Skemén e Sigurimeve
Shoqgérore jané 0.0859 heré mé té ulta se shanset gé njé individ i punésuar né kompani private.
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4.5 Pérfundime

Né kété kapitull realizohet modelimi i té dhénave me regresin logjistik té shuméfishté. Té dhénat
e pérdorura né modelim jané marré nga baza e té dhénave té The World Bank (2012). Ato
pérdoren pér té parashikuar probabilitetin e mos pérfshirjes sé njé individi té punésuar né skemén
e sigurimeve shogérore. Ndértohen dhe analizohen modele té regresit té thjeshté dhe regresit té
shuméfishté logjistik duke konsideruar si ndryshore té pavarura: gjinia, mosha, lloji i punésimit,
vitet e shkollimit dhe zona. Ndryshoret lloji i punésimit dhe zona u koduan si ndryshore
kategorike me O dhe 1 dhe futén né model si ndryshore té reja. Késhtu nga 6 kategori te
ndryshorja lloji i punésimit né model shtohen 5 ndryshore té reja ndérsa pér zonén shtohen 3
ndryshore. Pra si ndryshore té pavarur né modelin e regresit té shuméfishté logjistik jané: gjinia,
mosha, sektori publik, kompani private, program i punés publike, ndérmarrje shtetérore, OJQ ose
organizata humanitare, vitet e shkollimit, zona géndrore, bregdetare, malore.

Nga trajtimi i modeleve té ndértuara té regresit logjistik té thjeshté dhe shuméfishté pércaktohet
modeli statistikisht mé i miré i cili parashikon probabilitetin e mos pérfshirjes sé njé individi té
punésuar né skemén e sigurimeve shogérore. Modeli wshtw:

Logit(m(x)) = 4.574+0.793*gjinia -0.021*mosha -4.835* sektori publik -2.381* kompani
private -3.429* programi punés publike -4.632*ndérmarrje shtetérore—1.213* OJQ -0.204 vite
shkollimi - 0.315*zona géndrore +0.018* zona bregdetare +0.020* zona malore

Duke analizuar modelet e regresit logjistik t€ shuméfishté arrijmé né pérfundimin se me shtimin
e ndryshoreve té pavarura né model rritet pérgindja totale e klasifikimit korrekt. N& modelin e
regresit t€ shuméfishté logjistik u pércaktuan si variabla satistikisht té réndésishém: gjinia,
mosha, sektori publik, kompani private, program i punés publike, ndérmarrje shtetérore, OJQ ose
organizata humanitare, vitet e shkollimit, zona géndrore, bregdetare. Modeli i ndértuar shpjegon
38% deri né 54.4% té shpérhapjes sé té dhénave dhe pérgindja totale e klasifikimit korrekt éshté
82.8%.
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