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Abstrakt

Né kété punim té doktoraturés, do té pérkufizojmé disa konvergjenca té reja statis-
tikore pérmes metodave té shumueshmérisé dhe pérmes tyre do té vértetojmeé teo-
remat e Korovkin-it (pér disa klasé prej tyre) dhe ato té Voronoj-it.

Né kapitullin e paré do té béhet paraqitja e koncepteve themelore né lidhje me
konvergjencat statistikore, si pérgjithésime té konvergjencave té zakonshme. Mé
pas do té jepen disa nga metodat e shumueshmeérisé té cilat do t’i pérdorim né kété
punim dhe format themelore té teoremave té Korovkin-it dhe teoremat e Voronoj-it.

Né kapitullin e dyté do té jepen konvegjenca statistikore té reja dhe pérmes tyre
do té béhet pérkufizimi i hapésirave té vargjeve si dhe do té béhet krahasueshméria
e hapésirave té fituara né kété ményré. Gjithashtu do té jepen metodat e reja té
shumueshmeérisé té cilat pérkufizohen pérmes kétyre konvergjencave dhe lidhmérité
ndérmjet tyre.

Né kapitullin e fundit do té japim Teoremat mbi shkallén e konvergjencés sipas
konvergjencave statistikore té definuara né kapitullin e dyté, teoremat bazike té
Korovkin-it dhe teoremat e Voronoj-it.

Klasifikimi sipas AMS 2010: 40G15, 41A36, 46A45, 40C05, 41A36, 46A45,
40A05. Secondary 46A35, 46B45.

Fjalét kyce: konvegjenca statistikore me peshé A?, teoremat e tipit té Korovkin-
it, shkalla e konvergjencés, konvergjenca statistikore dhe shumueshméria statis-
tikore, teoremat e tipit té Voronoj-it, operatorét linear pozitivé, funksionet e vazh-
dueshme dhe té kufizuara, modulet e vazhdueshmeérisé, funksionet jorritése dhe
jozvogéluese, diferencat e vargjeve, vargjet lakunare, vargjet e funksioneve mod-
ulare, funksionet e Orlitz-it, metodat e shumueshmérisé sipas Cesaros, metoda e
shumueshmeérisé sipas Norlund-it, metoda e shumueshmeérisé sipas Riesz-it, metoda
e shumueshmeérisé sipas Euler-it, metoda e shumueshmérisé matricore.
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Abstract

In this doctoral thesis we will define some new statistical convergences, using summa-
bility methods and based on those definitions we prove some kind of Korovkin type
theorems (in some classes of spaces) and Voronoi theorems, too.

In the first chapter we have define those new type of statistical convergences,
which are generalization of the "random convergences', and then we will give defi-
nition and some properties of the basic summability methods, which will be used in
this doctoral thesis and basic forms of the Korovkin and Voronoi type theorems.

In The second chapter we have defined new statistical convergences and using
into consideration those definitions, we have defined sequence spaces and are given
inclusion relations between those defined classes of sequence spaces. Also we have
define some new summability methods, which are defined by those new statistical
convergences and their relationship between them.

In the last chapter we have given some kind the rate of convergence, based in
the new defined statistical convergences and we have proved some kind of Korovkin
type theorems, and Voronoi type theorems.

Classification according to AMS 2010: 40G15, 41A36, 46A45, 40C05,
41A36, 46A45, 40A05. Secondary 46A35, 46B45.

Key words: Weighted statistical convergence A%, Korovkin type theorems, rate
of convergence, statistical convergence and statistical summability, Voronoi type the-
orems, positive linear operators, bounded and continuity functions, modulus of con-
tinuity, non-decreasing and non-increasing functions, generalized difference of func-
tions, lacunary sequences, sequence of modular functions, Orlitz functions, Cesaros
summability method, Norlund summability method, Riesz summability method,
Euler summability method, matrices summability method.
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Hyrje

Ky punim éshté i ndaré né tre kapituj.
Kapitulli i paré: Kuptimet hyrése

Né kapitullin e paré kemi dhéné kuptimet themelore dhe pohimet ndihmése, té
cilat do t’i shfrytézojmé pér vértetimin e pohimeve themelore né kapitujt dy dhe tre,
té cilét kapituj jané té pérbéré kryesisht nga punime autoriale. Kétu kemi dhéné
kuptimet themelore né lidhje me hapésirat e vargjeve dhe hapésirat duale té tyre.

Né vijim jepet kuptimi i konvergjencés statistikore, si pérgjithésim i konvergjencés
sé zakonshme dhe metodat e shumueshmeérisé, si ajo e Cesaros e rendit té paré, ren-
dit té cfarédoshém, metoda e pérgjithésuar e Cesaros, shumueshméria e tipit té
Norlund-it dhe ajo e pérgjithésuar e tij, shumueshméria e Riesz-it, shumueshméria e
tipit té Euler-it dhe shumueshmeéria e tipit A%. Gjithashtu jepen disa pohime ndih-
mése bazike nga analiza funksionale. Né fund jepen teoremat bazike té Korovkin-it,
e para dhe e dyta.

Kapitulli i dyté: Vargjet e hapésirave té ndértuara me konvergjencat
statistikore

Kétu kemi dhéné pérkufizimet e konvergjencave té reja statistikore dhe pérmes
tyre jané pérkufizuar disa hapésira té vargjeve. Kéto konvergjenca merren nga
shumueshméria A%, ku pérkufizohen hapésirat e vargjeve [V, A?| dhe S\2. Shqyrtohen
disa veti té kétyre hapésirave té vargjeve dhe relacionet pérfshirése né mes té tyre.
Mé pas pérkufizohen hapésiraté e vargjeve A? dhe shikohen disa veti té tyre. Né vijim
merren konvergjencat statistikore sipas metodés sé shumueshmérisé sé Norlund-it
dhe pérmes tyre pérkufizohen hapésirat e vargjeve N, .

Né kuadér té kétij kapitulli gjithashtu pérkufizohet konvergjenca statistikore
duke shfrytézuar funksionet e Orlitz-it, si dhe pérkufizohet hapésira e vargjeve
[Np.gs M, p|. Pér kété hapésiré provohen disa veti té saj. Né vijim jepet pérkufiz-
imi i konvergjencés statistikore sipas funksioneve modulare, duke shfrytézuar edhe
metodén matricore té shumueshmérisé dhe diferencat e pérgjithésuara té rendit n,
pér termat e vargjeve. Pér kété llojé konvergjence pérkufizohet hapésira e vargjeve
NQ(A, F, u, Am)

Gjithashtu jepen hapésirat e vargjeve lakunare me diferenca té pérgjithésuara
dhe pérkufizohet hapésira (A, u, A™). Né fund té kapitullit jepen hapésirat e vargjeve
té pérkufizuara pérmes vargjeve lakunare, diferencave té pérgjithésuara dhe metodés
sé shumueshmeérisé sipas Cesaros.
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Kapitulli i treté: Teorema e dyté e Korovkin-it pér A2—shumueshmérité
statistikore

Né kété kapitull jepen teoremat e Korovkin-it, shkalla e konvergjencés, modulet
e vazhdueshmeérisé si dhe teoremat e Voronoj-it.

Né fillim kemi dhéné teoremat e Korovkin-it sipas konvergjencés statistikore A2,
pér rastin e funksioneve testuese trigonometrike. Mé pas shqyrtohet shkalla e kon-
vergjenceés sé tyre pérmes késaj metode dhe modulit té vazhdueshmérisé. Né vijim
merret njé shembull i cili tregone se pohimet tona jané mé té pérgjithésuara se
pohimet e dhéna né punimin [2].

Né pjesén e dyté merret njé formé e teoremés sé Korovkin-it sipas té njéjtés
konvergjencé statistikore, por tani si test funksione kemi funksionet algjebrike 1,z
dhe z%. Gjithashtu edhe né kété rast shqyrtohet shkalla e konvergjencés sé opera-
toréve linear pozitivé, pérmes té vargut té test funksioneve 1,x, 2? dhe modulit té
vazhdueshmérisé. Né po kété pjesé jepet edhe njé formé e teoremés sé Voronoj-it,
pérmes pérkufizimeve té dhéna mé paré.

Né pjesén e fundit jepen trajta té teoremés sé Korovkin-it, duke shfrytézuar
konvergjencat statistikore sipas metodés sé shumueshmérisé sé Norlund-it. Jepet
njé shembull pérmes té cilit tregohet se kéto pohime té dhéna né kété punim jané
me té pérgjithésuara se sa pohimet e dhéna né punimet [48] dhe [2]. Po ashtu
jepet shkalla e konvergjencés sé vargut té operatoréve linear pozitivé, pérmes té test
funksionit 1 dhe modulit té vazhdueshmérisé.
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Kapitulli 1

Kuptimet hyrése

1.1 Koncepte themelore pér hapésirat e Banach-
ut
Le té jeté X bashkeési e ¢farédoshme.

Pérkufizim 1.1.1. Norma || - ||, pér ndonjé z € X, éshté funksioni nga hapésira X
né R, i cili i plotéson kushtet e méposhtme:

L. ||z|| >0, dhe |[lz|]=0<«= 2=0,
2. Pér ¢do numér té dhéné A € ©, ku ® = {R, C} vlen relacioni: ||Az|| = |Al||x]],

3. [z +yll < [[=[[ +[lyll, pér ¢do z,y € X.

Cifti (X, ]| ||)— quhet hapésiré e normuar. Pér vargun e dhéné (x,,) € X, themi
se konvergjon te x € X sipas normés, nése vlen relacioni

(1.1.1) ||z, — || = 0, kur n — oco.

Themi se vargu (x,) € X, éshté varg i Koshit né hapésirén e normuar X, nése
vlen relacioni:

(1.1.2) (Ve > 0)(Ing = n(e))(Vn > ng,Vp € N = ||z, — 2| < €).

Dihet se nése (z,,) éshté varg konvergjent né hapésirén e normuar, atéheré éshté
edhe varg i Koshit, por anasjelltas nuk vlen gjithnjé. Pér kété arsye pérkufizohen
hapésirat e Banach-ut.

Pérkufizim 1.1.2. Themi se hapésira e normuar X, éshté hapésiré e Banach-ut,
nése secili varg i Koshit (x,,) € X, konvergjon né até hapésiré te njé piké = € X.
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Né vijim do té pérmendim disa nga hapésirat e vargjeve té cilat do t’i shfryté-
zojmé né punimin toné. Fillojmé me hapésirén [, e cila pérkufizohet si né vijim:

(1.1.3) l, = {x:(a:n) eR: Z|xn|/‘”<oo}7 pér 1<p < oo.

n=1
e cila éshté hapésiré e Banach-ut né lidhje me normén e dhéné me relacionin

1
P

(1.1.4) ||, = [Z |xn|p1 per 1<p<oo.
n=1

Né rastin kur p = 0o, hapésira e mésipérme éshté hapésiré e Banach-ut né lidhje
me normén e dhéné me relacionin

(1.1.5) ||1z||i., = sup |z,
neN

Pér vargun e dhéné (z,), themi se éshté nga hapésira e vargjeve ¢, nése (z,),
éshté varg konvergjent. Né rastin kur limiti i vargut éshté 0, atéheré até hapésiré té
vargjeve do ta shénojmé me cg.

Né vijim japim disa pohime té réndésishme nga analiza funksionale. Pér kété le
té konsiderojmé njé operator A nga hapésira e Banach-ut X né X.

Themi se operatori i dhéné éshté linear nése Vr,y € X dhe o, € ®, ku & =
{R, C}, plotésohet relacioni

Alax + PBy) = aA(x) + BA(y).

1.1.1 Hapeésirat duale

Le té shénojmé me X* hapésirén e té gjithé funksionaléve linear té kufizuar nga
hapésira e normuar X né ®. Dimé se hapésira e funksionaléve té tillé éshté e paisur
me Nnormen,

|f ()]

I = sup ===,
w0 |||

pér ¢do f € X*.
Nga relacioni i mésipérm merret drejtpérdrejté se vlen:

[FE@)] < AT [l

Teoremé 1.1.1. Pér ¢do hapésiré té normuar X, hapésira duale e saj X* éshté
hapésiré e Banach-ut né lidhje me normén e funksionalit té dhéné mé lart.

Vlen edhe kjo:
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Teoremé 1.1.2. (Teorema e Hahn-Banach-ut) Le té jeté E njé nénbashkési e hapésirés
X dhe le té jeté fo € E. Atéheré, gjendet njé zgjerim f € X* me vetiné qé

1 E = fo(aé dm.th sepér cdox € E vlen f(x) = fo(x)) dhe [[f]x- = [|folle-
Kjo d.m.th. se
@I _ o @)
wrowex 7| zemvioy 7|

1.1.2 Shembuj me réndési té hapésirave duale

Né kété pjesé do té shohim disa shembuj me réndési nga hapésirat duale té vargjeve.

Shembull 1.1.3. Hapésira duale e té gjitha vargjeve konvergjente né zero cqy, éshté
hapésira ly.

Le té jeté a = (a,) € ¢o. Pérkufizojmé funksionalin f duke fiksuar vargun (b,) €
l1, qé pér ¢do x € ¢y, pérkufizojmé

f(x) =" anby.
Atéheré,

[f(@)] < D7 lanby| < max|an| Y [bal = [12]lc, - [I£1]1,-

Nga kjo merret

||f c8§||f||l1'
Shohim tani té anasjelltén, le té jeté f € ¢j. Pérkufizojmé f(e,) = by, ku
671:(0707"'7 \:E/ 7'“)660-

pozita e n—té

Marrim y, = 37, e 9% ¢;. Atéheré, ||y,||c, = 1 dhe pér ¢do n € N kemi

1

o = 1fW)l=_Ibel,
k=1

prej nga merret se
ey = 11(6n) -

Tani duke identifikuar f € ¢ me vargun f = (b,) € I3, shohim se

1S

Nga ky relacion dhe relacioni mé lart, merret pohimi i kérkuar.
Né ményré analoge sikurse mé sipér tregohet se vlen relacioni:

g 2 | f -

I =l
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Shembull 1.1.4. Nése 11? + % =1 dhe 1 < p < o0, atéheré vlen relacioni
Ly =1,

Le té shénojmé me f = (b;) € l,, atéheré f pérkufizon njé funksional linear né [,
me shprehjen e méposhtme,

0o
= Z aibia
=1

pér x = (a;), dhe

)| < (laif?)% - (Jo:]*) = -

Zam

Pra
e < 111,

Tani provojmé té anasjelltén. Le té konsiderojmé tani f € [
ku vektorét e, jané definuar si mé paré. Le té shénojmé me

*

5. Marrim ¢, = f(eyn),

n

Yn = Z e—iargck |Ck|q_16k-
k=1

Duke ditur se (¢ — 1)p = ¢, ne pérfitojmé

1 1
n D n P
||yn||lp = <Z |Ci|(q1)P> — (Z ’Ci’q>
i i

dhe nga kjo

n

s Myally, = 1f (a)l = D leil” =

1

1

> |cz-|q)’1’ (2 rcirq); =, (3 i)

Duke vepruar me limit né relacionin e fundit sipas n—it do té marrim se

> [[(e)lli,-

Duke identifikuar f € [ me vargun f = (c,) € Iy, merret se

e = 11,

1.2 Pohime me réndeési

Le té jeté dhéné hapésira e normuar X. Me L(X), do té shénojmé hapésirén e té
gjithé operatoréve té kufizuar nga X né X. Dimé se norma e operatorit A jepet me
ané té relacionit:

| Allx = sup {[|Az[[}

|lz||<1

4
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Konvergjenca sipas normés e vargut té operatoréve A, tek operatori A jepet me
ané té relacionit:
|4, — Al = 0, kur n— oo,

e cila konvergjencé njihet si konvergjencé uniforme.
Ndérsa themi se vargu i operatoréve A, konvergjon te operatori A sipas kon-
vergjencés sé forté nése

Vee X, A,x — A, kur n — oc.

Tani e tutje, né kété pjesé me X do té kuptojmé hapésirén e Banach-ut dhe me
KY K dhe K¢, do t’i shénojmé pérkatésisht bashkésiné e hapur, mbyllur dhe até
komplement, pér bashkésiné e dhéné K.

Pérkufizim 1.2.1. Bashkésia K C X quhet bashkési "perfekte konvekse', atéheré
dhe vetém atéheré, nése pér ¢do varg té kufizuar (x;) € K dhe pér ¢do varg numrash
realé (a;) > 0 té tillé qé >3°, a; = 1, vlen

o0
Zaixi € K.
i=1

Gjithashtu pérkufizojmé bérthamén e bashkésisé K e cila jepet me ane té rela-
cionit:

K¢={r e K :Vy € X, ekziston a > 0, e tille q¢ Ay + (1 — M)z € K,¥0 < X < a}.
Pér ¢do x € X mund té vejmé K, = K — x dhe né até rast fitojmé:
K,=K-2,K'=K’—2,K: =K — .

Teoremé 1.2.1. ([27]) Nése K éshté bashkési perfekte konvekse né hapésirén e
Banach-ut X, atéheré vlen relacioni

(1.2.1) K=K =K =K.

Njé kuptim tjetér i cili na nevojitet pér vértetim té teoremés sé Banach-Steinhauss-
it éshté edhe ky:

Pérkufizim 1.2.2. Le té jeté dhéné funksioni y né hapésirén e Banach-ut X. Funk-
sioni i, quhet funksion perfekt konveks nése plotésohet relacioni

(1.2.2) [ @E an:cn> < ianu(:vnx

pér ¢do a, > 0 té cilét plotésojné kushtin > ; a,, = 1 dhe pér ¢do varg té kufizuar
(xn)neN € X

Teoremé 1.2.2. ([27]) Le té jeté u njé funksion i pérkufizuar né hapésirén e Banach-
ut X, me vetin gé p(Ar) = A\u(x), pér X > 0 dhe supozojmé gjithashtu se p éshté
njé funksion perfekt konveks. Atéheré, ekziston njé konstante C' > 0 me vetiné qé
p(z) < Cllx||, pér ¢do x € X.
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Vértetim. Le té konsiderojmé bashkésiné M = {x : pu(z) < 1}. Atéheré, nga fakti
se u(Ar) = Au(z) merret se 0 € M° dhe meqé p éshté funksion perfekt konveks,

atéheré . .
u (Z anﬂcn> <D anp(r,) <1,
n=1 n=1

pér ¢do a, > 0 me kushtin qé >>>°, a, = 1 dhe z,, € M., ku M, éshté njé rruzull
i hapur me gendér né origjiné dhe rreze e. Nga kéto merret se M éshté bashkési
perfekte konvekse. Nga teorema e kaluar rrjedh se 0 € M qé d.m.th. se ekziston
0 > 0 e tillé gé rruzulli me gendér né zero dhe rreze 0, Ds, pérmbahet né bashkésiné
M. Kjo nénkuptoné se pér ¢do 6 > 0 té tillé qé ||z|| < 0 rrjedh p(x) < 1.
Duke shfrytézuar homogjenitetin e funksionit p, konkludojmé se
(@) < 5lall
x) < =||lx
/"L —_ 5 )

pér ¢do z € X. O

Tani marrim pohimin e njohur si Teorema e Banach-Steinhauss-it.

Teoremé 1.2.3. (Pohimi i Banach-Steinhauss-it)([27]) Le té jeté {As : X — Y}q
njé familje e operatoréve té kufizuar nga hapésira e Banach-ut X né até té Banach-ut
Y. Supozojmé se pér ¢do x € X ekziston njé konstante C, > 0 e tillé gé

sup [|[Aqaz|| < C,.

Atéheré, ekziston konstanta C' > 0 me vetin gé ||Ayz|| < C||x|| pér ¢do = dhe pér
cdo A, nga familja e dhéné mé lart. Kjo d.m.th. se bashkésia e operatoréve A, éshté
e kufizuar né bashkésiné L(X —Y).

Vértetim. Le té shénojmé me
pz) = sup||Aaz]].

Atéheré, pér funksionin e pérkufizuar né kété ményré plotésohen kushtet e dhéna
né pohimin e kaluar, qé¢ d.m.th. se ekziston njé konstante C' ashtu qé u(z) < C||z||.
Me cka u vértetua teorema. O]

Njé rrjedhim i drejtpérdrejté i pohimit té Banach-Steinhauss-it éshté kjo teoremé:

Teoremé 1.2.4. ([27]) Vargu i operatoréve T, € L(X,Y) konvergjon forté te oper-
atori T € L(X,Y), atéheré dhe vetém atéheré, kur plotésohen kushtet:

1. Vargu (T,x) konvergjon pér ¢do x € M, ku M éshté nénbashkési e dendur né X.

2. Ekziston konstanta C > 0 ashtu gé plotéson relacionin ||T,|| < C.
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Vértetim. Supozojmé se vargu i operatoréve (7)) konvergjon forté te operatori 7T
atéheré kushti i paré merret drejtpérdrejté, ndérsa kushti i dyté rrjedh nga Pohimi
i Banach-Steinhauss-it.

Shohim tani té anasjelltén. Supozojmé se plotésohen kushtet e dhéna me rela-
cionet 1. dhe 2. dhe tregojmé se vargu i operatoréve T,, konvergjon forté te operatori
T. Supozojmeé se vargu (T,,x) konvergjon pér ¢do x € M, ku M éshté bashkési e den-
dur né X dhe se ||T,|| < C, pér ndonjé konstanté C. Pér ¢do x € M pérkufizojmé
operatorin Tj té tillé qé Tox = lim,, T,,x. Eshté e qarté se operatori Tj éshté linear
e aq mé tepér vlen vlerésimi: ||Tp|| < C, sepse ||T,z|| < C||z||. Tani zgjerojmé
operatorin T né téré hapésirén X si né vijim: pér ¢cdo z € X marrim x,, € M té
tillé qé z,, — x kur m — oo dhe marrim Tz = lim,,, Tyx,,. Shihet lehté se ky limit
ekziston dhe nuk varet nga zgjedhja e vargut x,, si dhe vlen vlerésimi ||T'|| < C. Le
té shohim meé tej se pér ¢do x € X, T,,x — Tx. Le té jeté dhéné e > 0 i ¢cfarédoshém
dhe marrim xy € M té tillé qé

€
|z = 2ol < 7575

4C+1)
dhe marrim Ny > 0 ashtu qé pér ¢do n > Ny té vlen relacioni
€
||Tn$0 — T.CE()H < 5

Atéheré, pér ¢do n > Ny do té kemi

|| Tx — Tx||
< N|Twx — Thzol|| + || Thzo — Txol|| + || T — Tl
< (Tl + TNz = ol | + [[Tnz — Tiol]
€ €
< —+-=¢c
2 a7
Me cka éshté vértetuar teorema. O

1.3 Konvergjenca statistikore

Le té shénojmé me w hapésirén e té gjitha vargjeve me terma realé ose komplekseé.
Nése x € w, do té shénojmé shkurt z = (zx) né vend té x = (x)52,. Kétu do
té paragesim pérkufizimin e konvergjencés statistikore pér vargun e cfarédoshém
numerik. Paraprakisht e marrim konceptin e densitetit asimptotik té bashkésisé sé
¢farédoshme K C N.

Densiteti asimptotik i bashkésisé sé dhéné K, pérkufizohet me ané té relacionit:

. JE<n:keK|
lim .

n—oo n

(1.3.1)

Tani duke u mbéshtétur né pérkufizimin e mésipérm mund té marrin edhe kon-
vergjencén statistikore té njé vargu té dhéné numerik:

7
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Pérkufizim 1.3.1. ([29],[31]) Vargu = (x)) themi se konvergjon statistikisht te
numri L nése pér ¢do € > 0

1
lim— |{k <n:|xy—L| >¢€}| =0,
non

Vlen té ceket se kuptimi i konvegjencés statistikore éshté kuptim mé i pérgjithé-
suar se sa kuptimi i konvergjencés sé zakonshme. Pér té treguar kété marrim shem-
bullin né vijim:

Shembull 1.3.1. Le té konsiderojmé vargun e dhéné me ané té relacionit:

{\/E, k=n?
Ty =

0, né té kundértén

Atéheré, shihet se vlen:

<n: — Ll >
fk<nile—L>d] _ . Vi

lim = 07
n—o0 n n—oo n,
pér ndonjé numér té fundmé L. Mirépo si¢ shihet vargu i mésipérm nuk konvergjon

né kuptimin e zakonshém.

Teoria e konvergjencave statistikore ka zbatime té médha dhe pérdoret né meto-
dat e shumueshmérisé, né teoriné e integraleve (shihe [I7, [I8]), né teoriné e martin-
galeve (shihe [14] [15]) e né shumé lémi tjera.

1.4 Metodat e shumueshmeérise

Né kété pjesé do té japim kuptimin themelore té shumueshmérisé dhe vetité e tyre.
Gjithashtu do té shfrytézojmé edhe disa metoda té reja té shumueshmérisé dhe
pérmes tyre do té béhet ndértimi i teoremave bazike té Korovkin-it, shqyrtohet
shkalla e konvegjencés sé tyre dhe teoremat e Voronoj-it.

Né fillim marrim disa koncepte themelore mbi serité e pafundme. Le té jeté
dhéné vargu (z,) me vlera reale apo komplekse. Atéheré, shprehja e formés:

x1+x2+x3+..._’_l‘n+...

quhet seri e pafundme. Né pérgjithési seria shénohet né trajtén

o0
Z Iy, 0Se Zl',,“
n=1 n

ndérsa shuma e n-té pjesshme e saj me shprehjen:

Sp=X1+ X2+ T3+ -+ T,

Duke u bazuaré né pérkufizimin e Koshit, themi se seria e mésipérme éshté njé
seri konvergjente apo divergjente, nése vargu i shumave té pjesshme té saj éshté varg
konvergjent apo divergjent.




Konvergjencat statistikore, metodat e shumueshmérisé dhe teoremat e Korovkinit

Pérkufizim 1.4.1. (Pérkufizimi sipas Koshit) Themi se seria ¢ dhéné mé sipér éshté
seri konvergjente te numri s, nése

(Ve > 0)(Ing(e) € N)(Vn > ng = |s, — s| < e).

Simbolikisht shénojmé

lim s,, = s.
n—o0

Parashtohet pyetja se cka éshté njé metodé e shumueshmérisé? Pér kété fillimisht
marrim njé shembull. Hardy né [33] ka treguar se seria divergjente

1—-14+1—-1+1---,
mund té riradhitet né disa forma si

s=1-(1-14+1-141—---)=1-s,
prej nga ka marré se s = %

Dhe duke marré forma té tilla té riradhitjes ai ka ardhé né pérfundim se duhet té
ekzistojé njé pérkufizim ndryshe pér pérshkrimin e kétyre shumave qé po paraqiten,
se sa pérkufizimi i Koshit. Né vitin 1890 Cesaro ka publikuar punimin e paré né té
cilin jepen ményrat se si njé seri divergjent mund té béhet konvergjente.

1.4.1 Metoda e shumueshmeérisé matricore

Né vijim do té shohim se si béhet pérkufizimi i metodave té shumueshmérisé sipas
matricave. Le té jeté dhéné shuma e pafundme Y, u, dhe vargu i shumave té
pjesshme té saj (s,). Gjithashtu marrim se éshté dhéné matrica e ¢farédoshme 7' =
(ank) me elemente numra realé apo kompleksé. Atéheré, shumueshméria matricore
té cilén si transformim do ta shénojmé me ¢, e shumés sé pjesshme s, jepet me
ané té relacionit:

tn:ZGnk5k> pér ne{0,1,2,3--- }.
k=0

Nése me A\ dhe p shénojmé dy hapésira té vargjeve té ¢fardoshém, atéheré me
A € (A p), do té shénojmé faktin se matrica A si bashkési nisjeje ka hapésirén e
vargjeve A dhe pérfundon né hapésirén e vargjeve p. Vlen pohimi:

Teoremé 1.4.1. ([3]) Matrica T = (ani) éshté nga hapésira (loo;ls), atéheré dhe
vetém atéheré, kur vlen relacioni:

sup Y _ || < oo.
"ok

Vértetim. Le té jeté dhéné vargu (x,) € [, dhe supozojmé se plotésohen kushtet e
mésipérme. Duhet treguar se (Ax) € Iy, ku A = 3} anr. Meqgé vlen kushti i dhéné
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kjo d.m.th. se (anx) € I pér ¢do numér té fiksuar n, e qé kjo e fundit éshté .
D.m.th. se transformimi i dhéné pérmes matricés A ekziston. Mé tej

S ane| < 1ol - (Z mu) < oo,
k k

sup |(Ax),| = sup
n n

qé tregoné se Ax € .

Shohim tani té anasjelltén. Le té jeté A € (lx;ls), dhe marrim Az = (Ax),.
Atéheré, duke ditur se vargu i operatoréve éshté i kufizuar né [, sepse sup,, |(Ax),| <
00, duke zbatuar teoremén e Banach-Steinhauss-it, merret rezultati i déshiruar. [

Né vijim shohim pohimin i cili jep kushtet nén té cilat metoda matricore e ruan
hapésirén konvergjente, kjo jepet me ané té késaj teoreme:

Teoremé 1.4.2. (Kojima-Schur)([3]) Le té jeté A = (anx) njé matricé e ¢faré-
doshme. Matrica A = (an;) éshté nga (c;c), atéheré dhe vetém atéheré, kur té viejné
kushtet:

supZ|ank| < 00,
ok

ligbn Opr = g, péredo keN
dhe

liﬁn ; Ank = QL.

Vértetim. Le té supozojmé se jané plotésuar kushtet e dhéna dhe tregojmé se A €
(c;c). Le té jeté © = (xy) € ¢, ashtu qé zp — [, kur k — oo. Meqé (anx) € i, pér
¢do n € N atéheré transformimi matricor ekziston dhe vlen:

S amty = ape(ze — 1) + 1) an,
k ! !

pér ¢do n € N. Tani duke u bazuar né kushtet e dhéna dhe duke vepruar me limit
né shprehjen e fundit kur n — oo, marrim

lignZankxk = Zak(:vk — 1)+ la.
% k

Né anén tjetér duke ditur se >, ap < oo dhe limy, x, = [, merret se ana e djathté
e relacionit té mésipérm éshté e fundme, rrjedhimisht Ax € c.

Tani shohim kahjen e anasjellté. Le té supozojmé se A € (c¢;¢), d.m.th. se Az
ekziston pér ¢do x € c. Kushti i dyté dhe i treté i dhéné né pohim, merren nése né
vend té z do té vémé z = e pérkatésisht = e, ku e®) éshté baza e Schauder-it
pér hapésirén c. Meqé ¢ C [, atéheré kushti i paré i pohimit merret nga Teorema

L41l O

10
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Tani jemi né gjendje té marrim pohimin e Silvermann-Toeplitz, me ané té cilit
tregohet se kur njé matricé éshté e rregullt (regulare), d.m.th. nése pér vargun e
dhéné numerik wu,,, vlen relacioni lim,, u,, = u, atéheré vlen relacioni

lirrln ; AnkpTr = U.

Bashkésiné e té gjitha matricave regulare té cilat plotésojne kushtin e Silvermann-
Toeplitz do ta shénojmé me (c; ¢; p). Vlen kjo teoremé:

Teoremé 1.4.3. (Silvermann-Toeplitz)([3]) Matrica A = (an;) i takon (c;c;p),
atéheré dhe vetém atéheré, nése plotésohen kushtet e méposhtme:

supZ|ank| < 00,
"ok

liﬁnank =aqp, péredo keN, pér ap=0VkeN,

dhe
hng@nk =a, pér a=0.
k

1.4.2 Metoda e Cesaros e rendit té paré

Le té jeté dhéné seria e pafundme >, x,, me terma numra realé apo kompleksé dhe
Sy = Zxk , per n=0,1,2,---
k=0

Shénojmé me
tn: So+81+82+"'+8n’n20.
n+1

Atéheré, t,, quhet metoda e shumueshmérisé sipas Cesédros e rendit té paré, pér
vargun (s,). Nése lim,, ¢, = s, atéheré themi se seria (s,) éshté e shumueshme sipas
metodés Cesaro té rendit té paré apo shkurt (C,1).

Mé voné Cesaro e ka pérkufizuar metodén e shumueshmeérisé té shkallés a, ku
a éshté njé numér pozitiv i ploté (shihe [19]) dhe mé pas Knopp (shihe [35]), kété
metodé té shumueshmérisé sipas Cesaros té rendit a e ka pérgjithésuar pér thyesa
pozitive. Ndérsa, Chapman (J20] dhe Chapman-Hardy ([2I] kété e kané pérgjithé-
suar pér ¢farédo a > —1. Nése né shumueshmériné matricore merret

Ag:,ﬁ ipérk <n
ank = . ’
0 i pérk >n

ku
'n+a+1)

(n+ 1)lN(a+1)’

atéheré si rast i vecanté i saj merret metoda e shumueshmérisé sipas Cesaros.

a—1 __
Anfk -

11
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Né vijim japim metodén e shumueshmérisé sipas Cesaros té rendit a. Kjo defi-
nohet si mé poshté:

1 n
tn = 7 Z Az:,lcSk,
AL S
dhe simbolikisht shénohet me (C, ).
Nése t,, éshté me variacion té kufizuar, d.m.th

D |t — taoi] < 0o,

n

atéheré, themi se seria Y, z,, éshté absolutisht e shumueshme (C, ).

Vlen té theksohet se shumueshméria e Cesaros pér indeksa pozitivé éshté metodé
regulare. Kjo jepet me ané té kétij pohimi:

Teoremé 1.4.4. [16, [/4)](Cauchy’s limit Theorem) Nése (x,) éshté varg i tillé qé

lim, x, = x, atéheré
. Tot+xt a2+ -+ Xy,
lim

n n+1

Vértetim. Pa prishur pérgjithésimin mund té marrim se lim, x, = 0. Tregojmé se
edhe

. TotT1t+Tot+ -+ Xy
lim
n n+1
Nga fakti i paré merret se

=0.

€

(Ve > 0)(Ing(e) € N)(Vn > ng = |z,| < 2).

Né anén tjetér pér ky < ng, kemi

1 o

RS g

Un + 1 E—0

Tani pér ¢do n > ng, do té fitojmé:

Y
T
n+1k20 k
1 ko 1 n
< Zl’k + Z T
n+1i= n+1, 5=
1 ko n—/{i()ﬁ
Z|xk|+ — =€
no+ 1= n 2

Vlejné edhe kéto veti té shumueshmérisé sipas Cesaros:

12
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10.

11.

12.

. Nése seria ), u, éshté e shumueshme sipas (C,1) dhe u, = o(;

. Metoda (C,0) éshté ekuivalente me konvegjencén e zakonshme

. Metoda (C, 1) éshté e njéjté me mesin aritmetiké té anétaréve té serisé

Seria 1+0—14+14+0—1+---, éshté e shumueshme sipas (C, 1), te numri %

Seria
sinx + sin 2z + sin 3z + - - -

éshté e shumueshme (C, 1) te shuma CO;%, nése xr # 2wk, k € Z

Seria {
5+cosx+cos2x—|—~~

éshté e shumueshme (C, 1) te 0, pér x # 27k, k € Z

. Nése seria e dhéné Y, x,, éshté (C, 1) e shumueshme, atéheré s, = 0(n)

. Le té jeté t, = uy + us + --- + u,. Nése seria ), u, éshté e shumueshme

sipas (C, 1), atéheré kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém qé ajo té jeté kon-
vergjente, éshté qé té plotésohet relacioni t,, = 0(n).

L) atéherd

> on Un €shté konvergjente.

. Kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém qé >, u, té jeté e shumueshme sipas

(C, 1), éshté qé seria 3, ﬁ, té konvergjojé.

Nése seria Y-, u, éshté e shumueshme sipas (C,1) dhe u, = 0(=

>, Un €shté konvergjente.

), atéheré

Seria me terma pozitivé éshté e shumueshme sipas (C, 1), vetém nése ajo éshté
konvergjente.

Nése seria 3, u, konvergjon te s dhe u, = 0(%), atéherd 3, u, = s(C, —140),
pér ¢do 0 té dhéné pozitiv.

13
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13. Nése k > —1 dhe 3, u, = s(C, k), atéheré A¥ = o(n*), pér k; < k, ku

A =3 (” ;f; 1) Ak

v

14. Nése
SO+81+"'+Sn

a n+1

m’l’L ?

atéheré
Sp = s(C k),my, — s(Ck+1)

jané konvergjenca ekuivalente.

15. Nése seria Y, u,, éshté e shumueshme (C| k), pér k > —1, atéheré

Up, = (U, — Um—1) + (Um—1 — U2 + -+ ) (CL k).

1.4.3 Metoda e pérgjithésuar e Cesaros

Pérvegé metodés sé dhéné mé lart té Cesaros jepet edhe metoda e pérgjithésuar e
tij. Kété medoté e ka dhéné Zygmund ([57]) dhe ajo merret si kombinim né mes té
metodés bazike té Cesaros dhe metodés sé shumueshmérisé harmonike. Le té shohim
se si merret kjo metodé né vijim.

Le té jené dhéné dy numra realé o dhe 4, té tillé q¢ a > —1, dhe (A%°) varg i
numrave té zbérthimit té serisé polinomiale

1 log v g i fod
= Oz
(1+2)2tt \1 -2 =

kuna>2dhe <z < 1.
Dihet se pér n mjafté té médhenjé (shihe [34]), vlen relacioni:

AX0 — F(?llijt‘(ﬂ)(logn)(S s FE =1, =2,
" (—1)2(Ja| — D)n®6(logn)®! ,a=—1,-2,---

Nése kemi seriné e pafundme Y, z,, dhe s, vargun e shumave té pjesshme té tij,
atéheré transformimi: .
1 _
Tr?’é = (6% 6 Z Az—lzﬁl;(sskﬁ
An” k=0
pérkufizon metodén e pérgjithésuar té shumueshmeérisé sipas Cesaros dhe shénohet
me ané té simbolit (C, a, ).
Themi se seria e dhéné mé lart éshté e shumueshme sipas késaj metode te numri
s, nése vlen relacioni lim,, 7% = s. Seria themi se éshté absolutisht e shumueshme
sipas (C, «, §), ose e shumueshme |C, a, §|, nése vlen relacioni:

14
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Z |T7?’6 — T,:j;ﬂ < Q.
n

Vlen té ceket se medota e shumueshmérisé |C, o, 0|, éshté regulare pér ¢do a té
fundme dhe § > 0. Gjithashtu, dihet se pér a = 0, metoda e mésipérme kthehet né
metodén e fillimit té Cesaros, d.m.th. |C,«,d|, kthehet né |C, | dhe pér 6 > 0, e
implikon |C, «r, d|. Nga kéto té dhéna thuhet se kjo metodé e shumueshmeérisé éshté
e pérgjithésuar e Ceséros. Ndérsa pér a = 0, metoda |C, a, 0|, éshté ekuivalente me
metodén e shumueshmeérisé harmonike.

1.4.4 Metoda e shumueshmeérisé sipas Norlund-it

Né punimin [58], Voronoji ka pérkufizuar njé metodé té shumueshmérisé, e cila mé
voné quhet metoda e Norlund-it, dhe pér kété asrye nga njéheré kjo metodé quhet
edhe metoda e Voronoji-Norlund-it.

Le té jeté dhéné njé varg i ¢farédoshém i numrave (pg). Me P, do té shénojmé
shumén e pjesshme té tij, d.m.th.

Po=pi+ps+---+p, #0.

Marrim vargun e koeficientéve (a,y), né kuadér té shumueshmérisé matricore si

mé poshté:
N : pérk < n
Ak = . )
0; pér k >n

Atéheré, metoda matricore e dhéné me vargun e mésipérm njihet si metoda e
shumueshmeérisé sipas Norlund-it.

Pér seriné e pafundme >, z,,, me vargun e shumave té pjesshme té saj s,, trans-
formimi sipas vargjeve jepet me ané té shprehjes:

1

tn:fzpn_ksk,Pn#O,HEN,
L

dhe pérkufizon metodén e shumueshmérisé sipas Norlund-it. Kété do ta shénojmé
simolikisht me ané té shprehjes (N, p,,).

Themi se seria e pafundme e dhéné mé lart éshté e shumueshme sipas metodés
sé Norlund-it te numri s, nése vlen lim,, t,, = s. Ndérsa themi se seria e dhéné meé
lart éshté absolutisht e shumueshme sipas Norlund-it, nése vlen relacioni

> |t — taoi] < oo,
n

dhe simbolikisht e shénojmé me |N, p,|.
Kushtet néné té cilat kjo metodé e shumueshmeérisé éshté regulare, paragiten me
ané té relacioneve té méposhtme:
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L. lim, & =0,

2. Z?:lpi S CP?"w

ku C' éshté njé konstante. Vlen té theksohet se kushtet e dhéna mé sipér jané
ekuivalente me kushtin

li Pn—l
im 2
Metoda e shumueshmérisé sipas Norlund-it éshté zhvilluar nga Mears (shihe [43])
i cili kushtin e nevojshém dhe té mjaftueshém pér regularitetin e medotés sé Norlund-
it e jep si né vijim:

=1

L. lim, & =0,

2. X0 | RS peredo k> 1

Né rastin e veganté kur p, = n%rl,

metodén e shumueshmérisé harmonike.
Nése

atéheré nga metoda e Norlund-it marrim

L(n+ a)
I(n+ 1) (a)’
atéheré metoda e Norlund-it kalon né metodén e Ceséros (C, ) dhe shumueshméria
|N, pn| éshté e njéjté me shumueshmériné |C, a.
Né vijim pérmendim disa veti té metodés sé Norlund-it.

Pn =

1. Cdo dy metoda té dhéna té shumueshmérisé sé Norlund-it, jané konsistente
né mes veti

2. Nése (N,p,) éshté metodé regulare dhe seria Y-, u, = s, konvergjon sipas
metodés sé dhéné, atéheré seria ), u,x" ka rreze pozitive té konvergjencés
dhe pérkufizon njé funksion analitik u(x) i cili éshté regular pér 0 < z < 1 dhe
ka limit numrin s kur  — 1 sipas vlerave reale mé té vogla se 1.

3. Le té jené (p,) dhe (g,) dy vargje té numrave jo negativé. Shénojmé me
p(x
pe) = X puta ala) = X aura . k@) = 20

Atéheré, kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém qé metoda regulare (N, p,) té
pérfshihet né metodén (N, q,) éshté

ku H éshté e pavarur nga n dhe % — 0, kur n — oc.
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4. Nése (N, p,) éshté metodé regulare me varg rrités (p,), atéheré nga s, — s,
sipas metodés (C, 1) rrjedh se edhe s, — s, sipas metodés (N, p,).

5. Kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém qé dy metoda té shumueshmeérisé sipas
Norlund-it (N, p,) dhe (N, gy), té jené ekuivalente né mes veti, éshté qé té

plotésohen kushtet:
S kal <00, D || < oo,

ku
g(z) p(z)
k, =Y k2" = —= dhel(z) =) [,a" = —=.
2 Hnt" = ey ) = 20 =
6. (Kaluza’s theorem) Nése p(z) = X, pna™ éshté konvergjente pér |x| < 1 dhe

Pri1 > p—n,n > 0,

pTL pn1

Po = 17pn > 07

atéheré
p(x) P =1—-cov—coa® — -+,

kuc, >0, >, c, <1. Nése >, p, = oo, atéheré 3, ¢, = 1.

7. Nése (N,p,) dhe (N,q,) jané dy metoda regulare té Norlund-it, ndérsa p,

éshté i definuar si né Teoremén e Kaluza’s, ¢, > 0, pp—”l < qq—"l, n > 0, atéheré
n— n—

metoda e shumueshmérisé (N, g,) pérmbahet né (N, p,).

8. Pér ¢do dy metoda regulare té shumueshmérisé (N, p,) dhe (N,q,), gjith-
mon gjendet njé metodé e treté regulare e Norlundit (N,r,) me vetiné qé
(N,rn) 2 (N, pn) dhe (N,7,) 2 (N, pn).

9. Cdo dy metoda te Norlund-it jané a— konsistente.

1.4.5 Metoda e shumueshmeérisé sipas Riesz-it

Le té jeté dhéné njé varg i ¢farédoshém numrashé (pg). Me P, shénojmé shumén e
pjesshme té tij, d.m.th.

Po=pitp+-+p. #0.

Metoda e shumueshmeérisé sipas Riesz-it, merret né formén matricore, nése

0 — %’; P, #0,pér k<n
0 ,pér k>n.

Simbolikisht do ta shénojmé me (R, p,).
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Nése >, u, éshté njé seri numerike e ¢farédoshme, me shuma té pjesshme s,
atéheré pérkufizimi i shumueshmeérisé sé Riesz-it, sipas transformimit té vargjeve
jepet me ané té relacionit:

1

th*ZPkSk,Pn?éOWEN
P iz

Nése lim,, t,, = s, atéheré themi se seria >, u,, ¢shté e shumueshme sipas metodés
sé Riesz-it, simbolikisht themi se éshté (R, p,)— e shumueshme. Mé tej nése (t,)
éshté me variacion té kufizuar, atéheré themi se seria >, u,, éshté absolutisht e shu-
mueshme (R, p,,) ose shkurt |(R, p,)|— e shumueshme.

Kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém qé metoda e Riesz-it té jeté regulare éshté
qé té plotésohen relacionet:

1. lim,, P, = oo,

2~ Z?:lpi S C : |Pn|a

ku C éshté njé konstante e ¢farédoshme reale. Né rastin kur vargu (p,) éshté varg
i numrave pozitivé, atéheré kushtet e regularitetit té metodés sé shumueshmérisé
sipas Riesz-it, e qé jané

L lim, B =0,
2. Y pi <C- Py,

kthehen né njé kusht, dhe até kushti i paré, sepse kushti i dyté plotésohet nga
pozitiviteti i vargut (p,). Disa raste té veganta té késaj metode jané:

1. Nése p, = 1, atéheré metoda e shumueshmérisé sipas Riesz-it, (R, p,) pérpu-
thet me até té Cesaros (C,1).

2. Nése p, = ", atéheré metoda e Riesz-it (R, p,) pérputhet me até té Cesaros
(C,0).

Veti té metodés sé Riesz-it.

1. Transformimi ¢; = sq,¢, = 2= n > 2 nuk mund té shprehet pérmes té

metodés sé shumueshmeérisé sé Riesz-it.

2. Nése p, > 0 dhe s, — s(R, p,), atéheré

()
Sp,—s=o0|—|.
Pn
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3. Nése p, >0,q, > 0,3, pp = 00, >, ¢ = 00, dhe vlen njéri nga relacionet

Qn+1 < Dn+1
an Pn
ose
Pn+1 S Qn+17
Pn qn
apo relacioni
P H
Bu o HOn
Pn Qn

atéheré nga >, u, = s(R,p,) rrjedh 3, u, = s(R, qn).

4. Nése % > 146 > 1, atéheré seria Y_,, u,, nuk mund té shumohet me metodén
e Riesz-it, pérveg rastit kur éshté konvergjente.

5. Kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém gé matrica regulare A = (a,;) té jeté
mé e forté se sa metoda e shumueshmérisé sipas Riesz-it, (R, p,), ku p, > 0,
éshté qé té plotésohen kushtet e méposhtme:

n
lim —% =0, pértégjithe n
ko Dk

dhe ekziston konstanta K e tillé qé

Qnk . Qp k+1

<K

>

k

Pk Pr+1
pér té gjithé n.

6. Supozojmé se shumueshméria matricore A = (a,x) dhe metoda e Riesz-it
(R, pn) jané qé té dy metoda regulare. Mé tej marrim se p,, > 0 pér ¢do n dhe

Lo Posr sohté e kufizuar. Atéheré, kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém qé

Pn Pn+1
metoda e shumueshmérisé matricore té jeté mé e forté se ajo e Riesz-it (R, p,),

éshté gé té ekzistoj njé konstant K ashtu qé té plotésohet relacioni:

< P
Z |ank: - CLn,k:—&-1|7]C < K, pel" (;dO n.
k=1 Dk

1.4.6 Metoda e pérgjithésuar e shumueshmeérisé sipas
Norlund-it

Né kété pjesé do té japim metodén e pérgjithésuar té shumueshmeérisé sipas Norlund-
it. Le té jené dhéné vargjet e numrave realé apo kompleksé (p,,) dhe (g,). Atéheré,
trajta matricore e shumueshmérisé sé pérgjithésuar té Norlund-it jepet me ané té
relacionit:
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Pkl i, #0, pér kE<n
Ank = " .
0 ;o pér k>n

ku .
Tn = ankak
k=0

Metoda e marré né kété formé quhet metodé e pérgjithésuar e Norlund-it. Sim-
bolikisht do ta shénojmé me (N, p,q). Nése >, u, éshté njé seri e pafundme dhe
(sn), vargu i shumave té pjesshme té saj, atéheré transformimi i mésipérm sipas
vargjeve jepet me ané té relacionit:

n
t, = 1 an_qusk,rn #0,n € N.
n k=0

Nése lim,, t,, = s, dhe s éshté i fundmé, atéheré themi se seria éshté e shumueshme
sipas metodés sé pérgjithésuar té Norlund-it. Nése merret p,, = 1, pér té gjitha vlerat
e n—sé, atéheré fitohet metoda e Riesz-it (R, p,,). Nése merret g, = 1, pér té gjitha
vlerat e n—sé, atéheré fitohet metoda e Norlund-it e trajtés (N, p,,).

Nése t,, éshté me variacion té kufizuar, atéheré themi se seria >, u, éshté abso-
lutisht e shumueshme (N, p,q) ose |(N,p,q)| e shumueshme te numri s. Kushtet e
nevojshme dhe té mjaftueshme gé metoda e pérgjithésuar e shumueshmeérisé sipas
Norlund-it té jeté e regulare jané dhéné né pohimin né vijim.

Teoremé 1.4.5. Kusht i nevojshém dhe i mjaftueshém qé metoda e pérgjithésuar
e shumueshmérisé sipas Norlund-it, (N, p,q) té jeté requlare éshté qé té plotésohen
kushtet:

= 0, pér té gjithé numrat e ploté k > 0.

_Z' llmn Pn—k9k
Tn

2. 3 Pn—kqr] < C |1y, ku C éshté njé konstante.

1.4.7 Metoda e shumueshmeérisé sipas Euler-it

Le té supozojmé se kemi kété seri polinomiale: Y~ u,x" e cila konvergjon te funksioni
f(x) pér xz-a mjaft té vegjél. Pér ¢ > 0, le té pérkufizojmé shprehjet:

Y x
T = VY = :
1—qyy 1+ qx

Atéheré, shihet qarté se kur z = 1 merret se y = (1 +¢)~', pér x dhe y mjaft té
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vegjél, vlejné relacionet:

.
=i%i@yww

n=0 m=n n

— Z ym+1 Z <n>
m=0 n=0

_ Z U( q + 1 )m+1’
m=0

ku

(@) _ SV
48 = e o ()7

ligln uﬁg) =5,

Nése merret se

atéheré themi se seria e pafundme Y, u,,, éshté e shumueshme me metodén e Euler-
it. Kété shkurtimisht do ta shénojmé me (F, ¢). Nése si rast té vecanté marrim g = 0,
atéheré metoda e shumueshmérisé sipas Euler-it kthehet né metodén e zakonshme
té shumueshmeérisé. Vlejné kéto veti té metodés sé shumueshmeérisé sipas Fuler-it.

1. Metoda (FE, q), éshté metodé regulare.

2. Nése seria e dhéné e pafundme >, u, éshté e shumueshme sipas (F,q;) dhe
q > qi1, atéheré seria e fillimit do té jeté e shumueshme edhe sipas metodés

(E,q).

3. Secili r transformim i Euler-it pér njé ¢ transformim té Euler-it, éshté njé
(q + r + gr) transformim i Euler-it pér seriné e dhéné.

4. Nése Y, u, éshté e shumueshme sipas Euler-it (E,q), atéheré vlen vlerésimi:
un, = o((2¢ + 1)™).

1.5 Teoremat e Korovkin-it dhe Voronoj-it

Me F'[a,b] do té shénojmé hapésirén lineare té té gjitha funksioneve me vlera reale
té pérkufizuara né [a, b]. Dhe me C|a, b, do té shénojmé hapésirén e té gjitha funk-
sioneve té kufizuara dhe té vazhdueshme té cilat jané té pérkufizuara né [a, b]. Dimé
se hapésira Cfa,b|, éshté hapésiré e Banach-ut né lidhje me normén e dhéné me
relacionin

1 Flloo = sup, [f(@)], f € Cla, b].

CI?GCL
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Né kété pjesé do té japim teoremat e Korovkin-it(bazike) dhe ato té Voronoj-it.
Dihet se Vajershtrasi ka dhéné pohimet e méposhtme:

Teoremé 1.5.1. [1|, [37] Nése f(x) éshté funksion i vazhdueshém né segmentin
[—7, 7| dhe f(—m) = f(m), atéheré pér ¢do € > 0 gjendet polinomi trigonometrik

To(x) = % + > ay, cos(kxz) + by sin(kz)
k=1

ashtu qé
|f(z) = T,(x)| < e, Vre[—m, ]

Teoremé 1.5.2. [1,[38] Nése f(x) éshté funksion i vazhdueshém né segmentin [a, b],
atéheré pér ¢do € > 0 gjendet polinomi algjebrik P(x) i tillé gé

|f(z) — P(x)| < €,Vz € [a,].

Nga pohimet mésipérme shihet se funksioni i vazhdueshém mund té pérafrohet
me njé polinom trigonometrik(algjebrik) me njé shkallé pérafrimi sa do té vogél
qofté ajo. Por nuk jep ndonjé ményré mé konkrete se si béhet ky pérafrim. Njé gjé
té tillé na e ofrojné Teorema e paré e Korovkin-it dhe Teorema e dyté e Korovkin-it
(bazike), [37, 38, [1].

Le té jeté T,,, njé varg i operatoréve pozitivé nga [a, b] né [a, b]. Themi se T  éshté
pozitivé nése T'(f;x) > 0, gjithsaheré kur f(z) > 0.

Teoremé 1.5.3. Le té jeté (T,,) varg i operatoréve pozitivé té definuar nga C|0, 1]
né F[0,1]. Atéheré,
Y (1T (f, ) — F(@)]loe =0,

pér ¢do f € C[0,1], atéheré dhe vetém atéheré, kur
nlgIolo [T (fis 2) — fi(z)||oe = O,
péri €{0,1,2} ku fo(x) =1, fi(z) = = dhe fo(x) = 2.

Teoremé 1.5.4. Le té jeté (T,,) njé varg i operatoréve linear pozitivé nga Cor(R)
né F(R). Atéheré

pér ¢do f € Con(R), atéheré dhe vetém atéheré, kur

nll_>r£lo ||Tn(fl>$) - fl(x)||27r = 0,
péri € {0,1,2} ku fo(x) =1, fi(x) = cosx dhe fo(x) =sinx.

Teoremat e Korovkin-it, jané shqyrtuar nga shumé matematicienté. Ato jané
pérgjithésuar né shumé ményra dhe né shume hapésira té funksioneve, né latica té
Banach-ut, algjebra té Banach-ut dhe té tjera. Kjo teori éshté shumé e pérdorshme
né analizé reale, analizé funksionale, analizé harmonike, dhe fusha tjera. Pér mé
shumé rezultate nga teoremat e Korovkin-it shihi referencat ([28) 45, 47, [48), [55] 10,
12]).
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Kapitulli 2

Vargjet e hapésirave te ndéertuara
me konvergjenca statistikore

2.1 Vargjet e hapésirave té ndértuara
me A’— konvergjencén statistikore

Le té jeté
A:{)\kk:(J,l,}

njé varg jo-zvogélues i numrave pozitivé i cili tenton né oo, kur k& — oo dhe A2\, > 0,
pér ¢do n € N. Diferenca e paré definohet si vijon:

AN = A — A1,
ku A_; = A_5 = 0, dhe diferenca e dyté definohet si:
A?(\p) = AAL)) = Mk — 2X -1 + Mo
Le té jeté © = (zy) njé varg i numrave kompleksé i tille q¢ 1 = x5 = 0.

Shénojmé

Z (Al — 2M6—1Tk—1 + Ap—2Tk—2).

(2.1.1) A (z) = A — —An L2

Dimé se seria Y, x, ¢shté e shumueshme sipas metodés sé shumueshmérisé A2,
nése lim,, A? = s.

Vargu = = (), thuhet se éshté fort i shumueshém sipas (N, \?)— te numri L
(shihe [7]) nése

. 1 -
lm ————— > [(Akzr — 2 1%h1 + Ao 2) — L] = 0.
o An = Ap k=0

Le té shénojmé me

: 1 <
[N, )\2] = {[L’ = (.fn) - dL e C,nll_)rlolo A—i/\l Z ’()\kxk - 2)\k—1$k—1 + /\k—2.l’k—2) - L’ = O} )
n n—1 k=1
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bashkésiné e vargjeve x = (z,,) té cilét jané fort té shumueshém sipas (N, \?) te L,
d.m.th. 2 — L[N, ?].

Ideja e konvergjencés statistikore éshté dhéné fillimisht nga Fast [29] dhe studiuar
nga shumé autoré si ( [22], [30], [5], [9]).

Vargu = = (x}) themi se konvergjon statistikisht te numri L nése pér ¢do € > 0

1
lim— |{k <n:|xy—L| >¢€}| =0,
nn

ku vijat vertikale paragesin né kété rast numrin kardinal té bashkésisé né shqyrtim.
Simbolikisht shénojmé S — lim, z,, = L ose x,, — L(S). Me S do té shénojmé
bashkésiné e té gjitha vargjeve té cilat konvergjojné statistikisht.
Tani pérkufizojmé konceptin e konvergjencés statistikore sipas A>— dhe do té
pércaktojmé sjelljen e saj né lidhje me klasét e vargjeve [N, A\?] dhe S.

Pérkufizim 2.1.1. Vargu = = (z,,) themi se konvergjon statistikisht sipas A\*— ose
éshté Sy2— konvergjent te numri L, nése pér ¢do € > 0

1 H{k <n [(Aezk — 2X18p—1 + Ap—o@p—2) — L] > €} = 0.

ITILn )\n - )\n—l
Simbolikisht shénojmé Sy2 — lim,, x,, = L ose z,, — L(Sy2). Ndérsa me

Sy ={x=(x,):3IL € C, S\ — lim 2, = L}

shénojmé bashkésiné e té gjitha vargjeve té cilat konvergjojné statistikisht sipas A% —.

Pérkufizim 2.1.2. Vargu r = (z,,), themi se éshté \*—statistikisht i Koshit nése
pér ¢do € > 0 ekziston numri natyral N = N(e), i tillé qé

) 1
Vargu i numrave pozitivé § = (k,) quhet lakunar nése
ko =0,0 <k, < k41 dhe h, =k, — k,_1 — oo kur r — oc.

Ky
kr—1"

Me I, do té shénojmé intervalin I, = (k,_1, k] ndérsa me g, raportin

Pérkufizim 2.1.3. Vargu z = (x,,) quhet varg lakunar \?—statistikisht konvergjent
ose S%— konvergjent te L nése pér ¢do € > 0

1
lim - k€ L |(Arzr — 2M—10p—1 + Ap—2tp—2) — L| > €}| = 0.
Né kété rast do té shénojmé S, — lim,, x,, = L ose z, — L(S%), dhe
S% ={x=(v,):3L€C,S% — limz,, = L}

shénojmé bashkésiné e té gjitha vargjeve té cilat konvergjojné statistikisht sipas
S0,

Pérkufizim 2.1.4. Vargu z = (r,,) themi se éshté varg lakunar \?—statistikisht i
Koshit nése pér ¢do € > 0, ekziston numri natyral N = N (e), ashtu qé

h?mhlr Hk S ’AQ/\;C(x) — A2/\N(x)‘ > 6}‘ =0.
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2.1.1 Disa veti t& hapésirave [N, \?] dhe S):.

Né kété pjesé do té shohim relacionet né mes té hapésirave [N, A\?] dhe Sy2.
Teoremé 2.1.1. [39] Le té jeté (\,) njé varg nga hapésira A. Atéheré, vlejné:

1. Nése x, — L[N, )\?|, atéheré x, — L(S\2) dhe pérfshirja éshté rigoroze, qé
d.m.th. se analsjelltas nuk vien,

2. Nése A*\(z) € loo dhe x, — L(S\2), atéheré x, — L[N, ],
3. Sy Nl = [N, N Nl

Vértetim. (1) Le té supozojmé se vlen z,, — L[N, A\?]. Atéheré, pér ¢do € > 0 kemi:

D 1Ak — 2Xp-1@p—1 + Ap—2Tp—2) — L| >
=1

> |(Aek — 2Ap—1%k—1 + Ap—2Z—2) — L]
k=1
|(AkTr—2Ak— 1Tk —1+Ap—2@p—2)—L[>e€
> el{k <n o |( M — 2M—1%p—1 + Ap—2r—2) — L| > €}|.

Pér kété arsye nga x, — L[N, \?] atéheré x, — L(S)2).
Pér té provuar se nuk vlen pérfshirja e anasjellté ne marrim kété shembull:

Shembull 2.1.2. Le té jeté dhéné vargu x = x, si mé poshté:
S VA — A1 0<k<n
" 0 , né rastet tjera.

Atéheré, v = (x,,) ¢ l dhe pér ¢do € > 0, fitojmé

1
lim ﬁ ’{k <n: ‘(Akxk — 2)\k71xk71 + )\k,gxk,Q) — O’ > G}l <
n n — ‘\n—1
. [ )\n - )\n—l
lim ———— = 0.
17an )\n - )\n—l

Nga ana tjetér

. 1 n
lim ————— Z |(Aer — 2M—1Zp—1 + Ap—2Tp—2) — 0] =
k=1

n—00 )\n - )\n—l

An[\/ >\n - >\n—1 - 2)\71—1[\/ )\n—l - >\n—2 + )\n—Q[ >\n—2 - >\n—3

li _
ITILn )\n - 2)\71—1 + )\n—2 >
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(2) Le té supozojmé se x,, — L(Sy2) dhe A%\(z) € . Mund té konsiderojmé se
A — 2A\p—1Tp—1 + Aoy — L| < M.

Pér ¢do € > 0 marrim kété vlerésim:

1 n
N o > 1 (Akzk — 2M-1Zp—1 + Mp—azp_2) — L| =
n — \n—1 p—1
1 n
N\ > |(Aer — 2Ap—1Tp—1 + Ap—2Tp—2) — L]+
n — \n—1 k=1
[(ApTr—2Ag—1Tk—1+Ak—2T)—2)—L|>€
1 n
N — A > |(Aee — 2Mp- 121 + Ap—aTp—2) — L] <
n — \n—1 k=
|~ 2N 1 Mg 2)— LI
M
S HE < (A — 20121 + Ap—ap—2) — L| > €}] + ¢,
n — \n—1

nga e cila marrim se z, — L[N, \?].
(3) Kjo rrjedh drejtpérdrejté nga (1) dhe (2). O

Pohim 2.1.3. [39] Nése v = (x,) éshté \*—statistikisht konvergjent te L, atéheré
rrjedh se x éshté varg \>— statistikisht ¢ Koshit.

Vértetim. Le té supozojmé se x konvergjon A?—statistikisht te L dhe € > 0. Atéheré,

1

€
———— Nk <n:|(Mmk — 20 pm1Tp—1 + Ap—2Tp—2) — L] > €} < =
An — At 2

plotésohet pér pothuajse té gjitha k-té dhe nése N éshté zgjedhur né até ményré qé
1

€
H{k < N :|(Avey — 2 v_12n-1 + Av—ozn—2) — L] > €}| < =,
AN — AN—1 2

atéheré do té kemi:
1

A% () - A2 €L E_
po I G AN () = A'Ay(a)| 2 e} < 5+ 5 =

2

pér pothuajse té gjitha k—té. Pra merret se vargu z éshté varg \%—statistikisht i
Koshit. [

Pohim 2.1.4. [39] Nése vargu x = (x,,) éshté lakunar \*—statistikisht konvergjent
te L, atéheré rrjedh se vargu x éshté \>—statistikisht lakunar i Koshit.

Pohim 2.1.5. [39] Nése v = (x,,) éshté varg pér té cilin gjendet njé varg \>— statistikisht
konvergjent y = (y,), ashtu qé

A2/\($k) = AZ)‘(%:)

pér pothuajse té gjitha k—té, atéheré rriedh se x éshté N\?—statistikisht konvergjent.
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Vértetim. Le té supozojmé se A2\(xy,) = A?X(yx) pothuajse pér té gjitha k—té dhe
yr — L(S\2). Atéheré, pér ¢do € > 0 dhe pér ¢do n kemi:

{k: <n:|A*Nwzy) — L| > E} C
{k<n: A2 (ax) # A2\ U {k <n:|A2Ay) — L] > €} .
Ngase yr — L(S)2), rrjedhé se bashkésia
{k<n:|aN(y) — 1] = )
ka numeér té fundmé té cilét nuk varen nga n, pérkatésisht

{E < n:[AN(yr) — L] > €}

n

— 0,n — oo.

Nga ana tjetér, meqé A2X(zx) = A%A\(yx) pér pothuajse té gjithé k—té, marrim:

{k < n: AN (z) # AN (ye)}]

— 0,n — oo.

Nga dy relacionet e fundit merret se:

{k <n:|AN(z)) — L] > €}
n

— 0,n — oo.

]

Pohim 2.1.6. [39] Nése v = (x,,) éshté njé varg pér té cilin gjendet njé varg lakunar
A\2—statistikisht konvergjent y = (y,) me vetiné qé

Az)\(l’k) = AQ}‘(?/k)

pér pothuajse té gjitha k—té, atéheré rriedh se x éshté lakunar \2— statistikisht kon-
vergjent.

Teoremé 2.1.7. [3Y] Le té jeté 0 njé varg lakunar. Atéheré,

1. L(Sy2) C L(SY,), atéheré dhe vetém atéheré, kur lim, inf ¢, > 1,
2. L(SY:) C L(S2), atéheré dhe vetém atéheré, kur lim, sup g, < oo, dhe

8. L(Sx2) = L(5%,), atéheré dhe vetém atéheré, kur

1 < liminf ¢, < limsupgq, < oo.
T '
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Vértetim. Vértetimi i propozimit merret direkt nga Lemat 2,3 né punimin [32]. O

Shénojmé me

A (X)) ={x = (2,) €w: A*(z) € X}.

Eshté e njohuré se (A?(X), || - ||az(x)) éshté hapésiré e normuar me normén e
dhéné né punimin ([7]), si vijon:

1 n
50 An — A1 D Mk — 2Xk-1Zk-1 + Ae—2Tk-a],

n—=1 k=0

|2]|a2(x) := sup

ku x = (xy).
Teoremé 2.1.8. [39] A*(X) éshté hapésiré e Banach-ut.
Vértetim. Le té jeté (z,) njé varg Koshi né A*(X), ku 2% = (x5, 25, ,x5,---).

Atéheré, merret se :
||2° — 2'|[p2x) — 0,8, — .

Nga relacioni i fundit kemi:

1 n
Sup > ’)‘k(‘rz — 23) = 2N (T — Tpo) + Aema(Thg — $2—2)’ — 0,1,5 = 0.
n>0 An = Anc1 k=0

Pérkatésisht,

|zt — 23] — 0,t,5 — 00,
pér ¢do k € N. Pér kété, vargu (x}, %, - - - ), éshté varg Koshi né bashkésiné e numrave
kompleksé C. Meqé C éshté hapésiré komplete, ai konvergjon. Le té themi p.sh. se

s
hgn:ck = T,

pér ¢do k € N. Meqé (z°) éshté varg i Koshit, pér ¢do € > 0, gjendet numri natyral
N = N(e) i tillé qé
|2* = 2"|[a2(x) < e,

pér ¢do s,t > N dhe pér ¢do k € N, pérkatésisht

SuP)\ Z‘Ak R ) = 21 (25 — @ng) + Mea (g — T 2)‘ <€
n>0 n lk 0

pér ¢do s,t > N, dhe £ € N. Nése kalojmé me limit né relacionin e fundit, kur
t — oo, do té kemi:

1 n
lim sup ————— > [M(@} — 2) — 201 (81 — T5) + Mol g — 7o) =
n>0 )\ )\n,1 k=0
1 L 5
sup ————— > [\l — 2) — 201 (g — @ho1) + Aeea(hp — Tho0)| <6,
n>0 An — An—1 25
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pér ¢do s > N dhe k£ € N. Kjo implikon
||J}S — xHAz(X) < 26,

pér ¢do s > N, qé d.m.th. se z° — x, kur s — 0o ku x = (xy).

Ngase
|2]|a2(2) = O W — DAk — 2X 11 + M—2Tp—o| =
D A = A &=
1 n
sup > ‘/\k(:ck —ay +ay) =21 (e — h FTh )+ Mea(Tho — T 5 + xfﬁvfz)‘ <
n>0 )\ /\n—l k=0
1

sup ‘)\k e — b ) = 201 (@h1 — 2h ) + Ap—o(Tho — Th_ 2)’—1—

n>0 )\ )\n 11—
sup ————— >~ el — 2012y + Mearpy| < [V —alne o[l a2y = O(1),
n>0 )\ )\ -1 k—g
fitojmé z € A?(X). O

2.1.2 Relacionet ndérmjet shumueshmérisé statistikore A2,
vargjeve A’— statistikisht konvergjente dhe fort shu-
mueshmeérisé sé A2 té vargjeve.

Fillimisht marrim kété pérkufizim:

Pérkufizim 2.1.5. Vargu x = (x,,) thuhet se éshté fort A2— i shumueshém (0 <
r < 00) te numri L nése

1 n
hmﬁz |(AeTk — 2A5125-1 + Ap—2Tp—2) — L[ =0,
n — An-1

dhe shénojmé x;, — A2%. Né kété rast L quhet limit i forté A? i vargut = = (z,,).
Teoremé 2.1.9. [3Y] Le té jeté
|( Ak — 2 \p—12p—1 + Ap—2Zp—2) — L| < M,

pér ¢do k € N. Nése vargu x = (xy,) éshté AN*— statistikisht konvergjent te L, atéheré
ai éshté A?(st)— i shumueshém te L, por jo edhe anasjelltas.

Vértetim. Ngase v = () éshté A?— statistikisht konvergjent te L, kjo d.m.th. se

1
lim ﬁHkJ <A = Amt t [(Aee = 201 2p—1 + Mi—2mi—2) — L > €} = 0.
" - A\n—1

Le té shénojmé:

K= {k’ < /\n — )\n,1 . |()\kxk — 2/\]4,1.73]@,1 + )\k72xk72> — L| > 6}
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dhe
K¢ = {/C <A, — Ap_1: |(>\kxk — 2\ 1Tp—1 + )\k,gxk,Q) — L| < 6}.

Atéheré, marrim

AN —L| = N, )\ . Z (Mo — 2M6—1%k—1 + Ap—2Tp—2) — L] <
Z )\kxk — 2)\k71xk71 + )\k,QQ?k,Q) — L +
Mo — s )\ =
K
1 n
N > Mk — 2M1Zp1 + Mp_oTp_o) — L] <
n =~ ‘-1 p_—q
keK©
1 n
———— > [(Axk — 2X 1@t + Ap—az_2) — L|+
)\n - )\n—l k=1
keK
1 n
————— > [k — 2X @1 + Ap—2Tp—2) — L] <
)\n - >\n—1 k=1
keK¢
< MK+ — Y en04et
— M- _ € e-l=c¢
o /\n - )\n—l /\n - )\n—l keKe

kur n — oo. Cka implikon se (x,) éshté A%~ i shumueshém te L. Kjo d.m.th. se
r = (z,) éshté A~ i shumueshém te L, né ményré té zakonshme, e nga kjo merret
se vargu éshté A?(st)— i shumueshém te L. Pér té provuar se nuk vlen e anasjellta,
marrim kété shembull né vijim

Shembull 2.1.10. Le té jeté N\, = n?. Atéheré,

A ()
1 n
S Z (AkTr — 2Ap—1T—1 + Ap—2Tp—2)
n T An=l =g
1
T o — 1(n2xn — (n—1)%w,1).
Pérkufizojmé
A, pér a>0 dhe k=m>—m,--- ,m>—1
T = _#, pér k:mQJmZQ,...

0, pér té tjiera viera

Nga té dhénat e mésipérme merret: lim, o, A*(x) = 0, dhe st —lim,,_,o, A*(z) =
0, g¢ dm.th. se, v = (z,) éshté A*(st)— i shumueshém te 0. Né anén tjetér vargu
(m?;m = 2,3--- ) éshté statistikisht konvergjent te 0, prandaj éshté e qarté se
st —liminf, x,, = 0 dhe st —limsup,, x,, = 1. Nga kétu konkludojmé se x = (z,,) nuk
éshté statistikisht konvergjent, e as A*— statistikisht konvergjent.
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]

Né vijim do té shohim se nén cfaré kushtesh konvergjenca A?— statistikore,
merret nga A2— shumueshméria dhe anasjelltas.

Pohim 2.1.11. [39] Le té supozojmé se x = (x,,) éshté A2 i shumueshém te L. Nése
1. 0<r<1dhe0<|(Apxgp — 2Xp_1Tp—1 + Ap2xp—2) — L| < 1,
2. 1<r<oodhel <|(Apxp — 2Xp1Tk—1 + Mp_2Tp_2) — L| < 00,

atéheré, x éshté A*— statistikisht konvergjent te L.

Vértetim. Le té supozojmé se x = (x,,) éshté A? i shumueshém te L. Nga té dhénat
e mesipérme merret se:

|(Mek = 2M—1Zp—1 + Ap—2Tp—2) — L|" > [(Ae — 2A 1051 + Ap—2i—2) — L,

né té dy rastet. Respektivisht

1

— K
/\n_)\n—ll ‘

! i

= €
€ - (/\n — )\n—l) =1
keK

1 n
< €- ()\n _ )\n—l) Z |(/\kl‘k - 2/\k—1xk_1 + /\k_gxk_g) — L|

k=1
keK

1 n
W — kZ:Zl | = 201251+ Aeai2) — L]

1
S O ho o ek = P+ Meas) — L0

kur n — co. Pra x = (x,,) éshté A?— statistikisht konvergjent te L. O

Pohim 2.1.12. [39] Le té supozojmé se x = (x,,) éshté N*— statistikisht konvergjent
te L dhe
|(>\kxk — 2)\k—1xk—1 + )\k_Ql‘k_Q) - L| S M(k? c N)

Nése

1.0<r<ldhel <M < o0,

2.1<r<oodhed<M<1
atéheré, x éshté A2— i shumueshém te L.
Pohim 2.1.13. [39/

(i) Nése x = (w) — L éshté statistikisht konvergjent, atéheré ai éshté A*— statis-
tikisht konvergjent te L, por jo edhe anasjelltas.
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(ii) Nése (%) éshté varg i kufizuar, atéheré konvergjenca statistikore éshté

ekuivalente me A*>— statistikisht konvergjencén.

Teoremé 2.1.14. [39] Njé varg v = () éshté A*(st) i shumueshém te L, atéheré
dhe vetém atéheré nése ekziston njé bashkési

K={r<ro<--<rp<---}

e tillé g¢ 6(K) = 1 dhe lim,, A*(z,,) = L, ku §(K)— shénon densitetin natyral té
bashkésisé K C N.

Vértetim. Le té supozojmé se ekziston njé bashkési
K={ri<ro<---<r,<---}CN
me vetin qé¢ §(K) = 1 dhe lim,A?*(x,,) = L. Atéheré, gjendet njé numér i ploté

pozitiv ng € N me vetin qé pér ¢do n > ng =

1 n
Z |()\ka — 22X\ 11 + >\k—2$k—2) — L| < €.

2.1.2 —
( ) )\n - >\n—1 k=0

Le té shénojmé me
K.={neN: |A2(:L‘Tn) — L| > €} dhe K; = {Trot1s Trgt2, "+ * }-

Atéheré, 0(K.) = 1 dhe K, € N\ K., prej nga rrjedh se §(K,) = 0. Pra merret se
x = (z,) éshté A?(st) i shumueshém te L.

Anasjelltas, le té jeté x = (x3) njé varg A%(st) i shumueshém te L. Pér r =
1,2,3,---, kemi véné

1 1
K@z{jeN:m%mﬂ—lﬂzg}dwﬂgz{jeN:m%mﬂ—[4<g}

Atéheré, §(K,) = 0 dhe

(2.1.3) My DMy 2D -2 M; DO Mq---
dhe
(2.1.4) S(M)=1,g=1,2,3, - .

Tani mbetet té shihet se pér j € M,, vargu (wg,) éshté A*— i shumueshém te L.
Supozojmé se (zy,) nuk éshté A%—i shumueshém te L. Atéheré, gjendet njé e > 0 i
tillé qé [A*(z,,) — L| > € pér infinit shumé terma. Le té jeté

1
M.={jeN: |A2(:13T].)—L|<e} dhee>6,(q:1,2,3,---).

Atéheré,

(2.1.5) d(M.) =0,

nga (2.1.3), M, C M.. Pra 6(M,) = 0, me ¢ka kemi fituar kontradiksion (2.1.4]) dhe
mbetet se (zj,) éshté A*— i shumueshém te L. Kjo vérteton teoremén. O
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2.2 Shumueshmeéria sipas Norlund-it dhe konvergjenca
statistikore

Kétu do té japim kuptimin e konvergjencés statistikore me peshé, né lidhje me
metodén e shumueshmérisé sipas Norlund-it, (IV,p,q). Le té jené (p,) dhe (g,), dy
vargje té numrave jo-negativé té tillé qé

P,=pi+p+--+p,, Pi=p_1=0,

Qu=q+q@+ - +a¢g, Q1=qgi1=0.

Konvolucionin e atyre vargjeve do ta shénojme si vijon:
R, = (p*Q)n = Zpk “Qn—k-
k=0

dhe marrim Lo
Tn = = n—vquly-
R ;p q

Themi se vargu (x,) éshté statistikisht i shumueshém te L me ané té metodés
me peshé té pércaktuar me ané té vargjeve té numrave (p,) dhe (g,) ose shkurt,
statistikisht i shumueshém (N, p, q), nése st — lim,, T,, = L.

Simbolikisht do té shénojmé kété fakté me L = N, ,(st) — lim, x,,.

Me N, , do té shénojmeé bashkésiné e té gjitha vargjeve té cilat jané statistikisht
té shumueshme sipas metodés sé Norlund-it, (N, p, q).

Pérkufizim 2.2.1. Themi se vargu (z,) éshté statistikisht konvergjent me peshé
(ose Sy, ,— konvergjent) te numri L, nése pér ¢do € > 0, bashkésia

{k <Ry : pnorqrlre — L] > €}

ka densitetin me peshé zero, d.m.th,
1
liTan R—|{k < Ry pn—iqr|zr — L| > €}| = 0.

Shkurt shénojmé
L=S8y,,— li7rlnmn.

Pérkufizimi i dhéné mé lart éshté njé pérgjithésim i pérkufizimeve té njohura mé
paré dhe disa prej té cilave jané dhéné sé fundmi.

Vérejtje 2.2.1. 1. Nése p, = 1 dhe ¢, = 1 pér ¢cdo n € N, atéheré metoda e shu-
mueshmérisé (N, p, ) kthehet né metodén e shumueshmérisé sé Cesaros (C, 1).

2. Nése ¢, = 1 pér ¢don € N, atéheré metoda e shumueshmérisé (N, p, ¢) kthehet
né metodén e shumueshmérisé (N, p,)— té pérkufizuar nga Mursaleen dhe té
tjerét, shihe [48].
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Pérkufizim 2.2.2. Pér vargun x = (z,,) themi se éshté (N, p, q),— i shumueshém
(0 < r < 00) te vlera numerike L, nése

1

R ankakuk - L|T =0,

n k=1

liTILn
dhe kété do ta shénojmé me xp — L(N,p,q),, ndérsa L do ta quajmé (N, p,q),
limiti i vargut = = (z,,).

Tani do té fokusohemi né vetité e klasés sé vargjeve Sy, — dhe relacionin e
saj me dy klasét té cilat i pérkufizuamé mé sipér, e qé jané (N, p,q)— metoda e
shumueshmérisé dhe (N, p, ¢),— metoda e shumueshmérisé.

2.2.1 Konvergjenca statistikore sipas Norlund-it

Teoremé 2.2.1. [J0] Le té jeté p,_,q,|xr — L| < M, pér ¢do k € N. Nése vargu x =
(wy) éshté Sn,,— statistikisht konvergjent te numri L, atéheré ai éshté statistikisht
i shumueshém sipas metodés (N,p,q)— te L, por anasjelltas nuk vlen.

Vértetim. Pérderisa x = (x;,) éshté statistikisht Sy, ,— konvergjent te L, kjo do té
thoté se

1
Le té shénojmé me:

Atéheré, kemi:

|Tn_L|
=S b — 1)
= |5 Prn—kdqr\Tr —
R i3
1 L 1 n
< in Z Pr—kqr(zr — L)| + R Z Pr—iqi(zp — L)
n =1 n k=1
k€EKR,, kEKén
1 " 1 "
< o > pn—ka|xk_L|+R7 > Pu-nilze — L
no k=1 n k=1
keKR,, keKg
1 n
< — MK S 04e1=
= R | KR, |+ i kz::l € + € €
KeKG,

kur n — oo. Nga kjo marrim se 7,, — L. Qé d.m.th. se z = (z,,) éshté (N,p,q)—
i shumueshém te numri L, né kuptimin e zakonshém té konvergjencés, rrjedhimisht
kjo na sjell (N, p, ¢)— shumueshmériné statistikore te L. Pér té provuar se e anasjellta
nuk éshté e vérteté, marrim kété shembull:
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Shembull 2.2.2. Nése kemi vilerat p, = 2 dhe q, = 1, pér dy vargje té numrave,
atéheré metoda e shumueshmérisé (N, p, q) kthehet né metoden e Cesdros té rendit té
paré (C,1). Né kété rast konvergjenca statistikore Sy, ,— reduktohet né konvergjencé
statistikore. Duke pércjell Moritz dhe té tjerét (shihe [46]) dhe Moursaleen me té
tjerét (shihe [48]), ne pérkufizojmé vargun x = (x,) né kété ményré:

1 nése k=m?>—-—mm?*—-—m+1,--- m?—1
r, =4 —m nése k=m?m=2,3,---,
0 pér raste tjera

Nén Ekéto kondita do té kemi:

1 & 1 i
T, = Ri an—vquxv = m 1}22021:1) =

n y=0
%11 nése n=m?>—m+101=0,1,--- ,m—1;m=23,---,
0 né raste tjera

Prej nga merret lim,_, T,, = 0, pérkatésisht st — lim,,_.oo T,, = 0, ¢é d.m.th.
se, v = (x,) éshté (N,p,q)— i shumueshém te 0. Né anén tjetér, vargu (m*;m =
2,3+ ) éshté statistikisht konvergjent te 0, dhe éshté e qarté se vlen st—liminf, x,, =
0 dhe st — limsup, z, = 1. Pra © = (x,) nuk éshté statistikisht konvergjent, e as
Sn, . — Statistikisht konvergjent.

p,q

O

Né vijim do té shohim se nén ¢faré kushtesh nga konvergjenca statistikore Sy, ,—
merret shumueshméria (N, p, ¢),— dhe anasjelltas.

Pohim 2.2.3. [[0] Le té supozojmé se vargu x = (x,) éshté konvergjent sipas shu-
mueshmérisé (N, p, q), te numri L. Nése

1. 0<g<1dhe0< |z, —L| <1,
2.1<qg<oodhel <|xp—L| <o
atéheré, x éshté Sy, ,— statistikisht konvergjent te L.

Vértetim. Le té supozojmé se vargu x = (x,) éshté konvergjent sipas shumuesh-
mérisé (N, p, q), te L. Nén kushtet e mésipérme do té kemi:

Pr—kQk|Tk — L|" > pp_gaqr|ze — L],
pérkatésisht

1
lim —|K
i [ K|

1 & 1 "
= < ki | e — L
G'Rnkz::le_ﬁ'RnkZ:%p kGk|TK — L]
k€K R, k€K R,
S el — 1) S e 3 pu s — LI =0
n— T — >~ n— T — = U.
¢ R, k:1p kqk( Tk ¢ R, k:1p kK| Tk
Pra kemi se x = (x,) éshté Sy, — statistikisht konvergjent te L. O
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Pohim 2.2.4. [[0] Le té supozojmé se vargu x = (x,) éshté konvergjent sipas shu-
mueshmérisé Sy, ,— te L dhe p,_qi|zy — L| < M(k € N). Nése

1. 0<g<1ldhel <M < o0,

2.1<g<o0dhe 0 <M< 1
atéheré x éshté konvergjent sipas shumueshmérisé (N,p,q),— te L.
Pohim 2.2.5. [[0]

(1) Nése x = (xy) — L éshté statistikisht konvergjent, atéheré ai éshté statistikisht
SN, ,— konvergjent te L, gjithashtu.

(ii) Nése (%) éshté varg i kufizuar, atéheré konvergjenca statistikore éshté ekuiva-
lente me Sy, ,— konvergjencén statistikore.

2.2.2 Konvergjenca statistikore dhe funksionet e Orlicz-it

Né kété pjesé do té pérkufizojmé njé llojé té konvergjencés statistikore duke shfry-
tézuar funksionin e Orlicz-it.

Pérkufizim 2.2.3. Le té jeté M njé funksion i Orlicz-it dhe p = (px) njé varg i
numrave realé rigorozisht pozitivé. Vargu a = (a;) themi se konvegjon forté N, ,—
te numri L né lidhje me funksionin e Orlicz-it M, nése vlen relacioni

1 _ _ L Pk
(2.2.1) lim - 3 [M (p” ks | ’)1 = 0.

n L<R, P

Bashkésiné e té gjitha vargjeve konvergjente sipas N, ,— te numri L, né lidhje
me funksionin e Orlicz-it M, do ta shénojmé me [N, ,, M, p|. Né kété rast, kété
lloj konvergjence do ta shénojmé me z, — L([N, 4, M, p]). Né raste té vecanta, kur
M(x) = x,pr, = po pér té gjitha k € N, do té shénojmé me [N, |, né vend té
[Npg, M, p] .

Teoremé 2.2.6. [{0/

(i) Nésex = (xx) konvergjon forté sipas [Ny q]— te numri L, atéheré ai éshté Sy, —
statistikisht konvergjent te numri L.

(ii) Nése vargu i kufizuar x = (xy), €shté Sy, ,— statistikisht konvergjent te L,
atéheré ai konvergjon forté sipas [Ny, 4|— te numri L.

Vértetim. (i) Le té supozojmé se vargu x = (xy) konvergjon forté [N, ,]— te L. Kjo
d.m.th se vlen ]

I > [Pn—kailze — LI — 0,

" k<R,
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kur n — oo. Prej nga merret se:
1
R

1
Y [Pnrarler — LI > i Yo [pawarlee — LI 2
" k<Ton N k<R,

Pn—kqklrr—L|>e

|k < Ry i pp—rqr|or — L] > €.
Pra z;, — L(SNIW)'
(ii) Le té supozojmé se x;, — L(Sy, ) dhe le t& marrim se # = (73) € lo. Pér ¢do
€ > 0 té dhéné zgjedhim njé n. té tillé qé

1

k <R, : pn_rqe|lzy — L| > (;) "

Ry,

pér ¢do n > n., ku A = sup,, |zx| dhe duke véné

1
B = {k < R ol — L= (5)” } .

Tani pér ¢do n > n, do té kemi:

1
R > [Porulzy — L7
" k<R,
1 v 1 »
= > [Pa—k@ulze — L[ + in > [Pa-warlze — LI
" k<R, " k<R,
keB k¢ B
1 /e-R €
< ") Apo R, =e.
= R, (Sam) A7+ oR, "
Nga relacionet e mésipérme merret se (x) — L([N,4])- O

Teoremé 2.2.7. [[0] Le té jeté M njé funksion i Orlicz-it, dhe 0 < h = inf p; <
pr < sup pp = H. Atéheré, [N, 4, M,p| C Sy, ,.

Vértetim. Le té supozojmé se a € [N, ,, M, p|. Atéheré, ekziston njé p > 0 e tillé qé

1 pn—ka’M - L| P
A > [M( — 0,

n k<R, P

kur n — oo.
Pér ¢do € > 0 té dhéné marrim:

g )

n k<R P
_ P
> S Z [M<pn—k9k|$k L|>]
Ry, k<Rn P
Pn—kqk|Tr—L|>e€
1
> — > [M (1))

Rn k<R,
Prn—kqklTr—L]>e€
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ku

-4

> o 3 min (M) [V ()]}

n k<R,

1 .
> o k< Ratpo-sgrlor — L] > €} -min {[M(e1)]", [M(e1)]}.
Pérkatésisht « = (zy) € S, - O
Teoremé 2.2.8. [[0] Le té jeté M njé funksion i Orlicz-it, dhe 0 < h = inf p; <

pe < suppy = H. Nése a = (a,) éshté njé varg i kufizuar, ashtu qé a, — L[Sy, ],
atéheré merret se a, — L[N, ,, M,p|.

Vértetim. Le té supozojmé se a,, — L[Sy, |. Atéheré, gjendet njé konstanté K me
veting p,_rqr|rr — L] < K. Le té jeté € > 0 1 dhéné. Atéheré, fitojmé:

L5 (et

n k<R, P
1 . — Pk 1 o L Pk
L Z [M(p qu\xk ‘)] 4 Z lM<p ka|xk |>]
Ry, k<Ry, p Ry, k<R», P
pn—ka|xk_L|2€ pn_qu\xk—L|<e
h H Pk
1 K K 1
<z & GO e 5 MO s
R, R, P P Ry <, P
Pr—kqk|Tr—L]|>€ Pr—kqk|Tr—L]|<e

Pra, a, — L[N, ,, M,p]. ]

2.3 Konvergjenca statistikore sipas funksioneve mod-
ulare

Hapésira e vargjeve lakunare té cilat konvergjojné forté, éshté studiuar nga Freedman
dhe té tjerét(shihe [30]).
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Hapésira e vargjeve konvergjente lakunare Ny, éshté pérkufizuar si mé poshté:

No = {z = (;) : lim,ooh, ™" > |z; — 8| = 0, pér ndonjé s}

i€l

Kuptimi i funksionit modular éshté dhéné nga Nakano ( shihe [49]).
Funksion modular quajmé funksionin f, i cili éshté i pérkufizuar nga [0, c0) né
[0,00) dhe gé i plotéson kushtet e méposhtme:

1. f(xz) =0, atéheré dhe vetem atéheré kur z = 0,

2. flz+y) < flz) + f(y) pér ¢do @,y >0,
3. f éshté funksion rrités,
4. f éshté funksion i vazhdueshém né té djathté té 0—s.

Pérderisa vlen
|f(z) = fy)] < f(lz —yl),

atéheré nga kushtet (2) dhe (4) rrjedh se f éshté i vazhdueshém gjithkund né [0, 00).
Et dhe Colak, né punimin [25], mé pas Et dhe Nuray, né punimin [26], kané shfry-
tézuar diferencat e pérgjithésuara pér té konstruktuar hapésirat e vargjeve. Por edhe
autorét Bilgin [5], Connor [23], Esi [24], Maddox [41],]42], Kolk [36], Ozturk dhe Bil-
gin [50], Pehlivan dhe Fisher [5I], Ruckle [53], Braha e té tjerét, [9] dhe té tjeré,
kané shfrytézuar funksionet modulare pér té konstruktuar hapésira té vargjeve.

Le té jeté A = (aj), njé matricé e pafundme me numra kompleksé. Shénojmé
me Az = (A;(x)) nése

Ai(x) = Z ik Th
k=1
konvergjon pér ¢do i.

Bilgin [5], ka gjeneralizuar konceptin e vargjeve té cilat konvergjojné forté dhe
jané lakunar dhe pérmes tyre ka pérkufizuar kété hapésiré té re:

No(A, f) = {x = (z;) : lim b, """ f(JAi(z) — s]) = 0, pér ndonjé s} :

r—00 :
’LEI’I‘

Tani e tutje, vargu i funksioneve modulare té pércaktuara né F, do té shénohet me
ané té shprehjes f = (f;) € F, pér ¢do i € N, me vetiné

11—1>%1+ sup fi(l) = 0.

Ne tani do té pérkufizojmé njé hapésiré té re té vargjeve duke shfrytézuar funk-
sionet modulare dhe funskionin e Orlitz-it.

riel,

1
No(A, Fou, A™) = {x = (2;) : lim . > fi(|Ai(uA™z) — se|]) = 0, uniformisht — sipas
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dhe

1
NJ(A, Fyu, A™) = {x = (x;) : lim " > fi(|Ai(uA™z)|) = 0, uniformisht ~ sipas m} ,

T gl
kue=(1,1,1,---), dhe
Amﬁi = Am_ll'i — Am_ll'i+1,

ndérsa -
Aj(uA™z) = Z WA ).
k=1
Duke véné f; = f pér ¢do i, hapésira e vargjeve e pérkufizuar mé lart do té marré
trajtén:
No(A, Fyu, A™) = Ng(A, f,u, A™).

Do té shénojmé me Ny(A, f,u, A™) = Ng(A,u, A™), pér f(z) = x. Nése z = (z;)
éshté varg i cili konvergjon (A, u, A™)-né ményré té forté dhe lakunare te numri s,
né lidhje me F, atéheré mund té shénojmé x; — s(Ng(A, F,u, A™)). Nése A =
I, éshté njé matricé njési, shénojmé Ny(F,u, A™) dhe N§(F,u, A™), né vend té
Ny(A, F,u, A™) dhe NJ(A, F,u, A™), né ményré respektive.

Si rast i veganté, nése merret m = 1 atéheré ne do té fitojmé klasén e hapésirés
sé vargjeve té pérkufizuara né [4],dhe nése marrim m = 0, atéheré do té fitojmé
klasén e vargjeve té pérkufizuara né [6]. Né rastin kur m = 1, u = I, dhe f; = f, pér
¢do i € N, atéheré fitojmé hapésirén e vargjeve té pérkufizuara né [5]. Nése merret
se A=1 u=1,, m =1dhe f;, = f, pér ¢do i € N, atéheré fitojmé hapésirén e
vargjeve té pérkufizuara né [52].

Lemé 2.3.1. [13] Hapésirat e vargjeve Ny(A, F,u, A™) dhe NJ(A, F,u, A™), jané
hapésira lineare.

Vértetim. Do té provojmé kété fakté vetém pér njérén nga to, sepse tjetra provohet
njésojé. Le té provojmé pér Ny(A, F,u, A™). Le té jeté x; — s nga Ny(A, F,u, A™),
y; — t dhe a,b numra kompleksé té dhéné. Atéheré, ekzistojné numrat t, dhe t,,
ashtu qé |a| < t, dhe |b] < t,. Pér kété arsye duke marré né konsiderim vetité (2)
dhe (3) té funksioneve modulare f;, do té kemi:

R Fi(JAi(auA™ 2 + buA™y) — (ase + bte)|) <

i€l,
he Y (filal Ad(uA™z — se)|) + fi(b|Ai(uA™y) — te])) <
i€l
toh, ! Z fi(|Ai(uA™x — se)|) + tyh, ! Z fi(|A;(uA™y) — te).
i€l i€l

Nga relacioni i fundit marrim se az + by — ase + bte éshté né Ny(A, F,u, A™). O

Tani shohim kété rezultat:
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Lemé 2.3.2. [13] Hapésira e vargjeve Ny(A, F,u, A™) éshté e paranormuar (nuk do
me théné se éshté totalisht e paranormuar) né lidhje me

9(w) = sup {hr_l > fi(|Ai(UAmx)|>} :

re i€l,

Vértetim. Qarté shihet se g(0) = 0, dhe g(—z) = g(x). Né vijim tregojmé jo-
barazimin e trekéndéshit dhe vazhdueshmériné e shumézueshmérisé. Le té jené
x,y € NJ(A, F,u, A™), duke u bazuar né vetité e funksioneve modulare dhe defin-
imin e diferencés sé pérgjithésuar A™, do té pérfitojmé relacionin:

sup {hrl > fillA(uA™(z + y))!)} <

i€ly

ELelg {hrl Zfl(]Az(uAmx)])} - Elelg {hrl Zfl(’Az(UAmy”)} =

i€l i€l

9(x) +9(y).
Le té shohim tani vazhdueshmériné e shumézimit. Le té jeté A € C, njé numér i
¢farédoshém kompleks. Nga pérkufizimi i funksionit g(z), do té kemi:

g\ - z)

= sup {hr_l > fi(|Ai(UAm)\l')|)}

reN iel,
< sup {hrl > fillAl- \Ai(uﬁmx)l)} :
reN i€l
Duke marré né konsiderim vetité e funksioneve modulare dhe duke ditur faktin se

|A| <14 [|Al], ku [x] pérkufizon pjesén e ploté té x, kemi:
(2.3.1)

sup {hfl > fillAl- !Ai(uﬁmw)l)} < sup {hfl(l A X fi(|Ai(UAmx)|)} :

i€l, reN i€,
Tani dallojmé dy raste:

e Nése |\| < 1, atéheré nga relacioni (1) rrjedh:

g(Ax) = sup {hrl > fi(|Ai(uAm>\3€)|)} <g(x) <e
re iel,
pér ¢do r > N(e).

e Pér 1 < r < N(e), duke marré \ mjaft té vogél, pérderisa f; jané té vazh-
dueshém, do té kemi

216111\? {hr_l > f1(|AZ(uAm)\x)|)} < e

i€l

Nga dy relacionet e fundit marrim se g(Az) — 0, kur A — 0. O
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2.3.1 Relacionet ndérmjet klaséve Ny(A, F,u, A™) dhe Ny(A, u, A™)
Kétu do té shohim relacionet pérfshirése né mes té klaséve Ny(A, u, A™) dhe Ny(A, F,u, A™).

Teoremé 2.3.3. [13] Le té jeté A = (ai;), njé matricé e pafundme e numrave
kompleksé dhe f = (f;) varg i funksioneve modulare nga F. Nése x = (x;) éshté varg
lakunar i cili konvergjon (A, u, A™)-forté te s, atéheré x = (x;) éshté varg lakunar
cili konvergjon (A, F,u, A™)-forté te s né lidhje me F, kjo d.m.th. se,

No(A, u, A™) C No(A, F,u, A™).

Vértetim. Le té jeté f = (f;) varg i funksioneve modulare nga familja F' dhe marrim
sup; fi(1) = K. Le té jeté x € Ng(A,u, A™), 0 < € < 1 dhe zgjedhim § me vetiné qé
0 < d < 1ashtu qé f;(t) < epér0<t <. Shénojmé me |A;(uA™z) — se| =t; dhe

konsiderojmé
he Y fi(JAi(uA™z) — se) Z +Z
i€ly
ku shuma e paré éshté marré pér t; < 9, ndérsa shuma e dyté éshté marré pér ¢; > 9.
Nga pérkufizimi i vargut té funksioneve modulare f, pér shumén e paré éshté e qarté
se Y1 < ¢, né vijim do té shohim rastin kur ¢; > 9. Duke u nisur nga fakti se

t; t; t;
ti<5<1+{5}<2-[5},

ku [x], shénoné pjesén e ploté té .
Nga vetité e funksioneve modulare marrim kété vlerésim:

FUA(uA™z) — se|) < (1 + [lAi(UN;x) - Se'D F) <2 K- |Az‘(“A";$) —se|

Nga relacioni i fundit marrim:
h, Z fi(|A;(uA™z) — sel) ZJrZ < €,
iel, 1 2
pérkatésisht x € Ny(A, F,u, A™). H
Teoremé 2.3.4. [15] Le té jeté dhéné matrica e pafundme me numra kompleksé A =
(aix), dhe vargu i funksioneve modulare f = (f;), nga familja F. Nése lim inf sz(l) > 0,
atéheré

Ny (A, u, A™) = Ny (A, F,u, A™).

Vértetim. Nése liminf fT(l) > 0, atéheré ekziston njé numér g > 0 me vetiné qé
fi(l) > BL, pér ¢do I > 0 dhe i € N. Le té jeté x € Np(A, F,u, A™). Atéheré,

he Y fi(lAi(uA™z) = sel) > h B (| A (uA™z) — sel),

i€l S

prej nga rrjedh se © € Np(A,u, A™). O
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Shembull 2.3.5. Tani japim kété shembull i cili tregon pérfshirjen
No(A, Fyu, A™) # Nyg(A, u, A),

né rastin kur 5 = 0. Le té konsiderojmé se A = I, f, = e (r > 1,2 > 0) dhe
u = e. Definojmé

m h, , néset =1, pér ndonjé r > 1
A"z, = ) .
0 né rastet tjera

Atéheré, kemi:

he ST F(1A @A™ D)) = b fo (Thel) = By BT = 0,7 — 00
el
pra,
x € NJ(A, F,u,A™) C Ny(A, F,u, A™).

Né anén tjetér kema

he 'Y (JAi(uA™z)|) = b7 hy = 1,7 — .

icly

Nga relacionet e fundit merret se vien

x & NJ(A u, A™) C Ny(A,u, A™).

2.3.2 Vargjet lakunare (A, u, A™)-statistikisht konvergjente

Né kété pjesé do té shohim relacionet ndérmjet klasés sé vargjeve lakunare (A, u, A™)-
statistikisht konvergjente dhe klasés sé vargjeve lakunare (A, u, A™)-forté konvergjente,
né lidhje me vargun e funksioneve modulare.

Schoenberg [54], ka studiuar konvergjencén statistikore pér metodat e shumuesh-
mérisé dhe ka provuar disa nga rezultatet e konvergjencave statistikore. Mé tej Fridy
dhe Orhan [32], kané futur konceptin e konvergjencés lakunare statistikore, si mé
poshté.

Pérkufizim 2.3.1. Le té jeté 0 njé varg lakunar. Pér vargun z = (zj) themi se
konvergjon né ményré lakunare statistikore te numri s, nése pér ¢do € > 0, té dhéné
plotésohet relacioni

1
lim h—|{z €l |z, —s| >e}|=0.

r—00

Bashkésiné e té gjitha vargjeve lakunare statistikisht konvergjente do ta shénojmé
me Sy.

Kuptimi i konvergjencés lakunare A-statistikore éshté dhéné nga Bilgin, né [5].
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Pérkufizim 2.3.2. Le té jeté dhéné matrica e pafundme A = (a;), me elemente
numra kompleksé. Pér vargun x = (zj) themi se éshté lakunar dhe A-statistikisht
konvergjent te numri s, nése pér ¢do € > 0,

N
rlg&}; Hiel :|Ai(x)—s| > e} =0.
Bashkésiné e té gjitha vargjeve lakunare, té cilat konvergjojné né ményré matricore
sipas matricés A,-do ta shénojmé me Sp(A).

Kuptimi i konvergjencés statistikore te vargjet lakunare, sipas matricés sé shu-
mueshmérisé, (A, wu,A) éshté pérkufizuar nga autorét Bataineh, Ahmad H. A.and
Al-O’dat, Naser A, né punimin [4], si vijon:

Pérkufizim 2.3.3. Le té jeté A = (a;), njé matricé e pafundme me elemente numra
kompleksé. Pér vargun x = (xy), themi se éshté lakunar dhe (A, u, A)-statistikisht
konvergjent te numri s, nése pér ¢do € > 0, plotésohet relacioni

1
lim > {i € I, : |Ai(uAx) — se] > €}| = 0.

7—00

Bashkésiné e té gjitha vargjeve lakunare té cilat jané (A, u, A)-statistikisht kon-
vergjent, do ta shénojmé me Sp(A,u, A).

Tani do té japim njé pérkufizim, i cili pérgjithéson pérkufizimet e mésipérme:

Pérkufizim 2.3.4. Le té jeté A = (a;) njé matricé e pafundme me elemente numra
kompleksé. Pér vargun x = (x;) themi se éshté lakunar dhe (A, u, A™)-statistikisht
konvergjent te njé numeér s, nése pér ¢do € > 0, té dhéné, vlen relacioni

1
lim — |{i € I, : |A;(uA™z) — se| > €}| =0,

r—oo f.

uniformisht sipas m—sé. Bashkésiné e té gjitha vargjeve té cilat jané lakunar dhe
(A, u, A™)-statistikisht konvergjente, do ta shénojmé me Sp(A, u, A™).

Pérkufizim 2.3.5. Le té jeté A = (a;;), njé matricé e pafundme me elemente numra
kompleksé. Pér vargun x = (xj) themi se éshté lakunar dhe (A, u, A™)-statistikisht
i Koshit, nése pér ¢do € > 0 té dhéné, gjendet njé numér ny = n(e) € N, ashtu qé

1
Tlirgloh— i€l : |Ai(uA™x,) — A;(uA™z,, )| > €} =0,
uniformisht sipas m—sé. Bashkésiné e té gjitha vargjeve lakunare té cilat jané
(A, u, A™)-statistikisht té Koshit, do ta shénojmé me S§(A, u, A™).
Tani provojmé kéto veti té kétyre vargjeve:

Teoremé 2.3.6. [15] Le té jeté f = (f;), njé varg i funksioneve modulare nga F
dhe (f;) njé varg i cili konvergjon sipas koordinatave. Atéheré,

Ny(A, Fu, A™) C Sp(A,u, A™),

atéheré dhe vetém atéheré, kur lim; f;(1) > 0, (I > 0).
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Vértetim. Le té jeté x € Ny(A, F,u, A™) dhe ¢ > 0. Nése lim; f;(I) > 0, atéheré
gjendet njé numér C' > 0, me vetiné qé f;(¢) > C, pér ¢do [ > € dhe i € N. Le té
shénojmé me

opr={i €l :|A(uA™x) — se| > €},

kemi

h, ! Z fi(JA;(uA™z) — sel)

icly

> p, ! Z fi(JA;(uA™x) — sel)

i€o1

A%

Chy ' {i € o1+ | Ai(ulA™z) = se| = e},

pra x € Sp(A,u, A™).

Anasjelltas, le té supozojmé se lim; f;(I) > 0 nuk plotésohet, atéheré gjendet
njé numér ¢ > 0 i tillé qé té plotésohet relacioni lim; f;(f) = 0. Tani mund té
zgjedhim vargun (h,) me vetiné qé f;(t) < 27" pér ¢do ¢ > h,.. Le té jeté A = I, dhe
pérkufizojmé vargun si mé poshté

Ay — tnésehr,1<t§@
" 0 nése%<t§hr

atéheré rrjedh se

v € NJ(A, Fyu, A™) C Ny(A, F,u, A™),
mirépo x ¢ Sy(A, u, A™). O
Pohimi i radhés, do té na japé kushtet nén té cilat vlen pérfshirja e anasjellté.

Teoremé 2.3.7. [13] Le té jeté f = (fi), njé varg i funksioneve modulare nga familja
F. Atéheré, vlen relacioni:

So(A,u, A™) C Ny(A, Fyu, A™),
atéheré dhe vetém atéheré, kur sup;sup; f;(l) < oo.

Vértetim. Vértetimi i pohimit éshté i ngjashém me vértetimin e Teoremés té dhéné
né punimin [4], pér kété arsye nuk po e japim kétu. ]

Tani do té shohim se konvergjenca e zakonshme u;Azx; — se, e implikon kon-
vergjenceén

w;A"x; — s(Ng(A, F,u, A™)).

Teoremé 2.3.8. Supozojmé se A, éshté njé matricé requlare, lim;inf ¢; > 1, dhe
sup; sup; fi(l) < oco. Atéheré, u;Azx; — se, implikon konvergjencén

w A" x; — s(Ng(A, Fyu, A™)).

Vértetim. Vértetimi rrjedh direkt nga lema e dhéné né punimin ([31]) dhe Teoremés

237 O
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Né vijim do té tregojmé konvergjencén statistikore sipas (A, u, A™).

Teoremé 2.3.9. [13] Nése vargu x = (xy,) éshté i tillé qé pér té ekziston njé varg
y = (yx), 7 cili konvergjon (A, u, A™)-statistikisht dhe me vetiné qé

pér pothuajse té gjithé i, atéheré x = (x,) éshté po ashtu varg konvergjent (A, u, A™)
statistikisht.

Vértetim. Le té marrim se A;(uA™x;) = A;(uA™y;), pér pothuajse té gjithé i—té
dhe y; — Sp(A, u, A™). Le té jete dhéné njé e > 0, atéheré pér ¢do r, kemi:

{i € I : |A;(uA™z) — se| > €} C

{i € I, : Aj(uA™x;) # Ai(uA™y;)} U {i € I, : |Aj(uA™x) — se| < €}.

Pérderisa y; — Sp(A,u, A™), termi i dyté né pérfshirjen e mésipérme pérmban
njé numér té fundmé numrash té ploté, p.sh. le té themi se pérmban iy— sish. Pér
kété arsye

1
lim — [{i € I : |[A;(uA™z) — se| > e}| <

00 hr

1 :
lim W Hiel : Aij(ulA™z;) # A;(uA™y;)| + Lim ;L—O =0.

7—00

Pérkatésisht © = (x,,) éshté (A, u, A™) statistikisht konvergjent. O

Teoremé 2.3.10. [13] Nése x = () éshté njé varg i cili konvergjon (A, u, A™)-
statistikisht, atéheré x = (xy) éshté (A, u, A™)-statistikisht i Koshit.

Vértetim. Vértetimi i pohimit merret drejtépérdrejt nga pérkufizimi dhe pér
kété arsye nuk do ta shénojmé. O]

Teoremé 2.3.11. [13] Le té jeté M, njé funksion modular dhe le té jeté lim inf g, >
1. Nése x = (x,,) €shté varg lakunar i cili konvergjon te numri s né ményré (A, u, A™)—
statistikore, atéheré pér ¢do € > 0, plotésohet relacioni © méposhtém:

1
li7gnh— kel : M (JA;(uA™x) — se|]) > e}| = 0.

Vértetim. Le té supozojmé se lim inf ¢, > 1, atéheré gjendet njé § > 0 me vetiné qé
¢- > 1+ 9, pér numra mjaft t& médhenjé r, prej nga merret se

h, )

k. —d+1
Nése x = (z,,) éshté nje varg i cili konvergjon te numri s, né ményré lakunare dhe
(A, u, A™)— statistikisht, atéheré pér ¢do € > 0 dhe pér numrin r, mjaft t& madhé,
kemi

kl (k< By s M (A (uA™) — se]) > e}| >
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kl (k€ I« M(JAuA™) — se|) > e}| >

b 1
1+9h,
Nga ana tjetér, nga fakti se M plotéson kushtet M(z) < 2M(1)d 'z, pér ¢do
x > 0 dhe 0 < 0 < 1(shihe [52]), atéheré do té pérfitojmé

H{k eI, : M (JA;(uA™x) — se|) > €e}].

(2.3.2) M (|A;(uA™z) — se|) < K - |A;(uA™zx) — sel,
pér ndonjé konstante K > 0, né té dy raste kur
|A;(uA™z) — se| < 1 dhe |A;(uA™x) — se| > 1.

Né rastin e paré, ajo rrjedh drejtpérdrejté, nga pérkufizimi i funksionit modular.
Né rastin e dyté kemi kété:

|AZ<uAmx) — se| =92. L(l) —922. L(Z) = ... =92%. L(s)7
ashtu qé L) < 1. Duke marré parasysh dy relacionet e fundit, do té fitojmé:
(2.3.3) M (|Ai(uA™z) — se|) < T- LY - M(1) = K - |A;(uA™z) — se]

ku 7" dhe K, jané konstante. Tani vértetimi i teoremés merret nga relacionet
dhe 2.3.3 O

2.3.3 Vargjet e pérkufizuara sipas Cesaro’s-(A, u, A™)

Né kété pjesé do té shohim hapésirén e vargjeve té ndértuara me ané té shumuesh-
mérisé sipas Cesaros.
Le té shénojmé me
1 n
N¢(A, Fu, A™) = {x = (z;) : lim > fi(JAi(uA™z) — se|) = 0, pér ndonjé s},

n—oon 4+ 1 =

dhe NO(A, F,u, A™), ku s = 0. Gjithashtu

1 m .
Ni(A P, A™) = {xzw Jim o= Y f(Ai(uA" ) — sel) =0, pér ndonjé }

T i€l

dhe Ng°(A, F,u, A™), né rastin kur s = 0.
Vértetimi i teoremés éshté i ngjashém me vértetimin e teoremave 5.1 dhe 5.2, té
dhéna né punimin [§]. Pér kété arsye kétu nuk do ta japim.

Teoremé 2.3.12. [13] Le té jeté M, njé funksion modular. Atéheré,

1. Nése liminf ¢, > 1, atéheré N°(A, F,u, A™) C N§(A, F,u, A™)
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2. Nése lim sup ¢, < oo, atéheré N§(A, F,u, A™) C N°(A, F,u, A™)

3. Nésel < liminf ¢, < lim sup ¢, < oo, atéheré N°(A, F,u, A™) = N§(A, F,u, A™)
Teoremé 2.3.13. [13] Le té jeté M, njé funksion modular. Atéheré,

1. Nése liminf g, > 1, atéheré NO(A, F,u, A™) C N§°(A, F,u, A™)

2. Nése limsup q, < oo, atéheré N°(A, F,u, A™) C NO(A, F,u, A™)

3. Nésel < liminf ¢, < limsup ¢, < oo, atéheré NO(A, F,u, A™) = N§°(A, F,u, A™)
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Kapitulli 3

Teoremat e Korovkin-it dhe
Voronoj-it

3.1 Teorema e dyté e Korovkin-it pér
A?—shumueshmérité statistikore

Themi se vargu (z,,) éshté A?— i shumueshém te L nése lim,, A? = L.

Pérkufizim 3.1.1. Themi se vargu (x,) éshté statistikisht i shumueshém te L me
metodén me peshé té pérkufizuar me ané té vargut A2, nése st — lim, A2 = L.

Shénojmé me A?(st) bashkésiné e té gjitha vargjeve té cilat konvergjojné statis-
tikisht pérmes shumueshmeérisé A2.

Me F(R) do té shénojmé hapésirén lineare té té gjitha funksioneve me vlera reale
té definuara né R, ndérsa me C(R) do té shénojmé hapésirén e té gjitha funksioneve
té kufizuara dhe té vazhdueshme né R. Eshté e njohur se C'(R) éshté hapésiré e
Banach-ut né lidhje me normén

/1l = sup | @), f € CR)

Hapésirén e té gjitha funksioneve periodike me periodé 27 dhe té vazhdueshme,
do ta shénojmé me Cy(R), e cila po ashtu éshté hapésiré e Banach-ut me normén
e pérkufizuar me

[ fll2r = sup | f(z)]-
zeR

Teoremé 3.1.1. [39] Le té jeté (T,,), njé varg i operatoréve pozitivé té definuar nga
Cox(R) né Cor(R). Atéheré,

(3.1.1) A2(st)—7}i_)rgo T (f,z) — f(z)||2r = 0 pér ¢dof € Cor(R)
atéheré dhe vetém atéheré
(3.1.2) A*(st)- lim ||T,(fi,2) = fi(@)[l2r =0, i=0,1,2,

ku fo(x) =1, fi(z) = cosx dhe fy(x) = sinz.
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Vértetim. Le té konsiderojmé se relacioni éshté i vérteté pér ¢do f € Cor(R).
Atéheré, éshté i vérteté edhe né rastin e veganté pér test funksionet: f(z) =1, f(x) =
cosz dhe f(z) = sinz, dhe relacioni (3.1.2) vlen. Tani duhet té provojmé té
kundértén. Le té supozojmé se relacioni @D éshté i vérteté dhe do té provo-
jmeé se vlen gjithashtu. Le té jeté I = (a,a + 27| njé néninterval i gjatésisé
27 nga R. Le té fiksojmé = € I. Nga konditat e dhéna pér funksionin f(z), vlen:

(3.1.3) (Ve > 0)(35(e) > 0) — |f(t) — f(z)] < e,

pér ¢do t, gjithsaheré qé [t — x| < §. Nése |t — x| > 0. Le té konsiderojmé se
t € (x+0,2m + 2 + §], atéheré kemi:

(314 0 5] < 2071l < 20

»(t)

ku ¢ (t) = sin ( ) Nga relacionet (3.1.3) dhe (3.1.4)) pér ndonjé z € I té fiksuar
dhe pér ¢do t ﬁtOJme

(3.15) 0 S < 2R+
Respektivisht,
- AL < 10) - 1) < BL ) 4o

Duke aplikuar operatorin 7T, (1, z) né kété jobarazim, marrim:

Ti(lL,a) (—e A 2"? <t>) < Tu(L,2) (f(t) — f(x)) < Th(L2) (2“f s ) 4 ) .

sin S1n

Meqé vlera e x éshté fikse, kjo d.m.th. se f(z) éshté konstant dhe relacioni i
mesipérm merré trajtén:

(3.1.6)
i1, 0)- e 1), 0) < T, ) 1T, ) < D ), 0y e, ).

Nga ana tjetér
BT Tfhe) - f@) = Tulf2) — @) Tl 2) + (@) [Tl 2) — 1]
Nga relacionet ) dhe (3.1.7)) merret:

(318)  Tulfo) - f6) < 2 p ) ) + a1, 2) + F@) T 2) - 1]

sm

Le té vlerésojmé tani shprehjen:
t— 1
Te((t),x) = Ty (sin2 (230) ,:c) =Tk (2(1 — costcosT — sintsinx),x)
1
=3 {T,(1,2) — cos xTy(cost,x) — sinxT(sint, x)}

= ;{[Tk(l,x) — 1] — cos z[Tk(cost, x) — cosx] — sinz[Tk(sint, z) — sin x|}
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Nga relacioni i fundit dhe (3.1.8)), marrim

T.(f,x) — f(z) < 2”@'?;{[7}(1@) — 1] — cos x[Ty(cost, x) — cos z

S1n 2

— sin z[T},(sint, x) — sinx]} + eTp(1,z) + f(z)[Te(1,2) — 1]

2Wlke 71,0y

.2é7
sm22

= e+ ¢€Ti(1,z) — 1]+ f(2)[TK(1,z) — 1] +
— cos [T (cost,x) — cosx] — sin [T} (sint, x) — sin x]}

Pér kété shkake,

2
+ QS‘JIJ;‘?“ cosx| - [Ti(cost, z) — cos x|

+ |sinz| - |Ty(sint, z) — sin:p|}

< e+ <€+ |f(z)] + 2”‘2“?) Ty (1, 2) — 1]
Sin 5

2 n
+ ||f2||§ {|Tk(cost, x) — cosz| + |Ty(sint, x) — sinx|}.

Sin 5

Duke marré sup,; né relacionin e sipérm, fitojmé:

ITk(f2) = f(@)]]ar < €4 K(I\Tk(L ) = Ulor + |[Th(cost, x) — cos ||z

+ [|Tk(sint, x) — SinZIfHQﬂ')v

ku [f1l2= 2[]f]]
2 21 2 2
K:max{6+||f||27r+ 95 -25}'
sin®§ * sin® §

Zévendésojmé Tj(.,r) me

# i()\ka(7$) — 2)\k_1Tk_1(.,fE) + )\k—ZTk—Z(wx))

A (,z) = W —
n T An—1 2o

né té dy anét e relacionit mé sipér. Pér r > 0 té dhéné, mund té zgjedhet €; i tillé
qé €1 < r. Tani definojmé kéto bashkési:

D = {k;gN: [|A%(f, ) — f(2)]]2x 27‘},

r—€

—_— , =0,1,2.
3K}7Z Ova

D, = {ks <N |IA2(fi2) — fi(@)]lon >

o1
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Atéheré, D C U2 D; dhe pér densitetin e tyre plotésohet relacioni:
§(D) < 6(Dy) 4 6(D1) + 0(Dy).
Pérfundimisht, nga relacioni dhe ai mé lart merret:
A (st)-ln AZ(f, ) = f(0)] e = 0,
me cka u vértetua teorema. O]

Vérejtje 3.1.1. [39] Nése merret )\, = n?, atéheré teorema e joné reduktohet né
Teoremén 2.1 nga [45].

3.1.1 Shkalla e konvergjencés
sipas A2— konvergjencés statistikore

Né kété pjesé do té shqyrtojmé shkallén e A%2— statistikisht konvergjencés pér oper-
atorét pozitivé linear nga hapésira Cor(R).

Pérkufizim 3.1.2. Le té jeté (a,) varg i numrave pozitivé, jo-zvogélues. Themi
se vargu x = (x,) éshté A%?— statistikisht konvergjent te numri L, me shkallé té
konvergjencés o(a,), nése pér ¢do € > 0,

1
lim— {m <n:|T,, — L| > €}| = 0.
n an
Simbolikisht shénojmé
T, — L = A*(st) — o(ay,).

Lemé 3.1.2. [39] Le té jené (a,) dhe (b,) dy vargje té numrave pozitivé dhe jo-
zvogélues, dhe le té jené po ashtu x = (x,) dhe y = (y,) dy vargje té tilla gé

T, — L1 = A*(st) — o(ay,) dhe y, — Ly = A*(st) — o(by,).
Atéheré,

1. a(x, — L) = A?(st) — o(ay,), pér ¢do numér té dhéné a,
2. (wp, — L1) £ (yn — Lo) = A%(st) — o(cy),

8. (xn — L1)(yn — La) = A?(st) — o(anb,),

ku ¢, = max {an, b, }.
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Tani do té marrim kuptimin e modulit té vazhdueshmérisé.
Moduli i vazhdueshmérisé pér funksionin f(z) € Cy,(R), jepet me ané té rela-
cionit:
w(f,0) = sup [f(z + h) — f(z)].

|h|<d

Dihet se pér ¢do vleré té shprehjes |z — yl, vlen([56]):

319 )= sl < wr.0) (52 41)

Vlen ky pohim:

Teoremé 3.1.3. [39] Le té jeté (T,), njé varg i operatoréve linear pozitivé nga
Cor(R) né Cor(R). Supozojmé se

1T (1, 2) = 1f|or = A%(st) — o(a,),

2. w(f, \e) = A%(st) — o(by,), ku

Ao = /T (0, ) dhedy(y) = (y — x)2.
Atéheré, pér ¢do f € Cor(R), vien:
| Tu(f, ) = f(2)|lar = A?(st) — o(cn),
ku ¢, = max {an, b, }.

Vértetim. Le té jeté f € Cy(R) dhe z € [—m, 7]. Nga relacioni (3.1.7) dhe (3.1.9)

merret ky vlerésim:

Tu(f.2) = f@)] < |Tu(lf(y) = f(@)],2)] + [ f(2)] - [Tu(L, 2) — 1
< o (5 L) wtrd) @) ) -
(Joba. i Cauchy-Schwartz) < (15<Tn<<x — )%, 2)) 2 (To(1,2))3w(f, 6) + | f(2)] - [Tn(1,2) —1].

Duke véné

né relacionin e fundit, atéheré kemi:

T (f,2) = f()]]2n

<Al 1T (1, 2) = Ufor + 20(f, An) + @ ADIT(L,2) = Ulzr + w(F, M) 11T (1, 2) — 1 or
< LI, 2) = g+ (£ 20) + @l AT, 2) = Ule + (A ITa(1,2) = Tlar |

ku

C = max {||f]]2x, 2}.
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Duke zévendésuar Ty (., z) me

1 n
e —— E (/\ka(,ZL') — 2/\k_1Tk_1(.,l’> + /\k_ng_g(.,l’)),
)\n - )\n—l k=0

A (., x) =

merret

1A2(f,2) = F(@)|lar < C{IIA%(1,2) = Llar + (£, M) + @, A)IIAP(1,2) = 1 [ar} -

Tani vértetimi i pohimit merret nga relacionet 1. dhe 2.

[]

Né shembullin e méposhtém tregojmé se Teorema éshté mé e forté se sa

Teorema [1.5.4]

Shembull 3.1.4. Pér ¢do n € N, shénojmé me S, (f) shumén e pjesshme té n—té,
té serisé Fourier pér funksionin f, d.m.th

Sn(f) = % + Z ay cos kx + by sin kx.
k=1
Le té konsiderojmé kété shprehje:
1 n
N (f,2) = D> (M — 2N + M) Si(f).
)\n - /\n—l k=0

Dimé se lim,, o, A%(f,x) = f (shihe [7]), dhe shénojmé me L, : Cor(R) — Cor(R)

té pérkufizuar me ané té:

Lu(f,7) = (1+ z2)A*(f, 2)

ku (x,) éshté i pérkufizuar me:

1, (n teke)
(3.1.10) Ty =
—1, (n¢ift).
Pas disa njehésimeve merret se:
A*(1,2) =1,

A?(cost,x) = cos,
A*(sint,z) = sinz.
Shohim se konditat plotésohen dhe nga Teorema merret se
A2<St)_h71;n HLn(fa .T) - fH27r - 07
mirépo, Teorema nuk plotésohet.

Vérejtje 3.1.2. [39] Bazuar né shembullin e mésipérm dhe vérejtjen [3.1.1] shohim se
teorema [3.1.1| né punimin toné éshté mé e forté edhe se sa Theorem 2.1 e dhéné nga
autorét [45].
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3.1.2 Teorema e paré e Korovkin-it dhe Voronoj-it sipas
A%2— konvergjencés statistikore

Né kété pjesé do té béjmeé zgjerimin e rezultateve té dhéna nga autorét Boyanov
dhe té tjerét né punimin ([2]), duke shfrytézuar kuptimin e shumueshmérisé A%— té
pérkufizuar mé lart.

Le té jeté C(I), hapésira e Banachut e té gjitha funksioneve dydimensionale té
vazhdueshme né I = [0, 00), me normén ||. ||, té tilla qé lim, . f(x) éshté i fundmé.
Le té supozojmé se B,, : C(I) — C(I). Shénojmé me B, (f;x) pér B,(f(s);x).

Teoremé 3.1.5. [11)] Le té jeté (By), njé varg i operatoréve linear pozitivé nga C(I)
né C(I). Atéheré, pér ¢do f € C(I)

(3.1.11) A*(st) —lim || B(f;2) — f(2)][oc = 0

atéheré dhe vetém atéheré, nése vien

(3.1.12) A*(st) —lim || By(f;2) — 1o = 0,
(3.1.13) A*(st) —lim || Br(f;2) — e[| = 0,
(3.1.14) A*(st) —lim || B(f; 2) — e7*||o = 0.

Vértetim. Le té supozojmé se relacioni éshté i vértet, pérderisa funksionet
1,e™ e~ jané té vazhdueshém, atéheré relacionet (3.1.12)), (3.1.13)) dhe
rrjedhin drejtpérdrejt nga relacioni (3.1.11)). Tani do té provojmé té anasjelltén, se
relacionet (3.1.1213.1.14)) jané té vérteta dhe duhet treguaré se vlen edhe relacioni
. Le té jeté f € C(I). Atéheré, gjendet njé konstante K > 0 e tillé qé
|f(x)] < K pér ¢do x € (I). Prej nga merret se

(3.1.15) f(t) — f(a)] < 2K,z € 1.

Pér ¢do € > 0, gjendet njé > 0 ashtu qé

(3.1.16) [f(t) = f(z)] < e

gjithsaheré qé |e™" — e™®| < §, pér ¢do « € (I). Le té shénojmé me ¢ = ¢(t,z) =
(et —e)2. Nése |t — x| > 6, atéheré merret:

(3.1.17) 76— £()| < 2t ).

Tani nga relacionet (3.1.15))-(3.1.17)) do té kemi

7(6) = F(a)] < 4+ 2t )
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Respektivisht,

2K 2K

€~ =5 (t,x)<f(t)—f(x)<§ (t,x) + €.

Duke zbatuar operatorin By(1, z) né jobarazimin e fundit, meqé By (1, z) éshté mono-
ton dhe linear, do té kemi:

Bull,a) (—e = 50) < Bull) (0 - J@) < Bull,n) (S0 +€) =

(3.1.18)
2K 2K

—eBi(1,2)— — B (¥(t),x) < B(f,z)— f(x)Bg(l,2) < ?Bk(w(t),x)—keBk(l,x).

Nga ana tjetér
(3.1.19) Bi(f,x) — f(x) = Bp(f,z) — f(x)Bg(1,z) + f(x)[Be(1,z) — 1].

Nga relacionet (3.1.18)) dhe (3.1.19) vlen:

(3.1.20) Bi(f,x) — f(z) < FBk(w(t),x) + eBi(1,2) + f(x)[Bg(l,z) — 1].

Tani vlerésojmé shprehjen:

Bu(¥(t),z) = Bi((e™™ —e™)%a) = Bi((e™™ —2e " + %), x)
= e ¥By(1l,2) — 2 “Byle™", ) + Bp(e *, 2)
Nga relacioni i fundit dhe ai (3.1.20)), marrim

Bulf, 1) — () < oy

B ,0) — e+ eBull,2) + f@)Bill, ) — 1]
=€+ € Bi(l,2) — 1] + f(x)[Br(l,z) — 1] +
{G_Qx[Bk(l,x) — 1] — 277 [Br(e”", 2) — e

{e_Zx[Bk(l,x) —1] =2 *[Br(e™", ) — 7]

2K
52
+[Be(e™,2) — e %] } :

Pér kété arsye,

Bulfe) = f@)] < et (e K+ 20) B2~ 1]

AK B

+§|Bk(€ Lx)— e
2K B 9

—i—?lBk(e 2 x) —e .
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Duke marré supremumin e shprehjes s¢ mésipérme, sup,; vlen:

1B(f,2) = f(@)lleqy < e+ M(IIBk(Lw) = Ulew + 1Be(e™ z) — e lleq

+Bele ) = e >l ),

ko 2K AK
M:maX{€+K+(52,52}.
Duke zévendésuar By(.,z) me
1 n
N =—"">" (MB(,2) — 2X_1B(., ) + N—2B(., 2))

A — An—

1 k=0

né jobaraziné e mésipérme né té dy anét. Pér r > 0 té dhéné, zgjedhim njé ¢ té
tillé qé €; < r. Tani pérkufizojmé kéto bashkeési:

D ={k<N:IN(f,2) ~ f@llen = 7

r—e€

D= {k <N N fum) — el = "o

atéheré D C UZ,D; dhe pér densitetin natyroré té tyre kemi kété vlerésim:

}, i=0,1,2.

d(D) < 0(Dy) + d(D1) + 6(Dy).

Né fund, nga relacionet (3.1.12)-(3.1.14) dhe vlerésimet e fundit merret se:

A*(st) = im [|A*(f;2) — f(2)]| = O,
dhe me kété pérfundon vértetimi i teoremés. O

Teorema e mésipérme éshté e vértet edhe pér test funksionet f;(z) = 2?, pér
i €{0,1,2}.

Vérejtje 3.1.3. [I1] Le té jeté (By), varg operatorésh linear dhe pozitivé nga C'(I) né
C(I). Atéheré, pér ¢do f € C(I)

(3.1.21) A*(st) = lim || By(f;2) = f(2)]]c =0

atéheré dhe vetém atéheré kur

(3.1.22) A*(st) = lim || Bi(f; 2) — 1l[o = 0,
(3.1.23) A*(st) — lim || By(f; ) — /o = 0,
(3.1.24) A*(st) — lim || By(f;x) — 2%||0 = 0.
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Né vijim japim njé shembull pérmes té cilit tregohet se teorema joné |3.1.5| éshté
mé e pérgjithésuar se sa ajo e dhéné né punimin [2].
Shembull 3.1.6. Do ta ndértojmé shembullin pérmes operatoréve té Baskakovit, si
né vijim
n+k—1

Valf, ) = g)f (i) ( L )ﬁ (14 z) (R,

ku x € [0,00), (see [29]). Le té jeté L, : C(I) — C(I) i pérkufizuar si mé poshté:

ku x = (x,) éshté i pérkufizuar né shembullin |3.1.4. Vlen té theksohet se ky varg

éshté statistikisht © shumueshém A? te 0, mirépo nuk éshté konvergjent e as statis-
tikisht konvergjent. Kemi kété vlerésim:

L,(1,z) =1,
Lo(e™*2) = (1+z —ze )",
Lo(e® 2)=(1+xz—ze =)™
Ku nga teorema rrjedh se
A¥(st) = lim|[|Ln(f; 2) = f(2)]| = 0.

Nga vlerésimet e mésipérme merret se vargu @ operatoréve L, nuk i plotéson konditat
e teoremés sé dhéné nga autorét Boyanov dhe Veselinov(shihe [2]). Pra teorema e
joné éshté mé e fort se sa ajo e Boyanov dhe Veselinov(shihe [2]).

3.1.3 Shkalla e konvergjencés

Né kété pjesé do té shohim shkallén e konvergjencés sé vargut té operatoréve pozitivé
linear pérmes konvergjencés A? té pérkufizuar né segmentin Cla, b]. Fillojmé me kété
pérkufizim.

Pérkufizim 3.1.3. Le té jeté (a,) njé varg i numrave pozitivé, jozvogélues. Themi

se vargu z = (z,) éshté A?—statistikisht konvergjent te numri L me shkallé té
konvergjencés o(ay,), nése pér ¢do € > 0,

1
lm ——MmM—— |{]{7 S )\n — /\n—l . |(>\k$k - 2>\k—1xk—1 + )\k_gl’k_Q) - L| Z €}| =0.

n—o0 an(/\n - )\n—l)

Né kété rast shénojmé
x — L = styz — o(ay).

Lemé 3.1.7. [11)] Le té jené (a,) dhe (b,) dy vargje té numrave pozitivé jozvogélues.
Le té jené po ashtu edhe x = (x,) dhe y = (y,) dy vargje té tilla qé

Xy — Ly = styz — o(ay,) dhe y, — Ly = styz — o(by).

Atéheré,
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1. (xy — Ly) £ (yn — L) = sty2 — o(cy),
2. a(x, — L) = styz — o(ay), pér ¢do numér té dhéné a,

3. (xy, — L1)(yn — L2) = staz — o(ayby),
ku ¢, = max {an, b, }.

Vértetim. Mjafton té tregohet vetém relacioni i paré sepse dy relacionet tjera merren
né ményré analoge. Pér ¢do € > 0, le té shénojmé me
A =H{k < A = At (e — 22X 181 + Ap—2i—2) +
(AkYr = 2M-1Yk—1 + Me—2¥rk—2) — (L1 + La)| > €},

€
Ay = {k? < A= Aot (A — 2X-1@p—1 + Ap—ap—2) — La] > 2} ;

Az = {k <A — Aot (M — 2M621Yk—1 + Ae—2Yk—2) — Lo| > ;} :

Atéheré, shihet se A; C Ay U A3. Agé mé tepér, nga
¢, = max {a,, b, },

marrim:

| A4 < | Az | As
()\n — >\n71> * Cp o ()\n — )\nfl) ©Ap ()\n - )\nfl) : bn

(3.1.25)

Duke vepruaré me limit né té dy anét e relacionit t& mésipérm kur n — oo ((3.1.25))
dhe duke u bazuar né supozimet e béra, do té marrim

: | A
lim =0,
n—reo ()\n - )\nfl) *Cn
me cka éshté provuar teorema. O

Vlen pohimi i méposhtém

Teoremé 3.1.8. [11] Le té jeté (By,), njé varg i operatoréve linear pozitivé té pérku-
fizuar nga Cla,b] né Cla,b]. Supozojmé gjithashtu se

1. ||Bu(L,2) — 1f|o = stz — o(an),

2. W(f, \p) = staz — o(by), ku My = \/Bp (¥, x) dhe b = (t,z) = (e7t — e7%)2%
Atéheré, pér ¢do f € Cla,b] dhe x € |a,b], vien:
|Ba(f, @) = [(@)|[oc = staz — o(ca),

ku ¢, = max {an, b, }.
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Vértetim. Le té jeté f € Cla,b] dhe x € [a,b]. Nga relacionet (3.1.19)) dhe (3.1.9)

merret vlerésimi:

Balfo0) = F@] S 1Ballf) = 1)l + 7@ - 1Bal12) — 1
< 5 (5 e wtr o) 1) 18010 -1
< By (145 = e ) wl£0) + @) [Ba(lo) — 1
< (Balo) + 2 Bul,2))(,0) + S @) -1 Ball) — 1.
Duke véné
5 — )‘7712 _ By (¢, x)
M M

né relacionin e fundit do té kemi:

1Bn(f,2) = f(@)][

[ f ool Bn(L,2) — 1|oo +w(f; An)

w(f, Al Bn(1,2) = 1|

CHlIBn(1,2) = oo + w(f; An) + w(f, Aa)[|Bu(1, ) — 1|},

IN + IA

ku
C = max {|| fll, 1}

Tani duke zévendésuar By(.,z) me

1 n
Z (/\kBk(; ;C) — ZAklekfl(-a .T) + )\k,QBk,Q(., ZL')),

AN
>\n - /\n—l k=0

merret

1A%(f,2) = f(@)]oo < C{IIN(1,2) = loo + @ (f, M) +w(f, M)A (1, 2) = 1| }

Tani vértetimi merret nga relacionet 1.,2. dhe Lemma [3.1.7]
m

3.1.4 Teorema e Voronoj-it

Né kété pjesé ne do té shohim operatorét pozitivé L,,, té pérkufizuar né shembullin
dhe do té tregojmé se kéta operatoré plotésojné njé formé té teoremeés sé
Voronoj-it, né lidhje me shumueshmériné A?(st). Sé pari do té tregojmé kété Lemé.
Forma bazike e kétij pohimi éshté dhéné né [58].

Lemé 3.1.9. [11] Pér x € [0,1], ®(y) = y — x atéheré

n?L,(®*) ~ 32%(1 + 2)*(A%(st)) né [0,1].
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Vértetim. Pas disa njehsimeve ne marrim se vlen:

2 n3

P2 L (&Y = n?(1 + ) [3x2(2+ r)? N z(1 + z)(62% + 61 + 1)] |

Prej nga merret se
P2 L, (@) = 32°(1 4 2)?| =

z(1 + 2)(62% + 6z + 1)
n

(1+2,)32*(1 4+ 2)* + (1 + x,,) - 3% (1 +2)?| <

z(1+ x)(62% + 62 + 1)
n

3*(1+ ) |(1+ x,) — 1| + ‘(1—|—xn) ’—>0(A2(st)),
né [0, 1]. Me cka éshté vértetuar Lema. O

Tani do té formulojmé teoremén e Voronoj-it pér operatorét L,, té pérkufizuar
né shembullin 3.1.6

Teoremé 3.1.10. [11] Pér ¢do f € C[0,1] té tillé ¢ f', f" € C[0,1], atéheré

n(LalF) ) ~ 5+ a2)f (@) (A2(s1)

né [0, 1].

Vértetim. Le té supozojmé se f , f € C[0,1] dhe = € [0,1]. Pérkufizojmé

(y—x)2

F)—f@)—(y—a) f (@)=L (y—2)2f" (2) .
-]
0 T =1.

Atéheré, ¢, (x) = 0 dhe ¢, € C[0,1]. Nga formula e Tejlorit, marrim

/ 1 1"

(3.1.26) fy) = f@) +(y—a)f (2) + 5y —2)f () + (v - )% (y).

Duke ditur se

Lo(Lz) = (1+2); Ln((y —x),2) =0  dhe Ln((y—x)Q,x) - (14—3;”)1;(1;_%),

dhe pas veprimit me operatorét L,, né té dy anét e relacionit (3.1.26)), pérfitojmé:

f(z)z(1 + )
2 n

L,(f) = f(x) + zf(x) + (14 2,) + (1 + 2,) Vo (D%, 1),

dhe nga kjo rrjedh

]. 1"

nlLn(f) = f(@)] = 5@+ 2%) [ (o)) < nwa| (@) |+l [ (@) [Fn(14,) | V(@24 2)

Y
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respektivisht

)

(31.27) [nlLa(7) ~ @] = 5+ )7 (@)| < M (14 2) [V (@20, )

ku ®(y) =y — = dhe
M =1|flleoa + 11f e

Meé pas duke zbatuar jobarazimin e Cuachy-Schwarz-it né shprehjen e dyté té rela-
cionit (3.1.27), marrim:

(3.1.28) n |[Va(@24,, 2)| < [0V (@, )]

N|—=
N|=

[Va(tha, 2)]2.

Duke véné 7,(y) = (¥.(y))?, marrim se n,(x) = 0 dhe 7,(-) € C[0,1]. Tani nga
Veérejtja |3.1.3] rrjedh se

(3.1.29) Ln(n.) — 0(A%(st)) né& [0,1].
Nga relacionet (3.1.28)), (3.1.29) dhe Lema [3.1.9] pérfitojmé
(3.1.30) L (®%,, 1) — 0(A*(st)) né [0,1].

Pér njé € > 0, té dhéné, pérkufizojmé bashkeésité si né vijim

1 "

K(Vi(f,2) = f(2)) = 5 (@ +27) f (2)

Az, €) = Hk k<A —Aris  dhe )

-]

9

€
Ay, €) = Hk k< A=A dhe  |kan| > 2]\/[}

Y

dhe
Ag(w,€) = Hk R <= Ay dhe  [KV, (9%, )] > ;H |

Nga relacionet e fundit merret:

Ap(ze) < App(x,€) + Agp(z,€),

pérkatésisht

(3.1.31) A (A (- €) S A2 (A1n(,€) + A% (Ag (- e).
Duke marré né konsiderim pérkufizimin e vargut (z,,), marrim
(3.1.32) nx, — 0(A*(st)) on [0,1].

Tani duke shfrytézuar relacionet (3.1.30) dhe (3.1.32)), ana e djathté e relacionit
(3.1.31)), shkon né zero kur n — oo. Nga marrim se

st — lim A*(A,(-,€)) =0,

e cila provon se
P (Lalf) = f) ~ g+ ) @) (A1),

né [0,1]. O

Vérejtje 3.1.4. [I1] Pérderisa vargu (z,,) i pérkufizuar né shembullin nuk éshté
statistikisht konvergjent, ne pérfundojmé se operatorét (L,,) té pérkufizuar né shem-
bullin [3.2.2 nuk e plotésojné teoremén e Voronoj-it né kuptimin e zakonshém té saj.
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3.2 Teorema e Korovkin-it sipas shumueshmeérisé
s€é Norlund-it

Kétu do té zgjerojmé rezultatin e dhéné nga Mursaleen dhe té tjerét né punimin [4§]
dhe nga autorét Boyanov dhe té tjerét té dhéné né punimin ([2]), duke shfrytézuar
kuptimin e shumueshmeérisé sipas Norlund-it.

Le té shénojmé me C([), hapésirén e Banach-ut me normén e dhéné né té /.||,
pér té gjitha funksionet reale té vazhdueshme dydimensionale, té pérkufizuara né
I = [0,00); me vetiné qé lim, , f(x), té jeté i fundmé. Supozojmé gjithashtu se
operatorét linear jané pérkufizuar me B,, : C'(I) — C(I). Shénojmé me B, (f;z),
pér shénimin B, (f(s); ).

Teoremé 3.2.1. [f0] Le té jeté (By), njé varg i operatoréve linear pozitivé nga
hapésira C(I) né C(I). Atéheré, pér ¢do f € C(I)

(3:2.1) Nplst) = lim || Bu(f2) = f(@)]]oo = 0

atéheré dhe vetém atéheré kur

(3.2.2) Npg(st) = lim||By(f;2) — 1o = 0,
(3.2.4) Npg(st) = lim||By(f;2) — e7*[|o = 0.

Vértetim. Le té supozojmé se vlen relacioni , pérderisa test funksionet 1, e%, e=2%,
jané té vazhdueshém, atéheré relacionet (3.2.2)), (3.2.3) dhe (3.2.4)) merren drejtpér-
drejté nga relacioni . Tani do té provojmé té anasjelltén: nése vlejné relacionet
(3:2.21)3.2.4)), atéheré do té vlejé edhe relacioni (3.2.1)). Le té jeté f € C(I), atéherd
gjendet njé konstante K > 0 me vetiné qé |f(z)| < K pér ¢do = € (I). Pér kété
arsye

(3.2.5) f(t) — f(z)] < 2K,z € 1.

Nga ana tjetér duke shfrytézuar vazhdueshmériné e funksionit, pér ¢do € > 0 gjendet
0 > 0, me vetiné qé

(3.2.6) [f(t) = f(z)] <€

gjithsaheré qé |e™ — e™®| < §, pér ¢do x € (I). Le té shénojmé me ¢ = ¢(t,z) =
(et — e )2 Nése et — e™®| > 4, atéheré vlen vlerésimi:

2K

(327 70— F@)] < S50 ).
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Nga relacionet (3.2.5)-(3.2.7]), merret se vlen

76— F@)] < e+ 2y ult, ).

Respektivisht,

Duke aplikuar operatorin B (1,x) né jobarazimin e fundit, duke ditur se By(1,z)
éshté monoton dhe linear, kemi:

Bu(12) (e = 5 0) < Bullo) (f(0) ~ 1)) < Be1,) (g +¢) =

(3.2.8)
—eBk(Lx)—ngkw(zs),x) < Bu(f.x)— f(2)Bu(1,2) < 22 Bu((t), ) +eBull, ).

)
Nga ana tjetér

(3.2.9) Bk(f7 x) — f(z) = Bi(f.x) — f(2)Bu(1,2) + f(z)[Bi(1,z) — 1].
Prej relacioneve ) dhe (3.2.9)) pérfitojmeé:
(3210)  Bylf.x) - f(z) < %fme £),2) + eBy(1,2) + F(@)[Be(L, ) — 1]

Le té vlerésojmé tani shprehjen:
Br(y(t),r) = Bi((e™ —e )% x) = Br((e™® —2e e +e7 %), 1)
= Bi(l,z) —2¢ "By(e",z) + Br(e ™, x)
Nga relacioni i fundit dhe ai (3.2.10)), marrim

2K

Bu(fa) = f(@) < S5 {e ¥ B(1,2) = 1) = 27 (Bu(e ) — 7]

HBu(e ™ w) = e ]|+ eBulla) + @Bl ) ~ 1]
=e+e€Bi(l,2) — 1] + f(x)[Br(l,z) — 1] +

M{e-%wku,x) —1] = 2e7[By(e !, 2) — ¢ 7]

52
+[Bp(e ™, 2) — e } .

Pér kété arsye,

Bulfi0) — f@) < e+<e+K+2K) Bu(la) 1

L AR B
|Bk( ) )—6 |

2K
’B ( 72t ) 672x|.
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Duke marré sup,; né relacionin e fundit, kemi:

1Blf.0) = F@ ey < e+ M(IB(La) = Tow +1IBule™2) = e lleqy
+Bele ) = e >l ),

ku

2K 4K
M:max{e+K }

T
Tani duke zévendésuar Bg(.,x) me
1 n
Tn — Ri an—vQUBv(-v LU)

n =0

né té dy anét e relacionit té mésipérm merret:
Te(f,2) = f(@)lleqy < e+ M(HTk(Lx) —lea + |Tu(e™,2) — e "llca)
+ || Te(e™, z) — 6_2x||0(1))~

Pér njé r > 0 té dhéné, zgjedhim ¢; me vetin qé €; < r. Tani pérkufizojmé kéto
bashkeési:

D ={k<N:IT(f.0) ~ @llewn 7},

T — €

D= {k < N [T (fis) ~ fi@llew = "o

atéheré vlen pérfshirja D C U?_,D; dhe pér densitetin e tyre plotésohet relacioni:

}, i=0,1,2.

(D) < 6(Dy) + 0(D1) + 6(Dy).
Né fund, nga relacionet — dhe vlerésimi i mésipérm merret se:
Npq(st) = lm ||T,,(f; 2) = f(z)|lo = 0,
cka vérteton teoremén. O

Tani do té japim njé shembull pérmes té cilit tregojmé se rezultatet e dhéna kétu
jané zgjerim i atyre té dhéna né punimet 48] dhe [2].

Shembull 3.2.2. Le té konsiderojmé kéto polinome té modifikuara té Baskakov-it

> k kE—1
w%wua»=§:nlww()(”+ )ﬁ~u+x>m%%
P n k

ku x € [0,00) dhe forma bazike e tyre éshté dhéné né punimin [59].
Le té jeté L, : C(I) — C(I), varg operatorésh té pérkufizuar si vijon:

Lo(f, @) = (1+ @)V, (f, @),
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ku x = (x,) éshté i pérkufizuar si né shembullin . Kujtojmeé se ky varg éshté
statistikisht N, ,(st)— konvergjente te 0, mirépo nuk konvergjon as né ményré té
rrequllt e as statistikisht. Le té konsiderojmé se p, = 2 dhe q, = 1. Atéheré, do té
kemi kété vlerésim:
Ln(L .’ﬂ) - 27
L,(e % z)=2(14+2— xe_%)_”,
Lo(e™®,2) =2(1+2 — xe_%)_”.

Nga kéto vlerésime té vargut té operatoréve L, shihet se ky nuk i plotésoné kushtet
e pohimit té teoremés 3.1, té dhéné nga Mursaleen dhe té tjerét (shihe [48]). Pra
teorema joné éshté mé e forté se sa ajo e dhéné nga Mursaleen dhe té tjerét, por
edhe mé e forté se sa ajo e dhéné nga Boyanov dhe té tjerét (shihe [2]).

3.2.1 Shkalla e konvergjencés

Né kété pjesé do té shohim shkallén e konvergjenceés statistikore pér operatorét linear
dhe pozitivé T, té pérkufizuar né C|a, b]. Fillojmé me pérkufizimin e méposhtém.

Pérkufizim 3.2.1. Le té jeté (a,), varg i numrave pozitivé, jorrités. Themi se
vargu © = (z,) éshté N, ,—statistikisht konvergjent te numri L, me shkallé té kon-
vergjencés o(ay, ), nése pér ¢do € > 0,

lim Nypg (z) o

n aTL

ku
1
Npg(z) = R HE < Ry po—i@e|te — L) > €}

Né kété rast shénojmé
x — L = N, (st) — o(ay).

Lemé 3.2.3. [JU] Le té jené (ay) dhe (b,) dy vargje té numrave pozitivé, jorrités
dhe le té jené gjithashtu x = (x,) dhe y = (yn) dy vargje té numrave té tillé qé

z, — Ly = N, ,(st) — o(a,) dhe y, — Ly = N, ,(st) — o(b,).
Atéheré, vlejné vlerésimet

1. (xp — Ly) £ (yn — La) = Np4(st) — o(cy),
2. a(x, — L) = N, 4(st) — o(a,), pér ¢do numér té dhéné a,

3. (xn, — L1)(yn — L2) = N, 4(st) — o(anby),
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ku

¢, = max {ay, b, }.

Vértetim. Meqé vértetimi i vetive té mésipérme éshté i ngjashém, ne do té marrim
vetém njérin nga ta, dhe pér kété do té provojmé vetém té parin. Le té jeté dhéné
e > 0, dhe do té shénojmé me

Ay ={k < Ryt pprar|mr + yr — (L1 + Lo)| > €},
Ay = {k‘ < Ry prokqelry — La| > ;}7
A = {k < Ryt Dn—iQr|ye — Lo| > ;}
atéheré shihet qarté se vlen pérfshirja A; C Ay U As. Pér mé shumé, ngase
¢, = max {ay, by},

kemi:

| Ay | Ao | As|
2.11 < )
(3 ) Rn'cn_Rn'Cn+Rn'Cn

Tani nése marrim limitin kur n — oo, né relacionin (3.2.11f) dhe pohimin e dhéné,
atéheré fitojmé se
o
im

n—oo R

:0’
n * Cn

me cka provohet edhe vértetimi i lemés. O]

Tani duke ditur kuptimin e modulit té vazhdueshmérisé, do té marrim rezultatin
né vijim i cili na mundéson paraqitjen e vlérésimit té vargut té operatoréve linear
pozitivé, duke shfrytézuaré vlerésimin e modulit té vazhdueshmérisé dhe vlerésimin
e vargut té operatoréve dhe test funksionit eqg = 1.

Teoremé 3.2.4. [f0] Le té jeté dhéné vargu i operatoréve linear dhe pozitivé (B,,),
nga hapésira Cla,b] né Cla,b]. Supozojmé gjithashtu se vlejné vlerésimet

L |Bu(1,2) = 1f|ec = Npg(st) — ofan),

2. w(f, Ar) = Npg(st) = olby), ku

)\n = Bn<¢7 JI) dh6¢ = 1/}<t,$) - (e_t - e_x)2'
Atéheré, pér ¢do f € Cla,b] dhe x € [a,b], kemi vlerésimin:

1Bu(f,2) = f(2)|leo = Npy(st) —o(cn),

ku ¢, = max {ay, b, }.
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Vértetim. Le té jeté f € Cla,b] dhe x € [a,b]. Nga relacionet (3.2.9) dhe (3.1.9),

merret vlerésimi:

[Bu(fsx) = f(o)] < [Bu(lf(y) = f(@)],2)[ + [f(@)] - [Bn(1, 2) — 1]

B (51 12wl + 150 1B10) - 1

B (14 5 = ) wl£,8) + 17(a)] - BulL,) ~ 1

(Bul1,2) + S Bal,2)) w£,0) + @) -1 Ba1,2) 1),

IN

IN

IN

pér ndonjé konstanté K;. Duke véné
§=K, -\ =K, B,(v, ),
né relacionin e fundit, atéheré pérfitojmeé se:

1Bn(fi2) = f(2)|le < K||Bn(1,2) = 1f|oo + 2w(f, 6)
+w(f,0)[|Bn(1, 2) — 1[0
< CH{lIBu(1,2) = 1[ec + w(f,0) + w(f,0)||Bu(1l,2) — 1|}

ku C' = max {K, 2}. Duke zévendésuar By(.,z) me

1
T, = Ri an—vQUBv(~7 I)?
n =0
marrim

NTn(f,2) = f(@)llso < CHITR(L, 2) = 1]oo +w2(f, ) + wa(f, 0)[[Tn(1, 2) — 1[oo} -

Tani vértetimi merret nga kushtet e dhéna me relacionet 1. d he 2.

68



Perfundim

Né kété punim té doktoraturés kemi pérkufizuar disa konvergjenca té reja statis-
tikore dhe pérmes tyre kemi pérkufizuar disa hapésira té reja té vargjeve. Mé pas
jané dhéné disa metoda té reja té shumueshmeérisé si dhe duke i shfrytézuar ato
pérkufizime kemi béré paraqitjen e disa tipeve té reja té teoremave té Korovkinit,
shkallés sé konvergjencés dhe teoremave té Voronojit.

Pér mé tepér kemi pérkufizuar hapésirat e vargjeve [N, A\?] dhe Sy, duke shfry-
tézuar konceptin e konvergjencés A% dhe pér ato hapésira jané dhéné njé mori vetish.
Né kuadér té punimit jepet edhe hapésira e vargjeve A% e cila merret me ané té
A%—konvergjencés, sipas fuqisé r.

Po ashtu jepen hapésirat e vargjeve sipas konvergjencés statistikore e cila pérkufi-
zohet me ané té metodés sé shumueshmeérisé sé Norlund-it si dhe hapésirat e vargjeve
té ndértuara pérmes konvergjencave statistikore dhe funksioneve té Orlitz-it. Vlen
té theksohet se jané dhéné edhe hapésirat e vargjeve duke shfrytézuar konvergjencat
statistikore dhe funksionet modulare me metodén e shumueshmérisé sipas Cesaros.

Né pjesén e fundit té punimit merren teoremat e Korovkinit té llojit té paré
dhe llojit té dyté. Duke shfrytézuar konvergjencat statistikore té pérkufizuara mé
larté, shqyrtohet shkalla e konvergjencés sé operatoréve linear pozitiv, duke marré
test funksionet dhe modulin e vazhdueshmérisé. Njé vend té réndésishém zéné edhe
teoremat e Voronojit.

69



Conclusion

In this doctoral thesis we have defined some new statistical convergences and based
on them we have defined some new sequence spaces. Then are defined some new
summability methods, and using those definitions we have given some new type of
Korovkin theorems and Voronoi theorems.

Furthermore we have defined new sequence spaces [N, \?] and S)2, using into
consideration staitical converge of type A%and for those spaces are given several
properties. Also are defined the sequence spaces A2, which is defined from statistical
convergence of type A%, in power r. New sequence spaces are defined by statistical
summability method of Norlund. In the sequel are defined new sequence spaces
by statistically methods and Orlitz functions. Using into consideration modular
functions and Cesfo summability method, are defined new sequence spaces. In the
last part we have given some kind of Korovkin first type theorems and second kind
Korovkin type theorems. Is given the rate of convergence of linear positive operators
by test functions and modulus of continuity. Lastely, are given some kind of Voronoi
type theorems.
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