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FAKULTETI I INXHINIERISË MATEMATIKE DHE INXHINIERISË
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Përmbajtja

Abstrakt vi

Abstract vii

Hyrje viii

Falënderim x

1 Kuptimet hyrëse 1
1.1 Koncepte themelore për hapësirat e Banach-ut . . . . . . . . . . . . . 1

1.1.1 Hapësirat duale . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 2
1.1.2 Shembuj me rëndësi të hapësirave duale . . . . . . . . . . . . 3

1.2 Pohime me rëndësi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
1.3 Konvergjenca statistikore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.4 Metodat e shumueshmërisë . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8

1.4.1 Metoda e shumueshmërisë matricore . . . . . . . . . . . . . . 9
1.4.2 Metoda e Cesáros e rendit të parë . . . . . . . . . . . . . . . . 11
1.4.3 Metoda e përgjithësuar e Cesáros . . . . . . . . . . . . . . . . 14
1.4.4 Metoda e shumueshmërisë sipas Nörlund-it . . . . . . . . . . . 15
1.4.5 Metoda e shumueshmërisë sipas Riesz-it . . . . . . . . . . . . 17
1.4.6 Metoda e përgjithësuar e shumueshmërisë sipas

Nörlund-it . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
1.4.7 Metoda e shumueshmërisë sipas Euler-it . . . . . . . . . . . . 20

1.5 Teoremat e Korovkin-it dhe Voronoj-it . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2 Vargjet e hapësirave të ndërtuara me konvergjenca statistikore 23
2.1 Vargjet e hapësirave të ndërtuara

me Λ2− konvergjencën statistikore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
2.1.1 Disa veti të hapësirave [N, λ2] dhe Sλ2 . . . . . . . . . . . . . . 25
2.1.2 Relacionet ndërmjet shumueshmërisë statistikore Λ2, vargjeve

Λ2− statistikisht konvergjente dhe fort shumueshmërisë së Λ2
r

të vargjeve. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29
2.2 Shumueshmëria sipas Nörlund-it dhe konvergjenca statistikore . . . . 33

iv



2.2.1 Konvergjenca statistikore sipas Nörlund-it . . . . . . . . . . . 34
2.2.2 Konvergjenca statistikore dhe funksionet e Orlicz-it . . . . . . 36

2.3 Konvergjenca statistikore sipas funksioneve modulare . . . . . . . . . 38
2.3.1 Relacionet ndërmjet klasëve Nθ(A,F, u,∆m) dhe Nθ(A, u,∆m) 42
2.3.2 Vargjet lakunare (A, u,∆m)-statistikisht konvergjente . . . . . 43
2.3.3 Vargjet e përkufizuara sipas Cesáro’s-(A, u,∆m) . . . . . . . . 47

3 Teoremat e Korovkin-it dhe Voronoj-it 49
3.1 Teorema e dytë e Korovkin-it për

Λ2−shumueshmëritë statistikore . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
3.1.1 Shkalla e konvergjencës

sipas Λ2− konvergjencës statistikore . . . . . . . . . . . . . . . 52
3.1.2 Teorema e parë e Korovkin-it dhe Voronoj-it sipas

Λ2− konvergjencës statistikore . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55
3.1.3 Shkalla e konvergjencës . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.1.4 Teorema e Voronoj-it . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

3.2 Teorema e Korovkin-it sipas shumueshmërisë së Nörlund-it . . . . . . 63
3.2.1 Shkalla e konvergjencës . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

Përfundim 69

Conclusion 70

Biografia dhe lista e punimeve 71

Literatura 73

v



Abstrakt

Në këtë punim të doktoraturës, do të përkufizojmë disa konvergjenca të reja statis-
tikore përmes metodave të shumueshmërisë dhe përmes tyre do të vërtetojmë teo-
remat e Korovkin-it (për disa klasë prej tyre) dhe ato të Voronoj-it.

Në kapitullin e parë do të bëhet paraqitja e koncepteve themelore në lidhje me
konvergjencat statistikore, si përgjithësime të konvergjencave të zakonshme. Më
pas do të jepen disa nga metodat e shumueshmërisë të cilat do t’i përdorim në këtë
punim dhe format themelore të teoremave të Korovkin-it dhe teoremat e Voronoj-it.

Në kapitullin e dytë do të jepen konvegjenca statistikore të reja dhe përmes tyre
do të bëhet përkufizimi i hapësirave të vargjeve si dhe do të bëhet krahasueshmëria
e hapësirave të fituara në këtë mënyrë. Gjithashtu do të jepen metodat e reja të
shumueshmërisë të cilat përkufizohen përmes këtyre konvergjencave dhe lidhmëritë
ndërmjet tyre.

Në kapitullin e fundit do të japim Teoremat mbi shkallën e konvergjencës sipas
konvergjencave statistikore të definuara në kapitullin e dytë, teoremat bazike të
Korovkin-it dhe teoremat e Voronoj-it.

Klasifikimi sipas AMS 2010: 40G15, 41A36, 46A45, 40C05, 41A36, 46A45,
40A05. Secondary 46A35, 46B45.

Fjalët kyçe: konvegjenca statistikore me peshë Λ2, teoremat e tipit të Korovkin-
it, shkalla e konvergjencës, konvergjenca statistikore dhe shumueshmëria statis-
tikore, teoremat e tipit të Voronoj-it, operatorët linear pozitivë, funksionet e vazh-
dueshme dhe të kufizuara, modulet e vazhdueshmërisë, funksionet jorritëse dhe
jozvogëluese, diferencat e vargjeve, vargjet lakunare, vargjet e funksioneve mod-
ulare, funksionet e Orlitz-it, metodat e shumueshmërisë sipas Cesáros, metoda e
shumueshmërisë sipas Nörlund-it, metoda e shumueshmërisë sipas Riesz-it, metoda
e shumueshmërisë sipas Euler-it, metoda e shumueshmërisë matricore.
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Abstract

In this doctoral thesis we will define some new statistical convergences, using summa-
bility methods and based on those definitions we prove some kind of Korovkin type
theorems (in some classes of spaces) and Voronoi theorems, too.

In the first chapter we have define those new type of statistical convergences,
which are generalization of the "random convergences", and then we will give defi-
nition and some properties of the basic summability methods, which will be used in
this doctoral thesis and basic forms of the Korovkin and Voronoi type theorems.

In The second chapter we have defined new statistical convergences and using
into consideration those definitions, we have defined sequence spaces and are given
inclusion relations between those defined classes of sequence spaces. Also we have
define some new summability methods, which are defined by those new statistical
convergences and their relationship between them.

In the last chapter we have given some kind the rate of convergence, based in
the new defined statistical convergences and we have proved some kind of Korovkin
type theorems, and Voronoi type theorems.

Classification according to AMS 2010: 40G15, 41A36, 46A45, 40C05,
41A36, 46A45, 40A05. Secondary 46A35, 46B45.

Key words: Weighted statistical convergence Λ2, Korovkin type theorems, rate
of convergence, statistical convergence and statistical summability, Voronoi type the-
orems, positive linear operators, bounded and continuity functions, modulus of con-
tinuity, non-decreasing and non-increasing functions, generalized difference of func-
tions, lacunary sequences, sequence of modular functions, Orlitz functions, Cesáros
summability method, Nörlund summability method, Riesz summability method,
Euler summability method, matrices summability method.
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Hyrje

Ky punim është i ndarë në tre kapituj.
Kapitulli i parë: Kuptimet hyrëse
Në kapitullin e parë kemi dhënë kuptimet themelore dhe pohimet ndihmëse, të

cilat do t’i shfrytëzojmë për vërtetimin e pohimeve themelore në kapitujt dy dhe tre,
të cilët kapituj janë të përbërë kryesisht nga punime autoriale. Këtu kemi dhënë
kuptimet themelore në lidhje me hapësirat e vargjeve dhe hapësirat duale të tyre.

Në vijim jepet kuptimi i konvergjencës statistikore, si përgjithësim i konvergjencës
së zakonshme dhe metodat e shumueshmërisë, si ajo e Cesáros e rendit të parë, ren-
dit të çfarëdoshëm, metoda e përgjithësuar e Cesáros, shumueshmëria e tipit të
Nörlund-it dhe ajo e përgjithësuar e tij, shumueshmëria e Riesz-it, shumueshmëria e
tipit të Euler-it dhe shumueshmëria e tipit Λ2. Gjithashtu jepen disa pohime ndih-
mëse bazike nga analiza funksionale. Në fund jepen teoremat bazike të Korovkin-it,
e para dhe e dyta.

Kapitulli i dytë: Vargjet e hapësirave të ndërtuara me konvergjencat
statistikore

Këtu kemi dhënë përkufizimet e konvergjencave të reja statistikore dhe përmes
tyre janë përkufizuar disa hapësira të vargjeve. Këto konvergjenca merren nga
shumueshmëria Λ2, ku përkufizohen hapësirat e vargjeve [N, λ2] dhe Sλ2 . Shqyrtohen
disa veti të këtyre hapësirave të vargjeve dhe relacionet përfshirëse në mes të tyre.
Më pas përkufizohen hapësiratë e vargjeve Λ2

r dhe shikohen disa veti të tyre. Në vijim
merren konvergjencat statistikore sipas metodës së shumueshmërisë së Nörlund-it
dhe përmes tyre përkufizohen hapësirat e vargjeve Np,q.

Në kuadër të këtij kapitulli gjithashtu përkufizohet konvergjenca statistikore
duke shfrytëzuar funksionet e Orlitz-it, si dhe përkufizohet hapësira e vargjeve
[Np,q,M, p]. Për këtë hapësirë provohen disa veti të saj. Në vijim jepet përkufiz-
imi i konvergjencës statistikore sipas funksioneve modulare, duke shfrytëzuar edhe
metodën matricore të shumueshmërisë dhe diferencat e përgjithësuara të rendit n,
për termat e vargjeve. Për këtë llojë konvergjence përkufizohet hapësira e vargjeve
Nθ(A,F, u,∆m).

Gjithashtu jepen hapësirat e vargjeve lakunare me diferenca të përgjithësuara
dhe përkufizohet hapësira (A, u,∆m). Në fund të kapitullit jepen hapësirat e vargjeve
të përkufizuara përmes vargjeve lakunare, diferencave të përgjithësuara dhe metodës
së shumueshmërisë sipas Cesáros.

viii



ix

Kapitulli i tretë: Teorema e dytë e Korovkin-it për Λ2−shumueshmëritë
statistikore

Në këtë kapitull jepen teoremat e Korovkin-it, shkalla e konvergjencës, modulet
e vazhdueshmërisë si dhe teoremat e Voronoj-it.

Në fillim kemi dhënë teoremat e Korovkin-it sipas konvergjencës statistikore Λ2,
për rastin e funksioneve testuese trigonometrike. Më pas shqyrtohet shkalla e kon-
vergjencës së tyre përmes kësaj metode dhe modulit të vazhdueshmërisë. Në vijim
merret një shembull i cili tregone se pohimet tona janë më të përgjithësuara se
pohimet e dhëna në punimin [2].

Në pjesën e dytë merret një formë e teoremës së Korovkin-it sipas të njëjtës
konvergjencë statistikore, por tani si test funksione kemi funksionet algjebrike 1, x
dhe x2. Gjithashtu edhe në këtë rast shqyrtohet shkalla e konvergjencës së opera-
torëve linear pozitivë, përmes të vargut të test funksioneve 1, x, x2 dhe modulit të
vazhdueshmërisë. Në po këtë pjesë jepet edhe një formë e teoremës së Voronoj-it,
përmes përkufizimeve të dhëna më parë.

Në pjesën e fundit jepen trajta të teoremës së Korovkin-it, duke shfrytëzuar
konvergjencat statistikore sipas metodës së shumueshmërisë së Nörlund-it. Jepet
një shembull përmes të cilit tregohet se këto pohime të dhëna në këtë punim janë
me të përgjithësuara se sa pohimet e dhëna në punimet [48] dhe [2]. Po ashtu
jepet shkalla e konvergjencës së vargut të operatorëve linear pozitivë, përmes të test
funksionit 1 dhe modulit të vazhdueshmërisë.
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Kapitulli 1

Kuptimet hyrëse

1.1 Koncepte themelore për hapësirat e Banach-
ut

Le të jetë X bashkësi e çfarëdoshme.

Përkufizim 1.1.1. Norma || · ||, për ndonjë x ∈ X, është funksioni nga hapësira X
në R, i cili i plotëson kushtet e mëposhtme:

1. ‖x‖ ≥ 0, dhe ||x|| = 0⇐⇒ x = 0,

2. Për çdo numër të dhënë λ ∈ Φ, ku Φ = {R,C} vlen relacioni: ||λx|| = |λ|||x||,

3. ||x+ y|| ≤ ||x||+ ||y||, për çdo x, y ∈ X.

Çifti (X, || · ||)− quhet hapësirë e normuar. Për vargun e dhënë (xn) ∈ X, themi
se konvergjon te x ∈ X sipas normës, nëse vlen relacioni

(1.1.1) ||xn − x|| → 0, kur n→∞.

Themi se vargu (xn) ∈ X, është varg i Koshit në hapësirën e normuar X, nëse
vlen relacioni:

(1.1.2) (∀ε > 0)(∃n0 = n(ε))(∀n > n0, ∀p ∈ N⇒ ||xn+p − xn|| < ε).

Dihet se nëse (xn) është varg konvergjent në hapësirën e normuar, atëherë është
edhe varg i Koshit, por anasjelltas nuk vlen gjithnjë. Për këtë arsye përkufizohen
hapësirat e Banach-ut.

Përkufizim 1.1.2. Themi se hapësira e normuar X, është hapësirë e Banach-ut,
nëse secili varg i Koshit (xn) ∈ X, konvergjon në atë hapësirë te një pikë x ∈ X.

1
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Në vijim do të përmendim disa nga hapësirat e vargjeve të cilat do t’i shfrytë-
zojmë në punimin tonë. Fillojmë me hapësirën lp e cila përkufizohet si në vijim:

(1.1.3) lp =
{
x = (xn) ∈ R :

∞∑
n=1
|xn|p <∞

}
, për 1 ≤ p <∞.

e cila është hapësirë e Banach-ut në lidhje me normën e dhënë me relacionin

(1.1.4) ||x||lp =
[ ∞∑
n=1
|xn|p

] 1
p

per 1 ≤ p <∞.

Në rastin kur p =∞, hapësira e mësipërme është hapësirë e Banach-ut në lidhje
me normën e dhënë me relacionin

(1.1.5) ||x||l∞ = sup
n∈N
|xn|.

Për vargun e dhënë (xn), themi se është nga hapësira e vargjeve c, nëse (xn),
është varg konvergjent. Në rastin kur limiti i vargut është 0, atëherë atë hapësirë të
vargjeve do ta shënojmë me c0.

Në vijim japim disa pohime të rëndësishme nga analiza funksionale. Për këtë le
të konsiderojmë një operator A nga hapësira e Banach-ut X në X.

Themi se operatori i dhënë është linear nëse ∀x, y ∈ X dhe α, β ∈ Φ, ku Φ =
{R,C}, plotësohet relacioni

A(αx+ βy) = αA(x) + βA(y).

1.1.1 Hapësirat duale
Le të shënojmë me X∗ hapësirën e të gjithë funksionalëve linear të kufizuar nga
hapësira e normuar X në Φ. Dimë se hapësira e funksionalëve të tillë është e paisur
me normën,

||f || = sup
x 6=0

|f(x)|
||x||

,

për çdo f ∈ X∗.
Nga relacioni i mësipërm merret drejtpërdrejtë se vlen:

|f(x)| ≤ ||f || · ||x||.

Teoremë 1.1.1. Për çdo hapësirë të normuar X, hapësira duale e saj X∗ është
hapësirë e Banach-ut në lidhje me normën e funksionalit të dhënë më lart.

Vlen edhe kjo:

2
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Teoremë 1.1.2. (Teorema e Hahn-Banach-ut) Le të jetë E një nënbashkësi e hapësirës
X dhe le të jetë f0 ∈ E. Atëherë, gjendet një zgjerim f ∈ X∗ me vetinë që
f | E = f0,(që d.m.th. se për çdo x ∈ E vlen f(x) = f0(x)) dhe ||f ||X∗ = ||f0||E.
Kjo d.m.th. se

sup
x 6=0,x∈X

|f(x)|
||x||

= sup
x∈E\{0}

|f0(x)|
||x||

.

1.1.2 Shembuj me rëndësi të hapësirave duale
Në këtë pjesë do të shohim disa shembuj me rëndësi nga hapësirat duale të vargjeve.

Shembull 1.1.3. Hapësira duale e të gjitha vargjeve konvergjente në zero c0, është
hapësira l1.

Le të jetë a = (an) ∈ c0. Përkufizojmë funksionalin f duke fiksuar vargun (bn) ∈
l1, që për çdo x ∈ c0, përkufizojmë

f(x) =
∑
n

anbn.

Atëherë,

|f(x)| ≤
∑
n

|anbn| ≤ max
n
|an|

∑
n

|bn| = ||x||c0 · ||f ||l1 .

Nga kjo merret
||f ||c∗0 ≤ ||f ||l1 .

Shohim tani të anasjelltën, le të jetë f ∈ c∗0. Përkufizojmë f(en) = bn, ku

en = (0, 0, · · · , 1︸︷︷︸
pozita e n−të

, · · · ) ∈ c0.

Marrim yn = ∑n
k=1 e

−i·argbkek. Atëherë, ||yn||c0 = 1 dhe për çdo n ∈ N kemi

||f ||c∗0 ≥ |f(y)| =
n∑
k=1
|bk|,

prej nga merret se
||f ||c∗0 ≥ ||(bn)||l1 .

Tani duke identifikuar f ∈ c∗0 me vargun f = (bn) ∈ l1, shohim se

||f ||c∗0 ≥ ||f ||l1 .

Nga ky relacion dhe relacioni më lart, merret pohimi i kërkuar.
Në mënyrë analoge sikurse më sipër tregohet se vlen relacioni:

l∗1 = l∞.

3
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Shembull 1.1.4. Nëse 1
p

+ 1
q

= 1 dhe 1 < p <∞, atëherë vlen relacioni

l∗p = lq.

Le të shënojmë me f = (bi) ∈ lq, atëherë f përkufizon një funksional linear në lp
me shprehjen e mëposhtme,

f(x) =
∞∑
i=1

aibi,

për x = (ai), dhe

|f(x)| ≤
∣∣∣∣∣∑
i

aibi

∣∣∣∣∣ ≤ (|ai|p)
1
p · (|bi|q)

1
q .

Pra
||f ||l∗p ≤ ||f ||lq .

Tani provojmë të anasjelltën. Le të konsiderojmë tani f ∈ l∗p.Marrim cn = f(en),
ku vektorët en janë definuar si më parë. Le të shënojmë me

yn =
n∑
k=1

e−iargck |ck|q−1ek.

Duke ditur se (q − 1)p = q, ne përfitojmë

||yn||lp =
(

n∑
i

|ci|(q−1)p
) 1
p

=
(

n∑
i

|ci|q
) 1
p

dhe nga kjo
||f ||l∗p · ||yn||lp ≥ |f(yn)| =

n∑
1
|ci|q =

(
n∑
i

|ci|q
) 1
p

·
(

n∑
i

|ci|q
) 1
q

= ||yn||lp ·
(

n∑
i

|ci|q
) 1
q

.

Duke vepruar me limit në relacionin e fundit sipas n−it do të marrim se

||f ||l∗p ≥ ||(ci)||lq .

Duke identifikuar f ∈ l∗p me vargun f = (cn) ∈ lq, merret se

||f ||l∗p = ||f ||lq .

1.2 Pohime me rëndësi
Le të jetë dhënë hapësira e normuar X. Me L(X), do të shënojmë hapësirën e të
gjithë operatorëve të kufizuar nga X në X. Dimë se norma e operatorit A jepet me
anë të relacionit:

||A||X = sup
||x||≤1

{||Ax||}

4
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Konvergjenca sipas normës e vargut të operatorëve An tek operatori A jepet me
anë të relacionit:

||An − A|| → 0, kur n→∞,
e cila konvergjencë njihet si konvergjencë uniforme.

Ndërsa themi se vargu i operatorëve An konvergjon te operatori A sipas kon-
vergjencës së fortë nëse

∀x ∈ X,Anx→ A, kur n→∞.

Tani e tutje, në këtë pjesë me X do të kuptojmë hapësirën e Banach-ut dhe me
K0, K dhe Kc, do t’i shënojmë përkatësisht bashkësinë e hapur, mbyllur dhe atë
komplement, për bashkësinë e dhënë K.

Përkufizim 1.2.1. Bashkësia K ⊂ X quhet bashkësi "perfekte konvekse", atëherë
dhe vetëm atëherë, nëse për çdo varg të kufizuar (xi) ∈ K dhe për çdo varg numrash
realë (αi) ≥ 0 të tillë që ∑∞i=1 αi = 1, vlen

∞∑
i=1

αixi ∈ K.

Gjithashtu përkufizojmë bërthamën e bashkësisë K e cila jepet me ane të rela-
cionit:

Kc = {x ∈ K : ∀y ∈ X, ekziston α > 0, e tillë që λy + (1− λ)x ∈ K, ∀0 ≤ λ ≤ α}.

Për çdo x ∈ X mund të vejmë Kx = K − x dhe në atë rast fitojmë:

Kx = K − x,K0
x = K0 − x,Kc

x = Kc − x.

Teoremë 1.2.1. ([27]) Nëse K është bashkësi perfekte konvekse në hapësirën e
Banach-ut X, atëherë vlen relacioni

(1.2.1) K0 = Kc = K
c = K

0
.

Një kuptim tjetër i cili na nevojitet për vërtetim të teoremës së Banach-Steinhauss-
it është edhe ky:

Përkufizim 1.2.2. Le të jetë dhënë funksioni µ në hapësirën e Banach-ut X. Funk-
sioni µ, quhet funksion perfekt konveks nëse plotësohet relacioni

(1.2.2) µ

( ∞∑
n=1

anxn

)
≤
∞∑
n=1

anµ(xn),

për çdo an ≥ 0 të cilët plotësojnë kushtin ∑∞n=1 an = 1 dhe për çdo varg të kufizuar
(xn)n∈N ∈ X.

Teoremë 1.2.2. ([27]) Le të jetë µ një funksion i përkufizuar në hapësirën e Banach-
ut X, me vetin që µ(λx) = λµ(x), për λ ≥ 0 dhe supozojmë gjithashtu se µ është
një funksion perfekt konveks. Atëherë, ekziston një konstante C > 0 me vetinë që
µ(x) ≤ C||x||, për çdo x ∈ X.

5
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Vërtetim. Le të konsiderojmë bashkësinë M = {x : µ(x) ≤ 1}. Atëherë, nga fakti
se µ(λx) = λµ(x) merret se 0 ∈ M0 dhe meqë µ është funksion perfekt konveks,
atëherë

µ

( ∞∑
n=1

anxn

)
≤
∞∑
n=1

anµ(xn) ≤ 1,

për çdo an ≥ 0 me kushtin që ∑∞n=1 an = 1 dhe xn ∈ Mε, ku Mε është një rruzull
i hapur me qendër në origjinë dhe rreze ε. Nga këto merret se M është bashkësi
perfekte konvekse. Nga teorema e kaluar rrjedh se 0 ∈ M0 që d.m.th. se ekziston
δ > 0 e tillë që rruzulli me qendër në zero dhe rreze δ, Dδ, përmbahet në bashkësinë
M. Kjo nënkuptonë se për çdo δ > 0 të tillë që ||x|| ≤ δ rrjedh µ(x) ≤ 1.

Duke shfrytëzuar homogjenitetin e funksionit µ, konkludojmë se

µ(x) ≤ 1
δ
||x||,

për çdo x ∈ X.

Tani marrim pohimin e njohur si Teorema e Banach-Steinhauss-it.

Teoremë 1.2.3. (Pohimi i Banach-Steinhauss-it)([27]) Le të jetë {Aα : X → Y }α
një familje e operatorëve të kufizuar nga hapësira e Banach-ut X në atë të Banach-ut
Y. Supozojmë se për çdo x ∈ X ekziston një konstante Cx > 0 e tillë që

sup
α
||Aαx|| ≤ Cx.

Atëherë, ekziston konstanta C > 0 me vetin që ||Aαx|| ≤ C||x|| për çdo x dhe për
çdo Aα nga familja e dhënë më lart. Kjo d.m.th. se bashkësia e operatorëve Aα është
e kufizuar në bashkësinë L(X → Y ).

Vërtetim. Le të shënojmë me

µ(x) = sup
α
||Aαx||.

Atëherë, për funksionin e përkufizuar në këtë mënyrë plotësohen kushtet e dhëna
në pohimin e kaluar, që d.m.th. se ekziston një konstante C ashtu që µ(x) ≤ C||x||.
Me çka u vërtetua teorema.

Një rrjedhim i drejtpërdrejtë i pohimit të Banach-Steinhauss-it është kjo teoremë:

Teoremë 1.2.4. ([27]) Vargu i operatorëve Tn ∈ L(X, Y ) konvergjon fortë te oper-
atori T ∈ L(X, Y ), atëherë dhe vetëm atëherë, kur plotësohen kushtet:

1. Vargu (Tnx) konvergjon për çdo x ∈M, kuM është nënbashkësi e dendur në X.

2. Ekziston konstanta C > 0 ashtu që plotëson relacionin ||Tn|| ≤ C.

6
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Vërtetim. Supozojmë se vargu i operatorëve (Tn) konvergjon fortë te operatori T,
atëherë kushti i parë merret drejtpërdrejtë, ndërsa kushti i dytë rrjedh nga Pohimi
i Banach-Steinhauss-it.

Shohim tani të anasjelltën. Supozojmë se plotësohen kushtet e dhëna me rela-
cionet 1. dhe 2. dhe tregojmë se vargu i operatorëve Tn konvergjon fortë te operatori
T. Supozojmë se vargu (Tnx) konvergjon për çdo x ∈M, kuM është bashkësi e den-
dur në X dhe se ||Tn|| ≤ C, për ndonjë konstantë C. Për çdo x ∈ M përkufizojmë
operatorin T0 të tillë që T0x = limn Tnx. Është e qartë se operatori T0 është linear
e aq më tepër vlen vlerësimi: ||T0|| ≤ C, sepse ||Tnx|| ≤ C||x||. Tani zgjerojmë
operatorin T0 në tërë hapësirën X si në vijim: për çdo x ∈ X marrim xm ∈ M të
tillë që xm → x kur m → ∞ dhe marrim Tx = limm T0xm. Shihet lehtë se ky limit
ekziston dhe nuk varet nga zgjedhja e vargut xm si dhe vlen vlerësimi ||T || ≤ C. Le
të shohim më tej se për çdo x ∈ X, Tnx→ Tx. Le të jetë dhënë ε > 0 i çfarëdoshëm
dhe marrim x0 ∈M të tillë që

||x− x0|| <
ε

4(C + 1) ,

dhe marrim N0 > 0 ashtu që për çdo n > N0 të vlen relacioni

||Tnx0 − Tx0|| <
ε

2 .

Atëherë, për çdo n > N0 do të kemi

||Tnx− Tx||
≤ ||Tnx− Tnx0||+ ||Tnx0 − Tx0||+ ||Tx0 − Tx||
≤ (||Tn||+ ||T ||)||x− x0||+ ||Tnx− Tx0||
<

ε

2 + ε

2 = ε.

Me çka është vërtetuar teorema.

1.3 Konvergjenca statistikore
Le të shënojmë me w hapësirën e të gjitha vargjeve me terma realë ose kompleksë.
Nëse x ∈ w, do të shënojmë shkurt x = (xk) në vend të x = (xk)∞k=1. Këtu do
të paraqesim përkufizimin e konvergjencës statistikore për vargun e çfarëdoshëm
numerik. Paraprakisht e marrim konceptin e densitetit asimptotik të bashkësisë së
çfarëdoshme K ⊂ N.

Densiteti asimptotik i bashkësisë së dhënë K, përkufizohet me anë të relacionit:

(1.3.1) lim
n→∞

|k ≤ n : k ∈ K|
n

.

Tani duke u mbështëtur në përkufizimin e mësipërm mund të marrin edhe kon-
vergjencën statistikore të një vargu të dhënë numerik:

7
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Përkufizim 1.3.1. ([29],[31]) Vargu x = (xk) themi se konvergjon statistikisht te
numri L nëse për çdo ε > 0

lim
n

1
n
|{k ≤ n : |xk − L| ≥ ε}| = 0,

Vlen të ceket se kuptimi i konvegjencës statistikore është kuptim më i përgjithë-
suar se sa kuptimi i konvergjencës së zakonshme. Për të treguar këtë marrim shem-
bullin në vijim:

Shembull 1.3.1. Le të konsiderojmë vargun e dhënë me anë të relacionit:

xn =
{ √

k, k = n2

0, në të kundërtën

Atëherë, shihet se vlen:

lim
n→∞

|{k ≤ n : |xk − L| ≥ ε}|
n

≤ lim
n→∞

√
n

n
= 0,

për ndonjë numër të fundmë L. Mirëpo siç shihet vargu i mësipërm nuk konvergjon
në kuptimin e zakonshëm.

Teoria e konvergjencave statistikore ka zbatime të mëdha dhe përdoret në meto-
dat e shumueshmërisë, në teorinë e integraleve (shihe [17, 18]), në teorinë e martin-
galeve (shihe [14, 15]) e në shumë lëmi tjera.

1.4 Metodat e shumueshmërisë
Në këtë pjesë do të japim kuptimin themelore të shumueshmërisë dhe vetitë e tyre.
Gjithashtu do të shfrytëzojmë edhe disa metoda të reja të shumueshmërisë dhe
përmes tyre do të bëhet ndërtimi i teoremave bazike të Korovkin-it, shqyrtohet
shkalla e konvegjencës së tyre dhe teoremat e Voronoj-it.

Në fillim marrim disa koncepte themelore mbi seritë e pafundme. Le të jetë
dhënë vargu (xn) me vlera reale apo komplekse. Atëherë, shprehja e formës:

x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn + · · ·

quhet seri e pafundme. Në përgjithësi seria shënohet në trajtën
∞∑
n=1

xn ose
∑
n

xn,

ndërsa shuma e n-të pjesshme e saj me shprehjen:

sn = x1 + x2 + x3 + · · ·+ xn.

Duke u bazuarë në përkufizimin e Koshit, themi se seria e mësipërme është një
seri konvergjente apo divergjente, nëse vargu i shumave të pjesshme të saj është varg
konvergjent apo divergjent.
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Përkufizim 1.4.1. (Përkufizimi sipas Koshit) Themi se seria e dhënë më sipër është
seri konvergjente te numri s, nëse

(∀ε > 0)(∃n0(ε) ∈ N)(∀n > n0 =⇒ |sn − s| < ε).

Simbolikisht shënojmë
lim
n→∞

sn = s.

Parashtohet pyetja se cka është një metodë e shumueshmërisë? Për këtë fillimisht
marrim një shembull. Hardy në [33] ka treguar se seria divergjente

1− 1 + 1− 1 + 1 · · · ,

mund të riradhitet në disa forma si

s = 1− (1− 1 + 1− 1 + 1− · · · ) = 1− s,

prej nga ka marrë se s = 1
2 .

Dhe duke marrë forma të tilla të riradhitjes ai ka ardhë në përfundim se duhet të
ekzistojë një përkufizim ndryshe për përshkrimin e këtyre shumave që po paraqiten,
se sa përkufizimi i Koshit. Në vitin 1890 Cesáro ka publikuar punimin e parë në të
cilin jepen mënyrat se si një seri divergjent mund të bëhet konvergjente.

1.4.1 Metoda e shumueshmërisë matricore
Në vijim do të shohim se si bëhet përkufizimi i metodave të shumueshmërisë sipas
matricave. Le të jetë dhënë shuma e pafundme ∑n un dhe vargu i shumave të
pjesshme të saj (sn). Gjithashtu marrim se është dhënë matrica e çfarëdoshme T =
(ank) me elemente numra realë apo kompleksë. Atëherë, shumueshmëria matricore
të cilën si transformim do ta shënojmë me tn, e shumës së pjesshme sn, jepet me
anë të relacionit:

tn =
∞∑
k=0

anksk, për n ∈ {0, 1, 2, 3 · · · , }.

Nëse me λ dhe µ shënojmë dy hapësira të vargjeve të çfardoshëm, atëherë me
A ∈ (λ;µ), do të shënojmë faktin se matrica A si bashkësi nisjeje ka hapësirën e
vargjeve λ dhe përfundon në hapësirën e vargjeve µ. Vlen pohimi:

Teoremë 1.4.1. ([3]) Matrica T = (ank) është nga hapësira (l∞; l∞), atëherë dhe
vetëm atëherë, kur vlen relacioni:

sup
n

∑
k

|ank| <∞.

Vërtetim. Le të jetë dhënë vargu (xn) ∈ l∞ dhe supozojmë se plotësohen kushtet e
mësipërme. Duhet treguar se (Ax) ∈ l∞, ku A = ∑

k ank. Meqë vlen kushti i dhënë
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kjo d.m.th. se (ank) ∈ l∗∞ për çdo numër të fiksuar n, e që kjo e fundit është l1.
D.m.th. se transformimi i dhënë përmes matricës A ekziston. Më tej

sup
n
|(Ax)n| = sup

n

∣∣∣∣∣∑
k

ankxk

∣∣∣∣∣ ≤ ||x||l∞ ·
(∑

k

|ank|
)
<∞,

që tregonë se Ax ∈ l∞.

Shohim tani të anasjelltën. Le të jetë A ∈ (l∞; l∞), dhe marrim Ax = (Ax)n.
Atëherë, duke ditur se vargu i operatorëve është i kufizuar në l∞, sepse supn |(Ax)n| <
∞, duke zbatuar teoremën e Banach-Steinhauss-it, merret rezultati i dëshiruar.

Në vijim shohim pohimin i cili jep kushtet nën të cilat metoda matricore e ruan
hapësirën konvergjente, kjo jepet me anë të kësaj teoreme:

Teoremë 1.4.2. (Kojima-Schur)([3]) Le të jetë A = (ank) një matricë e çfarë-
doshme. Matrica A = (ank) është nga (c; c), atëherë dhe vetëm atëherë, kur të vlejnë
kushtet:

sup
n

∑
k

|ank| <∞,

lim
n
ank = αk, për çdo k ∈ N

dhe
lim
n

∑
k

ank = α.

Vërtetim. Le të supozojmë se janë plotësuar kushtet e dhëna dhe tregojmë se A ∈
(c; c). Le të jetë x = (xk) ∈ c, ashtu që xk → l, kur k → ∞. Meqë (ank) ∈ l1, për
çdo n ∈ N, atëherë transformimi matricor ekziston dhe vlen:∑

k

ankxk =
∑
k

ank(xk − l) + l
∑
k

ank,

për çdo n ∈ N. Tani duke u bazuar në kushtet e dhëna dhe duke vepruar me limit
në shprehjen e fundit kur n→∞, marrim

lim
n

∑
k

ankxk =
∑
k

αk(xk − l) + lα.

Në anën tjetër duke ditur se ∑k αk <∞ dhe limk xk = l, merret se ana e djathtë
e relacionit të mësipërm është e fundme, rrjedhimisht Ax ∈ c.

Tani shohim kahjen e anasjelltë. Le të supozojmë se A ∈ (c; c), d.m.th. se Ax
ekziston për çdo x ∈ c. Kushti i dytë dhe i tretë i dhënë në pohim, merren nëse në
vend të x do të vëmë x = e(k), përkatësisht x = e, ku e(k) është baza e Schauder-it
për hapësirën c. Meqë c ⊂ l∞, atëherë kushti i parë i pohimit merret nga Teorema
1.4.1.
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Tani jemi në gjendje të marrim pohimin e Silvermann-Toeplitz, me anë të cilit
tregohet se kur një matricë është e rregullt (regulare), d.m.th. nëse për vargun e
dhënë numerik un, vlen relacioni limn un = u, atëherë vlen relacioni

lim
n

∑
k

ankxk = u.

Bashkësinë e të gjitha matricave regulare të cilat plotësojne kushtin e Silvermann-
Toeplitz do ta shënojmë me (c; c; p). Vlen kjo teoremë:

Teoremë 1.4.3. (Silvermann-Toeplitz)([3]) Matrica A = (ank) i takon (c; c; p),
atëherë dhe vetëm atëherë, nëse plotësohen kushtet e mëposhtme:

sup
n

∑
k

|ank| <∞,

lim
n
ank = αk, për çdo k ∈ N, për αk = 0,∀k ∈ N,

dhe
lim
n

∑
k

ank = α, për α = 0.

1.4.2 Metoda e Cesáros e rendit të parë
Le të jetë dhënë seria e pafundme ∑n xn, me terma numra realë apo kompleksë dhe

sn =
n∑
k=0

xk , për n = 0, 1, 2, · · · .

Shënojmë me
tn = s0 + s1 + s2 + · · ·+ sn

n+ 1 , n ≥ 0.

Atëherë, tn quhet metoda e shumueshmërisë sipas Cesáros e rendit të parë, për
vargun (sn). Nëse limn tn = s, atëherë themi se seria (sn) është e shumueshme sipas
metodës Cesáro të rendit të parë apo shkurt (C, 1).

Më vonë Cesáro e ka përkufizuar metodën e shumueshmërisë të shkallës α, ku
α është një numër pozitiv i plotë (shihe [19]) dhe më pas Knopp (shihe [35]), këtë
metodë të shumueshmërisë sipas Cesáros të rendit α e ka përgjithësuar për thyesa
pozitive. Ndërsa, Chapman ([20] dhe Chapman-Hardy ([21] këtë e kanë përgjithë-
suar për çfarëdo α > −1. Nëse në shumueshmërinë matricore merret

ank =

 Aα−1
n−k ; përk ≤ n

0 ; përk > n
,

ku
Aα−1
n−k = Γ(n+ α + 1)

Γ(n+ 1)Γ(α + 1) ,

atëherë si rast i veçantë i saj merret metoda e shumueshmërisë sipas Cesáros.
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Në vijim japim metodën e shumueshmërisë sipas Cesáros të rendit α. Kjo defi-
nohet si më poshtë:

tn = 1
Aαn

n∑
k=0

Aα−1
n−ksk,

dhe simbolikisht shënohet me (C, α).
Nëse tn është me variacion të kufizuar, d.m.th∑

n

|tn − tn−1| <∞,

atëherë, themi se seria ∑n xn është absolutisht e shumueshme (C, α).

Vlen të theksohet se shumueshmëria e Cesáros për indeksa pozitivë është metodë
regulare. Kjo jepet me anë të këtij pohimi:

Teoremë 1.4.4. [16, 44](Cauchy’s limit Theorem) Nëse (xn) është varg i tillë që
limn xn = x, atëherë

lim
n

x0 + x1 + x2 + · · ·+ xn
n+ 1 = x.

Vërtetim. Pa prishur përgjithësimin mund të marrim se limn xn = 0. Tregojmë se
edhe

lim
n

x0 + x1 + x2 + · · ·+ xn
n+ 1 = 0.

Nga fakti i parë merret se

(∀ε > 0)(∃n0(ε) ∈ N)(∀n > n0 =⇒ |xn| <
ε

2).

Në anën tjetër për k0 < n0, kemi

1
n0 + 1

k0∑
k=0
|xk| <

ε

2 .

Tani për çdo n > n0, do të fitojmë:∣∣∣∣∣ 1
n+ 1

n∑
k=0

xk

∣∣∣∣∣
≤

∣∣∣∣∣∣ 1
n+ 1

k0∑
k=0

xk

∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣ 1
n+ 1

n∑
k=k0+1

xk

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

n0 + 1

k0∑
k=0
|xk|+

n− k0

n

ε

2 = ε.

Vlejnë edhe këto veti të shumueshmërisë sipas Cesáros:

12
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1. Metoda (C, 0) është ekuivalente me konvegjencën e zakonshme

2. Metoda (C, 1) është e njëjtë me mesin aritmetikë të anëtarëve të serisë

3. Seria 1 + 0− 1 + 1 + 0− 1 + · · · , është e shumueshme sipas (C, 1), te numri 2
3

4. Seria
sin x+ sin 2x+ sin 3x+ · · ·

është e shumueshme (C, 1) te shuma cot x2
2 , nëse x 6= 2πk, k ∈ Z

5. Seria
1
2 + cosx+ cos 2x+ · · ·

është e shumueshme (C, 1) te 0, për x 6= 2πk, k ∈ Z

6. Nëse seria e dhënë ∑n xn, është (C, 1) e shumueshme, atëherë sn = 0(n)

7. Le të jetë tn = u1 + u2 + · · · + un. Nëse seria ∑n un është e shumueshme
sipas (C, 1), atëherë kusht i nevojshëm dhe i mjaftueshëm që ajo të jetë kon-
vergjente, është që të plotësohet relacioni tn = 0(n).

8. Nëse seria ∑
n un është e shumueshme sipas (C, 1) dhe un = o( 1

n
), atëherë∑

n un është konvergjente.

9. Kusht i nevojshëm dhe i mjaftueshëm që ∑n un të jetë e shumueshme sipas
(C, 1), është që seria ∑n

tn
n(n+1) , të konvergjojë.

10. Nëse seria ∑
n un është e shumueshme sipas (C, 1) dhe un = 0( 1

n
), atëherë∑

n un është konvergjente.

11. Seria me terma pozitivë është e shumueshme sipas (C, 1), vetëm nëse ajo është
konvergjente.

12. Nëse seria∑n un konvergjon te s dhe un = 0( 1
n
), atëherë∑n un = s(C,−1+δ),

për çdo δ të dhënë pozitiv.

13
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13. Nëse k > −1 dhe ∑n un = s(C, k), atëherë Ak1
n = o(nk), për k1 < k, ku

Ak1
n =

∑
v

(
ν + δ − 1
δ − 1

)
Akn−ν .

14. Nëse
mn = s0 + s1 + · · ·+ sn

n+ 1 ,

atëherë
sn → s(C, k),mn → s(C, k + 1)

janë konvergjenca ekuivalente.

15. Nëse seria ∑n un është e shumueshme (C, k), për k > −1, atëherë

un = ((um − um−1) + (um−1 − um−2 + · · · )(C, k).

1.4.3 Metoda e përgjithësuar e Cesáros
Përveçë metodës së dhënë më lart të Cesáros jepet edhe metoda e përgjithësuar e
tij. Këtë medotë e ka dhënë Zygmund ([57]) dhe ajo merret si kombinim në mes të
metodës bazike të Cesáros dhe metodës së shumueshmërisë harmonike. Le të shohim
se si merret kjo metodë në vijim.

Le të jenë dhënë dy numra realë α dhe δ, të tillë që α > −1, dhe (Aα,δn ) varg i
numrave të zbërthimit të serisë polinomiale

1
(1 + z)α+1

(
logα
1− z

)δ
=
∞∑
n=0

Aα,δn zn,

ku α ≥ 2 dhe 0 < z < 1.
Dihet se për n mjaftë të mëdhenjë (shihe [34]), vlen relacioni:

Aα,δn =


nα

Γ(1+α)(log n)δ , α 6= −1,−2, · · ·
(−1)α(|α| − 1)!nαδ(log n)δ−1 , α = −1,−2, · · ·

Nëse kemi serinë e pafundme ∑n xn dhe sn vargun e shumave të pjesshme të tij,
atëherë transformimi:

Tα,δn = 1
Aα,δn

n∑
k=0

Aα−1,δ
n−k sk,

përkufizon metodën e përgjithësuar të shumueshmërisë sipas Cesáros dhe shënohet
me anë të simbolit (C, α, δ).

Themi se seria e dhënë më lart është e shumueshme sipas kësaj metode te numri
s, nëse vlen relacioni limn T

α,δ
n = s. Seria themi se është absolutisht e shumueshme

sipas (C, α, δ), ose e shumueshme |C, α, δ|, nëse vlen relacioni:

14
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∑
n

|Tα,δn − Tα,δn−1| <∞.

Vlen të ceket se medota e shumueshmërisë |C, α, δ|, është regulare për çdo α të
fundme dhe δ > 0. Gjithashtu, dihet se për α = 0, metoda e mësipërme kthehet në
metodën e fillimit të Cesáros, d.m.th. |C, α, δ|, kthehet në |C, α| dhe për δ > 0, e
implikon |C, α, δ|. Nga këto të dhëna thuhet se kjo metodë e shumueshmërisë është
e përgjithësuar e Cesáros. Ndërsa për α = 0, metoda |C, α, δ|, është ekuivalente me
metodën e shumueshmërisë harmonike.

1.4.4 Metoda e shumueshmërisë sipas Nörlund-it
Në punimin [58], Voronoji ka përkufizuar një metodë të shumueshmërisë, e cila më
vonë quhet metoda e Nörlund-it, dhe për këtë asrye nga njëherë kjo metodë quhet
edhe metoda e Voronoji-Nörlund-it.

Le të jetë dhënë një varg i çfarëdoshëm i numrave (pk). Me Pn do të shënojmë
shumën e pjesshme të tij, d.m.th.

Pn = p1 + p2 + · · ·+ pn 6= 0.

Marrim vargun e koeficientëve (ank), në kuadër të shumueshmërisë matricore si
më poshtë:

ank =


pn−k
Pn

; përk ≤ n

0; për k > n

 ,
Atëherë, metoda matricore e dhënë me vargun e mësipërm njihet si metoda e

shumueshmërisë sipas Nörlund-it.
Për serinë e pafundme ∑n xn, me vargun e shumave të pjesshme të saj sn, trans-

formimi sipas vargjeve jepet me anë të shprehjes:

tn = 1
Pn

n∑
k=0

pn−kSk, Pn 6= 0, n ∈ N,

dhe përkufizon metodën e shumueshmërisë sipas Nörlund-it. Këtë do ta shënojmë
simolikisht me anë të shprehjes (N, pn).

Themi se seria e pafundme e dhënë më lart është e shumueshme sipas metodës
së Nörlund-it te numri s, nëse vlen limn tn = s. Ndërsa themi se seria e dhënë më
lart është absolutisht e shumueshme sipas Nörlund-it, nëse vlen relacioni∑

n

|tn − tn−1| <∞,

dhe simbolikisht e shënojmë me |N, pn|.
Kushtet nënë të cilat kjo metodë e shumueshmërisë është regulare, paraqiten me
anë të relacioneve të mëposhtme:

15
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1. limn
pn
Pn

= 0,

2. ∑n
i=1 pi ≤ C · Pn,

ku C është një konstante. Vlen të theksohet se kushtet e dhëna më sipër janë
ekuivalente me kushtin

lim
n

Pn−1

Pn
= 1.

Metoda e shumueshmërisë sipas Nörlund-it është zhvilluar nga Mears (shihe [43])
i cili kushtin e nevojshëm dhe të mjaftueshëm për regularitetin e medotës së Nörlund-
it e jep si në vijim:

1. limn
pn
Pn

= 0,

2. ∑∞n=k

∣∣∣pn−k
Pn
− pn−k−1

Pn−1

∣∣∣, për çdo k ≥ 1.

Në rastin e veçantë kur pn = 1
n+1 , atëherë nga metoda e Nörlund-it marrim

metodën e shumueshmërisë harmonike.
Nëse

pn = Γ(n+ α)
Γ(n+ 1)Γ(α) ,

atëherë metoda e Nörlund-it kalon në metodën e Cesáros (C, α) dhe shumueshmëria
|N, pn| është e njëjtë me shumueshmërinë |C, α|.

Në vijim përmendim disa veti të metodës së Nörlund-it.

1. Çdo dy metoda të dhëna të shumueshmërisë së Nörlund-it, janë konsistente
në mes veti

2. Nëse (N, pn) është metodë regulare dhe seria ∑
n un = s, konvergjon sipas

metodës së dhënë, atëherë seria ∑n unx
n ka rreze pozitive të konvergjencës

dhe përkufizon një funksion analitik u(x) i cili është regular për 0 ≤ x < 1 dhe
ka limit numrin s kur x→ 1 sipas vlerave reale më të vogla se 1.

3. Le të jenë (pn) dhe (qn) dy vargje të numrave jo negativë. Shënojmë me

p(x) =
∑
n

pnxn ,q(x) =
∑
n

qnxn , k(x) = p(x)
q(x) .

Atëherë, kusht i nevojshëm dhe i mjaftueshëm që metoda regulare (N, pn) të
përfshihet në metodën (N, qn) është

|k0|Pn + |k1|Pn−1 + · · ·+ |kn|P0 ≤ HQn,

ku H është e pavarur nga n dhe kn
Qn
→ 0, kur n→∞.

16



Konvergjencat statistikore, metodat e shumueshmërisë dhe teoremat e Korovkinit

4. Nëse (N, pn) është metodë regulare me varg rritës (pn), atëherë nga sn → s,
sipas metodës (C, 1) rrjedh se edhe sn → s, sipas metodës (N, pn).

5. Kusht i nevojshëm dhe i mjaftueshëm që dy metoda të shumueshmërisë sipas
Nörlund-it (N, pn) dhe (N, qn), të jenë ekuivalente në mes veti, është që të
plotësohen kushtet: ∑

n

|kn| <∞ ,
∑
n

|ln| <∞,

ku
kn =

∑
n

knx
n = q(x)

p(x) dhe l(x) =
∑
n

lnx
n = p(x)

q(x) .

6. (Kaluza’s theorem) Nëse p(x) = ∑
n pnx

n është konvergjente për |x| < 1 dhe

p0 = 1, pn > 0, pn+1

pn
≥ pn
pn1

, n > 0,

atëherë
[p(x)]−1 = 1− c1x− c2x

2 − · · · ,
ku cn ≥ 0, ∑n cn ≤ 1. Nëse ∑n pn =∞, atëherë ∑n cn = 1.

7. Nëse (N, pn) dhe (N, qn) janë dy metoda regulare të Nörlund-it, ndërsa pn
është i definuar si në Teoremën e Kaluza’s, qn > 0, pn

pn−1
≤ qn

qn−1
, n > 0, atëherë

metoda e shumueshmërisë (N, qn) përmbahet në (N, pn).

8. Për çdo dy metoda regulare të shumueshmërisë (N, pn) dhe (N, qn), gjith-
mon gjendet një metodë e tretë regulare e Nörlundit (N, rn) me vetinë që
(N, rn) ⊇ (N, pn) dhe (N, rn) ⊇ (N, pn).

9. Çdo dy metoda te Nörlund-it janë a− konsistente.

1.4.5 Metoda e shumueshmërisë sipas Riesz-it
Le të jetë dhënë një varg i çfarëdoshëm numrashë (pk). Me Pn shënojmë shumën e
pjesshme të tij, d.m.th.

Pn = p1 + p2 + · · ·+ pn 6= 0.

Metoda e shumueshmërisë sipas Riesz-it, merret në formën matricore, nëse

ank =


pk
Pk

, Pn 6= 0, për k ≤ n

0 , për k > n.

Simbolikisht do ta shënojmë me (R, pn).
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Nëse ∑n un është një seri numerike e çfarëdoshme, me shuma të pjesshme sn,
atëherë përkufizimi i shumueshmërisë së Riesz-it, sipas transformimit të vargjeve
jepet me anë të relacionit:

tn = 1
Pn

n∑
k=0

pksk, Pn 6= 0, n ∈ N.

Nëse limn tn = s, atëherë themi se seria∑n un është e shumueshme sipas metodës
së Riesz-it, simbolikisht themi se është (R, pn)− e shumueshme. Më tej nëse (tn)
është me variacion të kufizuar, atëherë themi se seria ∑n un është absolutisht e shu-
mueshme (R, pn) ose shkurt |(R, pn)|− e shumueshme.

Kusht i nevojshëm dhe i mjaftueshëm që metoda e Riesz-it të jetë regulare është
që të plotësohen relacionet:

1. limn Pn =∞,

2. ∑n
i=1 pi ≤ C · |Pn|,

ku C është një konstante e çfarëdoshme reale. Në rastin kur vargu (pn) është varg
i numrave pozitivë, atëherë kushtet e regularitetit të metodës së shumueshmërisë
sipas Riesz-it, e që janë

1. limn
pn
Pn

= 0,

2. ∑n
i=1 pi ≤ C · Pn,

kthehen në një kusht, dhe atë kushti i parë, sepse kushti i dytë plotësohet nga
pozitiviteti i vargut (pn). Disa raste të veçanta të kësaj metode janë:

1. Nëse pn = 1, atëherë metoda e shumueshmërisë sipas Riesz-it, (R, pn) përpu-
thet me atë të Cesáros (C, 1).

2. Nëse pn = en, atëherë metoda e Riesz-it (R, pn) përputhet me atë të Cesáros
(C, 0).

Veti të metodës së Riesz-it.

1. Transformimi t1 = s1, tn = sn−1+sn
2 , n ≥ 2, nuk mund të shprehet përmes të

metodës së shumueshmërisë së Riesz-it.

2. Nëse pn > 0 dhe sn → s(R, pn), atëherë

sn − s = o

(
Pn
pn

)
.
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3. Nëse pn > 0, qn > 0,∑n pn =∞,∑n qn =∞, dhe vlen njëri nga relacionet
qn+1

qn
≤ pn+1

pn

ose
pn+1

pn
≤ qn+1

qn
,

apo relacioni
Pn
pn
≤ HQn

qn
,

atëherë nga ∑n un = s(R, pn) rrjedh ∑n un = s(R, qn).

4. Nëse Qn+1
Qn
≥ 1+δ > 1, atëherë seria∑n un nuk mund të shumohet me metodën

e Riesz-it, përveç rastit kur është konvergjente.

5. Kusht i nevojshëm dhe i mjaftueshëm që matrica regulare A = (ank) të jetë
më e fortë se sa metoda e shumueshmërisë sipas Riesz-it, (R, pn), ku pn > 0,
është që të plotësohen kushtet e mëposhtme:

lim
k

nnk
pk

= 0, për të gjithë n

dhe ekziston konstanta K e tillë që

∑
k

∣∣∣∣∣ankpk − an,k+1

pk+1

∣∣∣∣∣ < K

për të gjithë n.

6. Supozojmë se shumueshmëria matricore A = (ank) dhe metoda e Riesz-it
(R, pn) janë që të dy metoda regulare. Më tej marrim se pn > 0 për çdo n dhe
Pn
pn
− Pn+1

pn+1
është e kufizuar. Atëherë, kusht i nevojshëm dhe i mjaftueshëm që

metoda e shumueshmërisë matricore të jetë më e fortë se ajo e Riesz-it (R, pn),
është që të ekzistoj një konstant K ashtu që të plotësohet relacioni:

∞∑
k=1
|ank − an,k+1|

Pk
pk

< K, për çdo n.

1.4.6 Metoda e përgjithësuar e shumueshmërisë sipas
Nörlund-it

Në këtë pjesë do të japim metodën e përgjithësuar të shumueshmërisë sipas Nörlund-
it. Le të jenë dhënë vargjet e numrave realë apo kompleksë (pn) dhe (qn). Atëherë,
trajta matricore e shumueshmërisë së përgjithësuar të Nörlund-it jepet me anë të
relacionit:
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ank =


pn−kqk
rn

; rn 6= 0, për k ≤ n

0 ; për k > n
,

ku
rn =

n∑
k=0

pn−kqk.

Metoda e marrë në këtë formë quhet metodë e përgjithësuar e Nörlund-it. Sim-
bolikisht do ta shënojmë me (N, p, q). Nëse ∑n un është një seri e pafundme dhe
(sn), vargu i shumave të pjesshme të saj, atëherë transformimi i mësipërm sipas
vargjeve jepet me anë të relacionit:

tn = 1
rn

n∑
k=0

pn−kqksk, rn 6= 0, n ∈ N.

Nëse limn tn = s, dhe s është i fundmë, atëherë themi se seria është e shumueshme
sipas metodës së përgjithësuar të Nörlund-it. Nëse merret pn = 1, për të gjitha vlerat
e n−së, atëherë fitohet metoda e Riesz-it (R, pn). Nëse merret qn = 1, për të gjitha
vlerat e n−së, atëherë fitohet metoda e Nörlund-it e trajtës (N, pn).

Nëse tn është me variacion të kufizuar, atëherë themi se seria ∑n un është abso-
lutisht e shumueshme (N, p, q) ose |(N, p, q)| e shumueshme te numri s. Kushtet e
nevojshme dhe të mjaftueshme që metoda e përgjithësuar e shumueshmërisë sipas
Nörlund-it të jetë e regulare janë dhënë në pohimin në vijim.

Teoremë 1.4.5. Kusht i nevojshëm dhe i mjaftueshëm që metoda e përgjithësuar
e shumueshmërisë sipas Nörlund-it, (N, p, q) të jetë regulare është që të plotësohen
kushtet:

1. limn
pn−kqk
rn

= 0, për të gjithë numrat e plotë k ≥ 0.

2. ∑n
k=1 |pn−kqk| ≤ C · |rn|, ku C është një konstante.

1.4.7 Metoda e shumueshmërisë sipas Euler-it
Le të supozojmë se kemi këtë seri polinomiale: ∑n unx

n e cila konvergjon te funksioni
f(x) për x-a mjaft të vegjël. Për q > 0, le të përkufizojmë shprehjet:

x = y

1− qy , y = x

1 + qx
.

Atëherë, shihet qartë se kur x = 1 merret se y = (1 + q)−1, për x dhe y mjaft të
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vegjël, vlejnë relacionet:

f(x) =
∞∑
n=0

un

(
y

1− qy

)n+1

=
∞∑
n=0

un
∞∑
m=n

(
m

n

)
qm−nym+1

=
∞∑
m=0

ym+1
m∑
n=0

(
m

n

)
qm−nun

=
∞∑
m=0

u(q)
m ((q + 1)y)m+1,

ku
u(q)
m = 1

(q + 1)m+1

m∑
n=0

(
m

n

)
qm−nun.

Nëse merret se
lim
m
u(q)
m = s,

atëherë themi se seria e pafundme∑m um, është e shumueshme me metodën e Euler-
it. Këtë shkurtimisht do ta shënojmë me (E, q). Nëse si rast të veçantë marrim q = 0,
atëherë metoda e shumueshmërisë sipas Euler-it kthehet në metodën e zakonshme
të shumueshmërisë. Vlejnë këto veti të metodës së shumueshmërisë sipas Euler-it.

1. Metoda (E, q), është metodë regulare.

2. Nëse seria e dhënë e pafundme ∑n un është e shumueshme sipas (E, q1) dhe
q > q1, atëherë seria e fillimit do të jetë e shumueshme edhe sipas metodës
(E, q).

3. Secili r transformim i Euler-it për një q transformim të Euler-it, është një
(q + r + qr) transformim i Euler-it për serinë e dhënë.

4. Nëse ∑n un është e shumueshme sipas Euler-it (E, q), atëherë vlen vlerësimi:
un = o((2q + 1)n).

1.5 Teoremat e Korovkin-it dhe Voronoj-it
Me F [a, b] do të shënojmë hapësirën lineare të të gjitha funksioneve me vlera reale
të përkufizuara në [a, b]. Dhe me C[a, b], do të shënojmë hapësirën e të gjitha funk-
sioneve të kufizuara dhe të vazhdueshme të cilat janë të përkufizuara në [a, b]. Dimë
se hapësira C[a, b], është hapësirë e Banach-ut në lidhje me normën e dhënë me
relacionin

||f ||∞ = sup
x∈[a,b]

|f(x)|, f ∈ C[a, b].
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Në këtë pjesë do të japim teoremat e Korovkin-it(bazike) dhe ato të Voronoj-it.
Dihet se Vajershtrasi ka dhënë pohimet e mëposhtme:

Teoremë 1.5.1. [1, 37] Nëse f(x) është funksion i vazhdueshëm në segmentin
[−π, π] dhe f(−π) = f(π), atëherë për çdo ε > 0 gjendet polinomi trigonometrik

Tn(x) = a0

2 +
n∑
k=1

ak cos(kx) + bk sin(kx)

ashtu që
|f(x)− Tn(x)| < ε,∀x ∈ [−π, π].

Teoremë 1.5.2. [1, 38] Nëse f(x) është funksion i vazhdueshëm në segmentin [a, b],
atëherë për çdo ε > 0 gjendet polinomi algjebrik P (x) i tillë që

|f(x)− P (x)| < ε,∀x ∈ [a, b].

Nga pohimet mësipërme shihet se funksioni i vazhdueshëm mund të përafrohet
me një polinom trigonometrik(algjebrik) me një shkallë përafrimi sa do të vogël
qoftë ajo. Por nuk jep ndonjë mënyrë më konkrete se si bëhet ky përafrim. Një gjë
të tillë na e ofrojnë Teorema e parë e Korovkin-it dhe Teorema e dytë e Korovkin-it
(bazike), [37, 38, 1].

Le të jetë Tn, një varg i operatorëve pozitivë nga [a, b] në [a, b]. Themi se T është
pozitivë nëse T (f ;x) ≥ 0, gjithsaherë kur f(x) ≥ 0.

Teoremë 1.5.3. Le të jetë (Tn) varg i operatorëve pozitivë të definuar nga C[0, 1]
në F [0, 1]. Atëherë,

lim
n→∞

||Tn(f, x)− f(x)||∞ = 0,

për çdo f ∈ C[0, 1], atëherë dhe vetëm atëherë, kur

lim
n→∞

||Tn(fi, x)− fi(x)||∞ = 0,

për i ∈ {0, 1, 2} ku f0(x) = 1, f1(x) = x dhe f2(x) = x2.

Teoremë 1.5.4. Le të jetë (Tn) një varg i operatorëve linear pozitivë nga C2π(R)
në F (R). Atëherë

lim
n→∞

||Tn(f, x)− f(x)||2π = 0,

për çdo f ∈ C2π(R), atëherë dhe vetëm atëherë, kur

lim
n→∞

||Tn(fi, x)− fi(x)||2π = 0,

për i ∈ {0, 1, 2} ku f0(x) = 1, f1(x) = cos x dhe f2(x) = sin x.

Teoremat e Korovkin-it, janë shqyrtuar nga shumë matematicientë. Ato janë
përgjithësuar në shumë mënyra dhe në shume hapësira të funksioneve, në latica të
Banach-ut, algjebra të Banach-ut dhe të tjera. Kjo teori është shumë e përdorshme
në analizë reale, analizë funksionale, analizë harmonike, dhe fusha tjera. Për më
shumë rezultate nga teoremat e Korovkin-it shihi referencat ([28, 45, 47, 48, 55, 10,
12]).
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Kapitulli 2

Vargjet e hapësirave të ndërtuara
me konvergjenca statistikore

2.1 Vargjet e hapësirave të ndërtuara
me Λ2− konvergjencën statistikore

Le të jetë
Λ = {λk : k = 0, 1, . . .}

një varg jo-zvogëlues i numrave pozitivë i cili tenton në∞, kur k →∞ dhe ∆2λn ≥ 0,
për çdo n ∈ N. Diferenca e parë definohet si vijon:

∆λk = λk − λk−1,

ku λ−1 = λ−2 = 0, dhe diferenca e dytë definohet si:

∆2(λk) = ∆(∆(λk)) = λk − 2λk−1 + λk−2.

Le të jetë x = (xk) një varg i numrave kompleksë i tillë që x−1 = x−2 = 0.
Shënojmë

(2.1.1) Λ2(x) = 1
λn − λn−1

n∑
k=0

(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2).

Dimë se seria ∑n xn është e shumueshme sipas metodës së shumueshmërisë Λ2,
nëse limn Λ2 = s.

Vargu x = (xk), thuhet se është fort i shumueshëm sipas (N, λ2)− te numri L
(shihe [7]) nëse

lim
n

1
λn − λn−1

n∑
k=0
|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| = 0.

Le të shënojmë me

[N, λ2] =
{
x = (xn) : ∃L ∈ C, lim

n→∞

1
λn − λn−1

n∑
k=1
|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| = 0

}
,
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bashkësinë e vargjeve x = (xn) të cilët janë fort të shumueshëm sipas (N, λ2) te L,
d.m.th. xk → L[N, λ2].

Ideja e konvergjencës statistikore është dhënë fillimisht nga Fast [29] dhe studiuar
nga shumë autorë si ( [22], [30], [5], [9]).

Vargu x = (xk) themi se konvergjon statistikisht te numri L nëse për çdo ε > 0

lim
n

1
n
|{k ≤ n : |xk − L| ≥ ε}| = 0,

ku vijat vertikale paraqesin në këtë rast numrin kardinal të bashkësisë në shqyrtim.
Simbolikisht shënojmë S − limn xn = L ose xn → L(S). Me S do të shënojmë

bashkësinë e të gjitha vargjeve të cilat konvergjojnë statistikisht.
Tani përkufizojmë konceptin e konvergjencës statistikore sipas λ2− dhe do të

përcaktojmë sjelljen e saj në lidhje me klasët e vargjeve [N, λ2] dhe S.
Përkufizim 2.1.1. Vargu x = (xn) themi se konvergjon statistikisht sipas λ2− ose
është Sλ2− konvergjent te numri L, nëse për çdo ε > 0

lim
n

1
λn − λn−1

|{k ≤ n : |(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| ≥ ε}| = 0.

Simbolikisht shënojmë Sλ2 − limn xn = L ose xn → L(Sλ2). Ndërsa me
Sλ2 = {x = (xn) : ∃L ∈ C, Sλ2 − lim

n
xn = L}

shënojmë bashkësinë e të gjitha vargjeve të cilat konvergjojnë statistikisht sipas λ2−.
Përkufizim 2.1.2. Vargu x = (xn), themi se është λ2−statistikisht i Koshit nëse
për çdo ε > 0 ekziston numri natyral N = N(ε), i tillë që

lim
n

1
λn − λn−1

∣∣∣{k ≤ n :
∣∣∣∆2λk(xk)−∆2λN(xN)

∣∣∣ ≥ ε
}∣∣∣ = 0.

Vargu i numrave pozitivë θ = (kr) quhet lakunar nëse
k0 = 0, 0 < kr < kr+1 dhe hr = kr − kr−1 →∞ kur r →∞.

Me Ir do të shënojmë intervalin Ir = (kr−1, kr] ndërsa me qr raportin kr
kr−1

.

Përkufizim 2.1.3. Vargu x = (xn) quhet varg lakunar λ2−statistikisht konvergjent
ose Sθλ2− konvergjent te L nëse për çdo ε > 0

lim
r

1
hr
|{k ∈ Ir : |(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| ≥ ε}| = 0.

Në këtë rast do të shënojmë Sθλ2 − limn xn = L ose xn → L(Sθλ2), dhe
Sθλ2 = {x = (xn) : ∃L ∈ C, Sθλ2 − lim

n
xn = L}

shënojmë bashkësinë e të gjitha vargjeve të cilat konvergjojnë statistikisht sipas
Sθλ2−.
Përkufizim 2.1.4. Vargu x = (xn) themi se është varg lakunar λ2−statistikisht i
Koshit nëse për çdo ε > 0, ekziston numri natyral N = N(ε), ashtu që

lim
r

1
hr

∣∣∣{k ∈ Ir :
∣∣∣∆2λk(x)−∆2λN(x)

∣∣∣ ≥ ε
}∣∣∣ = 0.
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2.1.1 Disa veti të hapësirave [N, λ2] dhe Sλ2.

Në këtë pjesë do të shohim relacionet në mes të hapësirave [N, λ2] dhe Sλ2 .

Teoremë 2.1.1. [39] Le të jetë (λn) një varg nga hapësira Λ. Atëherë, vlejnë:

1. Nëse xn → L[N, λ2], atëherë xn → L(Sλ2) dhe përfshirja është rigoroze, që
d.m.th. se analsjelltas nuk vlen,

2. Nëse ∆2λ(x) ∈ l∞ dhe xn → L(Sλ2), atëherë xn → L[N, λ2],

3. Sλ2 ∩ l∞ = [N, λ2] ∩ l∞.

Vërtetim. (1) Le të supozojmë se vlen xn → L[N, λ2]. Atëherë, për çdo ε > 0 kemi:
n∑
k=1
|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| ≥

n∑
k=1

|(λkxk−2λk−1xk−1+λk−2xk−2)−L|≥ε

|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L|

≥ ε|{k ≤ n : |(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| ≥ ε}|.

Për këtë arsye nga xn → L[N, λ2] atëherë xn → L(Sλ2).
Për të provuar se nuk vlen përfshirja e anasjelltë ne marrim këtë shembull:

Shembull 2.1.2. Le të jetë dhënë vargu x = xn si më poshtë:

xn =
{

[
√
λn − λn−1] 0 ≤ k ≤ n
0 , në rastet tjera.

Atëherë, x = (xn) /∈ l∞ dhe për çdo ε > 0, fitojmë

lim
n

1
λn − λn−1

|{k ≤ n : |(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− 0| ≥ ε}| ≤

lim
n

[
√
λn − λn−1]
λn − λn−1

= 0.

Nga ana tjetër

lim
n→∞

1
λn − λn−1

n∑
k=1
|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− 0| =

lim
n

λn[
√
λn − λn−1]− 2λn−1[

√
λn−1 − λn−2] + λn−2[

√
λn−2 − λn−3]

λn − 2λn−1 + λn−2
=∞.
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(2) Le të supozojmë se xn → L(Sλ2) dhe ∆2λ(x) ∈ l∞. Mund të konsiderojmë se

|λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2 − L| ≤M.

Për çdo ε > 0 marrim këtë vlerësim:

1
λn − λn−1

n∑
k=1
|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| =

1
λn − λn−1

n∑
k=1

|(λkxk−2λk−1xk−1+λk−2xk−2)−L|≥ε

|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L|+

1
λn − λn−1

n∑
k=1

|(λkxk−2λk−1xk−1+λk−2xk−2)−L|≤ε

|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| ≤

M

λn − λn−1
|{k ≤ n : |(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| ≥ ε}|+ ε,

nga e cila marrim se xk → L[N, λ2].
(3) Kjo rrjedh drejtpërdrejtë nga (1) dhe (2).

Pohim 2.1.3. [39] Nëse x = (xn) është λ2−statistikisht konvergjent te L, atëherë
rrjedh se x është varg λ2−statistikisht i Koshit.

Vërtetim. Le të supozojmë se x konvergjon Λ2−statistikisht te L dhe ε > 0. Atëherë,
1

λn − λn−1
|{k ≤ n : |(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| ≥ ε}| ≤ ε

2

plotësohet për pothuajse të gjitha k-të dhe nëse N është zgjedhur në atë mënyrë që
1

λN − λN−1
|{k ≤ N : |(λNxN − 2λN−1xN−1 + λN−2xN−2)− L| ≥ ε}| ≤ ε

2 ,

atëherë do të kemi:
1

λn − λn−1
|{k ≤ n :

∣∣∣∆2λk(x)−∆2λN(x)
∣∣∣ ≥ ε}| < ε

2 + ε

2 = ε,

për pothuajse të gjitha k−të. Pra merret se vargu x është varg λ2−statistikisht i
Koshit.

Pohim 2.1.4. [39] Nëse vargu x = (xn) është lakunar λ2−statistikisht konvergjent
te L, atëherë rrjedh se vargu x është λ2−statistikisht lakunar i Koshit.

Pohim 2.1.5. [39] Nëse x = (xn) është varg për të cilin gjendet një varg λ2−statistikisht
konvergjent y = (yn), ashtu që

∆2λ(xk) = ∆2λ(yk)

për pothuajse të gjitha k−të, atëherë rrjedh se x është λ2−statistikisht konvergjent.
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Vërtetim. Le të supozojmë se ∆2λ(xk) = ∆2λ(yk) pothuajse për të gjitha k−të dhe
yk → L(Sλ2). Atëherë, për çdo ε > 0 dhe për çdo n kemi:{

k ≤ n : |∆2λ(xk)− L| ≥ ε
}
⊂

{
k ≤ n : ∆2λ(xk) 6= ∆2λ(yk)

}
∪
{
k ≤ n : |∆2λ(yk)− L| ≥ ε

}
.

Ngase yk → L(Sλ2), rrjedhë se bashkësia{
k ≤ n : |∆λ2(yk)− L| ≥ ε

}
ka numër të fundmë të cilët nuk varen nga n, përkatësisht

|{k ≤ n : |∆λ2(yk)− L| ≥ ε}|
n

→ 0, n→∞.

Nga ana tjetër, meqë ∆2λ(xk) = ∆2λ(yk) për pothuajse të gjithë k−të, marrim:

|{k ≤ n : ∆λ2(xk) 6= ∆λ2(yk)}|
n

→ 0, n→∞.

Nga dy relacionet e fundit merret se:

|{k ≤ n : |∆λ2(xk)− L| ≥ ε}|
n

→ 0, n→∞.

Pohim 2.1.6. [39] Nëse x = (xn) është një varg për të cilin gjendet një varg lakunar
λ2−statistikisht konvergjent y = (yn) me vetinë që

∆2λ(xk) = ∆2λ(yk)

për pothuajse të gjitha k−të, atëherë rrjedh se x është lakunar λ2−statistikisht kon-
vergjent.

Teoremë 2.1.7. [39] Le të jetë θ një varg lakunar. Atëherë,

1. L(Sλ2) ⊂ L(Sθλ2), atëherë dhe vetëm atëherë, kur limr inf qr > 1,

2. L(Sθλ2) ⊂ L(Sλ2), atëherë dhe vetëm atëherë, kur limr sup qr <∞, dhe

3. L(Sλ2) = L(Sθλ2), atëherë dhe vetëm atëherë, kur

1 < lim
r

inf qr ≤ lim
r

sup qr <∞.
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Vërtetim. Vërtetimi i propozimit merret direkt nga Lemat 2,3 në punimin [32].

Shënojmë me
Λ2(X) = {x = (xn) ∈ w : Λ2(x) ∈ X}.

Është e njohurë se (Λ2(X), || · ||Λ2(X)) është hapësirë e normuar me normën e
dhënë në punimin ([7]), si vijon:

||x||Λ2(X) := sup
n≥0

1
λn − λn−1

n∑
k=0
|λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2|,

ku x = (xk).

Teoremë 2.1.8. [39] Λ2(X) është hapësirë e Banach-ut.

Vërtetim. Le të jetë (xn) një varg Koshi në Λ2(X), ku xs = (xs1, xs2, · · · , xsn, · · · ) .
Atëherë, merret se :

||xs − xt||Λ2(X) → 0, s, t→∞.
Nga relacioni i fundit kemi:

sup
n≥0

1
λn − λn−1

n∑
k=0

∣∣∣λk(xsk − xtk)− 2λk−1(xsk−1 − xtk−1) + λk−2(xsk−2 − xtk−2)
∣∣∣→ 0, t, s→∞.

Përkatësisht,
|xtk − xsk| → 0, t, s→∞,

për çdo k ∈ N. Për këtë, vargu (x1
k, x

2
k, · · · ), është varg Koshi në bashkësinë e numrave

kompleksë C. Meqë C është hapësirë komplete, ai konvergjon. Le të themi p.sh. se

lim
s
xsk = xk,

për çdo k ∈ N. Meqë (xs) është varg i Koshit, për çdo ε > 0, gjendet numri natyral
N = N(ε) i tillë që

||xs − xt||Λ2(X) < ε,

për çdo s, t ≥ N dhe për çdo k ∈ N, përkatësisht

sup
n≥0

1
λn − λn−1

n∑
k=0

∣∣∣λk(xsk − xtk)− 2λk−1(xsk−1 − xtk−1) + λk−2(xsk−2 − xtk−2)
∣∣∣ < ε,

për çdo s, t ≥ N, dhe k ∈ N. Nëse kalojmë me limit në relacionin e fundit, kur
t→∞, do të kemi:

lim
t

sup
n≥0

1
λn − λn−1

n∑
k=0

∣∣∣λk(xsk − xtk)− 2λk−1(xsk−1 − xsk−1) + λk−2(xsk−2 − xsk−2)
∣∣∣ =

sup
n≥0

1
λn − λn−1

n∑
k=0

∣∣∣λk(xsk − xk)− 2λk−1(xsk−1 − xk−1) + λk−2(xsk−2 − xk−2)
∣∣∣ < ε,
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për çdo s ≥ N dhe k ∈ N. Kjo implikon

||xs − x||Λ2(X) < 2ε,

për çdo s ≥ N, që d.m.th. se xs → x, kur s→∞ ku x = (xk).
Ngase

||x||Λ2(x) = sup
n≥0

1
λn − λn−1

n∑
k=0
|λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2| =

sup
n≥0

1
λn − λn−1

n∑
k=0

∣∣∣λk(xk − xNk + xNk )− 2λk−1(xk−1 − xNk−1 + xNk−1) + λk−2(xk−2 − xNk−2 + xNk−2)
∣∣∣ ≤

sup
n≥0

1
λn − λn−1

n∑
k=0

∣∣∣λk(xk − xNk )− 2λk−1(xk−1 − xNk−1) + λk−2(xk−2 − xNk−2)
∣∣∣+

sup
n≥0

1
λn − λn−1

n∑
k=0

∣∣∣λkxNk − 2λk−1x
N
k−1 + λk−2x

N
k−2

∣∣∣ ≤ ||xN−x||Λ2(X)+||x||Λ2(xN ) = O(1),

fitojmë x ∈ Λ2(X).

2.1.2 Relacionet ndërmjet shumueshmërisë statistikore Λ2,

vargjeve Λ2− statistikisht konvergjente dhe fort shu-
mueshmërisë së Λ2

r të vargjeve.
Fillimisht marrim këtë përkufizim:

Përkufizim 2.1.5. Vargu x = (xn) thuhet se është fort Λ2
r− i shumueshëm (0 <

r <∞) te numri L nëse

lim
n

1
λn − λn−1

n∑
k=1
|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L|r = 0,

dhe shënojmë xk → Λ2
r. Në këtë rast L quhet limit i fortë Λ2

r i vargut x = (xn).

Teoremë 2.1.9. [39] Le të jetë

|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| ≤M,

për çdo k ∈ N. Nëse vargu x = (xk) është Λ2− statistikisht konvergjent te L, atëherë
ai është Λ2(st)− i shumueshëm te L, por jo edhe anasjelltas.

Vërtetim. Ngase x = (xk) është Λ2− statistikisht konvergjent te L, kjo d.m.th. se

lim
n

1
λn − λn−1

|{k ≤ λn − λn−1 : |(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| ≥ ε}| = 0.

Le të shënojmë:

K = {k ≤ λn − λn−1 : |(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| ≥ ε}
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dhe
Kc = {k ≤ λn − λn−1 : |(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| < ε}.

Atëherë, marrim

|Λ2 − L| =
∣∣∣∣∣ 1
λn − λn−1

n∑
k=0

(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L
∣∣∣∣∣ ≤∣∣∣∣∣∣∣∣

1
λn − λn−1

n∑
k=1
k∈K

(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L

∣∣∣∣∣∣∣∣+∣∣∣∣∣∣∣∣
1

λn − λn−1

n∑
k=1
k∈Kc

(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤
1

λn − λn−1

n∑
k=1
k∈K

|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L|+

1
λn − λn−1

n∑
k=1
k∈Kc

|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| ≤

≤ 1
λn − λn−1

·M · |K|+ 1
λn − λn−1

n∑
k∈Kc

ε→ 0 + ε · 1 = ε

kur n → ∞. Çka implikon se (xn) është Λ2− i shumueshëm te L. Kjo d.m.th. se
x = (xn) është Λ2− i shumueshëm te L, në mënyrë të zakonshme, e nga kjo merret
se vargu është Λ2(st)− i shumueshëm te L. Për të provuar se nuk vlen e anasjellta,
marrim këtë shembull në vijim
Shembull 2.1.10. Le të jetë λn = n2. Atëherë,

Λ2(x)

= 1
λn − λn−1

n∑
k=0

(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)

= 1
2n− 1(n2xn − (n− 1)2xn−1).

Përkufizojmë

xk =


1

m3+α , për α > 0 dhe k = m2 −m, · · · ,m2 − 1
− 1
m4 , për k = m2,m = 2, · · ·

0, për të tjera vlera

Nga të dhënat e mësipërme merret: limn→∞ Λ2(x) = 0, dhe st− limn→∞ Λ2(x) =
0, që d.m.th. se, x = (xn) është Λ2(st)− i shumueshëm te 0. Në anën tjetër vargu
(m2;m = 2, 3 · · · , ) është statistikisht konvergjent te 0, prandaj është e qartë se
st− lim infn xn = 0 dhe st− lim supn xn = 1. Nga këtu konkludojmë se x = (xn) nuk
është statistikisht konvergjent, e as Λ2− statistikisht konvergjent.
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Në vijim do të shohim se nën çfarë kushtesh konvergjenca Λ2− statistikore,
merret nga Λ2

r− shumueshmëria dhe anasjelltas.

Pohim 2.1.11. [39] Le të supozojmë se x = (xn) është Λ2
r i shumueshëm te L. Nëse

1. 0 < r < 1 dhe 0 ≤ |(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| < 1,

2. 1 ≤ r <∞ dhe 1 ≤ |(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| <∞,

atëherë, x është Λ2− statistikisht konvergjent te L.

Vërtetim. Le të supozojmë se x = (xn) është Λ2
r i shumueshëm te L. Nga të dhënat

e mësipërme merret se:

|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L|r ≥ |(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L|,

në të dy rastet. Respektivisht

1
λn − λn−1

|K|

= 1
ε · (λn − λn−1)

n∑
k=1
k∈K

ε

≤ 1
ε · (λn − λn−1)

n∑
k=1
k∈K

|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L|

≤ 1
ε · (λn − λn−1)

n∑
k=1
|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L|

≤ 1
ε · (λn − λn−1)

∑
k=1
|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L|r → 0,

kur n→∞. Pra x = (xn) është Λ2− statistikisht konvergjent te L.

Pohim 2.1.12. [39] Le të supozojmë se x = (xn) është Λ2− statistikisht konvergjent
te L dhe

|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| ≤M(k ∈ N).
Nëse

1. 0 < r < 1 dhe 1 ≤M <∞,

2. 1 ≤ r <∞ dhe 0 ≤M < 1

atëherë, x është Λ2
r− i shumueshëm te L.

Pohim 2.1.13. [39]

(i) Nëse x = (xk) → L është statistikisht konvergjent, atëherë ai është Λ2− statis-
tikisht konvergjent te L, por jo edhe anasjelltas.
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(ii) Nëse
(
λn−λn−1

n

)
është varg i kufizuar, atëherë konvergjenca statistikore është

ekuivalente me Λ2− statistikisht konvergjencën.

Teoremë 2.1.14. [39] Një varg x = (xn) është Λ2(st) i shumueshëm te L, atëherë
dhe vetëm atëherë nëse ekziston një bashkësi

K = {r1 < r2 < · · · < rn < · · · }

e tillë që δ(K) = 1 dhe limn Λ2(xrn) = L, ku δ(K)− shënon densitetin natyral të
bashkësisë K ⊂ N.

Vërtetim. Le të supozojmë se ekziston një bashkësi

K = {r1 < r2 < · · · < rn < · · · } ⊂ N

me vetin që δ(K) = 1 dhe limnΛ2(xrn) = L. Atëherë, gjendet një numër i plotë
pozitiv n0 ∈ N me vetin që për çdo n > n0 ⇒

(2.1.2) 1
λn − λn−1

rn∑
k=0
|(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| < ε.

Le të shënojmë me

Kε = {n ∈ N : |Λ2(xrn)− L| ≥ ε} dhe K ′ε = {rn0+1, rn0+2, · · · }.

Atëherë, δ(K ′ε) = 1 dhe Kε ⊂ N \K ′ε, prej nga rrjedh se δ(Kε) = 0. Pra merret se
x = (xk) është Λ2(st) i shumueshëm te L.

Anasjelltas, le të jetë x = (xk) një varg Λ2(st) i shumueshëm te L. Për r =
1, 2, 3, · · · , kemi vënë

Kq = {j ∈ N : |Λ2(xrj)− L| ≥
1
q
} dhe Mq = {j ∈ N : |Λ2(xrj)− L| <

1
q
}.

Atëherë, δ(Kq) = 0 dhe

(2.1.3) M1 ⊇M2 ⊇ · · · ⊇Mi ⊇Mi+1 · · ·

dhe

(2.1.4) δ(Mq) = 1, q = 1, 2, 3, · · · .

Tani mbetet të shihet se për j ∈ Mq, vargu (xkj) është Λ2− i shumueshëm te L.
Supozojmë se (xkj) nuk është Λ2−i shumueshëm te L. Atëherë, gjendet një ε > 0 i
tillë që |Λ2(xrj)− L| ≥ ε për infinit shumë terma. Le të jetë

Mε = {j ∈ N : |Λ2(xrj)− L| < ε} dhe ε > 1
q
, (q = 1, 2, 3, · · · ).

Atëherë,

(2.1.5) δ(Mε) = 0,

nga (2.1.3), Mq ⊂Mε. Pra δ(Mq) = 0, me çka kemi fituar kontradiksion (2.1.4) dhe
mbetet se (xkj) është Λ2− i shumueshëm te L. Kjo vërteton teoremën.
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2.2 Shumueshmëria sipas Nörlund-it dhe konvergjenca
statistikore

Këtu do të japim kuptimin e konvergjencës statistikore me peshë, në lidhje me
metodën e shumueshmërisë sipas Nörlund-it, (N, p, q). Le të jenë (pn) dhe (qn), dy
vargje të numrave jo-negativë të tillë që

Pn = p1 + p2 + · · ·+ pn, P−1 = p−1 = 0,

Qn = q1 + q2 + · · ·+ qn, Q−1 = q−1 = 0.
Konvolucionin e atyre vargjeve do ta shënojme si vijon:

Rn = (p ? q)n =
n∑
k=0

pk · qn−k.

dhe marrim
Tn = 1

Rn

n∑
v=0

pn−vqvxv.

Themi se vargu (xn) është statistikisht i shumueshëm te L me anë të metodës
me peshë të përcaktuar me anë të vargjeve të numrave (pn) dhe (qn) ose shkurt,
statistikisht i shumueshëm (N, p, q), nëse st− limn Tn = L.

Simbolikisht do të shënojmë këtë faktë me L = Np,q(st)− limn xn.
Me Np,q do të shënojmë bashkësinë e të gjitha vargjeve të cilat janë statistikisht

të shumueshme sipas metodës së Nörlund-it, (N, p, q).

Përkufizim 2.2.1. Themi se vargu (xn) është statistikisht konvergjent me peshë
(ose SNp,q− konvergjent) te numri L, nëse për çdo ε > 0, bashkësia

{k ≤ Rn : pn−kqk|xk − L| ≥ ε}

ka densitetin me peshë zero, d.m.th,

lim
n

1
Rn

|{k ≤ Rn : pn−kqk|xk − L| ≥ ε}| = 0.

Shkurt shënojmë
L = SNp,q − lim

n
xn.

Përkufizimi i dhënë më lart është një përgjithësim i përkufizimeve të njohura më
parë dhe disa prej të cilave janë dhënë së fundmi.
Vërejtje 2.2.1. 1. Nëse pn = 1 dhe qn = 1 për çdo n ∈ N, atëherë metoda e shu-

mueshmërisë (N, p, q) kthehet në metodën e shumueshmërisë së Cesáros (C, 1).

2. Nëse qn = 1 për çdo n ∈ N, atëherë metoda e shumueshmërisë (N, p, q) kthehet
në metodën e shumueshmërisë (N, pn)− të përkufizuar nga Mursaleen dhe të
tjerët, shihe [48].
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Përkufizim 2.2.2. Për vargun x = (xn) themi se është (N, p, q)r− i shumueshëm
(0 < r <∞) te vlera numerike L, nëse

lim
n

1
Rn

n∑
k=1

pn−kqk|xk − L|r = 0,

dhe këtë do ta shënojmë me xk → L(N, p, q)r, ndërsa L do ta quajmë (N, p, q)r
limiti i vargut x = (xn).

Tani do të fokusohemi në vetitë e klasës së vargjeve SNp,q− dhe relacionin e
saj me dy klasët të cilat i përkufizuamë më sipër, e që janë (N, p, q)− metoda e
shumueshmërisë dhe (N, p, q)r− metoda e shumueshmërisë.

2.2.1 Konvergjenca statistikore sipas Nörlund-it
Teoremë 2.2.1. [40] Le të jetë pn−vqv|xk−L| ≤M, për çdo k ∈ N. Nëse vargu x =
(xk) është SNp,q− statistikisht konvergjent te numri L, atëherë ai është statistikisht
i shumueshëm sipas metodës (N, p, q)− te L, por anasjelltas nuk vlen.

Vërtetim. Përderisa x = (xk) është statistikisht SNp,q− konvergjent te L, kjo do të
thotë se

lim
n

1
Rn

|{k ≤ Rn : pn−kqk|xk − L| ≥ ε}| = 0.

Le të shënojmë me:

KRn = {k ≤ Rn : pn−kqk|xk − L| ≥ ε} dhe Kc
Rn = {k ≤ Rn : pn−kqk|xk − L| < ε}.

Atëherë, kemi:

|Tn − L|

=
∣∣∣∣∣ 1
Rn

n∑
k=1

pn−kqk(xk − L)
∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣∣∣∣
1
Rn

n∑
k=1

k∈KRn

pn−kqk(xk − L)

∣∣∣∣∣∣∣∣+
∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
Rn

n∑
k=1

k∈Kc
Rn

pn−kqk(xk − L)

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
≤ 1

Rn

n∑
k=1

k∈KRn

pn−kqk|xk − L|+
1
Rn

n∑
k=1

k∈Kc
Rn

pn−kqk|xk − L|

≤ 1
Rn

·M · |KRn|+
1
Rn

n∑
k=1

k∈Kc
Rn

ε→ 0 + ε · 1 = ε

kur n → ∞. Nga kjo marrim se Tn → L. Që d.m.th. se x = (xn) është (N, p, q)−
i shumueshëm te numri L, në kuptimin e zakonshëm të konvergjencës, rrjedhimisht
kjo na sjell (N, p, q)− shumueshmërinë statistikore te L. Për të provuar se e anasjellta
nuk është e vërtetë, marrim këtë shembull:
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Shembull 2.2.2. Nëse kemi vlerat pn = 2 dhe qn = 1, për dy vargje të numrave,
atëherë metoda e shumueshmërisë (N, p, q) kthehet në metoden e Cesáros të rendit të
parë (C, 1). Në këtë rast konvergjenca statistikore SNp,q− reduktohet në konvergjencë
statistikore. Duke përcjell Moritz dhe të tjerët (shihe [46]) dhe Moursaleen me të
tjerët (shihe [48]), ne përkufizojmë vargun x = (xn) në këtë mënyrë:

xk =


1 nëse k = m2 −m,m2 −m+ 1, · · · ,m2 − 1
−m nëse k = m2,m = 2, 3, · · · ,
0 për raste tjera

Nën këto kondita do të kemi:

Tn = 1
Rn

n∑
v=0

pn−vqvxv = 1
2(n+ 1)

n∑
v=0

2xv ={
l+1
n+1 nëse n = m2 −m+ l; l = 0, 1, · · · ,m− 1;m = 2, 3, · · · ,
0 në raste tjera

Prej nga merret limn→∞ Tn = 0, përkatësisht st − limn→∞ Tn = 0, që d.m.th.
se, x = (xn) është (N, p, q)− i shumueshëm te 0. Në anën tjetër, vargu (m2;m =
2, 3 · · · , ) është statistikisht konvergjent te 0, dhe është e qartë se vlen st−lim infn xn =
0 dhe st − lim supn xn = 1. Pra x = (xn) nuk është statistikisht konvergjent, e as
SNp,q− statistikisht konvergjent.

Në vijim do të shohim se nën çfarë kushtesh nga konvergjenca statistikore SNp,q−
merret shumueshmëria (N, p, q)r− dhe anasjelltas.
Pohim 2.2.3. [40] Le të supozojmë se vargu x = (xn) është konvergjent sipas shu-
mueshmërisë (N, p, q)r te numri L. Nëse

1. 0 < q < 1 dhe 0 ≤ |xk − L| < 1,

2. 1 ≤ q <∞ dhe 1 ≤ |xk − L| <∞
atëherë, x është SNp,q− statistikisht konvergjent te L.
Vërtetim. Le të supozojmë se vargu x = (xn) është konvergjent sipas shumuesh-
mërisë (N, p, q)r te L. Nën kushtet e mësipërme do të kemi:

pn−kqk|xk − L|r ≥ pn−kqk|xk − L|,

përkatësisht

lim
n

1
Rn

|KRn|

= 1
ε ·Rn

n∑
k=1

k∈KRn

ε ≤ 1
ε ·Rn

n∑
k=1

k∈KRn

pn−kqk|xk − L|

≤ 1
ε ·Rn

n∑
k=1

pn−kqk(xk − L) ≤ 1
ε ·Rn

∑
k=1

pn−kqk|xk − L|r = 0.

Pra kemi se x = (xn) është SNp,q− statistikisht konvergjent te L.
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Pohim 2.2.4. [40] Le të supozojmë se vargu x = (xn) është konvergjent sipas shu-
mueshmërisë SNp,q− te L dhe pn−kqk|xk − L| ≤M(k ∈ N). Nëse

1. 0 < q < 1 dhe 1 ≤M <∞,

2. 1 ≤ q <∞ dhe 0 ≤M < 1

atëherë x është konvergjent sipas shumueshmërisë (N, p, q)r− te L.

Pohim 2.2.5. [40]

(i) Nëse x = (xk) → L është statistikisht konvergjent, atëherë ai është statistikisht
SNp,q− konvergjent te L, gjithashtu.

(ii) Nëse
(
Rn
n

)
është varg i kufizuar, atëherë konvergjenca statistikore është ekuiva-

lente me SNp,q− konvergjencën statistikore.

2.2.2 Konvergjenca statistikore dhe funksionet e Orlicz-it
Në këtë pjesë do të përkufizojmë një llojë të konvergjencës statistikore duke shfry-
tëzuar funksionin e Orlicz-it.

Përkufizim 2.2.3. Le të jetë M një funksion i Orlicz-it dhe p = (pk) një varg i
numrave realë rigorozisht pozitivë. Vargu a = (ak) themi se konvegjon fortë Np,q−
te numri L në lidhje me funksionin e Orlicz-it M, nëse vlen relacioni

(2.2.1) lim
n

1
Rn

∑
k≤Rn

[
M

(
pn−kqk|xk − L|

ρ

)]pk
= 0.

Bashkësinë e të gjitha vargjeve konvergjente sipas Np,q− te numri L, në lidhje
me funksionin e Orlicz-it M, do ta shënojmë me [Np,q,M, p] . Në këtë rast, këtë
lloj konvergjence do ta shënojmë me xk → L([Np,q,M, p]). Në raste të veçanta, kur
M(x) = x, pk = p0 për të gjitha k ∈ N, do të shënojmë me [Np,q] , në vend të
[Np,q,M, p] .

Teoremë 2.2.6. [40]

(i) Nëse x = (xk) konvergjon fortë sipas [Np,q]− te numri L, atëherë ai është SNp,q−
statistikisht konvergjent te numri L.

(ii) Nëse vargu i kufizuar x = (xk), është SNp,q− statistikisht konvergjent te L,
atëherë ai konvergjon fortë sipas [Np,q]− te numri L.

Vërtetim. (i) Le të supozojmë se vargu x = (xk) konvergjon fortë [Np,q]− te L. Kjo
d.m.th se vlen

1
Rn

∑
k≤Rn

[pn−kqk|xk − L|]p0 → 0,
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kur n→∞. Prej nga merret se:
1
Rn

∑
k≤Rn

[pn−kqk|xk − L|]p0 ≥ 1
Rn

∑
k≤Rn

pn−kqk|xk−L|≥ε

[pn−kqk|xk − L|]p0 ≥

εp0 |k ≤ Rn : pn−kqk|xk − L| ≥ ε| .
Pra xk → L(SNp,q).

(ii) Le të supozojmë se xk → L(SNp,q) dhe le të marrim se x = (xk) ∈ l∞. Për çdo
ε > 0 të dhënë zgjedhim një nε të tillë që

1
Rn

∣∣∣∣∣k ≤ Rn : pn−kqk|xk − L| ≥
(
ε

2

) 1
p0

∣∣∣∣∣ ≤ ε

2Ap0

për çdo n ≥ nε, ku A = supn |xk| dhe duke vënë

B =
{
k ≤ Rn : pn−kqk|xk − L| ≥

(
ε

2

) 1
p0

}
.

Tani për çdo n > nε do të kemi:
1
Rn

∑
k≤Rn

[pn−kqk|xk − L|]p0

= 1
Rn

∑
k≤Rn
k∈B

[pn−kqk|xk − L|]p0 + 1
Rn

∑
k≤Rn
k/∈B

[pn−kqk|xk − L|]p0

≤ 1
Rn

(
ε ·Rn

2Ap0

)
Ap0 + ε

2Rn

Rn = ε.

Nga relacionet e mësipërme merret se (xk)→ L([Np,q]).
Teoremë 2.2.7. [40] Le të jetë M një funksion i Orlicz-it, dhe 0 < h = inf pk ≤
pk ≤ sup pk = H. Atëherë, [Np,q,M, p] ⊂ SNp,q .

Vërtetim. Le të supozojmë se a ∈ [Np,q,M, p]. Atëherë, ekziston një ρ > 0 e tillë që

1
Rn

∑
k≤Rn

[
M

(
pn−kqk|xk − L|

ρ

)]pk
→ 0,

kur n→∞.
Për çdo ε > 0 të dhënë marrim:

1
Rn

∑
k≤Rn

[
M

(
pn−kqk|xk − L|

ρ

)]pk

≥ 1
Rn

∑
k≤Rn

pn−kqk|xk−L|≥ε

[
M

(
pn−kqk|xk − L|

ρ

)]pk

≥ 1
Rn

∑
k≤Rn

pn−kqk|xk−L|≥ε

[M(ε1)]pk
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ku(
ε1 = ε

ρ

)

≥ 1
Rn

∑
k≤Rn

min {[M(ε1)]h, [M(ε1)]H}

≥ 1
Rn

|{k ≤ Rn : pn−kqk|xk − L| ≥ ε}| ·min {[M(ε1)]h, [M(ε1)]H}.

Përkatësisht x = (xk) ∈ SNp,q .

Teoremë 2.2.8. [40] Le të jetë M një funksion i Orlicz-it, dhe 0 < h = inf pk ≤
pk ≤ sup pk = H. Nëse a = (an) është një varg i kufizuar, ashtu që an → L[SNp,q ],
atëherë merret se an → L[Np,q,M, p].

Vërtetim. Le të supozojmë se an → L[SNp,q ]. Atëherë, gjendet një konstantë K me
vetinë pn−kqk|xk − L| ≤ K. Le të jetë ε > 0 i dhënë. Atëherë, fitojmë:

1
Rn

∑
k≤Rn

[
M

(
pn−kqk|xk − L|

ρ

)]pk
=

1
Rn

∑
k≤Rn

pn−kqk|xk−L|≥ε

[
M

(
pn−kqk|xk − L|

ρ

)]pk
+ 1
Rn

∑
k≤Rn

pn−kqk|xk−L|<ε

[
M

(
pn−kqk|xk − L|

ρ

)]pk

≤ 1
Rn

∑
k≤Rn

pn−kqk|xk−L|≥ε

max


[
M

(
K

ρ

)]h
,

[
M

(
K

ρ

)]H+ 1
Rn

∑
k≤Rn

pn−kqk|xk−L|<ε

[
M

(
ε

ρ

)]pk
≤

max


[
M

(
K

ρ

)]h
,

[
M

(
K

ρ

)]H 1
Rn

|{k ≤ Rn : pn−kqk|xk − L| ≥ ε}|+

max


[
M

(
ε

ρ

)]h
,

[
M

(
ε

ρ

)]H.
Pra, an → L[Np,q,M, p].

2.3 Konvergjenca statistikore sipas funksioneve mod-
ulare

Hapësira e vargjeve lakunare të cilat konvergjojnë fortë, është studiuar nga Freedman
dhe të tjerët(shihe [30]).
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Hapësira e vargjeve konvergjente lakunare Nθ, është përkufizuar si më poshtë:

Nθ = {x = (xi) : limr→∞hr
−1 ∑

i∈Ir
|xi − s| = 0, për ndonjë s}.

Kuptimi i funksionit modular është dhënë nga Nakano ( shihe [49]).
Funksion modular quajmë funksionin f, i cili është i përkufizuar nga [0,∞) në

[0,∞) dhe që i plotëson kushtet e mëposhtme:

1. f(x) = 0, atëherë dhe vetem atëherë kur x = 0,

2. f(x+ y) ≤ f(x) + f(y) për çdo x, y ≥ 0,

3. f është funksion rritës,

4. f është funksion i vazhdueshëm në të djathtë të 0−s.

Përderisa vlen
|f(x)− f(y)| ≤ f(|x− y|),

atëherë nga kushtet (2) dhe (4) rrjedh se f është i vazhdueshëm gjithkund në [0,∞).
Et dhe Çolak, në punimin [25], më pas Et dhe Nuray, në punimin [26], kanë shfry-
tëzuar diferencat e përgjithësuara për të konstruktuar hapësirat e vargjeve. Por edhe
autorët Bilgin [5], Connor [23], Esi [24], Maddox [41],[42], Kolk [36], Ozturk dhe Bil-
gin [50], Pehlivan dhe Fisher [51], Ruckle [53], Braha e të tjerët, [9] dhe të tjerë,
kanë shfrytëzuar funksionet modulare për të konstruktuar hapësira të vargjeve.

Le të jetë A = (aik), një matricë e pafundme me numra kompleksë. Shënojmë
me Ax = (Ai(x)) nëse

Ai(x) =
∞∑
k=1

aikxk

konvergjon për çdo i.
Bilgin [5], ka gjeneralizuar konceptin e vargjeve të cilat konvergjojnë fortë dhe

janë lakunar dhe përmes tyre ka përkufizuar këtë hapësirë të re:

Nθ(A, f) =

x = (xi) : lim
r→∞

hr
−1 ∑

i∈Ir
f(|Ai(x)− s|) = 0, për ndonjë s

 .
Tani e tutje, vargu i funksioneve modulare të përcaktuara në F, do të shënohet me
anë të shprehjes f = (fi) ∈ F, për çdo i ∈ N, me vetinë

lim
l→0+

sup
i
fi(l) = 0.

Ne tani do të përkufizojmë një hapësirë të re të vargjeve duke shfrytëzuar funk-
sionet modulare dhe funskionin e Orlitz-it.

Nθ(A,F, u,∆m) =

x = (xi) : lim
r

1
hr

∑
i∈Ir

fi(|Ai(u∆mx)− se|) = 0, uniformisht sipas m

 ,
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dhe

N0
θ (A,F, u,∆m) =

x = (xi) : lim
r

1
hr

∑
i∈Ir

fi(|Ai(u∆mx)|) = 0, uniformisht sipas m

 ,
ku e = (1, 1, 1, · · · ), dhe

∆mxi = ∆m−1xi −∆m−1xi+1,

ndërsa
Ai(u∆mx) =

∞∑
k=1

aiku∆mxk.

Duke vënë fi = f për çdo i, hapësira e vargjeve e përkufizuar më lart do të marrë
trajtën:

Nθ(A,F, u,∆m) = Nθ(A, f, u,∆m).

Do të shënojmë me Nθ(A, f, u,∆m) = Nθ(A, u,∆m), për f(x) = x. Nëse x = (xi)
është varg i cili konvergjon (A, u,∆m)-në mënyrë të fortë dhe lakunare te numri s,
në lidhje me F, atëherë mund të shënojmë xi → s(Nθ(A,F, u,∆m)). Nëse A =
I, është një matricë njësi, shënojmë Nθ(F, u,∆m) dhe N0

θ (F, u,∆m), në vend të
Nθ(A,F, u,∆m) dhe N0

θ (A,F, u,∆m), në mënyrë respektive.
Si rast i veçantë, nëse merret m = 1 atëherë ne do të fitojmë klasën e hapësirës

së vargjeve të përkufizuara në [4],dhe nëse marrim m = 0, atëherë do të fitojmë
klasën e vargjeve të përkufizuara në [6]. Në rastin kur m = 1, u = Ix dhe fi = f, për
çdo i ∈ N, atëherë fitojmë hapësirën e vargjeve të përkufizuara në [5]. Nëse merret
se A = I, u = 1x, m = 1 dhe fi = f, për çdo i ∈ N, atëherë fitojmë hapësirën e
vargjeve të përkufizuara në [52].

Lemë 2.3.1. [13] Hapësirat e vargjeve Nθ(A,F, u,∆m) dhe N0
θ (A,F, u,∆m), janë

hapësira lineare.

Vërtetim. Do të provojmë këtë faktë vetëm për njërën nga to, sepse tjetra provohet
njësojë. Le të provojmë për Nθ(A,F, u,∆m). Le të jetë xi → s nga Nθ(A,F, u,∆m),
yi → t dhe a, b numra kompleksë të dhënë. Atëherë, ekzistojnë numrat ta dhe tb,
ashtu që |a| < ta dhe |b| < tb. Për këtë arsye duke marrë në konsiderim vetitë (2)
dhe (3) të funksioneve modulare fi, do të kemi:

hr
−1 ∑

i∈Ir
fi(|Ai(au∆mx+ bu∆my)− (ase+ bte)|) ≤

hr
−1 ∑

i∈Ir
(fi(a|Ai(u∆mx− se)|) + fi(b|Ai(u∆my)− te|)) ≤

tahr
−1 ∑

i∈Ir
fi(|Ai(u∆mx− se)|) + tbhr

−1 ∑
i∈Ir

fi(|Ai(u∆my)− te|).

Nga relacioni i fundit marrim se ax+ by → ase+ bte është në Nθ(A,F, u,∆m).

Tani shohim këtë rezultat:
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Lemë 2.3.2. [13] Hapësira e vargjeve Nθ(A,F, u,∆m) është e paranormuar (nuk do
me thënë se është totalisht e paranormuar) në lidhje me

g(x) = sup
r∈N

hr−1 ∑
i∈Ir

fi(|Ai(u∆mx)|)

 .
Vërtetim. Qartë shihet se g(0) = 0, dhe g(−x) = g(x). Në vijim tregojmë jo-
barazimin e trekëndëshit dhe vazhdueshmërinë e shumëzueshmërisë. Le të jenë
x, y ∈ N0

θ (A,F, u,∆m), duke u bazuar në vetitë e funksioneve modulare dhe defin-
imin e diferencës së përgjithësuar ∆m, do të përfitojmë relacionin:

sup
r∈N

hr−1 ∑
i∈Ir

fi(|Ai(u∆m(x+ y))|)

 ≤
sup
r∈N

hr−1 ∑
i∈Ir

fi(|Ai(u∆mx)|)

+ sup
r∈N

hr−1 ∑
i∈Ir

fi(|Ai(u∆my)|)

 =

g(x) + g(y).
Le të shohim tani vazhdueshmërinë e shumëzimit. Le të jetë λ ∈ C, një numër i

çfarëdoshëm kompleks. Nga përkufizimi i funksionit g(x), do të kemi:
g(λ · x)

= sup
r∈N

hr−1 ∑
i∈Ir

fi(|Ai(u∆mλx)|)


≤ sup

r∈N

hr−1 ∑
i∈Ir

fi(|λ| · |Ai(u∆mx)|)

 .
Duke marrë në konsiderim vetitë e funksioneve modulare dhe duke ditur faktin se
|λ| ≤ 1 + [|λ|], ku [x] përkufizon pjesën e plotë të x, kemi:
(2.3.1)

sup
r∈N

hr−1 ∑
i∈Ir

fi(|λ| · |Ai(u∆mx)|)

 ≤ sup
r∈N

hr−1(1 + [|λ|])
∑
i∈Ir

fi(|Ai(u∆mx)|)

 .
Tani dallojmë dy raste:
• Nëse |λ| < 1, atëherë nga relacioni (1) rrjedh:

g(λx) = sup
r∈N

hr−1 ∑
i∈Ir

fi(|Ai(u∆mλx)|)

 ≤ g(x) < ε,

për çdo r > N(ε).

• Për 1 < r < N(ε), duke marrë λ mjaft të vogël, përderisa fi janë të vazh-
dueshëm, do të kemi

sup
r∈N

hr−1 ∑
i∈Ir

fi(|Ai(u∆mλx)|)

 < ε.

Nga dy relacionet e fundit marrim se g(λx)→ 0, kur λ→ 0.
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2.3.1 Relacionet ndërmjet klasëve Nθ(A,F, u,∆m) dhe Nθ(A, u,∆m)
Këtu do të shohim relacionet përfshirëse në mes të klasëveNθ(A, u,∆m) dheNθ(A,F, u,∆m).

Teoremë 2.3.3. [13] Le të jetë A = (aij), një matricë e pafundme e numrave
kompleksë dhe f = (fi) varg i funksioneve modulare nga F. Nëse x = (xj) është varg
lakunar i cili konvergjon (A, u,∆m)-fortë te s, atëherë x = (xj) është varg lakunar i
cili konvergjon (A,F, u,∆m)-fortë te s në lidhje me F, kjo d.m.th. se,

Nθ(A, u,∆m) ⊂ Nθ(A,F, u,∆m).

Vërtetim. Le të jetë f = (fi) varg i funksioneve modulare nga familja F dhe marrim
supi fi(1) = K. Le të jetë x ∈ Nθ(A, u,∆m), 0 < ε < 1 dhe zgjedhim δ me vetinë që
0 < δ < 1 ashtu që fi(t) < ε për 0 ≤ t ≤ δ. Shënojmë me |Ai(u∆mx)− se| = ti dhe
konsiderojmë

hr
−1 ∑

i∈Ir
fi(|Ai(u∆mx)− se|) =

∑
1

+
∑

2
,

ku shuma e parë është marrë për ti ≤ δ, ndërsa shuma e dytë është marrë për ti > δ.
Nga përkufizimi i vargut të funksioneve modulare f, për shumën e parë është e qartë
se ∑1 ≤ ε, në vijim do të shohim rastin kur ti > δ. Duke u nisur nga fakti se

ti <
ti
δ
< 1 +

[
ti
δ

]
< 2 ·

[
ti
δ

]
,

ku [x] , shënonë pjesën e plotë të x.
Nga vetitë e funksioneve modulare marrim këtë vlerësim:

f(|Ai(u∆mx)− se|) ≤
(

1 +
[
|Ai(u∆mx)− se|

δ

])
f(1) ≤ 2 ·K · |Ai(u∆mx)− se|

δ
.

Nga relacioni i fundit marrim:

hr
−1 ∑

i∈Ir
fi(|Ai(u∆mx)− se|) =

∑
1

+
∑

2
< ε,

përkatësisht x ∈ Nθ(A,F, u,∆m).

Teoremë 2.3.4. [13] Le të jetë dhënë matrica e pafundme me numra kompleksë A =
(aik), dhe vargu i funksioneve modulare f = (fi), nga familja F. Nëse lim inf

i

fi(l)
l
> 0,

atëherë
Nθ (A, u,∆m) = Nθ (A,F, u,∆m) .

Vërtetim. Nëse lim inf
i

fi(l)
l

> 0, atëherë ekziston një numër β > 0 me vetinë që
fi(l) > βl, për çdo l > 0 dhe i ∈ N. Le të jetë x ∈ Nθ(A,F, u,∆m). Atëherë,

hr
−1 ∑

i∈Ir
fi(|Ai(u∆mx)− se|) ≥ hr

−1β
∑
i∈Ir

(|Ai(u∆mx)− se|),

prej nga rrjedh se x ∈ Nθ(A, u,∆m).
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Shembull 2.3.5. Tani japim këtë shembull i cili tregon përfshirjen

Nθ(A,F, u,∆m) 6= Nθ(A, u,∆),

në rastin kur β = 0. Le të konsiderojmë se A = I, fr = x
1
r+1 (r ≥ 1, x > 0) dhe

u = e. Definojmë

∆mxr =
{
hr , nëse i = ir për ndonjë r ≥ 1
0 në rastet tjera

Atëherë, kemi:

hr
−1 ∑

i∈Ir
fi(|Ai(u∆mx)|) = hr

−1fir (|hr|) = hr
−1hr

1
1+r → 0, r →∞

pra,
x ∈ N0

θ (A,F, u,∆m) ⊂ Nθ(A,F, u,∆m).

Në anën tjetër kemi

hr
−1 ∑

i∈Ir
(|Ai(u∆mx)|) = hr

−1hr = 1, r →∞.

Nga relacionet e fundit merret se vlen

x /∈ N0
θ (A, u,∆m) ⊂ Nθ(A, u,∆m).

2.3.2 Vargjet lakunare (A, u,∆m)-statistikisht konvergjente
Në këtë pjesë do të shohim relacionet ndërmjet klasës së vargjeve lakunare (A, u,∆m)-
statistikisht konvergjente dhe klasës së vargjeve lakunare (A, u,∆m)-fortë konvergjente,
në lidhje me vargun e funksioneve modulare.

Schoenberg [54], ka studiuar konvergjencën statistikore për metodat e shumuesh-
mërisë dhe ka provuar disa nga rezultatet e konvergjencave statistikore. Më tej Fridy
dhe Orhan [32], kanë futur konceptin e konvergjencës lakunare statistikore, si më
poshtë.

Përkufizim 2.3.1. Le të jetë θ një varg lakunar. Për vargun x = (xk) themi se
konvergjon në mënyrë lakunare statistikore te numri s, nëse për çdo ε > 0, të dhënë
plotësohet relacioni

lim
r→∞

1
hr
|{i ∈ Ir : |xr − s| ≥ ε}| = 0.

Bashkësinë e të gjitha vargjeve lakunare statistikisht konvergjente do ta shënojmë
me Sθ.

Kuptimi i konvergjencës lakunare A-statistikore është dhënë nga Bilgin, në [5].
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Përkufizim 2.3.2. Le të jetë dhënë matrica e pafundme A = (aik), me elemente
numra kompleksë. Për vargun x = (xk) themi se është lakunar dhe A-statistikisht
konvergjent te numri s, nëse për çdo ε > 0,

lim
r→∞

1
hr
|{i ∈ Ir : |Ai(x)− s| ≥ ε}| = 0.

Bashkësinë e të gjitha vargjeve lakunare, të cilat konvergjojnë në mënyrë matricore
sipas matricës A,-do ta shënojmë me Sθ(A).

Kuptimi i konvergjencës statistikore te vargjet lakunare, sipas matricës së shu-
mueshmërisë, (A, u,∆) është përkufizuar nga autorët Bataineh, Ahmad H. A.and
Al-O’dat, Naser A, në punimin [4], si vijon:

Përkufizim 2.3.3. Le të jetë A = (aik), një matricë e pafundme me elemente numra
kompleksë. Për vargun x = (xk), themi se është lakunar dhe (A, u,∆)-statistikisht
konvergjent te numri s, nëse për çdo ε > 0, plotësohet relacioni

lim
r→∞

1
hr
|{i ∈ Ir : |Ai(u∆x)− se| ≥ ε}| = 0.

Bashkësinë e të gjitha vargjeve lakunare të cilat janë (A, u,∆)-statistikisht kon-
vergjent, do ta shënojmë me Sθ(A, u,∆).

Tani do të japim një përkufizim, i cili përgjithëson përkufizimet e mësipërme:

Përkufizim 2.3.4. Le të jetë A = (aik) një matricë e pafundme me elemente numra
kompleksë. Për vargun x = (xk) themi se është lakunar dhe (A, u,∆m)-statistikisht
konvergjent te një numër s, nëse për çdo ε > 0, të dhënë, vlen relacioni

lim
r→∞

1
hr
|{i ∈ Ir : |Ai(u∆mx)− se| ≥ ε}| = 0,

uniformisht sipas m−së. Bashkësinë e të gjitha vargjeve të cilat janë lakunar dhe
(A, u,∆m)-statistikisht konvergjente, do ta shënojmë me Sθ(A, u,∆m).

Përkufizim 2.3.5. Le të jetë A = (aik), një matricë e pafundme me elemente numra
kompleksë. Për vargun x = (xk) themi se është lakunar dhe (A, u,∆m)-statistikisht
i Koshit, nëse për çdo ε > 0 të dhënë, gjendet një numër n0 = n(ε) ∈ N, ashtu që

lim
r→∞

1
hr
|{i ∈ Ir : |Ai(u∆mxn)− Ai(u∆mxn0)| ≥ ε}| = 0,

uniformisht sipas m−së. Bashkësinë e të gjitha vargjeve lakunare të cilat janë
(A, u,∆m)-statistikisht të Koshit, do ta shënojmë me Scθ(A, u,∆m).

Tani provojmë këto veti të këtyre vargjeve:

Teoremë 2.3.6. [13] Le të jetë f = (fi), një varg i funksioneve modulare nga F
dhe (fi) një varg i cili konvergjon sipas koordinatave. Atëherë,

Nθ(A,F, u,∆m) ⊂ Sθ(A, u,∆m),

atëherë dhe vetëm atëherë, kur limi fi(l) > 0, (l > 0).
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Vërtetim. Le të jetë x ∈ Nθ(A,F, u,∆m) dhe ε > 0. Nëse limi fi(l) > 0, atëherë
gjendet një numër C > 0, me vetinë që fi(ε) ≥ C, për çdo l > ε dhe i ∈ N. Le të
shënojmë me

σ1 = {i ∈ Ir : |A(u∆mx)− se| ≥ ε},

kemi

hr
−1 ∑

i∈Ir
fi(|Ai(u∆mx)− se|)

≥ hr
−1 ∑

i∈σ1

fi(|Ai(u∆mx)− se|)

≥ Chr
−1 |{i ∈ σ1 : |Ai(u∆mx)− se| ≥ ε}| ,

pra x ∈ Sθ(A, u,∆m).
Anasjelltas, le të supozojmë se limi fi(l) > 0 nuk plotësohet, atëherë gjendet

një numër t > 0 i tillë që të plotësohet relacioni limi fi(t) = 0. Tani mund të
zgjedhim vargun (hr) me vetinë që fi(t) < 2−r për çdo i > hr. Le të jetë A = I, dhe
përkufizojmë vargun si më poshtë

∆mxr =
{
t nëse hr−1 < t ≤ hr−1+hr

2
0 nëse hr−1+hr

2 < t ≤ hr

atëherë rrjedh se
x ∈ N0

θ (A,F, u,∆m) ⊂ Nθ(A,F, u,∆m),
mirëpo x /∈ Sθ(A, u,∆m).

Pohimi i radhës, do të na japë kushtet nën të cilat vlen përfshirja e anasjelltë.

Teoremë 2.3.7. [13] Le të jetë f = (fi), një varg i funksioneve modulare nga familja
F. Atëherë, vlen relacioni:

Sθ(A, u,∆m) ⊂ Nθ(A,F, u,∆m),

atëherë dhe vetëm atëherë, kur supl supi fi(l) <∞.

Vërtetim. Vërtetimi i pohimit është i ngjashëm me vërtetimin e Teoremës të dhënë
në punimin [4], për këtë arsye nuk po e japim këtu.

Tani do të shohim se konvergjenca e zakonshme ui∆xi → se, e implikon kon-
vergjencën

ui∆mxi → s(Nθ(A,F, u,∆m)).

Teoremë 2.3.8. Supozojmë se A, është një matricë regulare, limi inf qi > 1, dhe
supl supi fi(l) <∞. Atëherë, ui∆xi → se, implikon konvergjencën

ui∆mxi → s(Nθ(A,F, u,∆m)).

Vërtetim. Vërtetimi rrjedh direkt nga lema e dhënë në punimin ([31]) dhe Teoremës
2.3.7.
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Në vijim do të tregojmë konvergjencën statistikore sipas (A, u,∆m).

Teoremë 2.3.9. [13] Nëse vargu x = (xk) është i tillë që për të ekziston një varg
y = (yk), i cili konvergjon (A, u,∆m)-statistikisht dhe me vetinë që

Ai(u∆mxi) = Ai(u∆myi),

për pothuajse të gjithë i, atëherë x = (xn) është po ashtu varg konvergjent (A, u,∆m)
statistikisht.

Vërtetim. Le të marrim se Ai(u∆mxi) = Ai(u∆myi), për pothuajse të gjithë i−të
dhe yi → Sθ(A, u,∆m). Le të jete dhënë një ε > 0, atëherë për çdo r, kemi:

{i ∈ Ir : |Ai(u∆mx)− se| ≥ ε} ⊂

{i ∈ Ir : Ai(u∆mxi) 6= Ai(u∆myi)} ∪ {i ∈ Ir : |Ai(u∆mx)− se| ≤ ε}.

Përderisa yi → Sθ(A, u,∆m), termi i dytë në përfshirjen e mësipërme përmban
një numër të fundmë numrash të plotë, p.sh. le të themi se përmban i0− sish. Për
këtë arsye

lim
r→∞

1
hr
|{i ∈ Ir : |Ai(u∆mx)− se| ≥ ε}| ≤

lim
r→∞

1
hr
|{i ∈ Ir : Ai(u∆mxi) 6= Ai(u∆myi)|+ lim

r→∞

i0
hr

= 0.

Përkatësisht x = (xn) është (A, u,∆m) statistikisht konvergjent.

Teoremë 2.3.10. [13] Nëse x = (xk) është një varg i cili konvergjon (A, u,∆m)-
statistikisht, atëherë x = (xk) është (A, u,∆m)-statistikisht i Koshit.

Vërtetim. Vërtetimi i pohimit merret drejtëpërdrejt nga përkufizimi 2.3.5 dhe për
këtë arsye nuk do ta shënojmë.

Teoremë 2.3.11. [13] Le të jetë M, një funksion modular dhe le të jetë lim inf qr >
1. Nëse x = (xn) është varg lakunar i cili konvergjon te numri s në mënyrë (A, u,∆m)−
statistikore, atëherë për çdo ε > 0, plotësohet relacioni i mëposhtëm:

lim
r

1
hr
|{k ∈ Ir : M (|Ai(u∆mx)− se|) ≥ ε}| = 0.

Vërtetim. Le të supozojmë se lim inf qr > 1, atëherë gjendet një δ > 0 me vetinë që
qr ≥ 1 + δ, për numra mjaft të mëdhenjë r, prej nga merret se

hr
kr
≥ δ

δ + 1 .

Nëse x = (xn) është nje varg i cili konvergjon te numri s, në mënyrë lakunare dhe
(A, u,∆m)− statistikisht, atëherë për çdo ε > 0 dhe për numrin r, mjaft të madhë,
kemi

1
kr
|{k ≤ kr : M (|Ai(u∆mx)− se|) ≥ ε}| ≥
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1
kr
|{k ∈ Ir : M (|Ai(u∆mx)− se|) ≥ ε}| ≥

δ

1 + δ

1
hr
|{k ∈ Ir : M (|Ai(u∆mx)− se|) ≥ ε}|.

Nga ana tjetër, nga fakti se M plotëson kushtet M(x) ≤ 2M(1)δ−1x, për çdo
x ≥ δ dhe 0 < δ < 1(shihe [52]), atëherë do të përfitojmë

(2.3.2) M (|Ai(u∆mx)− se|) ≤ K · |Ai(u∆mx)− se| ,

për ndonjë konstante K > 0, në të dy raste kur

|Ai(u∆mx)− se| ≤ 1 dhe |Ai(u∆mx)− se| ≥ 1.

Në rastin e parë, ajo rrjedh drejtpërdrejtë, nga përkufizimi i funksionit modular.
Në rastin e dytë kemi këtë:

|Ai(u∆mx)− se| = 2 · L(1) = 22 · L(2) = · · · = 2s · L(s),

ashtu që L(s) ≤ 1. Duke marrë parasysh dy relacionet e fundit, do të fitojmë:

(2.3.3) M (|Ai(u∆mx)− se|) ≤ T · L(s) ·M(1) = K · |Ai(u∆mx)− se| ,

ku T dhe K, janë konstante. Tani vërtetimi i teoremës merret nga relacionet 2.3.2
dhe 2.3.3.

2.3.3 Vargjet e përkufizuara sipas Cesáro’s-(A, u,∆m)
Në këtë pjesë do të shohim hapësirën e vargjeve të ndërtuara me anë të shumuesh-
mërisë sipas Cesáros.

Le të shënojmë me

N c(A,F, u,∆m) =
{
x = (xi) : lim

n→∞

1
n+ 1

n∑
i=1

fi(|Ai(u∆mx)− se|) = 0, për ndonjë s

}
,

dhe N c0(A,F, u,∆m), ku s = 0. Gjithashtu

N c
θ (A,F, u,∆m) =

x = (xi) : lim
r→∞

1
hr

∑
i∈Ir

fi(|Ai(u∆mx)− se|) = 0, për ndonjë s

 ,
dhe N c0

θ (A,F, u,∆m), në rastin kur s = 0.
Vërtetimi i teoremës është i ngjashëm me vërtetimin e teoremave 5.1 dhe 5.2, të

dhëna në punimin [8]. Për këtë arsye këtu nuk do ta japim.

Teoremë 2.3.12. [13] Le të jetë M, një funksion modular. Atëherë,

1. Nëse lim inf qr > 1, atëherë N c(A,F, u,∆m) ⊂ N c
θ (A,F, u,∆m)
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2. Nëse lim sup qr <∞, atëherë N c
θ (A,F, u,∆m) ⊂ N c(A,F, u,∆m)

3. Nëse 1 < lim inf qr < lim sup qr <∞, atëherë N c(A,F, u,∆m) = N c
θ (A,F, u,∆m)

Teoremë 2.3.13. [13] Le të jetë M, një funksion modular. Atëherë,

1. Nëse lim inf qr > 1, atëherë N c0(A,F, u,∆m) ⊂ N c0
θ (A,F, u,∆m)

2. Nëse lim sup qr <∞, atëherë N c0
θ (A,F, u,∆m) ⊂ N c0(A,F, u,∆m)

3. Nëse 1 < lim inf qr < lim sup qr <∞, atëherë N c0(A,F, u,∆m) = N c0
θ (A,F, u,∆m)
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Kapitulli 3

Teoremat e Korovkin-it dhe
Voronoj-it

3.1 Teorema e dytë e Korovkin-it për
Λ2−shumueshmëritë statistikore

Themi se vargu (xn) është Λ2− i shumueshëm te L nëse limn Λ2 = L.

Përkufizim 3.1.1. Themi se vargu (xn) është statistikisht i shumueshëm te L me
metodën me peshë të përkufizuar me anë të vargut Λ2, nëse st− limn Λ2 = L.

Shënojmë me Λ2(st) bashkësinë e të gjitha vargjeve të cilat konvergjojnë statis-
tikisht përmes shumueshmërisë Λ2.

Me F (R) do të shënojmë hapësirën lineare të të gjitha funksioneve me vlera reale
të definuara në R, ndërsa me C(R) do të shënojmë hapësirën e të gjitha funksioneve
të kufizuara dhe të vazhdueshme në R. Është e njohur se C(R) është hapësirë e
Banach-ut në lidhje me normën

||f ||∞ = sup
x∈R
|f(x)|, f ∈ C(R).

Hapësirën e të gjitha funksioneve periodike me periodë 2π dhe të vazhdueshme,
do ta shënojmë me C2π(R), e cila po ashtu është hapësirë e Banach-ut me normën
e përkufizuar me

||f ||2π = sup
x∈R
|f(x)|.

Teoremë 3.1.1. [39] Le të jetë (Tn), një varg i operatorëve pozitivë të definuar nga
C2π(R) në C2π(R). Atëherë,

(3.1.1) Λ2(st)- lim
n→∞

||Tn(f, x)− f(x)||2π = 0 për çdof ∈ C2π(R)

atëherë dhe vetëm atëherë

(3.1.2) Λ2(st)- lim
n→∞

||Tn(fi, x)− fi(x)||2π = 0, i = 0, 1, 2,

ku f0(x) = 1, f1(x) = cos x dhe f2(x) = sin x.
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Vërtetim. Le të konsiderojmë se relacioni (3.1.1) është i vërtetë për çdo f ∈ C2π(R).
Atëherë, është i vërtetë edhe në rastin e veçantë për test funksionet: f(x) = 1, f(x) =
cosx dhe f(x) = sin x, dhe relacioni (3.1.2) vlen. Tani duhet të provojmë të
kundërtën. Le të supozojmë se relacioni (3.1.2) është i vërtetë dhe do të provo-
jmë se (3.1.1) vlen gjithashtu. Le të jetë I = (a, a + 2π] një nëninterval i gjatësisë
2π nga R. Le të fiksojmë x ∈ I. Nga konditat e dhëna për funksionin f(x), vlen:

(3.1.3) (∀ε > 0)(∃δ(ε) > 0)→ |f(t)− f(x)| < ε,

për çdo t, gjithsaherë që |t − x| < δ. Nëse |t − x| ≥ δ. Le të konsiderojmë se
t ∈ (x+ δ, 2π + x+ δ], atëherë kemi:

(3.1.4) |f(t)− f(x)| ≤ 2||f ||2π ≤
2||f ||2π
sin2 δ

2
ψ(t)

ku ψ(t) = sin2
(
t−x

2

)
. Nga relacionet (3.1.3) dhe (3.1.4) për ndonjë x ∈ I të fiksuar

dhe për çdo t fitojmë:

(3.1.5) |f(t)− f(x)| ≤ 2||f ||2π
sin2 δ

2
ψ(t) + ε.

Respektivisht,

−ε− 2||f ||2π
sin2 δ

2
ψ(t) < f(t)− f(x) < 2||f ||2π

sin2 δ
2
ψ(t) + ε.

Duke aplikuar operatorin Tn(1, x) në këtë jobarazim, marrim:

Tk(1, x)
(
−ε− 2||f ||2π

sin2 δ
2
ψ(t)

)
< Tk(1, x) (f(t)− f(x)) < Tk(1, x)

(
2||f ||2π
sin2 δ

2
ψ(t) + ε

)
.

Meqë vlera e x është fikse, kjo d.m.th. se f(x) është konstant dhe relacioni i
mësipërm merrë trajtën:
(3.1.6)

−εTk(1, x)−2||f ||2π
sin2 δ

2
Tk(ψ(t), x) < Tk(f, x)−f(x)Tk(1, x) < 2||f ||2π

sin2 δ
2
Tk(ψ(t), x)+εTk(1, x).

Nga ana tjetër

(3.1.7) Tk(f, x)− f(x) = Tk(f, x)− f(x)Tk(1, x) + f(x)[Tk(1, x)− 1].

Nga relacionet (3.1.6) dhe (3.1.7) merret:

(3.1.8) Tk(f, x)− f(x) < 2||f ||2π
sin2 δ

2
Tk(ψ(t), x) + εTk(1, x) + f(x)[Tk(1, x)− 1].

Le të vlerësojmë tani shprehjen:

Tk(ψ(t), x) = Tk

(
sin2

(
t− x

2

)
, x
)

= Tk

(1
2(1− cos t cosx− sin t sin x), x

)
= 1

2 {Tk(1, x)− cosxTk(cos t, x)− sin xTk(sin t, x)}

= 1
2 {[Tk(1, x)− 1]− cosx[Tk(cos t, x)− cosx]− sin x[Tk(sin t, x)− sin x]}
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Nga relacioni i fundit dhe (3.1.8), marrim

Tk(f, x)− f(x) <
2||f ||2π
sin2 δ

2

1
2

{
[Tk(1, x)− 1]− cosx[Tk(cos t, x)− cosx]

− sin x[Tk(sin t, x)− sin x]
}

+ εTk(1, x) + f(x)[Tk(1, x)− 1]

= ε+ ε[Tk(1, x)− 1] + f(x)[Tk(1, x)− 1] + 2||f ||2π
sin2 δ

2

1
2

{
[Tk(1, x)− 1]

− cosx[Tk(cos t, x)− cosx]− sin x[Tk(sin t, x)− sin x]
}
.

Për këtë shkakë,

|Tk(f, x)− f(x)| ≤ ε+
(
ε+ |f(x)|+ 2||f ||2π

sin2 δ
2

)
|Tk(1, x)− 1|

+ 2||f ||2π
sin2 δ

2

{
| cosx| · |Tk(cos t, x)− cosx|

+ | sin x| · |Tk(sin t, x)− sin x|
}

≤ ε+
(
ε+ |f(x)|+ 2||f ||2π

sin2 δ
2

)
|Tk(1, x)− 1|

+ 2||f ||2π
sin2 δ

2

{
|Tk(cos t, x)− cosx|+ |Tk(sin t, x)− sin x|

}
.

Duke marrë supx∈I në relacionin e sipërm, fitojmë:

||Tk(f, x)− f(x)||2π ≤ ε+K
(
||Tk(1, x)− 1||2π + ||Tk(cos t, x)− cosx||2π

+ ||Tk(sin t, x)− sin x||2π
)
,

ku
K = max

{
ε+ ||f ||2π + 2||f ||2π

sin2 δ
2
,
2||f ||2π
sin2 δ

2

}
.

Zëvendësojmë Tk(., x) me

Λ2(., x) = 1
λn − λn−1

n∑
k=0

(λkTk(., x)− 2λk−1Tk−1(., x) + λk−2Tk−2(., x))

në të dy anët e relacionit më sipër. Për r > 0 të dhënë, mund të zgjedhet ε1 i tillë
që ε1 < r. Tani definojmë këto bashkësi:

D =
{
k ≤ N : ||Λ2(f, x)− f(x)||2π ≥ r

}
,

Di =
{
k ≤ N : ||Λ2(fi, x)− fi(x)||2π ≥

r − ε1
3K

}
, i = 0, 1, 2.
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Atëherë, D ⊂ ∪2
i=0Di dhe për densitetin e tyre plotësohet relacioni:

δ(D) ≤ δ(D0) + δ(D1) + δ(D2).

Përfundimisht, nga relacioni (3.1.2) dhe ai më lart merret:

Λ2(st)- lim
n
||Λ2(f, x)− f(x)||2π = 0,

me çka u vërtetua teorema.

Vërejtje 3.1.1. [39] Nëse merret λn = n2, atëherë teorema e jonë 3.1.1 reduktohet në
Teoremën 2.1 nga [45].

3.1.1 Shkalla e konvergjencës
sipas Λ2− konvergjencës statistikore

Në këtë pjesë do të shqyrtojmë shkallën e Λ2− statistikisht konvergjencës për oper-
atorët pozitivë linear nga hapësira C2π(R).

Përkufizim 3.1.2. Le të jetë (an) varg i numrave pozitivë, jo-zvogëlues. Themi
se vargu x = (xn) është Λ2− statistikisht konvergjent te numri L, me shkallë të
konvergjencës o(an), nëse për çdo ε > 0,

lim
n

1
an
|{m ≤ n : |Tm − L| ≥ ε}| = 0.

Simbolikisht shënojmë

xn − L = Λ2(st)− o(an).

Lemë 3.1.2. [39] Le të jenë (an) dhe (bn) dy vargje të numrave pozitivë dhe jo-
zvogëlues, dhe le të jenë po ashtu x = (xn) dhe y = (yn) dy vargje të tilla që

xn − L1 = Λ2(st)− o(an) dhe yn − L2 = Λ2(st)− o(bn).

Atëherë,

1. α(xn − L) = Λ2(st)− o(an), për çdo numër të dhënë α,

2. (xn − L1)± (yn − L2) = Λ2(st)− o(cn),

3. (xn − L1)(yn − L2) = Λ2(st)− o(anbn),

ku cn = max {an, bn}.
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Tani do të marrim kuptimin e modulit të vazhdueshmërisë.
Moduli i vazhdueshmërisë për funksionin f(x) ∈ C2π(R), jepet me anë të rela-

cionit:
ω(f, δ) = sup

|h|<δ
|f(x+ h)− f(x)|.

Dihet se për çdo vlerë të shprehjes |x− y|, vlen([56]):

(3.1.9) |f(x)− f(y)| ≤ ω(f, δ)
(
|x− y|

2 + 1
)
.

Vlen ky pohim:

Teoremë 3.1.3. [39] Le të jetë (Tn), një varg i operatorëve linear pozitivë nga
C2π(R) në C2π(R). Supozojmë se

1. ||Tn(1, x)− 1||2π = Λ2(st)− o(an),

2. ω(f, λk) = Λ2(st)− o(bn), ku

λn =
√
Tn(φx, x) dheφx(y) = (y − x)2.

Atëherë, për çdo f ∈ C2π(R), vlen:

||Tn(f, x)− f(x)||2π = Λ2(st)− o(cn),

ku cn = max {an, bn}.

Vërtetim. Le të jetë f ∈ C2π(R) dhe x ∈ [−π, π]. Nga relacioni (3.1.7) dhe (3.1.9)
merret ky vlerësim:

|Tn(f, x)− f(x)| ≤ |Tn(|f(y)− f(x)|, x)|+ |f(x)| · |Tn(1, x)− 1|

≤ Tn

(
|x− y|
δ

+ 1, x
)
ω(f, δ) + |f(x)| · |Tn(1, x)− 1|

(Joba. i Cauchy-Schwartz) ≤ 1
δ

(Tn((x− y)2, x)) 1
2 (Tn(1, x)) 1

2ω(f, δ) + |f(x)| · |Tn(1, x)− 1|.

Duke vënë
δ = λn =

√
Tn(φx, x)

në relacionin e fundit, atëherë kemi:

||Tn(f, x)− f(x)||2π
≤ ||f ||2π||Tn(1, x)− 1||2π + 2ω(f, λn) + ω(f, λn)||Tn(1, x)− 1||2π + ω(f, λn)

√
||Tn(1, x)− 1||2π

≤ C
{
||Tn(1, x)− 1||2π + ω(f, λn) + ω(f, λn)||Tn(1, x)− 1||2π + ω(f, λn)

√
||Tn(1, x)− 1||2π

}
,

ku
C = max

{
||f ||2π, 2

}
.
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Duke zëvendësuar Tk(., x) me

Λ2(., x) = 1
λn − λn−1

n∑
k=0

(λkTk(., x)− 2λk−1Tk−1(., x) + λk−2Tk−2(., x)),

merret

||Λ2(f, x)− f(x)||2π ≤ C
{
||Λ2(1, x)− 1||2π + ω(f, λn) + ω(f, λn)||Λ2(1, x)− 1||2π

}
.

Tani vërtetimi i pohimit merret nga relacionet 1. dhe 2.

Në shembullin e mëposhtëm tregojmë se Teorema 3.1.1 është më e fortë se sa
Teorema 1.5.4.

Shembull 3.1.4. Për çdo n ∈ N, shënojmë me Sn(f) shumën e pjesshme të n−të,
të serisë Fourier për funksionin f , d.m.th

Sn(f) = a0

2 +
n∑
k=1

ak cos kx+ bk sin kx.

Le të konsiderojmë këtë shprehje:

Λ2(f, x) = 1
λn − λn−1

n∑
k=0

(λk − 2λk−1 + λk−2)Sk(f).

Dimë se limn→∞ Λ2(f, x) = f (shihe [7]), dhe shënojmë me Ln : C2π(R) → C2π(R)
të përkufizuar me anë të:

Ln(f, x) = (1 + xn)Λ2(f, x)

ku (xn) është i përkufizuar me:

(3.1.10) xn :=


1, (n teke)

−1, (n çift).

Pas disa njehësimeve merret se:

Λ2(1, x) = 1,

Λ2(cos t, x) = cos x,
Λ2(sin t, x) = sin x.

Shohim se konditat (3.1.2) plotësohen dhe nga Teorema 3.1.1 merret se

Λ2(st)- lim
n
||Ln(f, x)− f ||2π = 0,

mirëpo, Teorema 1.5.4 nuk plotësohet.

Vërejtje 3.1.2. [39] Bazuar në shembullin e mësipërm dhe vërejtjen 3.1.1, shohim se
teorema 3.1.1 në punimin tonë është më e fortë edhe se sa Theorem 2.1 e dhënë nga
autorët [45].
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3.1.2 Teorema e parë e Korovkin-it dhe Voronoj-it sipas
Λ2− konvergjencës statistikore

Në këtë pjesë do të bëjmë zgjerimin e rezultateve të dhëna nga autorët Boyanov
dhe të tjerët në punimin ([2]), duke shfrytëzuar kuptimin e shumueshmërisë Λ2− të
përkufizuar më lart.

Le të jetë C(I), hapësira e Banachut e të gjitha funksioneve dydimensionale të
vazhdueshme në I = [0,∞),me normën ||.||∞, të tilla që limx→∞ f(x) është i fundmë.
Le të supozojmë se Bn : C(I)→ C(I). Shënojmë me Bn(f ;x) për Bn(f(s);x).

Teoremë 3.1.5. [11] Le të jetë (Bk), një varg i operatorëve linear pozitivë nga C(I)
në C(I). Atëherë, për çdo f ∈ C(I)

(3.1.11) Λ2(st)− lim
n
||Bk(f ;x)− f(x)||∞ = 0

atëherë dhe vetëm atëherë, nëse vlen

(3.1.12) Λ2(st)− lim
n
||Bk(f ;x)− 1||∞ = 0,

(3.1.13) Λ2(st)− lim
n
||Bk(f ;x)− e−x||∞ = 0,

(3.1.14) Λ2(st)− lim
n
||Bk(f ;x)− e−2x||∞ = 0.

Vërtetim. Le të supozojmë se relacioni (3.1.11) është i vërtet, përderisa funksionet
1, e−x, e−2x janë të vazhdueshëm, atëherë relacionet (3.1.12), (3.1.13) dhe (3.1.14)
rrjedhin drejtpërdrejt nga relacioni (3.1.11). Tani do të provojmë të anasjelltën, se
relacionet (3.1.12-3.1.14) janë të vërteta dhe duhet treguarë se vlen edhe relacioni
(3.1.11). Le të jetë f ∈ C(I). Atëherë, gjendet një konstante K > 0 e tillë që
|f(x)| ≤ K për çdo x ∈ (I). Prej nga merret se

(3.1.15) |f(t)− f(x)| ≤ 2K, x ∈ I.

Për çdo ε > 0, gjendet një δ > 0 ashtu që

(3.1.16) |f(t)− f(x)| ≤ ε

gjithsaherë që |e−t − e−x| < δ, për çdo x ∈ (I). Le të shënojmë me ψ ≡ ψ(t, x) =
(e−t − e−x)2. Nëse |t− x| ≥ δ, atëherë merret:

(3.1.17) |f(t)− f(x)| ≤ 2K
δ2 ψ(t, x).

Tani nga relacionet (3.1.15)-(3.1.17) do të kemi

|f(t)− f(x)| < ε+ 2K
δ2 ψ(t, x).
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Respektivisht,

−ε− 2K
δ2 ψ(t, x) < f(t)− f(x) < 2K

δ2 ψ(t, x) + ε.

Duke zbatuar operatorin Bk(1, x) në jobarazimin e fundit, meqë Bk(1, x) është mono-
ton dhe linear, do të kemi:

Bk(1, x)
(
−ε− 2K

δ2 ψ
)
< Bk(1, x) (f(t)− f(x)) < Bk(1, x)

(2K
δ2 ψ + ε

)
⇒

(3.1.18)
−εBk(1, x)− 2K

δ2 Bk(ψ(t), x) < Bk(f, x)−f(x)Bk(1, x) < 2K
δ2 Bk(ψ(t), x)+εBk(1, x).

Nga ana tjetër

(3.1.19) Bk(f, x)− f(x) = Bk(f, x)− f(x)Bk(1, x) + f(x)[Bk(1, x)− 1].

Nga relacionet (3.1.18) dhe (3.1.19) vlen:

(3.1.20) Bk(f, x)− f(x) < 2K
δ2 Bk(ψ(t), x) + εBk(1, x) + f(x)[Bk(1, x)− 1].

Tani vlerësojmë shprehjen:

Bk(ψ(t), x) = Bk((e−x − e−t)2, x) = Bk((e−2x − 2e−xe−t + e−2t), x)
= e−2xBk(1, x)− 2e−xBk(e−t, x) +Bk(e−2t, x)

Nga relacioni i fundit dhe ai (3.1.20), marrim

Bk(f, x)− f(x) < 2K
δ2

{
e−2x[Bk(1, x)− 1]− 2e−x[Bk(e−t, x)− e−x]

+[Bk(e−2t, x)− e−2x]
}

+ εBk(1, x) + f(x)[Bk(1, x)− 1]

= ε+ ε[Bk(1, x)− 1] + f(x)[Bk(1, x)− 1] +
2K
δ2

{
e−2x[Bk(1, x)− 1]− 2e−x[Bk(e−t, x)− e−x]

+[Bk(e−2t, x)− e−2x]
}
.

Për këtë arsye,

|Bk(f, x)− f(x)| ≤ ε+
(
ε+K + 2K

δ2

)
|Bk(1, x)− 1|

+ 4K
δ2 |Bk(e−t, x)− e−x|

+ 2K
δ2 |Bk(e−2t, x)− e−2x|.
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Duke marrë supremumin e shprehjes së mësipërme, supx∈I vlen:

||Bk(f, x)− f(x)||C(I) ≤ ε+M
(
||Bk(1, x)− 1||C(I) + ||Bk(e−t, x)− e−x||C(I)

+ ||Bk(e−2t, x)− e−2x||C(I)

)
,

ku
M = max

{
ε+K + 2K

δ2 ,
4K
δ2

}
.

Duke zëvendësuar Bk(., x) me

Λ2 = 1
λn − λn−1

n∑
k=0

(λkB(., x)− 2λk−1B(., x) + λk−2B(., x))

në jobarazinë e mësipërme në të dy anët. Për r > 0 të dhënë, zgjedhim një ε1 të
tillë që ε1 < r. Tani përkufizojmë këto bashkësi:

D =
{
k ≤ N : ||Λ2(f, x)− f(x)||C(I) ≥ r

}
,

Di =
{
k ≤ N : ||Λ2(fi, x)− fi(x)||C(I) ≥

r − ε1
3K

}
, i = 0, 1, 2.

atëherë D ⊂ ∪2
i=0Di dhe për densitetin natyrorë të tyre kemi këtë vlerësim:

δ(D) ≤ δ(D0) + δ(D1) + δ(D2).

Në fund, nga relacionet (3.1.12)-(3.1.14) dhe vlerësimet e fundit merret se:

Λ2(st)− lim
n
||Λ2(f ;x)− f(x)||∞ = 0,

dhe me këtë përfundon vërtetimi i teoremës.

Teorema e mësipërme është e vërtet edhe për test funksionet fi(x) = xi, për
i ∈ {0, 1, 2}.
Vërejtje 3.1.3. [11] Le të jetë (Bk), varg operatorësh linear dhe pozitivë nga C(I) në
C(I). Atëherë, për çdo f ∈ C(I)

(3.1.21) Λ2(st)− lim
n
||Bk(f ;x)− f(x)||∞ = 0

atëherë dhe vetëm atëherë kur

(3.1.22) Λ2(st)− lim
n
||Bk(f ;x)− 1||∞ = 0,

(3.1.23) Λ2(st)− lim
n
||Bk(f ;x)− x||∞ = 0,

(3.1.24) Λ2(st)− lim
n
||Bk(f ;x)− x2||∞ = 0.
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Në vijim japim një shembull përmes të cilit tregohet se teorema jonë 3.1.5, është
më e përgjithësuar se sa ajo e dhënë në punimin [2].

Shembull 3.1.6. Do ta ndërtojmë shembullin përmes operatorëve të Baskakovit, si
në vijim

Vn(f, x) =
∞∑
k=0

f

(
k

n

)(
n+ k − 1

k

)
xk · (1 + x)−(n+k),

ku x ∈ [0,∞), (see [59]). Le të jetë Ln : C(I)→ C(I) i përkufizuar si më poshtë:

Ln(f, x) = (1 + xn)Vn(f, x),

ku x = (xn) është i përkufizuar në shembullin 3.1.4. Vlen të theksohet se ky varg
është statistikisht i shumueshëm Λ2 te 0, mirëpo nuk është konvergjent e as statis-
tikisht konvergjent. Kemi këtë vlerësim:

Ln(1, x) = 1,

Ln(e−s, x) = (1 + x− xe−
1
n )−n,

Ln(e−2s, x) = (1 + x− xe−
2
n )−n.

Ku nga teorema 3.1.5 rrjedh se

Λ2(st)− lim
n
||Ln(f ;x)− f(x)||∞ = 0.

Nga vlerësimet e mësipërme merret se vargu i operatorëve Ln nuk i plotëson konditat
e teoremës së dhënë nga autorët Boyanov dhe Veselinov(shihe [2]). Pra teorema e
jonë është më e fort se sa ajo e Boyanov dhe Veselinov(shihe [2]).

3.1.3 Shkalla e konvergjencës
Në këtë pjesë do të shohim shkallën e konvergjencës së vargut të operatorëve pozitivë
linear përmes konvergjencës Λ2 të përkufizuar në segmentin C[a, b]. Fillojmë me këtë
përkufizim.

Përkufizim 3.1.3. Le të jetë (an) një varg i numrave pozitivë, jozvogëlues. Themi
se vargu x = (xn) është Λ2−statistikisht konvergjent te numri L me shkallë të
konvergjencës o(an), nëse për çdo ε > 0,

lim
n→∞

1
an(λn − λn−1) |{k ≤ λn − λn−1 : |(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L| ≥ ε}| = 0.

Në këtë rast shënojmë
xk − L = stΛ2 − o(an).

Lemë 3.1.7. [11] Le të jenë (an) dhe (bn) dy vargje të numrave pozitivë jozvogëlues.
Le të jenë po ashtu edhe x = (xn) dhe y = (yn) dy vargje të tilla që

xn − L1 = stΛ2 − o(an) dhe yn − L2 = stΛ2 − o(bn).

Atëherë,
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1. (xn − L1)± (yn − L2) = stΛ2 − o(cn),

2. α(xn − L) = stΛ2 − o(an), për çdo numër të dhënë α,

3. (xn − L1)(yn − L2) = stΛ2 − o(anbn),

ku cn = max {an, bn}.

Vërtetim. Mjafton të tregohet vetëm relacioni i parë sepse dy relacionet tjera merren
në mënyrë analoge. Për çdo ε > 0, le të shënojmë me

A1 = {k ≤ λn − λn−1 : |(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2) +
(λkyk − 2λk−1yk−1 + λk−2yk−2)− (L1 + L2)| ≥ ε},

A2 =
{
k ≤ λn − λn−1 : |(λkxk − 2λk−1xk−1 + λk−2xk−2)− L1| ≥

ε

2

}
,

A3 =
{
k ≤ λn − λn−1 : |(λkyk − 2λk−1yk−1 + λk−2yk−2)− L2| ≥

ε

2

}
.

Atëherë, shihet se A1 ⊂ A2 ∪ A3. Aqë më tepër, nga

cn = max {an, bn},

marrim:

(3.1.25) |A1|
(λn − λn−1) · cn

≤ |A2|
(λn − λn−1) · an

+ |A2|
(λn − λn−1) · bn

.

Duke vepruarë me limit në të dy anët e relacionit të mësipërm kur n→∞ ((3.1.25))
dhe duke u bazuar në supozimet e bëra, do të marrim

lim
n→∞

|A1|
(λn − λn−1) · cn

= 0,

me çka është provuar teorema.

Vlen pohimi i mëposhtëm

Teoremë 3.1.8. [11] Le të jetë (Bn), një varg i operatorëve linear pozitivë të përku-
fizuar nga C[a, b] në C[a, b]. Supozojmë gjithashtu se

1. ||Bn(1, x)− 1||∞ = stΛ2 − o(an),

2. ω(f, λn) = stΛ2 − o(bn), ku λn =
√
Bn(ψ, x) dhe ψ ≡ ψ(t, x) = (e−t − e−x)2.

Atëherë, për çdo f ∈ C[a, b] dhe x ∈ [a, b], vlen:

||Bn(f, x)− f(x)||∞ = stΛ2 − o(cn),

ku cn = max {an, bn}.
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Vërtetim. Le të jetë f ∈ C[a, b] dhe x ∈ [a, b]. Nga relacionet (3.1.19) dhe (3.1.9)
merret vlerësimi:

|Bn(f, x)− f(x)| ≤ |Bn(|f(y)− f(x)|, x)|+ |f(x)| · |Bn(1, x)− 1|

≤ Bn

(
|x− y|
δ

+ 1, x
)
ω(f, δ) + |f(x)| · |Bn(1, x)− 1|

≤ Bn

(
1 + M

δ
(e−t − e−x)2, x

)
ω(f, δ) + |f(x)| · |Bn(1, x)− 1|

≤
(
Bn(1, x) + M

δ
Bn(ψ, x)

)
ω(f, δ) + |f(x)| · |Bn(1, x)− 1|.

Duke vënë
δ = λn

2

M
= Bn(ψ, x)

M
,

në relacionin e fundit do të kemi:

||Bn(f, x)− f(x)||∞
≤ ||f ||∞||Bn(1, x)− 1||∞ + ω(f, λn)
+ ω(f, λn)||Bn(1, x)− 1||∞
≤ C {||Bn(1, x)− 1||∞ + ω(f, λn) + ω(f, λn)||Bn(1, x)− 1||∞} ,

ku
C = max

{
||f ||∞, 1

}
.

Tani duke zëvendësuar Bk(., x) me

Λ2 = 1
λn − λn−1

n∑
k=0

(λkBk(., x)− 2λk−1Bk−1(., x) + λk−2Bk−2(., x)),

merret

||Λ2(f, x)− f(x)||∞ ≤ C
{
||Λ2(1, x)− 1||∞ + ω(f, λn) + ω(f, λn)||Λ2(1, x)− 1||∞

}
.

Tani vërtetimi merret nga relacionet 1.,2. dhe Lemma 3.1.7.

3.1.4 Teorema e Voronoj-it
Në këtë pjesë ne do të shohim operatorët pozitivë Ln, të përkufizuar në shembullin
3.1.6 dhe do të tregojmë se këta operatorë plotësojnë një formë të teoremës së
Voronoj-it, në lidhje me shumueshmërinë Λ2(st). Së pari do të tregojmë këtë Lemë.
Forma bazike e këtij pohimi është dhënë në [58].

Lemë 3.1.9. [11] Për x ∈ [0, 1], Φ(y) = y − x atëherë

n2Ln(Φ4) ∼ 3x2(1 + x)2(Λ2(st)) në [0, 1].
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Vërtetim. Pas disa njehsimeve ne marrim se vlen:

n2Ln(Φ4) = n2(1 + xn)
[

3x2(1 + x)2

n2 + x(1 + x)(6x2 + 6x+ 1)
n3

]
.

Prej nga merret se ∣∣∣n2Ln(Φ4)− 3x2(1 + x)2
∣∣∣ =∣∣∣∣∣(1 + xn)3x2(1 + x)2 + (1 + xn)x(1 + x)(6x2 + 6x+ 1)

n
− 3x2(1 + x)2

∣∣∣∣∣ ≤
3x2(1 + x)2|(1 + xn)− 1|+

∣∣∣∣∣(1 + xn)x(1 + x)(6x2 + 6x+ 1)
n

∣∣∣∣∣→ 0(Λ2(st)),

në [0, 1]. Me çka është vërtetuar Lema.

Tani do të formulojmë teoremën e Voronoj-it për operatorët Ln, të përkufizuar
në shembullin 3.1.6.

Teoremë 3.1.10. [11] Për çdo f ∈ C[0, 1] të tillë që f ′ , f ′′ ∈ C[0, 1], atëherë

n (Ln(f)− f) ∼ 1
2(x+ x2)f ′′(x)(Λ2(st))

në [0, 1].

Vërtetim. Le të supozojmë se f ′ , f ′′ ∈ C[0, 1] dhe x ∈ [0, 1]. Përkufizojmë

ψx(y) =

 f(y)−f(x)−(y−x)f ′ (x)− 1
2 (y−x)2f

′′ (x)
(y−x)2 për x 6= y

o x = y.

Atëherë, ψx(x) = 0 dhe ψx ∈ C[0, 1]. Nga formula e Tejlorit, marrim

(3.1.26) f(y) = f(x) + (y − x)f ′(x) + 1
2(y − x)f ′′(x) + (y − x)2ψx(y).

Duke ditur se

Ln(1, x) = (1 + xn);Ln((y − x), x) = 0 dhe Ln((y − x)2, x) = (1 + xn)x(1 + x)
n

,

dhe pas veprimit me operatorët Ln, në të dy anët e relacionit (3.1.26), përfitojmë:

Ln(f) = f(x) + xnf(x) + f
′′(x)
2

x(1 + x)
n

(1 + xn) + (1 + xn)Vn(Φ2ψx, x),

dhe nga kjo rrjedh∣∣∣∣n[Ln(f)− f(x)]− 1
2(x+ x2)f ′′(x)

∣∣∣∣ ≤ nxn|f(x)|+xn|f
′′(x)|+n(1+xn)

∣∣∣Vn(Φ2ψx, x)
∣∣∣ ,
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respektivisht

(3.1.27)
∣∣∣∣n[Ln(f)− f(x)]− 1

2(x+ x2)f ′′(x)
∣∣∣∣ ≤ nxnM + n(1 + xn)

∣∣∣Vn(Φ2ψx, x)
∣∣∣ ,

ku Φ(y) = y − x dhe
M = ||f ||C[0,1] + ||f ′′ ||C[0,1].

Më pas duke zbatuar jobarazimin e Cuachy-Schwarz-it në shprehjen e dytë të rela-
cionit (3.1.27), marrim:

(3.1.28) n
∣∣∣Vn(Φ2ψx, x)

∣∣∣ ≤ [n2Vn(Φ4, x)] 1
2 · [Vn(ψx, x)] 1

2 .

Duke vënë ηx(y) = (ψx(y))2, marrim se ηx(x) = 0 dhe ηx(·) ∈ C[0, 1]. Tani nga
Vërejtja 3.1.3, rrjedh se

(3.1.29) Ln(ηx)→ 0(Λ2(st)) në [0, 1].

Nga relacionet (3.1.28), (3.1.29) dhe Lema 3.1.9, përfitojmë

(3.1.30) Ln(Φ2ψx, x)→ 0(Λ2(st)) në [0, 1].

Për një ε > 0, të dhënë, përkufizojmë bashkësitë si në vijim

An(x, ε) =
∣∣∣∣{k : k ≤ λn − λn−1 dhe

∣∣∣∣k(Vk(f, x)− f(x))− 1
2(x+ x2)f ′′(x)

∣∣∣∣ ≥ ε
}∣∣∣∣ ,

A1,n(x, ε) =
∣∣∣∣{k : k ≤ λn − λn−1 dhe |kxn| ≥

ε

2M

}∣∣∣∣ ,
dhe

A2,n(x, ε) =
∣∣∣∣{k : k ≤ λn − λn−1 dhe |kVn(Φ2ψx, x)| ≥ ε

2

}∣∣∣∣ .
Nga relacionet e fundit merret:

An(x, ε) ≤ A1,n(x, ε) + A2,n(x, ε),

përkatësisht

(3.1.31) Λ2(An(·, ε)) ≤ Λ2(A1,n(·, ε)) + Λ2(A2,n(·, ε)).

Duke marrë në konsiderim përkufizimin e vargut (xn), marrim

(3.1.32) nxn → 0(Λ2(st)) on [0, 1].

Tani duke shfrytëzuar relacionet (3.1.30) dhe (3.1.32), ana e djathtë e relacionit
(3.1.31), shkon në zero kur n→∞. Nga marrim se

st− lim
n→∞

Λ2(An(·, ε)) = 0,

e cila provon se
n (Ln(f)− f) ∼ 1

2(x+ x2)f ′′(x)(Λ2(st)),

në [0, 1].

Vërejtje 3.1.4. [11] Përderisa vargu (xn) i përkufizuar në shembullin 2.2.2, nuk është
statistikisht konvergjent, ne përfundojmë se operatorët (Ln) të përkufizuar në shem-
bullin 3.2.2, nuk e plotësojnë teoremën e Voronoj-it në kuptimin e zakonshëm të saj.
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3.2 Teorema e Korovkin-it sipas shumueshmërisë
së Nörlund-it

Këtu do të zgjerojmë rezultatin e dhënë nga Mursaleen dhe të tjerët në punimin [48]
dhe nga autorët Boyanov dhe të tjerët të dhënë në punimin ([2]), duke shfrytëzuar
kuptimin e shumueshmërisë sipas Nörlund-it.

Le të shënojmë me C(I), hapësirën e Banach-ut me normën e dhënë në të ||.||∞,
për të gjitha funksionet reale të vazhdueshme dydimensionale, të përkufizuara në
I = [0,∞); me vetinë që limx→∞ f(x), të jetë i fundmë. Supozojmë gjithashtu se
operatorët linear janë përkufizuar me Bn : C(I) → C(I). Shënojmë me Bn(f ;x),
për shënimin Bn(f(s);x).

Teoremë 3.2.1. [40] Le të jetë (Bk), një varg i operatorëve linear pozitivë nga
hapësira C(I) në C(I). Atëherë, për çdo f ∈ C(I)

(3.2.1) Np,q(st)− lim
n
||Bk(f ;x)− f(x)||∞ = 0

atëherë dhe vetëm atëherë kur

(3.2.2) Np,q(st)− lim
n
||Bk(f ;x)− 1||∞ = 0,

(3.2.3) Np,q(st)− lim
n
||Bk(f ;x)− e−x||∞ = 0,

(3.2.4) Np,q(st)− lim
n
||Bk(f ;x)− e−2x||∞ = 0.

Vërtetim. Le të supozojmë se vlen relacioni (3.2.1), përderisa test funksionet 1, e−x, e−2x,
janë të vazhdueshëm, atëherë relacionet (3.2.2), (3.2.3) dhe (3.2.4) merren drejtpër-
drejtë nga relacioni (3.2.1). Tani do të provojmë të anasjelltën: nëse vlejnë relacionet
(3.2.2-3.2.4), atëherë do të vlejë edhe relacioni (3.2.1). Le të jetë f ∈ C(I), atëherë
gjendet një konstante K > 0 me vetinë që |f(x)| ≤ K për çdo x ∈ (I). Për këtë
arsye

(3.2.5) |f(t)− f(x)| ≤ 2K, x ∈ I.

Nga ana tjetër duke shfrytëzuar vazhdueshmërinë e funksionit, për çdo ε > 0 gjendet
δ > 0, me vetinë që

(3.2.6) |f(t)− f(x)| ≤ ε

gjithsaherë që |e−t − e−x| < δ, për çdo x ∈ (I). Le të shënojmë me ψ ≡ ψ(t, x) =
(e−t − e−x)2. Nëse |e−t − e−x| ≥ δ, atëherë vlen vlerësimi:

(3.2.7) |f(t)− f(x)| ≤ 2K
δ2 ψ(t, x).
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Nga relacionet (3.2.5)-(3.2.7), merret se vlen

|f(t)− f(x)| < ε+ 2K
δ2 ψ(t, x).

Respektivisht,

−ε− 2K
δ2 ψ(t, x) < f(t)− f(x) < 2K

δ2 ψ(t, x) + ε.

Duke aplikuar operatorin Bk(1, x) në jobarazimin e fundit, duke ditur se Bk(1, x)
është monoton dhe linear, kemi:

Bk(1, x)
(
−ε− 2K

δ2 ψ
)
< Bk(1, x) (f(t)− f(x)) < Bk(1, x)

(2K
δ2 ψ + ε

)
⇒

(3.2.8)
−εBk(1, x)− 2K

δ2 Bk(ψ(t), x) < Bk(f, x)−f(x)Bk(1, x) < 2K
δ2 Bk(ψ(t), x)+εBk(1, x).

Nga ana tjetër

(3.2.9) Bk(f, x)− f(x) = Bk(f, x)− f(x)Bk(1, x) + f(x)[Bk(1, x)− 1].

Prej relacioneve (3.2.8) dhe (3.2.9) përfitojmë:

(3.2.10) Bk(f, x)− f(x) < 2K
δ2 Bk(ψ(t), x) + εBk(1, x) + f(x)[Bk(1, x)− 1].

Le të vlerësojmë tani shprehjen:

Bk(ψ(t), x) = Bk((e−x − e−t)2, x) = Bk((e−2x − 2e−xe−t + e−2t), x)
= Bk(1, x)− 2e−xBk(e−t, x) +Bk(e−2t, x)

Nga relacioni i fundit dhe ai (3.2.10), marrim

Bk(f, x)− f(x) < 2K
δ2

{
e−2x[Bk(1, x)− 1]− 2e−x[Bk(e−t, x)− e−x]

+[Bk(e−2t, x)− e−2x]
}

+ εBk(1, x) + f(x)[Bk(1, x)− 1]

= ε+ ε[Bk(1, x)− 1] + f(x)[Bk(1, x)− 1] +
2K
δ2

{
e−2x[Bk(1, x)− 1]− 2e−x[Bk(e−t, x)− e−x]

+[Bk(e−2t, x)− e−2x]
}
.

Për këtë arsye,

|Bk(f, x)− f(x)| ≤ ε+
(
ε+K + 2K

δ2

)
|Bk(1, x)− 1|

+ 4K
δ2 |Bk(e−t, x)− e−x|

+ 2K
δ2 |Bk(e−2t, x)− e−2x|.
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Duke marrë supx∈I në relacionin e fundit, kemi:

||Bk(f, x)− f(x)||C(I) ≤ ε+M
(
||Bk(1, x)− 1||C(I) + ||Bk(e−t, x)− e−x||C(I)

+ ||Bk(e−2t, x)− e−2x||C(I)

)
,

ku
M = max

{
ε+K + 2K

δ2 ,
4K
δ2

}
.

Tani duke zëvendësuar Bk(., x) me

Tn = 1
Rn

n∑
v=0

pn−vqvBv(., x)

në të dy anët e relacionit të mësipërm merret:

||Tk(f, x)− f(x)||C(I) ≤ ε+M
(
||Tk(1, x)− 1||C(I) + ||Tk(e−t, x)− e−x||C(I)

+ ||Tk(e−2t, x)− e−2x||C(I)

)
.

Për një r > 0 të dhënë, zgjedhim ε1 me vetin që ε1 < r. Tani përkufizojmë këto
bashkësi:

D =
{
k ≤ N : ||Tn(f, x)− f(x)||C(I) ≥ r

}
,

Di =
{
k ≤ N : ||Tn(fi, x)− fi(x)||C(I) ≥

r − ε1
3K

}
, i = 0, 1, 2.

atëherë vlen përfshirja D ⊂ ∪2
i=0Di dhe për densitetin e tyre plotësohet relacioni:

δ(D) ≤ δ(D0) + δ(D1) + δ(D2).

Në fund, nga relacionet (3.2.2)-(3.2.4) dhe vlerësimi i mësipërm merret se:

Np,q(st)− lim
n
||Tn(f ;x)− f(x)||∞ = 0,

çka vërteton teoremën.

Tani do të japim një shembull përmes të cilit tregojmë se rezultatet e dhëna këtu
janë zgjerim i atyre të dhëna në punimet [48] dhe [2].

Shembull 3.2.2. Le të konsiderojmë këto polinome të modifikuara të Baskakov-it

V Mp,q
n (f, x) =

∞∑
k=0

pn−kqkf

(
k

n

)(
n+ k − 1

k

)
xk · (1 + x)−(n+k),

ku x ∈ [0,∞) dhe forma bazike e tyre është dhënë në punimin [59].
Le të jetë Ln : C(I)→ C(I), varg operatorësh të përkufizuar si vijon:

Ln(f, x) = (1 + xn)V Mp,q
n (f, x),
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ku x = (xn) është i përkufizuar si në shembullin 2.2.2. Kujtojmë se ky varg është
statistikisht Np,q(st)− konvergjente te 0, mirëpo nuk konvergjon as në mënyrë të
rregullt e as statistikisht. Le të konsiderojmë se pn ≡ 2 dhe qn ≡ 1. Atëherë, do të
kemi këtë vlerësim:

Ln(1, x) = 2,

Ln(e−s, x) = 2(1 + x− xe−
1
n )−n,

Ln(e−2s, x) = 2(1 + x− xe−
2
n )−n.

Nga këto vlerësime të vargut të operatorëve Ln, shihet se ky nuk i plotësonë kushtet
e pohimit të teoremës 3.1, të dhënë nga Mursaleen dhe të tjerët (shihe [48]). Pra
teorema jonë është më e fortë se sa ajo e dhënë nga Mursaleen dhe të tjerët, por
edhe më e fortë se sa ajo e dhënë nga Boyanov dhe të tjerët (shihe [2]).

3.2.1 Shkalla e konvergjencës
Në këtë pjesë do të shohim shkallën e konvergjencës statistikore për operatorët linear
dhe pozitivë Tn, të përkufizuar në C[a, b]. Fillojmë me përkufizimin e mëposhtëm.

Përkufizim 3.2.1. Le të jetë (an), varg i numrave pozitivë, jorritës. Themi se
vargu x = (xn) është Np,q−statistikisht konvergjent te numri L, me shkallë të kon-
vergjencës o(an), nëse për çdo ε > 0,

lim
n

Np,q(x)
an

= 0,

ku
Np,q(x) = 1

Rn

|{k ≤ Rn : pn−kqk|xk − L| ≥ ε}| .

Në këtë rast shënojmë
xk − L = Np,q(st)− o(an).

Lemë 3.2.3. [40] Le të jenë (an) dhe (bn) dy vargje të numrave pozitivë, jorritës
dhe le të jenë gjithashtu x = (xn) dhe y = (yn) dy vargje të numrave të tillë që

xn − L1 = Np,q(st)− o(an) dhe yn − L2 = Np,q(st)− o(bn).

Atëherë, vlejnë vlerësimet

1. (xn − L1)± (yn − L2) = Np,q(st)− o(cn),

2. α(xn − L) = Np,q(st)− o(an), për çdo numër të dhënë α,

3. (xn − L1)(yn − L2) = Np,q(st)− o(anbn),
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ku
cn = max {an, bn}.

Vërtetim. Meqë vërtetimi i vetive të mësipërme është i ngjashëm, ne do të marrim
vetëm njërin nga ta, dhe për këtë do të provojmë vetëm të parin. Le të jetë dhënë
ε > 0, dhe do të shënojmë me

A1 = {k ≤ Rn : pn−kqk|xk + yk − (L1 + L2)| ≥ ε},

A2 =
{
k ≤ Rn : pn−kqk|xk − L1| ≥

ε

2

}
,

A3 =
{
k ≤ Rn : pn−kqk|yk − L2| ≥

ε

2

}
.

atëherë shihet qartë se vlen përfshirja A1 ⊂ A2 ∪ A3. Për më shumë, ngase

cn = max {an, bn},

kemi:

(3.2.11) |A1|
Rn · cn

≤ |A2|
Rn · cn

+ |A2|
Rn · cn

.

Tani nëse marrim limitin kur n → ∞, në relacionin (3.2.11) dhe pohimin e dhënë,
atëherë fitojmë se

lim
n→∞

|A1|
Rn · cn

= 0,

me çka provohet edhe vërtetimi i lemës.

Tani duke ditur kuptimin e modulit të vazhdueshmërisë, do të marrim rezultatin
në vijim i cili na mundëson paraqitjen e vlërësimit të vargut të operatorëve linear
pozitivë, duke shfrytëzuarë vlerësimin e modulit të vazhdueshmërisë dhe vlerësimin
e vargut të operatorëve dhe test funksionit e0 = 1.

Teoremë 3.2.4. [40] Le të jetë dhënë vargu i operatorëve linear dhe pozitivë (Bn),
nga hapësira C[a, b] në C[a, b]. Supozojmë gjithashtu se vlejnë vlerësimet

1. ||Bn(1, x)− 1||∞ = Np,q(st)− o(an),

2. ω(f, λk) = Np,q(st)− o(bn), ku

λn =
√
Bn(ψ, x) dheψ ≡ ψ(t, x) = (e−t − e−x)2.

Atëherë, për çdo f ∈ C[a, b] dhe x ∈ [a, b], kemi vlerësimin:

||Bn(f, x)− f(x)||∞ = Np,q(st)− o(cn),

ku cn = max {an, bn}.
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Vërtetim. Le të jetë f ∈ C[a, b] dhe x ∈ [a, b]. Nga relacionet (3.2.9) dhe (3.1.9),
merret vlerësimi:

|Bn(f, x)− f(x)| ≤ |Bn(|f(y)− f(x)|, x)|+ |f(x)| · |Bn(1, x)− 1|

≤ Bn

(
|x− y|
δ

+ 1, x
)
ω(f, δ) + |f(x)| · |Bn(1, x)− 1|

≤ Bn

(
1 + K1

δ
(e−y − e−x)2, x

)
ω(f, δ) + |f(x)| · |Bn(1, x)− 1|

≤
(
Bn(1, x) + K1

δ
Bn(ψ, x)

)
ω(f, δ) + |f(x)| · |Bn(1, x)− 1|,

për ndonjë konstantë K1. Duke vënë

δ = K1 · λn2 = K1 ·Bn(ψ, x),

në relacionin e fundit, atëherë përfitojmë se:

||Bn(f, x)− f(x)||∞ ≤ K||Bn(1, x)− 1||∞ + 2ω(f, δ)
+ ω(f, δ)||Bn(1, x)− 1||∞

≤ C {||Bn(1, x)− 1||∞ + ω(f, δ) + ω(f, δ)||Bn(1, x)− 1||∞} ,

ku C = max
{
K, 2

}
. Duke zëvendësuar Bk(., x) me

Tn = 1
Rn

n∑
v=0

pn−vqvBv(., x),

marrim

||Tn(f, x)− f(x)||∞ ≤ C {||Tn(1, x)− 1||∞ + ω2(f, δ) + ω2(f, δ)||Tn(1, x)− 1||∞} .

Tani vërtetimi merret nga kushtet e dhëna me relacionet 1. d he 2.
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Përfundim

Në këtë punim të doktoraturës kemi përkufizuar disa konvergjenca të reja statis-
tikore dhe përmes tyre kemi përkufizuar disa hapësira të reja të vargjeve. Më pas
janë dhënë disa metoda të reja të shumueshmërisë si dhe duke i shfrytëzuar ato
përkufizime kemi bërë paraqitjen e disa tipeve të reja të teoremave të Korovkinit,
shkallës së konvergjencës dhe teoremave të Voronojit.

Për më tepër kemi përkufizuar hapësirat e vargjeve [N, λ2] dhe Sλ2 , duke shfry-
tëzuar konceptin e konvergjencës Λ2 dhe për ato hapësira janë dhënë një mori vetish.
Në kuadër të punimit jepet edhe hapësira e vargjeve Λ2

r, e cila merret me anë të
Λ2−konvergjencës, sipas fuqisë r.

Po ashtu jepen hapësirat e vargjeve sipas konvergjencës statistikore e cila përkufi-
zohet me anë të metodës së shumueshmërisë së Nörlund-it si dhe hapësirat e vargjeve
të ndërtuara përmes konvergjencave statistikore dhe funksioneve të Orlitz-it. Vlen
të theksohet se janë dhënë edhe hapësirat e vargjeve duke shfrytëzuar konvergjencat
statistikore dhe funksionet modulare me metodën e shumueshmërisë sipas Cesáros.

Në pjesën e fundit të punimit merren teoremat e Korovkinit të llojit të parë
dhe llojit të dytë. Duke shfrytëzuar konvergjencat statistikore të përkufizuara më
lartë, shqyrtohet shkalla e konvergjencës së operatorëve linear pozitiv, duke marrë
test funksionet dhe modulin e vazhdueshmërisë. Një vend të rëndësishëm zënë edhe
teoremat e Voronojit.
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Conclusion

In this doctoral thesis we have defined some new statistical convergences and based
on them we have defined some new sequence spaces. Then are defined some new
summability methods, and using those definitions we have given some new type of
Korovkin theorems and Voronoi theorems.

Furthermore we have defined new sequence spaces [N, λ2] and Sλ2 , using into
consideration staitical converge of type Λ2and for those spaces are given several
properties. Also are defined the sequence spaces Λ2

r, which is defined from statistical
convergence of type Λ2, in power r. New sequence spaces are defined by statistical
summability method of Nörlund. In the sequel are defined new sequence spaces
by statistically methods and Orlitz functions. Using into consideration modular
functions and Cesŕo summability method, are defined new sequence spaces. In the
last part we have given some kind of Korovkin first type theorems and second kind
Korovkin type theorems. Is given the rate of convergence of linear positive operators
by test functions and modulus of continuity. Lastely, are given some kind of Voronoi
type theorems.
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