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HYRJE

Shkak i fillimit té& kétij studimi u bé njé artikull, relativisht i gjaté, i autoréve
Gregoriades dhe Papanastassiou, té cilét né gendér té vémendjes kishin njé lloj
konvergjence té studiuar mé herét, gé éshté quajtur dikur konvergjenca e vazhdueshme
ose shkurt a-konvergjenca. Kjo konvergjencé kishte shumé aplikime né saje té njé
koncepti té formuluar nga veté autorét (t& familjes sé funksioneve ezaurues)
(Exhaustive). Né pérpjekje pér té kuptuar kété konvergjencé, u interesuam pér kuptimin
fillestar dhe vumeé re se autorét bazoheshin né njé pohim, qé gjendej né librin e njohur
té Kelley-it pér topologjiné. Pérkufizimi lejonte shumé interpretime dhe autorét né
hapésira metrike e pérdornin até mé shumé intuitivisht.

Interpretimi i paré nénkuptonte gé konvergjenca e vazhdueshme, e cila pérbéhej nga

dy konvergjenca njé né bashkésingé fytyré dhe njé né até shémbéllim, t€ quhej e
mirégené pa véné né dukje shkallén e pérafrimit té tyre. Duke formuluar kuptimin e
konvergjencés lokale té forté ose 3a.- konvergjencén, ne kérkonim, gé kéto dy
konvergjenca té lidheshin ngushté dhe, gé té krahasoheshin dy konvergjencat duhej qé,
konvergjenca e vargut té pikave né bashkésiné fytyré té vlerésohej me njé metriké
ekuivalente me até té 3, - konvergjencés. Né kété rast 0. dilte mé e forté se a-
konvergjenca, né té kundért ato jané té ndryshme. Duke véné kushte edhe pér metrikén,
né bashkésiné shémbéllim fitohej njé o* -konvergjencé ekuivalente me Ja-
konvergjencén, por e ndryshme nga o-konvergjenca. Kuptimi shumé i njohur i
konvergjencés lokalisht uniforme fitoi shumé aplikime nése vargu i funksioneve ishte
ezaurues.

Késhtu, pohimet qé pér a-konvergjencés kishin vend pér bashkésité kompakte, mund
té riformuloheshin me dallime té caktuara pér hapésirat lokalisht kompakte (hapésira té
cilat jané mé té gjera se ato kompakte). Shumé autoré jané pérpjekur té krahasojné
konvergjencat e ndryshme né bazé té shpejtésisé sé tyre té konvergjimit dhe, midis
rezultateve klasike mund té pérmendim: krahasimi i konvergjencés uniforme me até
pikésore apo konvergjencén kompakte té hapur, gé gjendet ndérmjet tyre. Teoremat
Arzela apo Aleksandroff jané mé té njohurat né kété drejtim, ashtu si ka edhe té tjera
ku mund té pérmendim até té V-fginjésive té Bouleau.

Jemi pérpjekur, gé me konvergjencat e futura, té formulojmé pohime té péraférta pér
konvergjenca mé té forta apo mé té dobéta se ato. Megenése, si¢ dihet, njé konvergjencé
na krijon njé topologji té caktuar, kemi béré pérpjekje té formulojmé topologjité pér dy
konvergjencat e reja dhe té japim formén analitike té bazés sé topologjisé sé tyre, gé,
éshté njé céshtje e ndérlikuar, kur éshté fjala pér hapésirén e funksioneve né pérgjithési
dhe até té vazhdueshme né veganti. Kéto probleme jané trajtuar né kreun e dyté dhe té
treté.

Né kreun e Kkatért, duke shqgyrtuar moriné e pérpjekjeve pér formulimin e
konvergjencave praktikisht mé té dobéta se konvergjenca uniforme, gé mbahet si
referencé, kemi hasur né konvergjencén e barabarté té formuluar nga Csaszar dhe
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Laczkovich. Kjo konvergjencé u forcua nga Papanastassiou né konvergjencén uniforme
té barabarté, e cila u trajtuan nga Das dhe Papanastassiou né lidhje me konvergjencén
e funksioneve realé, vecanérisht né hapésirat e renditura té funksioneve. Duke i zgjeruar
kéto konvergjenca, né rastin e konvergjencave lokale, kemi arritur né pérfundime té
ngjashme gé jané shtrirje e pohimeve té marra.

Kreu i pesté, ka pér synim aplikimet e koncepteve té trajtuara né krerét pararendés né
lidhje me ¢éshtje té ndryshme té matematikés bashkékohore. Sé pari, duke futur
funksionet ezauruese me ané té idealeve, kemi hartuar njé integral té ri té Bohnerit (me
ané té idealeve té pranueshme), i cili pérgjithéson té paktén integralin e Bohnerit (sipas
konvergjencés statistikore). Nxitur nga njé artikull i Boccuto etj., qé pérdor diferencén
simetrike pér vargjet e masave té fundme jonegative e kemi pérdorur até jovetém pér
masat por edhe pér funksionet, gé pasqyrojné njé bashkési té dhéné; duke sjellé njé
zhvillim té réndésishém teorik dhe duke nxjerré si raste té vecanta pohimet e
zakonshme, si¢ &shté rasti i vargut monoton té bashkésive.

Punimi pérfundon me njé zbatim té vargjeve ezauruese dhe konvergjencés lokale
uniforme tek integrali i Henstock- Kurzweil-it, si té zakonshmin ashtu edhe até té fortin.

Fjalét kyce: Konvergjenca e vazhdueshme, konvergjenca lokalisht uniforme,
konvergjenca lokalisht uniforme e forté, vargjet ezauruese, hapésirat e
funksioneve, hapésira lokalisht uniforme e barabarté, ideal-konvergjenca, ideal-
vazhdueshméria, masa e diferencés simetrike, integrali ideal i Bohnerit, integrali
i Henstock-Kurzweil.

ABSTRACT

The reason for the launch of this study became a relatively long article of the authors
Gregoriades and Papanastassiou who in the spotlight had a kind of convergence studied
earlier that was once called continuous convergence or brief a-convergence. This
convergence had many applications thanks to a concept formulated by the authors
themselves, the exhaustive family of existing functions. In trying to understand this
convergence, we were interested in the original meaning and found that the authors
were based on a statement found in Kelley's well-known topology book. The definition
allowed many interpretations, and the authors in metric space used it more intuitively.
The first interpretation implied that the continuous convergence, which consisted of
two convergences in one face community, and one in that image, was called without
emphasizing the degree of their approximation. Formulating the meaning of the strong
local convergence or the convergence we asked for these two convergences to be
closely related and to compare the two convergences, the convergence of the line of
points to the face should be evaluated by a metric equivalent to that of convergence. In
this case, they are stronger than a-convergence, otherwise they are different. Putting
conditions for the metric in the image community was also obtained an o * convergence
equivalent to §, - convergence but different from a-convergence. The very well-known
sense of locally uniform convergence gained many applications if the range of functions
was exhausting.

In trying to understand this convergence, we were interested in the original meaning
and found that the authors were based on a statement found in Kelley's well-known
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topology book. The definition allowed many interpretations, and the authors in metric
space used it more intuitively. The first interpretation implied that the continuous
convergence, which consisted of two convergences in one face community, and one in
that image, was called without emphasizing the degree of their approximation.
Formulating the meaning of the strong local convergence or the convergence we asked
for these two convergences to be closely related and to compare the two convergences,
the convergence of the line of points to the face should be evaluated by a metric
equivalent to that of convergence. Thus, the assertions that a-convergence had room
for compact communities could be reformulated with certain distinctions for locally
compact spaces that are broader than the compact ones. Many authors have tried to
compare different convergences based on their convergence rates and among the
classical results we can mention: Comparison of uniform convergence with the point of
view or compact open convergence between them.

The Arzela or Alexandroff theorems are best known in this regard as there are others
where we can mention that of the Boule V neighborhoods. We have tried to formulate
approximate claims for stronger or weaker convergence with converged convergences.
Since, as is known, a convergence creates a certain topology, we have attempted to
formulate topologies for the two new convergences and give the analytical form of their
topology base, which is a complicated issue when it comes to the function space in
generally and persistently in particular. These problems are addressed in the second and
third chapters. In chapter four, examining the multitude of efforts to formulate
convergence practically weaker than the uniform convergence held as a reference, we
encountered the equal convergence formulated by Csaszar and Laczkovich. This
convergence was strengthened by Papanastassiou on equal uniform convergence, which
was dealt with by Das and Papanastassiou regarding the convergence of real functions,
especially in the ordered spaces of functions. By expanding these convergence in the
case of local convergence we have come to similar conclusions that are the extent of
the assertions received.

The fifth chapter aims at applying the concepts dealt with in the leaders in various
contemporary mathematics issues. First, by introducing my ideals of ideals, we have
devised a new Bohner integral with acceptable ideals that generalizes at least Bohner's
integral to statistical convergence. driven by an article by Boccuto and others. which
uses the symmetric difference for the strings of finite non-ionic masses, we have used
it in vain for the masses but also for the functions that reflect a given community in the
community by giving a significant theoretical development and by making special cases
such as is the case of the monotonous string of communities. The work ends with the
implementation of exhaustive strata and uniform local convergence at the Henstock-
Kurzweil integral as well as the common one.

Key words: Continuous convergence, local uniform convergence, local strong
uniform convergence, striking verses, function spaces, locally uniform uniform
space, ideal convergence, ideal continuity, symmetric differential mass, Bohner's
integral integral, Henstock integral, Kurzweil.



Falenderime

Sé pari, uné falenderoj familjen time duke filluar nga prindérit e mi té cilét mé jané
ndodhur gjithmoné prané dhe mé kané dhéné shtysé té madhe gjaté gjithé viteve té
studimeve té mia, si dhe bashkéshortin tim, qg¢ mé ka pérkrahur né ményré té
pakushtézuar né studimin tim dhe mé kané ndihmuar né realizimin e kétij punimi.

Sé dyti, njé mirénjohje dhe falenderim i pamasé i takon udhéheqésit tim shkencor
profesorit té nderuar Prof.Dr.Agron Tato pér ndihmén dhe gatishmériné né ¢do kohé
gé kam pasur nevojé gjaté kétyre viteve studimore pa ndihmén e té cilit nuk do isha
kétu sot..

Sé treti ,falenderoj miqté dhe kolegét pér mbéshtetjen e vecanté , si dhe drejtuesit e
departamentit té Fakultetit t& Inxhinierisé Matematike pér késhillat e tyre tepér té
vlefshme



KAPITULLI'I

Kuptime bazé dhe terminologji

Pér shkak té njé numri té madh pérkufizimesh dhe termash té pérdorura né kété studim,
pér té lehtésuar leximin nga manuale shumé té njohura si Engelking [15], Kelley [19],
Kollmogorov& Fomin [20] Schwabik & Go You [25], kemi sjellé né kujtesén tuaj, disa
nga kuptimet dhe terminologjité mé té réndésishme té pérdorura.

1.1 Hapésirat metrike

Pérkufizim 1.1.1: Hapésiré metrike quhet ¢ifti (X, d) ku, X éshté njé bashkési dhe d
nj€ metriké n€ X (ose funksion distancé), e cila éshté njé funksion i pércaktuar né¢ X X
X e tillé qé, pér x,y,z € X t€ kemi:

d: X x X — P* &shté njé funksion me vlera reale i fundmé dhe jonegativ.
d(x,y) = 0 atéheré dhe vetém atéheré, kur x = y.

d(x,y) = d(y, x) (simetria)

d(x,y) < d(x,z) + d(z, y) (mosbarazimi i trekéndéshit)

X quhet bashkési bazg, termat e saj quhen pika.
Nénhapésira (Y,d) e hapésirés (X, d) fitohet né qofté se bashkésia Y &shté e tillé gg,
Y c X dhe d éshté ngushtimidnéY x Y, prad =d |, thuhet qé d induktohet nga d.
Né qofté se X = Rdhe d(x,y) = |x — y| atéheré, (R, ||) do té jeté hapésira metrike
e drejtézés reale. Pér X = R? do t& kemi disa hapésira metrike, njéra prej tyre éshté
(R?,d,) ku, do(x,y) = \/(xl —v1)? + (x5 —y,)? e cila quhet distancé euklidiane.
Njé vend t€ veganté zé hapésira funksionale e funksioneve té vazhdueshme C|a, b], ku

Hwnhpe

si metriké merret:
d(x(®),y(@®)) = max |x(6) = y(O)].

Dy largesa té dhéna d1 (x, y) dhe d2 (X, y) né té njéjtén hapésiré X, quhen ekuivalente
né gofté se gjenden numrat pozitivé 0< a < b pér té cilét a<di(X, y) < da(x, y) <b.

NE qofté se (X,d) éshté njé hapésiré metrike dhe x5 € X dhe r njé numér real,
pércaktohen dy tipe bashkésish:

B(x,7) = {x € X:d(x,xy) < r} rruzulli i hapur
B(x,,7) = {x € X:d(x,x,) <7} rruzull i mbyllur.

Né té dy rastet xy quhet gendér dhe r rreze.



Bashkésia V quhet fginjési e pikés x, n€ qofté se kjo piké pérfshihet n€ bashkésiné V sé&
bashku me njé rruzull t€ hapur, qé do té thoté se pér pikén x gjendet numri r 1 till€ g€,
B(x,r) c V. Bashkésia qé éshté fqinjési e ¢do pike té saj quhet bashkési e hapur.
Plotési 1 nj€ bashkésie t€ hapur quhet bashkési e mbyllur.

Provohet se familja e bashkésive té hapura {G;} plotéson kushtet:
1. @, X jané bashkési té hapura.
2. N¢ qofté se G4, G ... jané€ bashkési t€ hapura, 1 till€ éshté edhe bashkimi i tyre U,, G,,.

3.N¢ qofté se G4, G, ..., Gy, jané bashkési t€ hapura, e tillé do té jeté edhe prerja e tyre e
fundme N}, G;.

Pérkufizim 1.1.2. Familja e bashkésive qé plotéson aksiomat 1.-3. quhet topologji e
hapésirés metrike.

Né qofté se pika x, € M pérfshihet né M s€ bashku me njé rruzull me qendér kété piké
X, atéheré kjo piké quhet piké e brendshme. Bashkésia e pikave t&€ brendshme quhet
brendési e bashkésisé M dhe shénohet M°. Bashkésia M° &shté bashkési e hapur.

Pika x, né lidhje me bashkésiné M quhet piké takimi, né qofté se Vr > 0, B(x,,7) N
M + @. Bashkésia e pikave té takimit té bashkésisé M quhet mbyllje e saj dhe shénohet
M. Bashkésia M &shté bashkési e mbyllur. Njé bashkési e dhéné M nénbashkési e X
quhet e dendur né X né qofté se: M = X.

Me fjalé té tjera, pér ¢do piké nga X fqinjésia e saj ka prerje boshe me bashkésiné M.
Bashkésia X quhet separabél, né qofté se ajo ka njé nénbashkési t&€ numérueshme qé
éshté e dendur né X.

Njé varg (x;,)neny né hapésirén metrike X = (X, d) quhet konvergjent né njé piké x €
X né qofté se: lim d(x,,x) = 0.
n—oo

d
Ky fakt shénohet lim x,, = x 0se x,, — x.

n—-oo
Do té na duhet ta gjeometrizojmé kété fakt duke théné se pér ¢do € > 0, ekziston p €
N, e tillé g€ pérn € N,n > p, x,, € B(x, €).

Vargu konvergjent ka limit t€ vetém dhe &shté i kufizuar. Njé bashkési A né hapésirén
metrike quhet e kufizuar, né qofté se gjendet njé rruzull me rreze sado t€ madhe por té
fundme q¢ A < B(a,r).

Vargu (x,,)nen quhet varg Koshi né hapésirén metrike (X, d), né qofté se pér ¢do &€ >
0, gjendet njé¢ p €N i tilleé qépér n €N dhe n>p t€ kemi d(x,, x,) <e¢.
Né hapésirén (R, |. |) mosbarazimi i mésipérm do té kishte trajtén |x,, — x,,| < € dhe
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né sajé té Teoremés Bolcano-Vajershtras ky do té ishte kusht i nevojshém dhe i
mjaftueshém, qé vargu Koshi i mésipérm té jeté konvergjent.

Njé€ hapésiré metrike quhet e plote, né qofté se ¢do varg Koshi né té éshté konvergjent
dhe konvergjon né nj€ piké té késaj hapésire.

Ky pérkufizim tregon se jo té gjitha hapésirat jané t€ plota, p.sh. bashkésia e polinomeve

P né lidhje me metrikén m{:ﬂ% |B,(t) — Q,(t)| nuk éshté hapésiré e ploté.
asts<

Cdo varg konvergjent éshté varg Koshi, e anasjellta né pérgjithési nuk ka vend.

Né qofté se f: (X,d) — (Y, p), funksioni f quhet i vazhdueshém né kété piké a € X nése
pér ¢do & > 0, gjendet §(e) > 0 e tillé q&, pér d(x, a) < & t& kemi p(f(x), f(a)) < e.

Krahas kétij pérkufizimi ka vend dhe trajta Hajne e vazhdueshmérisé: pér ¢do varg

d p
x, — a vargu korrespondues £, (x,) — f(a).

1.2- Konvergjencat e funksioneve né hapésirat metrike.
Pérkufizime 1.2.1. Le té jené dhéné funksionet f,, f: (X,d) = (Y, p).

(1) Thuhet gé vargu (f;)nen konvergjon né ményré pikésore né X (né ¢do piké té x €
X), né qofté se pér cdo € > 0 reale pozitive, gjendet numri natyror ny (e, x) i tillé gé,

pér n > ng (g, x) t& kemi p(f,(x), f(x)) < €.

(2) Thuhet gé vargu (f,)neny konvergjon uniformisht né hapésirén X, né qofté se pér
cdo x € X dhe pér ¢cdo numér real pozitiv € > 0, gjendet njé numér natyror n, € N i
tillé gé, pér n > n, té kemi p(f,(x), f(x)) < .

Veérejtje 1.2.2. Né pérkufizimin (1) kuptohet gqé pér ¢do x € X, gjendet njé n(e, x)
pérkatés, kurse né pérkufizimin (2) numri natyror n, vlen pér ¢do x € X dhe éshté unik.

Pjesé e studimit toné do té jeté njé konvergjencé e vecanté gé quhet zakonisht
a —konvergjenca.

Lidhur me té, vitet e fundit ka njé interes té vecanté nga shumé studiues. Fillimisht éshté
quajtur konvergjenca e vazhdueshme (“stetige konvergenz”) dhe njihet qysh né fillimet
e shekullit XX. Nga literatura pér kété problem mésohet se rreth vitit 1950 Stoilov [26]
dhe Arens [2] sollén né drité disa fakte té cilat karakterizonin kété tip konvergjence.
Kjo konvergjencé éshté krahasuar me tipe té tjeré nga shumé autoré ndérmjet tyre
Boccuto etj.[6]

-10 -



E shprehur jorigorozisht a-konvergjenca karakterizohet nga dy konvergjenca.
NEé qofté se: x,, — x atéheré f,,(x,) = f(x). Kuptohet se kur f: (X,d) — (Y, p) kjo do

d
té thoté se kur x,, — x atéheré f,, (x,,) 5 f ().

Ne do té shqyrtojmé disa lidhje té saj me konvergjencat lokale, duke patur parasysh
paragitjet e béra nga Gregorides etj [18].

Né artikullin e Das etj [11], [12] jané studiuar njé numér konvergjencash gé lidhen me
a-konvergjencén. Ato marrin emértimet konvergjencé a-uniformisht e barabarté, e cila
¢shté mé ¢ forté se a-konvergjenca dhe konvergjenca a-e barabarté. Né studimin toné
do té jené né konsideraté zgjerime té kétyre koncepteve. Le té sjellim né vémendje kétu
dy prej konvergjencave té kétij artikulli.

Pérkufizim 1.2.3 [24]: Njé familje funksionesh (f,)neny € @ do té thuhet se

konvergjon né ményré uniforme té barabarté te njé funksion f (simbolikisht £, 5 1),
né qofté se ekziston njé varg numrash realé pozitivé (e,),en konvergjent né zero dhe
njé numér natyror n, i tillé gé, kardinali i bashkésisé {n € N:|f,(x) — f(x)| = &,}
éshté té shumtén n, pér ¢cdo x € X.

Pérkufizim 1. 2. 4 [10]: Vargu i funksioneve (f,,)neny Nga familja @ quhet konvergjent

b.
I barabarté tek f (simbolikisht f,, — f), né qofté se ekziston njé varg numrash realé
pozitivé (&,)neny konvergjenté né zero, i tillé g€, pér ¢do x € X gjendet numri natyror
n(x) € N, gé mosbarazimi |f,,(x) — f(x)| < &, té keté vend pér n > n(x).

Nga pérkufizimet del garté se konvergjenca uniforme sjell konvergjencén né ményré
uniforme té barabarté. Nga ana tjetér konvergjenca né ményré uniforme té barabarté,
sjell konvergjencén e barabarté.

Shembull 1.2.5. [11] Funksioni f,,(x) = x™ pér x € [0,1[ konvergjon né ményré té
barabarté te zero né kété interval [0,1[ por nuk konvergjon né ményré uniforme té
barabartg.

1.3. Hapésirat vektoriale té normuara.

Pérkufizim 1.3.1. Hapésiré vektoriale (ose hapésiré lineare) mbi njé fushé K éshté
bashkésia jo boshe X me elementet e saj X, v, ... té quajtur vektoré sé bashku me dy
operacione algjebriké; mbledhja e elementeve dhe shumézimi i elementit nga X me njé
numér A € K. Elementét e hapésirés vektoriale, sé bashku me kéto dy veprime,
formojné njé strukturé algjebrike me kéto 8 aksioma:

1)x+y=y+Xx,
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2)(x+y)+tz=x+(y+2)

3) Ekziston elementi 6 € X gé, pér¢dox € X: X + 0 =X

4) Pér ¢do x € X gjendet elementi x' € X i tillé gé, x + X' = 0,
5) Ekzistonnumril e Kgé 1l .x =X

6) Pércdo a, B € K : a(Bx) = (a..p)x

T)PércdoA e KiA(X+Yy)=AX+AY

8)Pércdoa, B e K: (o +B) X =ax + BX

Né qofté se K = P, hapésira quhet vektoriale reale, ndérsa kur K = X quhet komplekse.
Hapésirat reale jané té shumta. Kétu do té pérdoret hapésira e numrave té ploté, hapésira
vektoriale e funksioneve té vazhdueshme, hapésira vektoriale e funksioneve té
integrueshme.

Nénhapésiré e hapésirés vektoriale X éshté njé nénbashkési joboshe Y e tillé g€, pér
¥1,¥, € Y dhe skalarét a, f € K kemi ay, + By, €Y.

Né njé hapésiré vektoriale fusim njé funksion té ri gé éshté shtrirje e largesés sé njohur
né gjeometriné elementare.

Pérkufizim 1.3.2. Hapésira vektoriale X quhet e normuar, né qofté se ¢do elementi té
saj XeX i vihet né korrespondencé numri jonegativ ||x||, i cili plotéson kushtet:

1. ||x|]]=0dhe|lx|]|]=0 & x=0

2. |lax]|| = |a| - ||x]|| pér cdo x € X dhe ¢do a € K.

3. 3. lx+yll < llxll + llyll,vx, y € X.
Numri |[x|| quhet normé dhe cifti (X, ||-]|) quhet hapésiré vektoriale e normuar.
Hapésira vektoriale e normuar éshté hapésiré e metrizueshme.

Barazimi d(x,y) = ||x — y|| na lejon té provojmé lehté se kjo distancé plotéson vetité
e metrikés. Kjo distancé quhet e prejardhur nga norma.

Hapésirat vektoriale mé té pérdorshme jané drejtéza reale R (e pajisur me vlerén
absolute), hapésira R™, ku

ol = V121 |2 + [l + - + [ |2
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Eshté interesante ndértimi né njé hapésiré vektoriale t& normuar i njé topologjie (njé
familje bashkésish té hapura gé plotésojné aksiomat

(1-Q)).

Edhe né hapésirat vektoriale t€ normuara, si element bazé merret bashkésia, qé do té
quhet rruzull i hapur me gendér elementin a qé éshté B,.(a) = {x € X:||x — a|| < r}.
Bashkésia V quhet fqinjési e pikés x, né qofté se e pérmban até sé bashku me njé rruzull
té hapur. Bashkésia G éshté e hapur, né qofté se ajo éshté fqinjési e ¢do pike té saj.
Kéto bashkési té hapura, duke pérdorur konceptin e rruzullit té hapur, provohen lehté
se plotésojné kushtet (1)-(3).

Njé varg (x,)nen NE hapésirén vektoriale té normuar X do té quhet konvergjent né njé
pike x € X, né qofté se pér ¢cdo € > 0 do té gjendet p € N e tillé qé, pérn>p =

|x, — x|| < e. Né kété rast do té shénojmé x,, Sx. Vargu konvergjent, edhe kétu, ka
njé limit té vetém dhe éshté i kufizuar.

Provohen lehté pohimet:
n n n
(a) Né qofté se x,, = x dhe y,, = vy, atéheré x,, + y,, > x + y.

(b) Né gofté se 4,, € R, 4,, = A dhe x, 5 x, atéheré A,x, 5 .

Varg Koshi né X do té quhet vargu (x,)nen i tillé gé, pér cdo € > 0 gjendet p € N gé
pér té gjithé m,n € N, m,n > p té kemi ||x,, — x| < &.

Pérkufizimi 1.3.3: Hapésira vektoriale e normuar kur éshté e ploté, d.m.th. kur vargu
Koshi éshté varg konvergjent edhe konvergjon né njé piké x € X, quhet hapésiré e
Banahut.Ndér kéto hapésira duhet té kujtojmé hapésirén (R, ||-|]), ku |lx|| = |x]|,
hapésirén e funksioneve té vazhdueshme, ku si normé merret:

()1l = max {1x(0)]}

Vértetohet se konvergjenca sipas normés e vargut funksional (fn(x))nENte njé

funksion f(x) éshté konvergjencé uniforme. Me fjalé té tjera, f,,(x) if(x), né qofté se
pér ¢do

€ > 0 gjendet numri natyror p € Nqgé pérn > p = ||f,(x) — f(x)]| < € pér x € X.
1.4. Hapésirat topologjike

Pérkufizim 4.1. Hapésiré topologjike quhet ¢ifti (X, t) i pérbéré nga njé bashkési X+
dhe njé familje T nénbashkésish té X-it, qé plotéson kushtet e méposhtme:

(Hl)petdheX €.
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(H2) Né qofté se G4, G5, ... E T = UL, G; € T.
(H3) Né qofté se G4, G5, ... ET = N, G; € T.

Bashkésia X quhet hapésiré dhe elementét e X-it quhen pika té hapésirés.
Nénbashkeésité e X-it qé i pérkasin familjes T quhen té hapurat e X-it. Familja T quhet
topologji né X. Bashkésia V c X , ku x € V quhet fginjési e pikés X,
né qofté se gjendet njé G € T e tillé g&, x € G c V. Provohet lehté se njé bashkési U e
tillé gé, V c U do té jeté pérséri njé fqinjési e pikés x dhe prerja e dy fqinjésive té pikés
x éshté pérséri fqinjési e késaj pike. Si dhe né rastin metrik, njé bashkési H éshté e
hapur né gofté se ajo éshté fqinjési pér cdo piké té saj. Kjo do té thoté se pér ¢do x €
H, gjendet e hapura U, e tillé ¢ x € U, < H (ndryshe H = Uyey U,), Q& tregon edhe
njé heré se H éshté e hapur né sajé té kondités (H2). Njé familje B < 7 quhet bazé e
hapésirés topologjike (X, ), né qofté se ¢cdo bashkési joboshe e hapur e X-it, mund té
paraqgitet si bashkim i nénbashkésive té B-sé. Apriori, duket se njé hapésiré topologjike
mund té keté disa baza.

Njé bazé f ka vetité e méposhtme:

B1) Pér ¢do U;, U, € B dhe pér ¢do piké x € U; N U,, gjendetnjé U € B etillé gé, x €
UcU, nU,.

B2) Pér ¢cdo x € X gjendetnje U € B ettillé gé, x € U.
Kjo veti tregonse X = Uyex U, , kuU, € B .

Njé familje o < T quhet nénbazé e hapésirés topologjike (X, 7), né gofté se ¢cdo prerje
efundmeV=U,nU,Nn..NnU, ku U; € g ,péri=1,2,...,k, éshté element i bazés
sé hapésirés (X, 7).

Familja B(x) e fqinjésive té pikés x quhet bazé themelore e fqinjésive té hapésirés
topologjike (X, t) né pikén x; né gofté se pér ¢do fginjési V té pikés x ,gjendet njé
nénbashkéési U € B(x) , e tillé qg¢ xeU cV. Le té jeté (X,7) njé hapésiré
topologjike, njé bashkési F c X quhet bashkési e mbyllur e hapésirés, né qofté se
plotési i saj X \ F éshté bashkési e hapur. Nga ligjet e De Morganit dhe vetité (H1) —
(H3) té bashkésive té hapura, ne konkludojmé se familja C e bashkésive té mbyllura
ka vetité e méposhtme duale té (H1) — (H3):

(C1)X ecCdheg e C.

(€C2) Né qofté se F,, F,, ..., F, € C rrjedh se edhe UL, F; € C.
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(C3) Né qofté se F,, F5, ..., E,, ... € C rrjedh se edhe N, F, € C.

Pér njé bashkési A c X shqyrtojmé familjen C, té té gjithé bashkésive t& mbyllura, gé
pérmbajné A-né. Nga kondita (C1) kemi C, # @ dhe nga (C3) rrjedh se prerja e
pafundme A =N, F, (F, € C,) éshté e mbyllur. Duket garté se A éshté bashkésia mé
e vogél e mbyllur, gé pérmban A-né. Kjo bashkési quhet mbyllje e A-sé. Nga kjo
nxjerrim pérfundimin gé njé bashkési éshté e mbyllur atéheré dhe vetém atéheré, kur
ajo pérputhet me mbylljen e saj. Pér dy nénbashkési A, B té hapésirés X do té kemi: Né
qofté se A c B atéheré A c B.

Pohim 1.4.2.: Pér ¢cdo A < X konditat e méposhtme jané ekuivalente:

(i) Pika x i pérket bashkésisé A.

(ii) Pér ¢cdo fqinjési U té x do té kemi U N A # Q.

(iii) Gjendet njé bazé B (x) e pikés x e tillé gé, pércdo U € B(x) té kemi U N A + Q.

Nj€ nga vetit€ mé t€ réndésishme t€ bashkésive t&€ mbyllura éshté listuar né teoremén e
méposhtme.

Teoremé 1.4.3.: Operatori mbyllje ka vetité e méposhtme:
(cong=0

(CO2)AcA

(C03) AUB=AURB
(C04) (A) =A.

Brendésia e njé bashkésie A c X éshté bashkimi i té gjithé té hapurave gé pérmbahen
né A ose ndryshe, bashkésia mé e madhe e hapur qé pérmbahet né A. Kjo bashkési do
té shénohet edhe kétu me A°. Duket garté gé njé bashkési éshté e hapur atéheré dhe
vetém atéheré kur pérputhet me brendésingé e saj.

Si dhe né rastin metrik, njé piké x i pérket A%atéheré dhe vetém atéheré, kur gjendet njé
fqinjési U e X-itetillé gé U c A.

Teoremé 1.4.4.. Operatori brendésisé ka vetité e méposhtme:

(o x°=x

(102) A° c A

(103) (AnB)° =4°nRB"°
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(104) (4°)° = A°

Shembulli mé i paré i topologjive éshté familja t e té gjithé nénbashkésive té bashkésisé
sé dhéné X.

1.5 Metodat e gjenerimit té topologjive.

Le té jeté X njé bashkési cfarédo, me gjenerim té njé topologjie né X, kuptojmé
seleksionimin e familjes 7 té nénbashkésive té X qé plotéson konditat (H1) — (H3).
Shpesh éshté mé e dobishme té mos pérshkruajmé familjen 7 té bashkésive té hapura
direkt.

Metodat e tjera konsistojné né radhé té paré, né pércaktimin e njé familje q€ shérben si
bazé e topologjisé, apo té sistemit té fginjésive, té familjes sé bashkésive té€ mbyllura té
operatorit té mbylljes ose operatorit té brendésisé.

Ményra 1. Supozojmé se éshté dhéné njé bashkési X dhe familja f e nénbashkésive
té X té cilat gézojné vetité (B1) — (B2). Pércaktojné tfamiljen e té gjitha
nénbashkésive té X, té cilat jané bashkime té njé nénfamiljeje t€ £, d.m.th. bashkésia
U € t atéheré dhe vetém atéheré, kur U = U B, pér njé nénfamilje S, té . Kemi fituar
né kété ményré njé familje gé plotéson kushtet (H1) — (H3) dhe familja g éshté bazé
pér topologjiné (X, 7). Kjo topologji quhet topologji e gjeneruar nga familja S.

Ményra 2. Supozojmé se éshté dhéné bashkésia X dhe koleksioni {B(x)},ex té
familjeve té fginjésive pér ¢cdo x € X. Pércaktojmé 7 familjen e té gjithé nénbashkésive
X, té cilat jané bashkim i nénfamiljeve té trajtés U, B(x). Kéto bashkési do té kénagin
kushtet (H1) — (H3) té bashkeésive té hapura té hapésirés (X, 7). Familja {B(x)},¢; do
té jeté sistemi i fginjésive sé késaj topologjie. Topologjia né (X, t) do té quhet topologji
e gjeneruar nga sistemi i fginjésive {B (x)},ex-

Ményra 3. Supozojmé se éshté dhéné njé bashkési X dhe operatori i mbylljes, i cili ¢do
A c X i pércakton njé bashkési A € X né ményré qgé té plotésojé konditat (C01) —
(Co04). Familja
7 = {X|A: A = A} plotéson konditat (H1) — (H3) dhe pér ¢do A c X bashkésia A éshté
mbyllje e A-sé né hapésirén topologjike (X,7).Topologjia T quhet topologjia e
gjeneruar nga operatori mbyllje.

1.6 Disa topologji né X.
Le té jeté (X, t) njé hapésiré topologjike.

Pérkufizim 1.6.1. Hapésira topologjike (X, t) quhet e tipit T; ose T,-hapésiré, né gofté
se pér ¢do dy pika x,y € X, x # y gjendet njé fqinjési e pikés x, gé nuk pérmban y dhe
njé fginjési e pikés y, gé nuk pérmban pikén x.
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Si shembull shérben drejtéza reale R dhe familja t pérbéhet nga bashkésia @ dhe ato
bashkési A c R gé A¢ té keté njé numér té fundmé pikash. Kjo éshté T,-hapésiré dhe
quhet topologjia kofinale.

Hapésira X quhet T,-hapésiré ose hapésiré e Hausdorfit (apo e ndaré), né qofté se pér
cdo dy pika x,y € X té tilla gé x # y té gjenden pérkatésisht fqinjésité V, dhe V, qé

Veny, =0.

Si shembull t& késaj lloj hapésire vlen drejtéza reale me intervalet e hapur té saj si
bashkési té hapura.

Né pérgjithési njé hapésiré metrike éshté hapésiré e Hausdorfit, pavarésisht nga largesa
e zgjedhur né té.

Pérkufizim 1.6.2. Hapésira topologjike (X, ) quhet T;-hapésiré, né gofté se pér ¢cdo
bashkési t&¢ mbyllur A c X dhe pér ¢cdo piké nga X\A4, té gjenden dy fqinjési té hapura
joprerése gé i pérmbajné ato.

Topologjia ku X = {a, b, c} dhe t = {@, {a}, {b}, {a b, c}} éshté e tipit T;.

Pérkufizim 1.6.3. Hapésira qé éshté njékohésisht T;-hapésiré dhe T;-hapésiré quhet e
rregullt. Né gofté se njé hapésiré (X, 7) éshté e rregullt, ajo éshté hapésiré e Hausdorfit.

Pérkufizim 1.6.4.: a) Familja {U;};c; e bashkeésive té hapura quhet mbulim i hapur i
bashkésisé X né qofté se X < U;¢; U; .

b) Njé hapésiré topologjike (X, ) quhet hapésiré kompakte, né qofté se nga ¢cdo mbulim
i hapur i saj {U;};; nxirret njé mbulim i fundmé, dmth.X c UL, U;.

Si shembull té bashkésive kompakte jané: bashkésia B= {%} U {0}, bashkésité me njé
numér té fundmé elementésh e té tjeré.

Njé réndési té vecanté kané bashkésité kompakte né hapésirat metrike. Né kété rast,
bashkésia A éshté kompakte né hapésirén (X,d), né gofté se nga njé mbulim i
numérueshém mund té nxirret njé mbulim i fundmé. Ky pohim éshté ekuivalent me
pohimin: Nga ¢do varg (i numérueshém) (x,,)nen NE bashkésiné A mund té nxirret njé
nénvarg (xnk)keN' i cili konvergjon né njé piké x € A.

Njé nga rezultatet mé té njohura éshté teorema e Borel-Lebegut, e cila tregon se né
hapésirat metrike me dimension té fundmé, njé bashkési éshté kompakte né qofté se ajo
éshté e mbyllur dhe e kufizuar.

Si prototip i bashkésive kompakte, né kété rast, shérbejné segmenti i mbyllur apo
rruzulli i mbyllur. Né punimin toné do té zené njé vend bashkésité lokalisht kompakte,
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gé jané njé zgjerim i natyrshém i bashkésive kompakte. Njé bashkési né hapésirén
metrike (X, d) éshté lokalisht kompakte, né qofté se né cdo piké té saj gjendet njé
fqinjési kompakte.Duket qarté gé bashkésité kompakte jané lokalisht kompakte.

Njé koncept i lidhur ngushté me té éshté koncepti i k-hapésirés. k -hapésiré quhet njé
hapésiré T, qé éshté shémbéllim i njé hapésire lokalisht kompakte me ané té njé
funksioni faktor. Me fjalé té tjera, k -hapésira éshté njé T, hapésiré gé parqitet si faktor
hapésiré e njé hapésire lokalisht kompakte.

Pérkufizim 1.6.5. Bashkésia A né njé hapésiré metrike (X, d) quhet plotésisht e
kufizuar né X, né qofté se pér ¢do € > 0 gjenden elementet as, ay, ..., an € A té tillé gé,

Ac U?zl B(a,¢) .

Me fjalé té tjera, njé bashkési plotésisht e kufizuar ka vetiné gé pér ¢cdo € > 0 gjendet
njé bashkési e fundme A: — A e tillé gé, ¢do piké nga A té keté largésiné nga Ac jo mé
té madhe se .

Provohet se ¢do bashkési kompakte éshté plotésisht e kufizuar.

1.7 Njé konvergjencé né hapésirat topologjike.

Pérkufizim 1.7.1. Prodhim kartezian i dy bashkésive A dhe B quhet bashkésia e ¢ifteve
té renditur (a,b), ku a € A dhe b € B. Simbolikisht shénohet A x B. Nése kemi n-
bashkési A;, A,, ..., Ay, prodhim kartezian i tyre quhet bashkésia e n-sheve té renditura
{ai,a,, ..., a,} dhe shénohet A; X 4, X ... X A, =[], 4;.

Relacion R né njé bashkeési té dhéné A quhet njé nénbashkési e prodhimit kartezian
A x A. Me fjalé té tjera, R < A X A, né qofté se R = {(a,b): (a,b) € A X A}.

Relacion i anasjellté, nése ekziston quhet relacioni R~ = {(b,a): (b,a) € A x A}.
Pérkufizime 1.7.2. (1) Relacioni quhet pasqyrues né qofté se pér ¢do a € 4, aRa.
(2) Relacioni quhet simetrik né qofté se aRb sjell bRa dhe anasjelltas.

(3) Relacioni quhet kalimtar né qofté se aRb dhe bRc rrjedh aRc.

(4) Relacioni quhet antisimetrik né qofté se pér ciftet e méposhtme té relacionit R ka
vend implikimi (a,b) A (b,a) = a = b.

Relacioni, i cili éshté pasqyrues, kalimtar dhe antisimetrik quhet relacion renditje té
pjesshme né A dhe shénohet (4,<). Termi pjesérisht i renditur nénkupton ggé, né
bashkésiné A mund té keté element a dhe b nga té cilét nuk ka vend asnjéri nga
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relacionet a < b apo b < a. Elementé té tillé quhen té pakrahasueshém. Njé shembull
tipik i kétij relacioni éshté relacioni i pérfshirjes, pra " < "=" c” n€ njé familje ¢farédo
bashkésish. Né qofté se ¢cdo dy elemente té njé bashkésie jané té krahasueshém, atéheré
bashkésia quhet plotésisht e renditur ose me renditje té ploté. Shembuj té kétyre
relacioneve jané krahasimet e bashkésive numerike ku relacioni =
pérputhet me shenjén < ose me shenjén >.

Njé rrjeté né hapésirén topologjike X éshté njé funksion gé con njé hapésiré pjesérisht
té renditur D te X. Rrjeta shénohet {x,: o € D} kur x, éshté njé piké e X e pércaktuar
nga elementi o nga D. Nése D éshté e numérueshme, do té pérdorim simbolin {x;: i € I}
ose (x;);ep- Relacioni i renditjes se D do té shénohet < pér dy element o; dhe o, nga
D. Do té shénojmé vazhdimisht gé o, < o, ku gy éshté pérpara a,. Pika x quhet limit
i rrjetés (x,),ep, NE qofté se pér ¢do fginjési U té pikés x gjendet njé o, € D e tillé gé
Xy € U pércdo o = 0,. Né kété rast thuhet se rrjeta (x,),ep konvergjon né pikén x.
Njé rrjeté né dallim nga vargjet konvergjenté mund té konvergjojné né shumé pika.
Bashkésia e té gjithé limiteve té rrjetés (x,)yep, Shénohet laié% Xg-

Pika x quhet piké takimi e rrjetés (x,) g ep, Né qofté se pér ¢do fginjési U té pikés x dhe
pér ¢cdo o, € D gjendet o > g, e tillé &, x, € U.

Pohim 1.7.3. Njé piké x i pérket mbylljes A atéheré dhe vetém atéheré, kur gjendet njé
rrjeté me elemente né bashkésiné A dhe gé konvergjon te pika x.

1.8 Hapésirat funksionale

Duke pasur parasysh se njé prodhim kartezian X x Y té dy hapésirave topologjike do té
keté formén (X XY, B; X B,), ku B,8shté bazé né X dhe S, éshté bazé né Y. Le ta
relativizojmé kété topologji né njé rast té vecanté, kur elementé té késaj hapésire jané
funksione. Le té jeté f: X — Y, ku si X dhe Y kané nga njé topologji té fiksuar. Do té
supozojmeé se f éshté funksion i vazhdueshém né lidhje me topologjiné né X. Shénojmé
simbolikisht Y* bashkésing e té gjithé funksioneve té vazhdueshém, gé cojné X né Y
pra, {f :X— Y} =YX

Shénojmé me F njé familje funksionesh, ku secili éshté i pércaktuar né bashkésiné X
me vlera né hapésirén topologjike Y. Kjo do té thoté se F < Y*. Do té shqyrtojmé raste
né kapitullin 3, sesi njé topologji mund té gjenerohet edhe nga njé konvergjencé e
dhéné. P.sh. topologjia P e konvergjencés pikésore pér F, éshté njé relativizim i
topologjisé produkt. Rrjeta {f,;: n € D}, ku D éshté njé bashkeési pjesérisht e renditur,
konvergjon te funksioni g atéheré dhe vetém atéheré kur rrjeta {f,(x):n € D}
konvergjon te g(x) pércdo x € X .

Njé nénbazé pér P éshté familja e té gjithé nénbashkésive té formés {f: f(x) € U}, ku
X éshté njé piké nga X dhe U éshté bashkési e hapur né Y. Pér ¢do piké x nga X gjendet
e, nga F, i cili quhet vlerésim né x (ose projeksion né hapésirén koordinative t€ x), qé
pércaktohet nga barazimi e, (f) = f(x), pér ¢do f € F. Vlerésimi né x éshté pasqyrim
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i vazhdueshém dhe i hapur né lidhje me g, ku g éshté topologjia mé e varfér pér F i
tillé qé, ¢do vlerésim té jeté i vazhdueshém.
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KREU 2

Konvergjencat lokale uniforme

Né pérpjekje té relativizojmé a-konvergjencén e studiuar veg Stoilov dhe Arens edhe
nga [16], [17], [12] ne mésuam se ky koncept lidhej ngushté me familjet e funksioneve
ezauruese, gjé gé na drejtoi te konvergjenca lokale uniforme. Kjo konvergjencé ishte
mé e dobét se konvergjenca e njohur uniforme, por kishte njé lidhje me komplekse me
o-konvergjencén.

Ne pérpunuam dy konvergjenca shumé té aférta me a-konvergjencén, gé i emértuam
da dhe a*-konvergjenca, té cilat kané zévendésuar né shumé pohime konvergjencén e
vazhdueshme.

1. Funksionet ezaurues
Prezantojmé njé koncept té ri, i cili &shté afér konceptit té ekuivalencés.
Pérkufizimi 1.1 ([18] Gregoriades & Papanastassiou 2008)

Le té jené (X, d), (Y, p) dy hapésira metrike, X € X, le té jeté F njé familje e funksioneve
ngaXnéYdhef,:X—->Y neN.

1) Nése F éshté e pafundme, ne e quajmé familjen F ezauruese né x nése pér ¢cdo

€ > 0 ekziston 6> 0 dhe A éshté njé nénbashkési e fundme e F e tillé qé: pér ¢do y €
S(x,8) dhe pér ¢do f € F \ A kemi qé p(f (x), f()) < e.

2) Né rast se familja F éshté e fundme, ne pércaktojmeé gé F té jeté ezauruese né x nése
cdo element i F éshté funksion i vazhdueshém né X.

3) Familja F éshté ezauruese nése F éshté ezauruese né ¢do piké x.
4) Vargu (f;,)nen quhet ezaurues né x, nése pér té gjitha e > 0, ekzistojné 6> 0 dhe

ny €N, té tillé g8, pér té gjithé y € S (x, ) dhe t& gjithe n =ny , ne kemi
p( ), f(0) <e.

5) Vargu (f,,)nen Quhet ezaurues, nése éshté ezaurues né ¢cdo x € X. Vini re se né rastin
mé interesant ku (f;,)nen €shté njé varg funksionesh pér té cilat f,, # f,, pér n # m,
atéheré familja F = {f,, / n € N} éshté ezaurues né disa x, € X nése dhe vetém nése
vargu (f;)nen €shté ezaurues né x,,.

Veérejtje 1.2 (Njé familje ekuivalente &shté njé familje ezauruese e tillé gé pér ¢cdo & >
0 bashkésia e fundme A né pérkufizim 2.1 (1) mund té merret si bashkési boshe. Pra,
ekuivalenca nénkupton ezaurueshméring).
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Duke théné se familja F éshté ezauruese kjo nuk nénkupton se ekziston njé nénbashkeési
e fundme e F (e quajmé A) té tillé gé F \ A éshté ekuivalente. (Kjo éshté pér shkak se
grupi A né pérkufizim varet nga € > 0). Shihni gjithashtu shembullin 2.4.

Shembull 1.3. [18] Pér n € N pércaktojmé f,,: R - R té tillé gé f,,(x) = % pérx <0,

fn(x) = i pér x > 0. Natyrisht nuk ka funksion f,, té vazhdueshém né 0. Ne pohojmé
qé vargu (f,)hen €shté ezaurues né 0.

Le té jeté £ >0, atéheré ekziston njé numér i ploté n, > 2—18 té tillé gé 6 = 1, pér té gjitha

y € (-1, 1) dhe pér té gjitha n = ny ne kemi gé |£,(y) — £,(0)| < i < . Késhtu ne

marrim vargun ezaurues me funksione jo té vazhdueshme, gé konvergjon te njé
funksion i vazhdueshém.

Le té studiojmé disa veti té funksioneve ezaurues.

Pohim 1.4: Le té jeté f,,: X — Y njé varg ezaurues né X, ku X dhe Y jané dy hapésira
metrike. Nése X éshté njé hapésiré kompakte, atéheré vargu (f;,)nen €shté i kufizuar
né ¢do piké x € X.

Veértetim. Nga kompaktésia e hapésirés metrike X rrjedh gé ajo éshté plotésisht e
kufizuar. Kjo nénkupton gé pér ¢cdo § > 0 ne kemi

m
xe| J B o)
k=1

Le té jeté x njé piké cfarédo e X-it. Nga mbulimi i mésipérm i X, ekziston njé piké ax
,pér té cilin xe B(ay, §). Megé (f,)nen €shté ezaurues né ¢do piké ay, pér ¢do € > 0,
ekziston &, >0 dheny, € N gé pér n = n,, dhe pér ¢cdo x € S(ay,6,) kemi
p(f(ay), f(x)) < e. Ky mosbarazim ka vend madje pér § < &;.

Le té jeté b & S(ay, §), b éshté njé piké fikse dhe b + a; pér ¢do numér natyror k.
p(f(x), f(@)) < p(f(x), f(ax)) + p(f(ar), f (b)) < & + p(f(ax), f (b))
Mosbarazimi tregon gé f(x) éshté pjesé e rruzullit t& hapur B(f (x), ) , ku

1 = € + p(f(ay), f(b)). Nése e pérsérisim kété veprim pér ¢cdo a; € X ne marrim
f(x) € B(f(b), 1) ku: ry = max{ry, 1y, ..., 1, }. M

Pohimi 1.5: Le té jeté @ njé familje funksionesh f:(X,d) — (U,p) ezaurues, ku X
dhe U jané hapésira metrike dhe g: (U, p) — (Y, q) éshté njé funksion i vazhdueshém
né U. Atéheré bashkésia e funksioneve té pérbéré g(f(x)) éshté pérséri njé varg
ezaurues.

Veértetim. Le té jeté g: U — Y njé funksion i vazhdueshém né uy = f(x,) , kKuxg € X
éshté njé piké ku bashkésia ® éshté ezauruese.

Késhtu, pér cdo 6 > 0 ekziston n, € N dhe y > 0 té tillé pér ¢cdo y € S(x,,y) ne kemi
p(f(xo). f(0)) < 6.

Meqé g éshté njé funksion i vazhdueshém né wu, , atéheré pér ¢do £ > 0; ekziston
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6,(g) > 0etillé gé pér:
p(u, f (%)) = p(f (), f (%)) < &4
té kemi: q(g(w), g(uo)) = qa(f (x)), f(x0))) < €.
Pér0 < § < &; rrjedh gé pér ¢cdo € > 0 dhe pér ¢cdo y € S(xq, §), marrim
p(f), f(x0)) = p(u,up) <6
Késhtu, kemi sirezultat g¢ q(f(y)), f(x))) < ¢

Gjé gé na tregon ne se vargu g(f (x)) éshté njé varg ezaurues.m

2. Konvergjenca lokalisht uniforme dhe vargjet ezaurues

Pérkufizimi 2.1: Le té jené (X,d) , (Y,p) dy hapésira metrike, xeX dhe f,, f: X = Y.
Funksioni f(x) éshté njé¢ & —limit i vargut (f,),eny Nése pér ¢do & > 0, ekziston
no(x) EN dhe §>0 gé¢ pér ¢cdo n=>nydhe yeS(kxS5) ne kemi
P, f(¥)) <e.

Késhtu ne mund té themi gé (f,,)nen konvergjon lokalisht uniformisht tek f(x) ose
shkurt éshté § —konvergjent tek f(x).

Kjo konvergjencé éshté uniforme né njé fqinjési té hapur té ¢do pike nga X. Késhtu,
funksioni f(x)=x" nése e shohim vetém né intervalin]0,1[ éshté &- konvergjent né kété
interval.

Pohimi 2.2: Le té jeté f, : X - Y njé varg gé éshté konvergjent né ményré pikésore tek
njé funksion f: X—Y pér ¢cdo x € X . Atéheré vargu f,, do té § — konvergjojé tek f
pércdo x € X.

Veértetimi éshté i garté nga pérkufizimi (2.1).

Pohimi i méposhtém paraget disa nga cilésité kryesore té konvergjencés lokale
uniforme gé pércakton pozicionin e saj né lidhje me konvergjencén uniforme dhe
pikésore.

Pohimi 2.3. Le té jené (X,d), (Y,p) dy hapésira metrike, xeX dhe f,,, f: X = Y. Vargu
fn(x) éshté ezaurues dhe d-konvergjent tek funksioni f(x). Atéheré funksioni f(x) éshté
i vazhdueshém né kété piké.

Veértetim. Sjellim né vémendje pérkufizimin e d-konvergjencés dhe ezaurueshmérisé
sé vargut té kétyre funksioneve.

Sé pari, nga vetia e d-konvergjencés pér ¢cdo €>0 dhe % >0 dhe xeX, ekziston numri

natyrorNy(¢,X) €l dhe &>0 i tille q&pér N=n,(e,X)dhe YeS(X,d) kemi

p(f. (y), f(y)) <§Gjithashtu, nga vetia e ezaurueshmérisé pér kété >0 dhe xeX,

ekziston njé numér natyror N, (&,X)el dhe d,>0 i tille qé, per N=n,(g,X) dhe

-23-



Y &S(x.6,) riedh p(f, (y), 7,(x)) < 3 - Ne shenojme n,(&,x) =max{n, (&, X). (¢, X))}
dhe 5=min{&1,5.}. Atéheré pér N >n,(&,X) dhe y e S(x,s) marrim mosbarazimin

P(F (), F(y) < p(F (), £,(0)+ p(f,(X), F,(¥) + p(f. (), F (V) <§+§+§:e

i cili vérteton vazhdueshmeériné e funksionit f né x € X.

Pohim 2.4. Nése vargu f,: X — Y éshté § — konvergjent te funksioni f(x) tek njé piké
xe X, dhe X éshté e ploté atéheré vargu (f,,) éshté Koshi .

Veértetim. Nga 6 — konvergjenca ne shkruajmé, pér ¢cdo € > 0, ekziston §; > 0 dhe

ny € N, etillé gé pér n > n, dhe y € S(x, 8,), ne kemi p(f,(y), f(y)) < g,gjithashtu
pér

m > n, dhe 8, > 0, nése y € S(x,8,) kemi p(f, (), f(y)) < g.

Si konkluzion pér m,n > n, dhe § = min(8,, 6,) ne marrim

p(En (), (1) < P(En ), ) + PG Fa () < 545 = m

Pohimi 2.5. Le té jené (X,d), (Y,p) dy hapésira metrike xeX dhe f,, f: X =Y.
Hapésira X éshté kompakte dhe vargu f,, 5-konvergjon te funksioni f .Atéheré vargu f,
konvergjon uniformisht te ky funksion.

Veértetim. Nga pérkufizimi i 6-konvergjencés pér ¢do >0 (fiksojmé njé) dhe pér ¢do
XoeX ekziston numri N (¢,X,)€l dhe 8, >0 i tillé g& pér n>n, (& X,)dhe

y€S(x,,5,), ne kemi p(f.(y), f (y)) <§ .

Le t& marrim né konsideraté njé mbulim t& pafundém t& X sipas rruzujve{S(X,,J,)}.

Nga vetia e pérkufizimit té hapésirave kompakte né hapésirat metrike, ekziston njé
mbulim i fundém.

X UTZIS(XW%)

Nése ne marrim né konsideraté tani vargun e fundém té numrave {nwl,..., nwm} dhe N,

maksimumin e kétij vargu. Késhtu pér N 2N;dhe yeX, ekzsiton njé rruzull S(x,,d,)

itille g&, nese y €S(x, .8, ) atéhers p(f,(y), f(y))<§.

Konkluzion 2.5 Vargu konvergjent lokalisht uniformisht éshté konvergjent lokalisht
uniformisht né bashkésité kompakte.

Nése hapésira X éshté lokalisht kompakte e anasjellta éshté e vérteté.
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Pérvec té tjerave, ne kemi gjetur gjithashtu njé pérkufizim "té tipit €,0" pér o-
konvergjencén me disa kufizime té vogla dhe ne e quajmé até konvergjent lokalisht
uniformisht fortésisht.

3. Lidhja midis 8, 82 dhe a*-konvergjencés me a-konvergjencén

Pérkufizimi 3.1. Le té jené (X,d), (Y,p) dy hapésira metrike, xeX dhe f,,, f: X = Y.Ne
themi gé vargu (fn(x))neN éshté konvergjent lokalisht uniformisht fortésisht (ose

shkurt 84 -konvergjent) te f(x) nése pér ¢cdo >0 dhe xe X, ekziston ny(e, x) € N dhe
5>0 té tillé gé pér n = ny(e, x)dhe y € S(x, 8) ne kemi p(f,(¥), fF(x)) < &

Pohim 3.2. NEé gofté se pér funksionet e mésipérme qé f,,, f: X — Y vargu (fn(x))neN

éshté 5. -konvergjent te funksioni f(x), atéheré ai éshté edhe a-konvergjent te ky
funksion.

Veértetim. Le té marrim vargun (Xn) konvergjent né njé piké xeX, pra xn — x. Kjo do
té thoté se pér ¢cdo numeér real pozitiv 6 > 0 gjendet njé no(d) gé pér n > no té kemi Xy

eS(x, 8) por né saje té 8, -konvergjencés kjo do té sjell q& P(f,(x,), f (X)) <e.

Ne mund té marrim disa veti té€ o -konvergjencés pér 82 -konvergjencén me vértetime
té tjera.

Pohimi 3.3. Le t& jené (X,d),(Y,p) dy hapésira metrike, xeX dhe f ,f:X —Y dhe
vargu f.:X —Y é&shté 8, - konvergjent te funksioni f(x). Atéheré:

a) Vargu i funksioneve (f;, (x))HEN &shté ezaurues,
b) f(x) &shté i vazhdueshém tek xeX
Veértetim. a) Nga pérkufizimi i da - konvergjencés pér ¢do €>0 dhe §>0, xeX,

ekziston ny(e,x) € N dhe 50 té tille q& pér N>Ny(&,X) dhe yeS(x,s5) kemi
p(fn(y),f(x))<§Duke u nisur nga plotésimi i kushteve gé¢  N=ny(&,X)dhe
y € S(x,5) ne marrim mosbarazimin

PCTA(Y). 1,000 < PCFL(Y), Fu () + PCF (), Fo () <+ =&

b) Nése né mosbarazimin e mésipérm marret §>O né vend té >0 dhe ndonjé xeX,

ekziston n; (g,x) € N dhe 8>0 té tillé qé pér N>N,(&,X) dhe y €S(x,8) rrjedh se
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p(f,(y), f(x))<§. Gjithashtu, ekziston n,(e,x) € N dhe >0 té tille qé pér

n>n,(e,X) = edhe p(f.(x), f (X)) <% .

Mosbarazimi i dyté tregon gé nga 8. - konvergjenca rrjedh konvergjenca pikésore.
Késhtu pér cdo >0 dhe %>0, ekziston N,(&,Yy)1té tille g& pér N=n, (&, Y) marrim

p(fn(y),f(y))<§. Pér x,yeS(x,0), ku &= min(31,52) dhe nése shénojmé njé

n, =max(n,n,,n,) pér N>n,(&,X) pérfitojmé mosbarazimin e méposhtém:

PCE 00, T(y)) < p(F 00, £, () + p(F,, (X), T, (V) + p(F,, (¥), F(Y) <&

Duket sikur dy konceptet o-konvergjenca dhe 3. - konvergjenca jané ekuivalente.
Realisht, konceptet e a-konvergjencés té pérdorur nga Kelley [19] né vargjet né

topologji, éshté treguar gé dy konvergjencat xn % x dhe fm(Xn) 5 f(x) jané shumé té
ndryshme . Nése ne kalojmé né limit te té€ dyja konvergjencat, vetém né rastin kur dy
indekset n dhe m konvergjencés sé paré dhe té dyté jané té krahasueshme né N, atéheré
fitojmé njé konvergjencé mé té forté, qé éshté:

Pérkufizim 3.4. Thuhet gé vargu (f,,) éshté a*-konvergjent né X nése pér ¢do £>0 dhe
xeX ekziston njé numér nieN té tillé qé pér n>ny vargu X, —X dhe ekziston njé numér
n, eN té tillé gé pér n>n,, f,,(x,) = f(x). Kjo do té lejonte gé pér n,=max{n1, n2} té
plotésoheshin té dy konvergjencat.

Shembull 3.5. Le té tregojmé njé rast qé a- konvergjenca nuk sjell a*-konvergjencén.
Marrim njé varg (xn) gé tenton né zero né njé ményré té

C(i+k-D(i+k-2)
2
né tabelén e pafundme té méposhtme.

+i i cili formohet nése ne shkojmé sipas diagonaleve

vecanté n

Pér shembull, diagonalja e treté éshté asi, az, a1z shuma e indekseve éshté 4. Késhtu,
kemi ndértuar njé renditje o1 me ¢iftin e indekseve né kété ményré: (i,k) < (i',k") nése

I+k<i'+k'. Nésesivarg (xn) né X marrim x = ik pér elementet né njé diagonale
I+

té tabelés sé méposhtme, pér shembull i+k=4 do t€ kemi gé X4=(as1) < xs=(az2) <
Xs =(ai3). Ké&to terma xn kané vlerén 1/4 pér n=4,5,6. Eshté e lehté té tregojmé gé
n—>w<<i—>wvk—>owdhe né rastin kur n—oo kemi x—0. Le té shénojmé

f,(X,) =X, gé shkon né zero sipas renditjes 1.

Le té kthehemi te tabela e pafundme:
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a; &, a,
a21 a22 a23

8 dp dy

Tani ne mund té zgjedhim njé renditje tjetér o,. Sipas renditjes té elementeve té vargut
(Xn), indeksi ni merr vlerat sipas “rregullit té pércaktorit” dhe pér shembull, né kété rast

pjesa e vargutd; <d, <ay, <ad, <... | korrespondon vargut Xi, X2, X3, X4,... Sipas
renditjes 2. Eshté e garté gé dhe né rastin N — oo < i—>ovk —ocopor nése ne

fiksojmé & =£ , gjejmé se kur

No=100=k+i=50+50 i tillé¢ qé pérn>100 | f (x,)-0=X, =

< S por termat nuk
50+50 99

1 ! dhe Xn>Xn+1 SEPSE

zvogélohen, késhtu x. = <X ., =
50+50 49+50

(1,k) < (i,k-1) = 50+49< ng gé kundérshton pérkufizimin 3.4.
Pohimi 3.6. Le té jené (X,d), (Y,p) dy hapésira metrike, xeX dhe f ,f: X =Y.
Pohimet e méposhtme jané ekuivalente:

1) Le té jené £>0 dhe xeX, ekziston ny(g,x) € N dhe 5>0 té tillé gé pér n > n, (e, x)
dhey e S(x,8) nekemi p(f (y), f(x) <&

2) Vargu (f,, (x))neN a*-konvergjon tek f(x).

Vértetim. (1) =(2). Le té marrim né konsideraté konvergjencén X, — X qé pér ¢do
81>0 ekziston n;(8,) € N & tillé & pér n>n, (5) = d(x,,x) <35, 0S€ x, e S(x,3,) -
Rrjedh gé¢ pér cdo >0 ekziston &<&; dhe N, >max(n,,n) té tille q& kur
X, € S(x, &) =d(f, (), f(x) <e Késhtuéshté trequar gé fn a*-konvergjon te f(x).

(2)=(1). Le té supozojmé gé f,(X) nuk éshté konvergjent sipas pohimit té& paré.
Késhtu, ekziston >0 i tillé qé pér xeX dhe, ni(ey,x) € N dhe 5>0 i tillé qé pér
n>n(e,, X)dhe

yes(x,8)= P(f,(x), f(x))2¢, .

Nga pohimi i dyté kur x_— x ekziston njé >0 tillé g&¢ N >N (6) = d(X,,X) < por,
fn(x) nuk konvergjon te f(x) sipas Pérkufizimit 2.1. Kjo na kundérshton pikén (2).

4. Teoremat Arzela dhe Aleksandrof.
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Veértetimi i késaj teoreme éshté bazuar né konceptin e konvergjencés kuazi-uniforme te
njé interval kompakt té P. Le té krahasojmé konvergjencén lokalisht uniforme me
konvergjencén kuazi-uniforme.

Pérkufizim 4.1. [3] Le té jeté (f. )., njé varg funksionesh té vazhdueshme me vlera
reale té pércaktuar né njé interval kompakt [a,b] dhe f njé funksion me vlera reale té

pércaktuar né [a,b]. Vargu (f,),.,. Themi se konvergjon te f kuazi-uniformisht sipas
segmentéve(a tratti) né [a,b] nése

(i) Vargu (f.).., konvergjon né ményré pikésore tek f ,

(it) Pér ¢do € > 0 dhe ¢do no ekziston njé numér i fundmé numrash natyroré ny,..., ny >
no dhe intervalet e mbyllur Sm""’sm té tillé gqé bashkimi i brendésive té tyre té mbulojé
segmentin [a,b] dhe

vxeS, |f, (0-f()l<s i=1..t

Teorema 4.2. (Teorema Arzeld) [3] Le t& jete (f ). njé varg funksionesh té
vazhdueshme me vlera reale té pércaktuara né njé interval kompakt [a,b] dhe f njé

funksion me vlera reale té pércaktuara né [a,b]. Le té jeté (f,),., njé varg konvergjent
né ményré pikésore te f. Atéheré f éshté i vazhdueshém né qofté se dhe vetém né qofté
se vargu (f,),., éshté konvergjent kuazi-uniformisht sipas segmenteve tek f .

Pohimi 4.3. Pérkufizimet 2.1. dhe 4.1, né rastin e funksioneve té vazhdueshme dhe me
vlera reale, jané ekuivalente.

Vértetim. (2.1.) = (4.1) Nga Pohimi 2.2. ne vértetuam kushtin (i) té (4.1). Tani, meqé
intervali [a,b] éshté bashkési kompakte atéheré ekziston mbulimi {S;}i tij dhe nga ky
nxirret njé nénmbulim i fundém Sz,...,sfki tille qé [a,b]cUikzlsgi dhe
S, =S, M[a,b]. Nga pérkufizimi 2.1., pér ¢do & >0 dhe X €S, ekziston &>0 dhe
n(&d) € N dhe n > n(ed) i tille g¢ pér cdo yeS(x,8) ne kemi
| fni (y)-f(y)|<e&. Neérastin e rruzullit Sni jemi né kushtet e intervalit t& mbyllur [a,b],
késhtu nése{S(x, &x )} éshté njé mbulim S, pér cdo X€S, , mund té gjejmé njé
nénmbulim t€ fundém s_ <U7,s(x.5,) Pér ¢do xi gjejmé njé numér n(¢,6, ). Le
té jete Ny =max{n(s,J,)}. Nése ne marrim i = 1,.., k atéheré ekziston vargu
Nty N >Ny i tillé & pér cdo Yy €S, t& kemi Ifni(y)—f(y) |<e. Kjo tregon
plotésimin e kushtit (ii).
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(4.1) = (2.1.) Nga pérkufizimi 4.1, ekziston njé numér i fundém numrash natyroré
N1,..., Nt > no dhe vargu i bashkésive té mbylluras, ,...,S, i tillé gé [a,b] cUik:lSSi dhe

pércdo yeS, kemi | f, (Y)—f(y)l<ée Le té jeté & njé numér pozitiv dhe ¢do X i
tillé gé xe[a,b] ekzistojné Snoj té tillé gé xe Snoj dhe |f,(X)-F(X)I<e, pércdoxe Sr?j
dhe Nn; >n,;. Nése marrim njé numér 5>0 té tillé q¢ x e S(x,5) e Sr?j pércdo y e S(x,
5) ekziston n; >nyté tille g f, (y)— f(y) <.

Né kété ményré kemi fituar njé formé tjetér té Teoremés Arzela.

Teorema 4.4. Le té jeté (f,),., njé varg funksionesh té vazhdueshém me vlera reale té
pércaktuar né njé interval kompakt [a,b] dhe f njé funksion me vlera reale té
pércaktuar né [a,b]. Atéheré f éshté i vazhdueshém né gofté se dhe vetém né qofté se

(f.).., éshté konvergjent lokalisht uniformisht ( shkurt 5-konvergjent) tek f .
Né 1948 Alexandroff [1] béri pérkufizimin e méposhtém:

Pérkufizimi 4.5. Le té jeté (f,),.,njé varg funksionesh gé con njé hapésiré topologjike

X te njé hapésiré metrike (Y, p) dhe le té jeté f : X—Y. Atéheré (f,).., éshté quajtur
Alexandroff konvergjent tek f né X, nése éshté konvergjent né ményré pikésore tek
f dhe pér ¢do & > 0 dhe njé numér té ploté no ekziston nj& mbulim i hapur i

numérueshém {I'y, Iz, ---} 1 X dhe vargu { N, } i numrave pozitivé mé té médhenj se

no i tillé gé, pér ¢do x« té kemi p(f, , f)<e.

Ne mund t'i shtojmé Teoremés sé njohur Alexandroff njé kusht té treté ekuivalent dhe
marrim pohimin e méposhtém.

Teorema 4.6. Le té jeté X njé hapésiré topologjike dhe (Y, p) njé hapésiré metrike. Le
té jeté (f,),., njé varg funksionesh t& vazhdueshme nga X te Y konvergjent né ményré
pikésore te njé funksion f nga X tek Y. Kushtet e méposhtme jané ekuivalente:

(i) f éshtéivazhdueshém;
(i) vargu (f,),., konvergjon Alexandroff te f ;

(iii) vargu (f.), ., éshté konvergjent lokalisht uniformisht te f .
Vértetim. Pér implikimet e méposhtme (i) = (ii) and (ii) = (i) ne mund té shohim [1].

(if) = (iii). Le té jeté € > 0 dhe xeX. Nga (ii) pér kété &>0 dhe numrin e ploté no,
ekziston njé mbulim i hapur i numérueshém {I", I'2, ...} i X, gé éshté X < U:’:lrk dhe
vargu { N, } i numrave té ploté pozitivé mé té médhenj se no té tillé gé, pér ¢do N, 2N,
nekemi p(f, ,f)<e. Ngafakti gé xeX rrjedh qé, ekziston njé &> 0 tillé gé S(x, 5)
c ij . Nga ana tjetér, pér ¢cdo y €S(x, ) dhe N, Ny :>p(fnkj ), f(y)<e.

-29-



Kjo tregon plotésimin e (iii).

(iii) =(i) Supozojmé qé (f.),., &shté konvergjent lokalisht uniformisht te f . Atéheré
pér ¢do € > 0 dhe xe X ekziston njé numér n(e)eN dhe njé fqinjési V té tillé qé pér
¢do n > n() dhe yeVyx ne kemi q& p(f.(y), f(y)) <§ dhe gjithashtu
p(f.(x), (X)) < % . Megé funksionet (f,),., jané té vazhdueshém, pér kété ¢ ekziston
njé fqinjési Ux e pikés x e tillé qé pér cdo y € Ux dhe ¢gdo n eN marrim
o(f.(y), f.(¥)) <% . Eshté e lehté t& shohim gé pér ¢do y € Vx N Ux ne kemi

pCE(Y), £(x)) < p(T(y), 1, (¥) + (1, (y), £,00)+ p(1,(x), T(X)) <& .

Né artikullin Bartle [5] né 1955, studiohet vazhdueshméria e limiteve té vargjeve té
funksioneve té vazhdueshém me vlera reale dhe riformulohen pérkufizimet e
mésipérme té Arzelas dhe Alexandroff.

Ne mund t'i zgjerojmé kéto pérkufizime né rastin e rrjetave té funksioneve me vlera
reale né njé bashkési X.

Pérkufizime 4.7.

(1) Le té jeté (fy)aea Nj€ rrjet funksionesh té vazhdueshém né njé bashkési arbitrare
X dhe f: X - Y. Atéheré (f,)qea thuhet se konvergjon te f kuazi-uniformisht né X,
nése ai konvergjon né ményré pikésore te f dhe pér cdo ¢ > 0 dhe «, ekziston njé
numér i fundmé indeksesh ay, ..., a, = «a, té tillé gé pér cdo x € X té paktén njé nga
mosbarazimet e méposhtme géndron:

f0, ) —f)| <e,i=1,..,n

(2) Né kéto kushte (f;)qea thuhet se konvergjon te f,lokalisht uniformisht te x € X,
nése pér ¢cdo € > 0, gjendet njé a, € A dhe njé fqinjési V, e tillé gé pér a; = a, dhe

y € V; nekemi p (f, (), f)) <.

Né vazhdim té [9] [17] né artikullin e té ciléve ata zgjeruan Teoremén Arzela pér rrjetat
e funksioneve me bashkési pércaktimi k-hapésirén dhe me vlera né njé hapésiré
metrike. Ne mund té riformulojmé pohimet pér teoremat e mésipérme:

Teorema 4.8. Le té jeté X njé k-hapésiré dhe (Y, p) njé hapésiré metrike. Le té jeté
(f,),en Njé rrjet funksionesh té vazhdueshém nga X te Y, e cila konvergjon né ményré
pikésore te funksioni f nga X tek Y. Kushtet e méposhtme jané ekuivalente:

(i) f éshtéivazhdueshém;
(i) (f,),., konvergjonte f kuazi-uniformisht né bashkeésité kompakte.

(iii) (f,),., konvergjonte f lokalisht uniformisht né hapésirat lokalisht kompakte.
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Proof. (i) = (ii). Shiko Teoremén 3.4.né [5] dhe (ii) = (i) shiko [9]

(i) = (iii). Le té jeté f njé limit i vazhdueshém i konvergjencés pikésore t& (f,) ., .
Q& do té thoté se pér ¢do € > 0 ekziston o i tillé gé, pér ¢do a(x) > oo té kemi
P00 (X), (X)) <§ . Meqé funksioni f dhef,(}) jané té vazhdueshém pér ¢do & >

0 gjendet njé fginjési S(x,061) e pikés x té tillé gé, pér ¢cdo ye S(X,01) té rrjedhé gé
p(f(x), f(y)) <§ dhe p(f,(y), T,(y)) <§ pér ¢do o dhe B.

Le té jeté Nx= {y:p(f, ., (¥), f(y)) <§}. Nga vazhdueshmériae f dhe f,(y) rrjedh

gé Nx éshté njé bashkési e hapur gé pérmban x. Le té jeté S(x,52) njé rruzull gé S(X,d2)
(- Nx.

Megé hapésira X éshté lokalisht kompakte, atéheré konvergjenca pikésore e (f,),.,
éshté uniforme dhe ne mund té zgjedhim o' té tillé qé pér o, B > o' dhe yeS(x, 8), ku

& =min(d1,52) marrim:
pE(¥), F(¥) < p(f, (), £,00)+ p(f,(x), £ (X)) + p(f(x), T (y)) <e.
Implikimi (iii) = (i) éshté njé pérséritje e Teoremés 4.4.

Konvergjenca lokalisht uniforme duket se éshté mé e forté edhe se sa konvergjenca e
sicky topologjisé. Bouleau [7] ka futur konceptin e fqinjésisé elementare né kété
topologji pér njé funksion f: [0, 0] - P ku X= 0" e cila éshté:

E . (F)={g:3n>0,vte(J It -nt+ul IfO-gO)<e} -

Pa véshtirési duket garté se kjo konvergjencé éshté mé e dobét se konvergjenca lokalisht
uniforme.
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KREU 3

Disa tipe konvergjencash né topologji dhe né hapésirat e funksioneve.

Studimi i a-konvergjencés né shumé punime éshté shtriré né kontekste té ndryshme
dhe me mjete té ndryshme. Formulimi nga ana joné i 3, dhe a*-konvergjencave duke
theksuar né c¢do rast 6-konvergjencén apo konvergjencén lokalisht uniforme, do té sillte
né kérkimin e relacioneve ndérmjet tyre né hapésira té ndryshme. Njé vend né kété
studim, zé hapésira e funksioneve né topologji, njé nga konceptet mé delikate ky, si dhe
mé pak té eksploruara.

Kemi arritur t& gjejmé bazat e topologjive té konvergjencave té mésipérme, duke
pérfshiré dhe até té a-konvergjencés té cilén, nuk e kemi ndeshur mé paré.

1. 6 ,-konvergjenca e rrjetave

Pohimi 1.1 Le té jené X dhe Y dy hapésira metrike dhe gjithashtu f,,, f: X = Y. Rrjeta
(f) éshté 6,-konvergjente tek f nése dhe vetém nése, (f,,)nen €shté &,-konvergjente
tek f si varg sipas pérkufizimit 1.3.1

Veértetim: Eshté evidente se nga &,-konvergjenca e rrjetés (f;);; rrjedh si rast i
vecanté §,-konvergjenca e vargut (f;,)nen

Té shqyrtojmé pohimin e kundért. Supozojmé se vargu (fn)nd da- konvergjon tek f. Le
té jeté y € S(x, §) dhe té tregojmé se rrjeta (f;);e; 6,-konvergjon tek f(x).

Supozojmé té kundértén se rrjeta (f;);e; nuk konvergjon tek f(x). Kjo do té thoté se
ekziston g>0 dhe xeX gé, pér ¢do 0<d6<1 dhe n1> no gjendet ye S(Xx, d) pér té cilin

p(f, (¥), T (X)) 2 &,

Duke pérséritur té njéjtén proceduré pér 6<% dhe nx>ny do té gjenden vy té tillé gé,

y € S(x, %) té rrjedhé (fn2 (y),f(x)) > & , njélloj pér & s% do té gjenden y té
tillé gé, y € S(x,%) té rrjedhé (fnk(y),f(x)) > ¢, , duke vijuar né kété ményré

pambarimisht. Me ané té njé rinumérimi té pérshtatshém shénojmé m=ny kur k —oo dhe
mo=sup{ni} atéheré pér m>mo gjendet njé & qé pér y € S(x,8) sjell (£, (), f(x)) =

g, 0jé gé hedh poshté supozimin toné té .- konvergjencés sé vargut (f.),.; .
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Né teoremén (3.2.12 [18]), ne mund té zévendésojmé a-konvergjencén me Ja
konvergjencén dhe me disa modifikime adeguate té vértetimit marrim té njéjtin
pérfundim. Ky zévendésim do té béhét eedhe né pohimet e méposhtme (Teoremat
3.2.13, dhe 3.2.14. [18]

Teoremé 1.2. Le té jené f: X — Y dhe rrjeta (f;);; té funksioneve gé cojné X tek Y.
Dy pohimet e méposhtém jané ekuivalente:

8a
Dfi=f;
2) fi ﬂf dhe rrjeta (f;);e; €shté ezauruese.

Rrjedhim 1.3. Né qofté se rrjeta (f;);e; €shté ezauruese dhe f éshté &,-limit atéheré
f éshté funksion i vazhdueshém.

Veértetim:

E vetmja c¢éshtje, gé nuk éshté e njéjté né kété vértetim né krahasim me até té béré te
Teorema I, 3.3, éshté kalimi (1) = (2).

ba . s
Supozojmé se f; — f ndérkaq rrjeta fi nuk éshté ezauruese te ndonjé piké x, € X.
Atéhergé, pér ndonjé ¢ > 0 do té kemi gé, pér té gjitha fqinjésité e hapura V té pikés
Xo dhe té gjitha i € I, do té gjendet njé x € V, qé pérndonjé k € 1 té tillé qé, i < k pér
té cilén :

P(fk(x),fk(xo)) > & (%)

Shénojmé me Sxo familjen e té gjitha fginjésive té hapura té pikés x,. Pér dy fqinjési
U,U, € Sxo pércaktojmé U; < U, né qofté se dhe vetém né qofté se, U, cUj;.

Késhtu, bashkésia Sxo éshté e renditur. Shénojmé M = {(k, V)elx ng}, ku ekziston
x €V i tille gé p(fk(x),fk(xo)) > ¢g,. Bashkésia I x ngéshté me renditje té

pjesshme. Té tregojmé se bashkésia M éshté e renditur né lidhje me relacionin
(%).Vértet pér i € I dhe pér té gjithaV € Sxo: gjendet k € 1 qé i < k dhe

(k,V) € M(*x).

Nga aksioma e zgjedhjes kemi gjetur njé rrjeté (xqcp)) né X e tillé qé,

(k,V)EM
1% (fk(x(k,V))!fk (xO)) = &o dhe x(k,V) EV pel‘ té gJ'tha (k, V) E M.

S " (k,V)eM . o
Eshté e garté se x(, ;) — x, dhe nga hipoteza e §,-konvergjencés sé rrjetés

(k,V)EIXM
fi(xey)) — f(x0)
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Kjo do té thoté se pér x, gjendet V dhe k, g€ pér k < k, dhe x( ) € Sxo? atéheré

p (fk(x(kﬂ’))'fk(xo)) <e.

Kjo bie né kundérshtim me supozimin e pér rrjedhojé (f;);e; €shté familje ezauruese.

Teoremé 1.4. Le té jeté X lokalisht kompakte dhe (Y,p) hapésiré metrike dhe
funksionet f;, f: X = Y, i € I ku | éshté bashkeési e renditur. Dy pohimet e méposhtme
jané ekuivalente:

(1) Rrjeta (f;);e; éshté 6,-konvergjente te funksioni f.

(2) Funksioni f éshté i vazhdueshém dhe pér cdo bashkési kompakte K € X rrjeta
(f)ier» konvergjon uniformisht te f né K.

Nga Teorema rrjedh se kur X éshté hapésiré lokalisht kompakte atéheré §,-
konvergjenca né C(X,Y) rrjedh nga topologjia e konvergjencés uniforme né bashkésité
kompakte. Gjaté vértetimit té teoremés ne duhet té pérdorim hapésirat e rregullta. Né
qofté se | éshté e renditur dhe JSI éshté kofinale né I, atéheré J éshté gjithashtu e
renditur. Kjo do té thoté se kur (x;);¢; €shté njé rrjeté, atéheré cdo J qé plotéson kushtet
e mésipérme na jep njé nénrrjeté (xj)je].

Vértetim:

(1) = (2) Né saje té pohimit (Pohimi Ill, 1.3.), funksioni f &shté i vazhdueshém. Le té
jeté K njé nénbashkési kompakte e X-it. Nése rrjeta (f;);e; nuk do té konvergjonte
uniformisht te funksioni f né K, atéheré pér ndonjé € > 0 dhe pér ¢cdo i € I gjendet njé
j € Jetillé gé,

i <jdhex ek, tkemi p(f;(x)f() 2 e

Shénojmé

J = {j € I:té cilat gjendet ndonjé x € K e tillé qé,p (fj(x),f(x)) > ¢ }
Bashkésia J éshté kofinale né I. Duke u mbéshtetur tek aksioma e zgjedhjes, gjendet

rrjeta (x;),, né K etillé gé p (]j-(xj),f(xj)) > ¢ péredoj € J. (%)

Pérderisa K é&shté bashkési kompakte do té gjendet njé nénrrjeté (xfu) dhe x, € K
UEM

e tillé gé x]-ulﬂxo.Sig u pérmend mésipér, §, — konvergjenca ruhet edhe pér
nénrrjetat, késhtu kemi fia 5_,1) faéngaf;, (x;,) e f(x0). Né saje té vazhdueshmérisé
sé funksionit f rrjedh gé edhe f(x,) PiMf( Xo) - Kjo sjell gé p(fj, (xfu)'f (xj“))
ﬂ 0 gé bien né kundérshtim me (x).
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(2) = (1) Marrim né shqgyrtim rrjetén (x#)#EMné X e cila konvergjon te pika x,.

Megenése X éshté hapésiré lokalisht kompakte, gjendet ndonjé fqinjési e pikés x,, té
cilén e shénojmé me U,, pér té cilen mbyllja e saj U, éshté bashkési kompakte.
Zgjedhim njé uo € M té tillé gé, pér té gjitha u € Mgé po < u té kemi x, € M.
Pércaktojmé

L = {x,: po < pu} dhe K= 'L . Atéheré K éshté nénbashkeési e mbyllur e T, dhe si e tillé
éshté kompakte. Nga hipoteza rrjedh se rrjeta (f;);e; konvergjon uniformisht né K.
Duke patur parasysh se f éshté funksion i vazhdueshém,

p (fi(xu),f(xo)) < £ pér x, € U, dhe pg < p gé tregon se f; % f.

Ne mund té zévéndésojmé a-konvergjencén me &,-konvergjencén edhe né pohimin e
méposhtém, duke saktésuar disa kalime gé i atribohen a-konvergjencés, por gé jané té
ligjshme vetém né lidhje me a*-konvergjencén dhe 3. -konvergjencén; kjo e paré né
vértetimin e tyre origjinal te [18].

Pohim 1.5. Le té jeté X njé hapésiré e rregullt dhe Y njé hapésiré metrike me té paktén
dy elemente. Pohimet e méposhtme jané ekuivalente:

(1) X éshté hapésiré lokalisht kompakte.

(2) Pér té gjitha rrjetat (f;);c; g€ cojné X te Y dhe pér té gjithé funksionet f: X — Y,
rrjeta (fi)ier 64-kKonvergjon te funksioni f atéheré dhe vetém atéheré, kur f éshté
funksion i vazhdueshém dhe (f;);e; konvergjon te f uniformisht, né ¢do nénhapésiré
kompakte té X-it.

Vértetim: Implikimi (1) = (2) rrjedh nga Teorema lll, 1.4.

(2) = (1) Supozojmé gé megjithé plotésimin e (2), hapésira X nuk éshté lokalisht
kompakte. Kjo realizohet né qofté se pércaktojmé njé rrjeté funksionesh, e cila
konvergjon uniformisht te njé funksion i vazhdueshém f né ¢do nénbashkési té X-it, por
nuk éshté §,-konvergjente te funksioni f.

Shénojmé me K familjen e té gjithé nénbashkésive kompakte té X -it. Futim relacionin
e renditjes pér Ky, K, € K té tillé gé, K; < K, né qofté se K; € K,; késhtu bashkésia
(K, <)éshté bashkési e renditur. Fiksojmé dy elemente y,,y, € Y, ku y; # y,. Pércdo
K € K ndértojmé funksionin fx:X — Y té tillé qé, fx(x) =y, né qofté se x € K.
Gjithashtu, shénojmé f(x) = y, pér ¢do x € X.

Té provojmé se rrjeta (fi)xex NUK éshté &,-konvergjente te funksioni f. Pérderisa né
bazé té supozimit X nuk éshté lokalisht kompakt, atéheré ekziston ndonjé x, € X i tillé
qé, pér ¢do bashkési té mbyllur F ku x € F°, gjendet njé rrjeté (x[),c,r né F, pér té
cilén nuk ekziston nénrrjeta konvergjente. Duke shénuar | bashkimin e té gjithé
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nénbashkésive jo-prerése 17, d.m.th. pér té gjithé i € I, gjendet njé Fe vetme qé i € IF.
Péri,j € I, pércaktojmé:

i<jeielfdhej€ldhefose F=Cosei<pjkurCcFporC #F].

Nuk éshté e véshtiré té shihet se renditja < éshté njé renditje e pjesshme né 1, gjithashtu
| éshté plotésisht e renditur. Le té jeté i € IF, j € I€ shénojmé L = F N C atéheré x, €
L°.Supozojmése F N C = C. Nése F —C atéheré j < i. Né qofté se F = C atéherg,

meqgénése (IF, <) éshté plotésisht e renditur, gjendet ndonjé k € IFe tillé gé i,j < k.
Pérderisa k € IF kjo sjell ¢ i,j < k.

Le té supozojmé tani gé F N C < F. Né qofté se F N C = C atéheré C — F késhtu i <
# #
j.
Nése F N C < C atéheré ndonjé k € 1F"¢ = |* kénaq relacionin i,j < k.
#

Tani pér i € I pércaktojmé x; = x7, ku F éshté bashkésia e vetme pér té cilén x, € F°

dhe i € IF. Té tregojmé se x; 5 Xo- NE té vérteté, né qofté se U éshté bashkeési e hapur
dhe x, € U, duke pérdorur faktin se X éshté hapésiré e rregullt, gjendet bashkésia e
mbyllur F pértécilénx, €e FC S F C U. Letéjeté i, € IF. Néqoftései € I,kuiy, < i
dhe i € I¢, atéheré C < F dhe nga zgjedhja e x;© do té kemix; = xf € C S F € U.

Sé fundmi, té provojmé gé fi,(x;) » f(xe) = y,. Letéjeté K e Kdhei € I kui € IF.
Mjafton té gjejmé ndonjé j € I & tillé gé, i <j dhe fx(x;) =y, dmthx; & K.
Pércaktojmé 77 = {j € I":i < j} dhe té vemé né dukje se 77 éshté bashkési plotésisht
e renditur. Vihet re se pér ¢do 7 € 7F, e cila éshté kofinale né 7Féshté gjithashtu

kofinale né IF. Kjo do té thoté se nénrrjeta (ij )jejF éshté gjithashtu nénrrjeté e

(x]) ;7 Kjo tregon se bashkésia K nuk mund té pérmbajé rrjetén (xf)jejp , por nga
ana tjetér K si bashkési kompakte do té keté njé nénrrjeté konvergjente (x{);¢,r. Kjo

bie né kontradikté me zgjedhjen e béré té (xf);c,#. Ndérkohé kemi gjetur j € 77 gé
xf ¢ K. Késhtu i < j sjell xj € K,x; = ij ¢ K, gjé gé provon pohimin.

2. Konvergjenca e ndaré lokale

Le té studiojmé familjet e funksioneve té dhéna né prodhimin e bashkésive X x Y dhe
té japim pérkufizimet e ezaurueshmérisé, a-konvergjencés dhe konvergjencave té tjera
lokale té studiuara mésipér, né njé nénbashkési komplemente té njé bashkésie kudo té
padendur. Le té jené X,Y,Z hapésira metrike dhe njé funksion f: X X Y — Z. Pér ¢do
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y € Y shénojmé me fY funksionin (x > f(x,y)) pér ¢do x € X. Gjithashtu shénojmé
f, funksionin (y - f(x, y)) pér ¢cdo y € Y. Né rastin kur kemi vargun e funksioneve
(f)nen, Vargjet korresponduese do té shénohen £, dhe f;, .. Do t& na duhet té punojmé
me funksione né ndonjé nénbashkési G = A X B té prodhimit X x Y. Né kété rast do
té themi e funksioni ¥ éshté funksion i pércaktuar né A pér ¢do y € B. Njélloj éshté
situata edhe pér f,.

Pérkufizim 2.1 Le té jené X,Y,Z hapésira metrike dhe funksionet f,, f: X XY — Z.
Thuhet se vargu (f,,)nen &shté ezaurues i ndaré, né qofté se dhe vetém né qofté se, pér
cdo y € Y,vargu (f;') _ éshté ezaurues dhe pér cdo x € X vargu (f,) _ éshté

ezaurues.

Gjithashtu, thuhet gé vargu (f,)nen €shté  a-konvergjent i ndaré
(8,84, a* konvergjent i ndaré) né qofté se dhe vetém né qofté se, f” éshté a-
konvergjent (8,8, a* — konvergjent) tek f¥ dhe gjithashtu £, ,konvergjon tek f.
Né rastin kur funksionet jané pércaktuar né ndonjé G € X X Y, ne mbajmé té njéjtat
pérkufizime si mésipér ku vargjet (fny)nEN dhe (f;,) jané pércaktuar né X dhe Y né
ményré té pérshtatshme. Analogjia mes nocioneve té njohura té funksioneve té ndaré
(me dy variabla) té vazhdueshém dhe vargjeve uniformisht konvergjent té ndaré, duket
garté. Sic pritet, ezaurueshméria e ndaré nuk sjell ezaurueshmériné e miréfillté, ashtu
si dhe konvergjencat e ndara té dhéna mésipér nuk sjellin konvergjencat e miréfillta.

Shembull 2.2 Pér ¢cdo n € N pércaktojmé funksionet f;,, f: R — R té tillé qé,

foy)={x+tYy
0 né qofté se x2 + y2 =0

né qofté se x? + y2 # 0

Shénojmé f,, = f + % Shohim gé £, if ndérkaq gé f nuk éshté i vazhdueshém, gjé
qé sjell gé (f,)nen NUK éshté as a-konvergjent, a s §,, a*-konvergjent tek f.

Nga Teorema Il, 3.3.,vargu (f,)nen Nuk éshté ezaurues. Ndérkaq vargu(f;,)nen €shté
ezaurues i ndaré .

Le té jeté €S (0,5 - %) pér cdo y € R do té kemi (X) mi £ (X) = £,(%,y) =
x=y 1 X-y __ .. - _1 " _x-y

E-FZ_)E_ 1 gjithashtu pér y eS(O,(S _Z) dhe pércdo x € R. f,, —:J_/+
SoXY - 1 Késhtu f0=1 dhef,o=—1. Shohim qé vargu (f)nen Oa-

n x+y

konvergjon né ményré té ndaré, por nuk 6, —konvergjon si i téré . Kjo sjell gé vargjet
(fny ) dhe f », jané ezauruesé té ndaré por vargu (f;,)nen NUK éshté ezaurues. Tek [18]
shembulli 4.1.2 tregohet i njéjti rezultat pér a-konvergjencén.

Kujtojmé se bashkésia A € X quhet kudo e padendur, né qofté se dhe vetém né qofté
se (A)° = @. Bashkésia A quhet e varfér, atéheré dhe vetém atéheré, kur ajo éshté
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bashkim i njé vargu bashkésish kudo té padendura.Sipas Berit kéto quhen edhe bashkési
té kategorisé sé paré. Komplementi i njé bashkésie té varfér quhet kudo e dendur nése
X\A éshté e varfér. Njé rezultat i mirénjohur i matematikés klasike té dhéné nga
Namioka [23] tregon se, vazhdueshméria e ndaré, implikon vazhdueshmériné né ndonjé
bashkési komplemente té njé nénbashkésie kudo té padendur (t& bashkésisé sé
pércaktimit X x Y). Ndérkag, né qofté se X dhe Y jané hapésira kompakte, kjo
nénbashkeési do té jeté né formén A x Y. Njé variacion i thjeshté i vértetimeve té béra
pér rezultatet e mésipérme té realizuara tek [12] mund té realizohet pér ezauruesitetin.

Tek [18] formulohet dhe vértetohet.

Teorema 2.3. Le té jené (X,d),(Y,p),(Z,q) tre hapésira metrike dhe funksionet
fa:X XY = Z.Supozojmé se pér cdo y €Y c¢do funksion f):X — Z éshté i
vazhdueshém dhe vargu (f;,)nen €Shté ezaurues i ndaré. Atéheré gjendet njé bashkeési
kudo e dendur (komplement i njé bashkésie kudo té padendur) G € X x Y i tillé gé
vargu (f,)nen €shté ezaurues né ¢do piké (x,y) € G.

Veérejtje 2.4. VEmé né dukje se, kur G, éshté njé nénbashkési e Xx Y né trajtén AxB,
ne mund té pérsérisim té njéjtin vértetim duke pérdorur ngushtimin né G,. Megjithaté
bashkésia qé fitohet G < G, do té jeté kudo e padendur né G,, gé do té thoté se
bashkésia G,\G do té jeté gjithashtu kudo e dendur. Si pasojé né qofté se né Teoremén
e mésipérme funksioni yné éshté i pércaktuar vetém né bashkésiné G, = A X B € X X
Y, konkluzioni éshté se gjendet njé bashkési G < G, e tillé gé, G,\G éshté kudo e
padendur dhe vargu (f;,)nen &shté ezaurues né ¢do piké (x,y) € G.

Kjo vérejtje na ndihmon né rezultatin gé vijon .

Rrjedhim 2.5. Le té jené X,Y,Z hapésira metrike dhe funksionet f,: f: X XY — Z.
Supozojmé se ¢do funksion £ éshté i vazhdueshém.

(1) Né qgofté se (f,,)nen konvergjon tek f me ané té §,-konvergjencé e ndaré, atéheré
gjendet njé bashkési kudo e dendur G S X x Y e tillé qé, pér té gjitha pikat (x,y) €
G,358 > 0 dhe ny(x,y) pér (%, 7) € S[(x,y), 8] t& kemi p(f, (%, 7), f(x,y)) < &. Né
vecanti vargu (f,,|¢)nen €shté 8,-konvergjent tek f|.

(2) Supozojmé se X dhe Y jané hapésira kompakte. Né qofté se funksioni f, éshté i
vazhdueshém dhe vargu ( f,)nen konvergjon te funksioni f uniformisht i ndaré, atéheré
ekziston njé bashkési kudo e dendur G < X x Y e tillé gé, pér ¢do piké (x,y) gjendet
8§ > 0 dhe ny(x,y) e tille qé¢ pér n > n,y dhe (x,y) € S[(x,y),5] té rrjedhé se

p(fn(f: }_])rf(xi Y)) <& Dmtha Vargu (lelG)TlEN Sa-konvergjon tek flG

Veértetim: Pér (1) vemé né dukje se, vargu (f,)neny KoOnvergjon né ményré pikésore.
Atéheré pérdorim tek [18 Jteoremén 4,1,3 dhe vérejtjen 2.7.
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Pér té vértetuar (2) na duhet vérejtja ([18]4.1.4.), gé thoté se, né qofté se Go éshté njé
nénbashkeési e prodhimit kartezian X x Y né formén A x B, mund té pérsérisim té njéjtin
vértetim duke pérdorur ngushtimin e Go.

Sé pari ,vemé né dukje se funksioni f éshté i vazhdueshém i ndaré pérderisa, pér ¢cdo

y € Y ne kemi qé £ 5 f” dhe ¢do £,” éshté i vazhdueshém. Nga rezultati i Namiokés
(shiko [12] dhe [11]) gjendet njé bashkési kudo e dendur G, € X X Y e tillé gé, f éshté
funksion i vazhdueshém né cdo piké (x,y) € G,. Pérderisa X dhe Y jané kompakte ,
bashkésia G, éshté e formés A X Y;. Nga Kjo rrjedh se ngushtimi f|; éshté funksion i
vazhdueshém e pér rrjedhojé edhe i vazhdueshém i ndaré. Nga Pohimi [xx]vargu
(fals,), ., konvergjon tek f g, &, € ndaré. Kjo sjell é vargu (fulg,) _,, éshté ezaurues
i ndaré. Pérderisa G, ka formén A X Y, nga vérejtja ([18], 4.1.4) gjendet bashkésia G <
G, e tillé gé, G, \G té jeté bashkeési e varfér dhe vargu (fn|Go)neNéshté ezaurues né ¢do
piké (x,y) € G. Duke zbatuar pohimin 11, 3.3. pér ngushtimin né G,, ne kuptojmé qé
pér té gjithé (x,y) € G, gjendet § > 0 dhe ny(x,y) qé pér n > ny(x,y) dhe (x,y) €
S([x, ], 6) té rrjedhé gé p(f,,(%,7), f(x,¥)) < &. Duhet véné né dukje se X X Y|, =
(X x Y|g,) U (G|Gy). Nga del se G éshté bashkési kudo e dendur né X x Y.

3. Krahasimi i topologjive uniforme né Y%,

Le té jené X dhe Y dy hapésira topologjike gé i korrespondojné prodhimit Y* té té
gjithé funksioneve té vazhdueshém, gé cojné X te Y. Shénojmé F njé familje
funksionesh gé pérmbahet tek Y*dhe shtrojmé céshtjen, nése ka topologji né Y qg i
pérkasin familjes F. Le té shqyrtojmé mekanizmin e ndértimit té kétyre topologjive, gé
lidhen me njé familje funksionesh.

Le té jeté Ac Y¥ dhe f € YX ku X, Y jané dy hapésira metrike. Pércaktojmé kéto
konvergjenca:
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(1) f € Anéqoftése f =limf;, ku f; € A, péri=1,2,...
Me barazimin f = lim f; kuptojmé se vargu {f;} éshté uniformisht konvergjent tek f.
l

(2) Le té jeté x € X dhe V njé fqinjési e f(x). Shénojmé B = f~1(V) dhe C = V5,
atéheré f € C né qofté se f =1limf;, ku f; € C, pér i=1,2,...dhe me f =lim f;
L

kuptojmé konvergjencén uniforme tek f pér ¢do x € B.
(3) Le té jeté x € X dhe Vy(,, fainjési e f(x). Shénojmé D = f~*(V;) ku E :(vf(x))D

fEE né qoftt se limf,=f,f;€E dhe me limf;=f Kkuptojmé qg,
L l
(f,(x), T (X)) €V, pérgdo € D,

(4) Le té jeté x € X dhe V() fainjési e £(x). Shénojmé F = f~1(V;) ku G =(vf(x))F

fEG né qoftt se limf,=f,f;€G dhe me limf;=f Kkuptojmé qg,
L l
(f.(x), F(x)) €V, pércdo x; € F.

Pohim 3.1. :Operatori mbyllje i pércaktuar né Y* nga secila nga formulat
(1), (2), (3), (4) plotéson kushtet (C1) — (C4) dhe pércakton topologjiné respektive.

Vértetim: Vértetimin e béjmé vetém pér (2) megenése ata jané té ngjashém pér
operatorét e tjeré (pér (1) shih Engelking [15]) .

Kondita (C1) duket garté gé plotésohet . Meqé kur f; = f,i=1, 2.. rrjedh gé lim f; = f
l
del se kondita (C2)gjithashtu plotésohet .

Nga (2) rrjedh menjéheré se:

(i) kur A c B, atéheré A c B

qé nga, pér té vértetuar konditén (€3), mjafton té tregojmé gé:
(iii) AUBCcAUB.

Marrim f € A U B rrjedh gé ekziston vargu (f;) i funksioneve qé i pérkasin A U B dhe
qé f = lim f; qé do té thoté, pér f € A ose né B dhe ¢cdo C=VP" , ku V fqinjési e
L

f,gjendet & > 0,qé pérx eDdhen > n(x,8), f,,(x) € Voseqé f,, € VP c A.Kjo
tregon se (C3) plotésohet .

Nga pohimi (ii) rrjedh se 4 c (4).
Me géllim gé té provojmé konditén (C4)éshté e mjaftueshme té provojmé gé:
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(iv) A c A.

Marrim f € (A) vargu {f;} do t'i pérkasé A dhe t& plotésojé barazimin f = lim f; gé do
L

té thoté se, nése f € C < Y pér ¢do Vy(y), gjendet & > 0 dhe i(x, &) e tillé g, pér

(v) x € Bdhe i(k) > i(x,0), fi(k)(f) € Vf(x)!

nga rrjedh se fi) € C. Por pér kété funksion do té gjendet vargu gr i tille qg,
lim g}‘(x) = fiao (), ku g¥ < € dhe C =v® pérj=1, 2,.. edhe kétu do t& gjendet j (k)
i tillé gé,

(vi) g jao(x) € Vfi(k) Vfi(k) C Vi),Vx € D.

Meqgenése funksionet g}‘ i pérkasin C pér k=1, 2, 3... nga (v) dhe (vi) rrjedh qé f € C
e cila kompleton vértetimin.

(1) Duke ndjekur [15], topologjia e gjeneruar nga operatori (i) éshté quajtur topologji e
konvergjencés uniforme né Y*. Mund té verifikohet lehté se pér njé f € Y*, familja

Ui (321 ku,

U;(f) = {g € YX:gjendet njé o < % etillé q&,d(f(x),g(x)) < a.pérgdox € X}
éshté bazé né pikén f té hapésirés Y* me topologjiné e konvergjencés uniforme.

Pér topologjité e futura né kété punim do té kemi:

I) Topologjia e gjeneruar nga operatori (2) éshté quajtur topologji e konvergjencés
lokalisht uniforme né Y*. Pér cdo f € Y familja {Vj(f)}ji1 kuV; = B(f, o),

Vi(f) = {g € YX:ku pércdo a <% giendet U = f~(V;)qé, pérx €

fH(Vr) kemi g(x) € Vf(x)} éshté bazé né pikén f pér hapésirén YX té pajisur me
topologjiné lokalisht uniforme.

(1IN Topologjia e gjeneruar nga operatori (3) éshté quajtur topologjia e §,-
konvergjencés né Y. Edhe kétu pér cdo fe Y* familja {I/I/j(f)}j:1 , ku

W,(f) = {g € Y¥:ku pér ¢do V; = B(f,a), <;1, gjendet U =
F~H(Vr) qé pérx € f~1(V;)kemi g(%) € Vf(x)}

(IV)Topologjia e gjeneruar nga operatori (4) &shté quajtur topologjia e a-konvergjencés
né YX. Edhe kétu pér cdo fe Y familja {wj(f)}f‘:’1  ku
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W,(f) = {g € Y¥:ku pér ¢do V; = B(f,a), <} gjiendet U =
F4(Vr) q& pérx; € f~1(V;)kemi g(x;) € Vf(x)}

Kjo familje éshté bazé né pikén f pér hapésirén Y* té pajisur me §,-topologjiné. Duke
patur parasysh topologjiné né njé nénhapésiré, konkludojmé p.sh. gé hapésira e
konvergjencés uniforme né R* indukton topologjiné uniforme té nénhapésirés né
1%, ku IcP éshté intervali njési.

Lidhur me kété nénhapésiré éshté provuar pohimi:

Pohim 3.2. [15] Pér ¢do hapésiré topologjike X, bashkésia I* éshté e mbyllur né
hapésirén me topologjiné e konvergjencés uniforme.

Le té jené X dhe Y dy hapésira té ¢cfarédoshme topologjike, pér té cilat A c X dhe B c
Y. Pércaktojmé:

(vii) u(A,B) = {f € YX: f(A) c B}.

Shénojmé F familjen e nénbashkeésive té fundme té Y* dhe shénojmé t topologjiné né
Y. Familja § e té gjithé bashkésive N¥_, M(A;, U;), ku 4; € F dhe U; € T péri=1,2,.k
gjeneron sic dihet [15],[18] njé topologji né Y* e cila quhet topologji e konvergjencés
pikésore né Y,

Pér shkak té njé vértetimi mé poshté po sjellim né véméndje sé bashku me
argumentimin té njé pohimi shumé té njohur né topologji duke ndjekur né kété rast.
[15]

Pohimi 3.3.[15] Topologjia e konvergjencés pikésore né Y* koingidon me topologjing
e nénhapésirés sé prodhimit kartezian [[,cx Yy ku Y, =Y pércdo x € X.

Vértetim. Si¢ dihet, ¢cdo hapésiré e hapur né Y*, e pajisur me topologjiné e
nénhapésirés té prodhimit kartezian [, Y, éshté bashkim i bashkésive né formén:

(viii)
Y¥npr (U) Ny, (U2) NN pg (U)

Ku, x; € X dhe U; € T péri=1, 2,..., k.

Por, duke pasur parasysh se:

(ix) *npy!(U) = u({x}, U)

del se bashkésité e formés (viii) dhe té gjitha bashkésité gé jané té hapura né lidhje me
topologjiné e nénhapésirés sé prodhimit kartezian, jané té hapura né lidhje me
topologjiné e konvergjencés pikésore.
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Anasjelltas, nga barazimi (ix) rrjedh se pér A = {x;, x5, ...,x,} € F dhe U € T do té
kemi u(A,U) =Y*npl(U) npe(U) N--npel(U) gé do té thoté, se té gjitha
bashkésité, gé jané té hapura né lidhje me topologjiné e konvergjencés pikésore, jané

té hapura edhe né lidhje me topologjiné e njé nénhapésire té prodhimit kartezian.

Rrjedhim 3.4. Njé rrjeté {f,;(x), o € X} né hapésirén Y* me topologji té& konvergjencés
pikésore konvergjon tek f € Y*né qofté se dhe vetém né qofté se, rrjeta
{f,(x), 0 € 2} konvergjon tek f(x) pér ¢do x € X.

Njé pohim té tillé e kemi provuar direkt (Teorema I1.1.1.). Nése krahasojmé topologjité
e ndértuara nga pérkufizimet (1),(2), (3) dhe (4) nuk éshté véshtiré té vendosim njé
renditje.Megénése pér ¢cdo C (té konvergjencave (2) dhe (3)) gjendet njé A e tillé gé
A c C, atéheré topologjia e konvergjencés uniforme éshté mé e pasur se topologjia e
konvergjencés lokalisht uniforme. Po késhtu, meqé pér ¢do C gjendet nje Dgé D c C
del se, topologjia e &,-konvergjencés éshté mé e pasur se topologjia e konvergjencés
lokalisht uniforme, madje, edhe njé lloj F = D . E kemi provuar pohimin.

Teoremé 3.5. 7,, C 75, C T4 C Ty

Ku, 7, éshté topologjia e konvergjencés lokalisht uniforme; 7; topologjia e 0,

konvergjencés; t, topologjia e a-konvergjencés dhe 7, topologjia e konvergjencés
uniforme.

Pérfshirjet e mésipérme mund té jepen né hapésirat metrike edhe me ané té rruzujve
pérkatés:

(1)[B.e, 81" = {(f.9) : V&,35; p(f(y).a(y)) < &, yeS(x,8)}
(2) [B.g, 8] = {(f,9) : V&,33; p(f(x),9(y)) < &, yeS(x,8)}
(3) [B,&, 8]* = {(f,9) : Ve&,35; p(f(x),g(Xi)) < &, XieS(X,0)}

(4) [B.e]" = {(f.9) : p(f(x).9(x)) <&, ¥x eX}

Duke ditur gé, topologjia e konvergjencés uniforme éshté mé e pasur nga topologjia e
konvergjencés pikésore, shtrohet pyetja: Dy konvergjencat e tjera té paragitura mé
sipér, a jané ndérmjet kétyre dy topologjive?
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Pohim 3.6. Pér cdo hapésiré topologjike X, topologjia e konvergjencés lokalisht
uniforme né R¥, éshté mé e pasur se topologjia e konvergjencés pikésore.

Veértetim: Ekuivalenca e kondités (i) dhe (v) né pohimin 1.4.1[15] tregohet se mjafton
té provojmé ggé, kur f € R¥ éshté né mbylljen e bashkésisé C c RX né lidhje me
topologjiné e konvergjencés lokalisht uniforme, atéheré f éshtés né mbylljen e A né
lidhje me topologjiné e konvergjencés pikésore.

Le té jeté,
U=R"n n{‘<=1p;i1(Ui)

njé fqinjési e pikés f né topologjiné e konvergjencés pikésore té pohimit IlI. 3.3.
Pérderisa U; jané té hapura né R, gjendet njg >0, i tille gé, V=
1f(x) — & f(x) + e[cU; péri =1,2,.., k. Pérderisa f éshté i vazhdueshém f~1(V)
éshté e hapur dhe x; € B = f~1(V). Meqgénésée f = lilmfi rrjedh se, pér x € B =

FEHV) 2| (x0) - f;(x)| < e pér j=1, 2,.., n dhe ¢do & > 0. Kjo tregon se f; € BY =
C.Ngadelse f € C.

Né shumé manuale té topologjisé dhe analizés funksionale si [15] [18], lidhur me
topologjité né hapésirén e funksioneve té vazhdueshém Y%, ku X dhe Y jané hapésira
topologjike; njé vend té dukshém zé studimi i hapésirave topologjike té konvergjencés
pikésore dhe po ashtu té topologjisé kompakte té hapur. Duke ndjekur (Kelley [18] fq.
221-222) provohet se topologjia kompakte e hapur é&shté mé e pasur se topologjia e
konvergjencés pikésore.Té krahasojmé mé poshté njé ményré té pavarur se né c¢faré
relacioni géndrojné topologjia e konvergjencés lokalisht uniforme me konvergjencén
kompakte-e hapur.Topologjia kompakte e hapur né Y*, éshté topologji e gjeneruar nga
baza, qé pérbéhet nga bashkésité N%_, M (K;, U;), ku K; éshté njé bashkési kompakte né
X dhe U; éshté bashkési e hapur né Y pér i=1,2,...k. Né pérgjithési, topologjia
kompakte-e hapur né RX ndryshon nga topologjia e konvergjencés uniforme,
megjithaté né rastin RN vihet re se kjo topologji koincidon me topologjiné e
konvergjencés pikésore.

Pohim 3.7. Pér cdo hapésiré topologjike X,topologjia e konvergjencés lokalisht
uniforme né R¥éshté mé e pasur se topologjia kompakte e hapur.

Vértetim: Edhe kétu mjafton té provojmé gé kur f € RX éshté né mbylljen e bashkésisé
C té shqyrtuar te (2), ku CcRX né lidhje me topologjiné lokalisht uniforme atéheré f
éshté né mbylljen A né lidhje me topologjiné kompakte -e hapur .

Si¢c vumé né dukje, baza e topologjisé kompakte e hapur ka trajtén:
B=(,M(K,.U)

ku, Ki éshté bashkési kompakte né X, kurse U; bashkési té hapura né P dhe
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M(Ki, Uji) ={f : f(Ki)cU)),

Le té jeté U = RX n Nk, M(K;, U;), njé fginjési e pikés f né topologjiné kompakte e
hapur. f(x;) € U; dhe U; e hapur né P , atéheré gjendet njé £ >0 i tillé g,
1f(x;) — & f(x;) + €[ € U; pér i=1, 2,..., k. Duke patur parasysh pérkufizimin e

konvergjencés lokalisht uniforme f(x)il_im f,(x) pér¢do ¢ >0 dhe pér x eX gjendet
joo

dx dhe n(x, €) té tillé gé, pér x; €S(x,0) rrjedh |[fj(x)-f(x)| < &. Meqgenése f(xi) Ui
rrjedh se Xi eKi. Nga fakti se K; éshté bashkési kompakte nga njé mbulim ¢farédo i saj
{S(x,6x)} do té& nxirret njé nénmbulim i fundmé {S(Xj,ﬁxj)} i tillé g8, Ki

k
Uj:lS(xj,axj ).

Né qofté se xi do béjé pjesé né njérén prej tyre, p.sh. xi € S(X|, 5x,.) atéhére, [fj(xi)-f(x)|

<e. Kjo do té thoté se fj(xi) € Ui prej nga rrjedh se U n A #J.
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KREU 4

1. Disa forma té reja té konvergjencés sé barabarté

Né Kkété studim ne synojmé té vazhdojmé punén e autoréve [12] R. Das, N.
Papanastassiou Ata zhvilluan konceptin e konvergjencés sé barabarté uniforme si dhe
konvergjencén diskrete dhe konvergjencén e barabarté o-uniforme, né ményré gé té
pérfitojmé disa karakterizime té réndésishme té kompaktésisé né hapésirén metrike. Mé
poshté ne mund té bé&jmé té njéjtén gjé si pér hapésirat kompakte ashtu edhe pér
hapésirat lokalisht kompakte me mjete té tjera.

Pérkufizimi 1.1. Njé varg funksionesh (f ) né W themi se konvergjon né ményré

u.l.b.
uniformisht lokalisht té barabarté te njé funksion f né ¥ (qé shénohet f, — f ) pér

¢do X eX nése ekziston njé varg (&,),., té numrave realé pozitivé konvergjent né
zero, njé fqinjési Vx dhe njé numér natyror nyx,V) té tillé gé kardinaliteti i bashkésisé
{nel | f.(y)—f(y)[=¢&,} éshté té shumtén ny(x,V), pér ¢do yeVy.

Eshté e qarté gé nése vargu (f,)éshté konvergjent né ményré uniformisht té barabarté

atéheré (Pérkufizimi 2.3. Kreu 1) ai éshté konvergjent edhe né ményré uniformisht
lokalisht té barabarté. Shembulli i méposhtém tregon gé e anasjellta nuk éshté e vérteté.

Shembull 1.2. Le té jeté f, =x" njé varg funksionesh t& pércaktuara né njé gjysmé
segment [0,1[ dhe té déshmohet gé nga konvergjenca e barabarté lokalisht uniforme

nuk rrjedh konvergjenca e barabarté uniforme . Le té jeté (%) njé varg konvergjent né
zero dhe 0 < x <1. Shénoj o=min{|x|,|]1-x|} dhe ye]x-3,x+3[. TEé vértetojmé qé
kardinali i bashkésisé {neN : y"> % } éshté numér i fundmé. Ne dimé g¢ ny" -0
nése |y|<1 dhe n—oo. Atéheré pér ¢do €>0 dhe g=1, ekzison njé numér i fundmé no i
tillé gé pér n>ng ne kemi ny" <1 . Megé y" 2% ka vend pér té shumtén n < no. Né

artikullin ([12] shembulli 4.9.) é&shté vértetuar gé ky varg nuk éshté uniformisht i
barabarté te ky interval.

Pohim 1.3. Né qofté se vargu i funksioneve té vazhdueshém f, : X—Y, konvergjon
lokalisht uniformisht né ményré té barabarté te funksioni f né pikén x X atéheré f
éshté funksion i vazhdueshém.

Veértetim. Vértet, né sajé té vazhdueshmérisé sé funksioneve f, té vargut, pér ¢cdo >0
gjendet 5:>0 gé pér yeS(x, 1) té kemi gé | f,(X)— f (y) |<% . Nga e dhéna gé vargu
né fjalé konvergjon lokalisht uniformisht né ményré té barabarté te funksioni f, mund

té themi se gjendet njé varg en numrash realé pozitivé dhe konvergjent né zero dhe
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numri natyror no gé pér 5,>0 té tillé qé, pér yeS(x, 62) kardinali i bashkésisé
{nel | f.(y)-f(y)[2&,} téjeté té shumtén no. Ky fakt mund té paragitet né formén

e njé pohimi komplementar: pér ¢do varg en numrash realé pozitivé dhe konvergjenté
né zero dhe n > no pér ¢do o edhe pér &2, té tillé qé, pér yeS(x, &2) té kemi gé

| f.(y)—f(y)|<e, . Megénése vargu &, konvergjon né zero, pér ¢do € > 0 edhe pér %

gjendet njé numér natyror ny i tillé qé pér n > ny té rrjedh gé en <§. Duke marré
&=min{81, 52} dhe neN té tillé g&, n>max{no, n1} do té kemi:

E & &
TO=TME =KL+ )= LW+ () =T <g+3+5=2

Pohimi 1.4. Né hapésirén metrike kompakte konvergjencat e barabarta uniformisht dhe
té barabarta lokalisht uniformisht pérputhen.

Veértetim. (I. 2.3.) =(1.1.) nga pérkufizimet.

(1.1) = (1. 2.3.). Nga pérkufizimi (I. 2.3.), ekziston vargu i numrave pozitivé realé

u.lb
konvergjent né zero dhe f, — f . Kjo do té thoté se pér cdo xe X ekziston njé 8x>0 dhe
n(x,0x)eN i tillé gé, pér cdo yeB(X,0x) ne kemi:

(1) {nel { f,(V) - f(y) = &}<n(x5,)

Le té jeté bashkésia {B(x,06x)} njé mbulim i hapur i X dhe ekziston njé nénmbulim i tij
i tillé gé X cUkm:lB(xk,éxk) . Tani, nése xeX, ekziston njé rruzull B (x, o) i tillé gé,

x € B(x,6) = B(X, 5, ). Nga mosbarazimi (1) ne marrim:

[{nel 1 f,(0) - TV e}<n(x.5,)

Ne shénojmé n, =max{n(x, d, )..n(x,,d, )dhe pér cdo yeX kardinali i bashkésisé
[{nell ;| f.(y)—f(y)[>¢&,}| éshté t& shumtén no.

Ne mund té modifikojmé teoremén 4.12 né [12] dhe pérfitojmé njé tjetér karakterizim
té réndésishém té hapésirés kompakte pérmes vargjeve konvergjente. Sé pari, ne japim
pérkufizimin e laticés. Le té rikujtojmé gé klasa e funksioneve @ né X éshté quajtur
laticé nése @ pérmban té gjitha funksionet konstante dhe f,ge® sjell g8,

max(f,g) e ® dhe min(f,g)ed .

Teorema 1.5. Njé hapésiré metrike (X,d) éshté kompakte né gofté se dhe vetém né
qofté se, konvergjenca e barabarté lokalisht uniforme e vargut (f,) té funksioneve realé

nga njé laticé @ né X te zero sjell &, konvergjenca e barabarté uniforme e vargut (f,)
konvergjon te funksioni zero.
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Veértetim. Nése X éshté hapésiré kompakte shohim pohimin e mésipérm . Pér
vértetimin e té anasjelltés, supozojmé qé (X,d) nuk éshté hapésiré metrike kompakte.
Meqgé X nuk éshté kompakte, ekziston njé varg {xx} pikash té ndryshme té Xi tillé qé,
nuk ekziston asnjé nénvarg konvergjent i vargut {xx}. Megé ¢do piké e bashkésisé {xi,
<.y Xk,... } €Shté njé piké e izoluar e késaj bashkésie, ekziston ok >0 dhe ok — 0, k =1,
2,... dhe rruzujt e hapur té ndértuar té tipit:

B(X.,0,)={xe X :d(x,x) <5} k=1, 2,...

jané dyshe joprerése. Atéheré H :Uf:lB(xk,ék) éshté njé bashkési e hapur.

Pércaktojmé njé varg (f,) ., funksionesh me vlera reale né X.

pel

0 ifxeX\H

f00=1n°

Ul LT
p!

Nése x H atéheré ekziston B(xk, o) e tillé gé, x € B(x, 8) =B(xk, &) dhe pér cdoy

€B(x,5) ekziston njé varg numrash realé me vlera pozitive &, =——0, kup—>o e

tillé g8, {10 f,(924}<p pér cdo p dhe xeX. Vargu(f,),.. konvergjon

uniformisht lokalisht e barabarté por jo uniformisht e barabarté, sepse bashkésia e {p}
nuk éshté bashkeési e kufizuar.

Eshté evidente gé konvergjenca pikésore éshté konvergjencé e barabarté. Le té
krahasojmé kété pérkufizim me pérkufizimin e lokalisht té barabarté.

Pérkufizim 1.6. [14]Vargu i funksioneve (f, )., qé con X né Y < P quhet ezaurues i
barabarté né pikén x eX, né qofté se gjendet vargu (&,),., i numrave realé pozitivé

konvergjent né zero dhe numri natyral no té tillé gé, pér ¢cdo 6 > 0 dhe y € S(X,9)
kardinali i bashkésisé {neN : [fa(X)-fa(y)| > en} té jeté té shumtén no.

Teoremé 1.7. Né qofté se vargu i funksioneve té vazhdueshém f, : X—Y, konvergjon
lokalisht uniformisht né ményré té barabarté te funksioni f né pikén x X dhe éshté
ezaurues i barabarté né kété pike, atéheré ai konvergjon uniformisht né ményré té
barabartg.

u.l.b.
Vértetim. Megenése f, — f ; gjendet vargu (on) i numrave realé pozitivé konvergjent

né zero dhe numri natyror ny té tillé gé, pér ¢cdo 6:>0 dhe yeS(x, 81) kardinali i
bashkésisé {nel] :| f (y)— f(y) > o,}té jeté té shumtén n;.

Né saje té pohimit [IV. 1.3.] funksioni f &shté i vazhdueshém gé do té thoté se, pér ¢do
€ > 0 dhe pavarésisht nga bashkésia e elementéve té N, gjendet 6,>0 e tillé gé, pér
yeS(X, &2) marrim | f(X) - f(y)|<e .

Duke patur parasysh pérkufizimin e vargut té funksioneve ezaurues té barabarté,
gjendet vargu i numrave realé pozitivé (An) dhe konvergjenté né zero si dhe numri
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natyror ny té tillé qé pér ¢cdo &3 > 0 dhe y eS(X, 83) kardinali i bashkésisé
{nell ;| f.(x)—f,(y) = 4, }nuk éshté mé i madh se na.

Shénojmé d=min{d1, 2, d3} dhe péry e S(x, 8) shqyrtojmé pérfshirjen
] f,00 -t g ={n] f,(0 - f,(N A4 A (V) -F(Y) o 3o
A f()-f(y) =}

Mund té konstatohet pa véshtirési se, numri natyror n, i cili nuk bén pjesé né anén e
djathté té pérfshirjes, nuk mund té béjé pjesé né anén e majté, gjé gé provon pérfshirjen.
Duke konsideruar kardinalét e té dy anéve té pérfshirjes marrim:

{nel | f.(X)-f(X)|20o,}<ni+nz2+0=no.

Pérkufizim 1.7. Njé varg funksionesh (f,) né @ themi se konvergjon lokalisht

le.
barabarté te njé funksion f né @ (gé shénohet simbolikisht f, — f) pér ¢do x €X,

nése ekziston njé varg (&,),.; numrash realé pozitivé konvergjent né zero, njé fqinjési

nell
Vx dhe njé numér natyror n(x, V) i tillé &, pér ¢do yeVyx ne kemi | f (y)— f(y) < ¢,
pér té gjitha n > n(x, Vx).

Shénim 1.8. Nga pérkufizimet shohim se konvergjenca e barabarté (Pérkufizimi 2.4.
Kreu I) éshté konvergjencé lokalisht e barabarté.

Shembull 1.9. Né shembullin 4.4. nga referenca [12] éshté dhéné njé ide pér ta provuar
até. Le ta modifikojmé até né ményré gé té provojmé se ekziston vargu (f,)
konvergjent i barabarté, por jo konvergjent lokalisht i barabarté. Pércaktojmé f (X) si

funksion karakteristik té intervaleve [n,n+1] ,n eN dhe zero te té gjitha pikat e
n

bashkésisé [1,00[. Eshté e lehté pér té treguar gé kur (g,),., éshté njé varg numrash

nell

realé pozitivé konvergjent né zero, atéheré|{nell :| f (X) |> &,}I<1 . Rezulton gé pér
n>2 rrjedh gé| f (X)|<é&, pér ¢do xe[l,00[. Késhtu vargu (f,)éshté konvergjent i

barabarté. Nga ana tjetér, pér ¢do xe [n,n +E] .ekziston njé ng gé pér n>ng f, (x)=1>¢n
n
. Kjo tregon se vargu (f,) nuk éshté konvergjent lokalisht i barabarté.

Mund té vértetohet pa véshtirési pohimi i méposhtém gé na duhet mé tej.

Lemé 1.10. Konvergjenca e barabarté pérputhet me konvergjencén uniforme né njé rast
kur hapésira X éshté kompakte.

Vértetim. Eshté evident fakti gé, konvergjenca uniforme sjell konvergjencén e
barabarté. Pér drejtimin e anasjellté, éshté e mjaftueshme té vértetojmé qQg,
konvergjenca e barabarté rrjedh nga konvergjenca pikésore né X. Nga pérkufizimi I.

2.4. ekziston njé varg (&,),., numrash realé pozitivé konvergjenté né zero dhe njé

nell
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numeér natyror n(x) gé plotéson kushtin | f_ (X)— f (X) |< &, pér ¢do n>n(x). Le té jeté ¢
njé numér pozitiv ¢farédo. Ekziston njé numér natyror ny i tillé gé, pér ¢cdo neN dhe
n>ni ne kemi gé &, <¢& . Nése ne shénojmé nz2(x)= max{n(x),n1}, atéheré pér n>nz(x)
ne marrim| f (x)— f(x)|< &, pér ¢cdo >0 dhe xeX. Kjo e vérteton pohimin.

Pohimi 1.11. Le té jeté X njé hapésiré lokalisht kompakte dhe vargu (f,) éshté

konvergjent né ményré té barabarté. Atéheré vargu (f,) éshté gjithashtu konvergjent
lokalisht né ményré té barabarté.

Vértetim. Nga pérkufizimi IV. 1.7. pér ¢cdo x X, ekziston njé varg (s,),., numrash
realé pozitivé konvergjenté né zero dhe njé numér natyror n(x) gé plotéson kushtin
| f.(X)— f(x)|<e, pér ¢do n>n(x). Le té jeté S(x,8) njé fqinjési e pikés x né X . Meqgé
X éshté lokalisht kompakte, S(x,5) éshté njé fginjési kompakte e pikés x. Nga pohimi
i mésipérm (Tema 1.10) konvergjenca e barabarté né bashkésiné Xmm sjell
konvergjencén uniforme né kété bashkési. Prandaj, pér ¢do £>0 dhe pér ¢do (s,), .

varg numrash realé pozitivé konvergjenté né zero, ekziston no(d) i tillé qé pér cdo neN
dhe n>no(8) ne kemi | T (y)—f(y)l< e, pércdoy e S(x,5). Nga fakti g¢ x dhe & jané
arbitraré, vargu konvergjon lokalisht né ményré té barabarté.

Nga pohimi né vazhdim mund té vértetojmé té gjitha vetité dhe rezultatet e
konvergjencés a-uniformisht té barabarté (Pérkufizimi 1. 2.3.). Nése ne marrim

parasysh gé té gjitha kéto kané té njéjtén ide, atéheré do té kushtézohemi vetém me dy
nga vetité.

Pérkufizimi 1.12.[14] Le té jeté (X,d) njé hapésiré metrike dhe f,f : X -0 ,nel] .
Atéheré vargu (f ) konvergjon a*-lokalisht uniformisht né ményré té barabarté te f (qé

a*-u.lb

shénohet f, — f )ose lokalisht té barabarté fortésisht uniformisht nése ekziston njé

varg (&,),.; numrash realé pozitivé konvergjent né zero dhe 5>0 si dhe njé no(x,8)eN
i tillé gé kardinali

[{nell ;| . (y)— f(X) = &,}|< no(x,8) pér ¢do yeS(x,5).

Eshté e lehté t& shohim gé nga pérkufizimi i o*-u.l.b. konvergjencés rrjedhin té dyja
o* -konvergjenca dhe I.b. konvergjenca.

Teorema 1.13. Le té jeté (X,d) njé hapésiré metrike dhe f,f : X —[,nel] . Nése
vargu (f,)konvergjon uniformisht te funksioni zero, atéheré vargu (f,)konvergjon
o*-u.l.b. te funksioni zero.

Vértetim. Megé f — f(x)=0, ekziston njé varg (s,),., numrash realé pozitivé

nell

konvergjenté né zero dhe no eN i tillé gé, | f. ()< &, pér¢do n>no dhe péryeX. Pér
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o*-u.l.b. konvergjencén rrjedh qé pér cdo y eS(x,8) dhe no eN ne kemi

a*-u.l.b

el | f.(y)—(f(x)=0)[2 & }<n, . Késhtu f, — O.

Teorema 1.14. Le té jeté (X,d) njé hapésirée kompakte dhe f,f :X —[,nell.

a*-u.l.e u

Atéheré f — f=f >f .

a*-u.l.e u.le.

Vértetim. Kjo rrjedh nga faktigé f. — f = f — f por né kété hapésiré kompakte

u.le. u

fo>f=f >f.

2. Konvergjencat né laticé.
Duke ndjekur pérkufizimet e trajtuara nga [10] do té kemi:
Pérkufizime 2.1.

a) Klasa e funksioneve & quhet laticé né qofté se, ® pérmban té gjithé funksionet
konstante dhe né qofté se f, g € @, sjell gé¢ max(f, g) € ® dhe min(f, g) € .

b) @ quhet laticé e zhvendosjes (translacionit) né qofté se ajo éshté laticé dhe pér f €
d,ceR,dotékemigé f +c € .

c) ® quhet laticé kongruente né qofté se ajo éshté laticé e zhvendosjes dhe kur f € &
kemi —f € .

d) @ quhet laticé afine e dobét né qofté se ajo éshté laticé kongruente dhe gjendet njé
C € ]0,+oo[,e tillé gé C nuk éshté e kufizuar dhe pér f € ®,dhe ¢ € C rrjedh gé cf €
P,

e) @ quhet laticé afine né qofté se ajo éshté laticé kongruente dhe pér f € ®, c € R,
rrjedh gé cf € ®.

f) @ quhet laticé diference né qofté se ajo éshté laticé dhe nése f, g € ®,rrjedh se f —
g € ©.

Disa veti qé kané vend pér konvergjencén uniforme té barabarté té funksionit f tek [12]
me disa modifikime, mund té provohen pér klasén mé té gjeré té konvergjencave
uniforme té barabarta lokale.

.Lb
Teoremé2.2Letéjené f,, f: X - R,n € Natéheré f, u—>f atéheré dhe vetém atéherg,
kur gjendet njé varg i pafundém (,on)nEN numrash t& ploté pozitivé té tillé gg,

u.l.b
Lol fa(0) = F — 0 Vx €.
.Lb
Vértetim: Me supozimin gé f, u—>f, gjendet njé varg (&,) ey NUMrash realé pozitive

gé konvergjon né zero dhe pér njé fqinjési V té pikés x, si edhe njé numér natyror
no(x, V) itillegé:|{n e N: |f,(x) — f(x)| = g, x €V} < ny(x, V) .
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Vemeé re se pér p_ I cili éshté njé varg i pakufizuar numrash positive, do té

.
-
kemi [{n € N: p_|f,,(x) — f(x)| = \Jen, x € V}| < ny(x, V), mosbarazim gé tregon se

u.l.b
Pplfu —f1—0.

.Lb
Anasjelltas, né qofté se p_ [f,(x) — f(x)] ) , pér¢do x € V, ku p, éshté njé varg i
pakufizuar numrash té ploté pozitivé, atéheré gjendet njé varg A, numrash realé
pozitivé gé konvergjojné né zero dhe ny(x, V) i tillé gg, [{n € N: p_|f,(x) — fF(x)| =

n}| € no(x, V) pér x € V. Duke marré 6,, = [;h] — 0 do t& kemi gé kardinali

L
(n € N: |fu(x) = F(O| = 6, x € VY| S mo(x,V) q& do & thoté se, f, —>f me
vlerésimin e 6,,.

Vargjet (en), (An) etj, quhen vierésues té mosbarazimit.

Teoremé 2.3 Le té jeté ¢ njé klasé funksionesh né X. Né qofté se ¢ éshté njé laticé
translacioni, (laticé kongruence, laticé afine e dobét, laticé affine ose laticé diference)
atéheré ashtu éshté edhe g%

Veértetim. Supozojmé se ¢ éshté njé laticé. Megénése ¢ pérmban funksionin konstant
edhe ¢ Ppérmban kété funksion. Nga pérkufizimi i konvergjencés uniforme lokale té
.Lb .Lb
barabarté, né gofté se f, = f edhe |f,| = |f| duke patur parasysh mosbarazimin
.Lb .L.b
Il = I£1] < |f — f]. Pér mé tepér, né bazé t& [24] né qofté se £, — f dhe g, —> g
.Lb
dhe a, B € Ratéheré a,f, + Bgn = af +Bg . Qé kétej rrjedn se kur f, g € ¢+ dhe
u.l.b u.l.b . o fntOn |fn—gn|u'l'bfﬂ If—gl _ .

fn — f dhe g,, — g atéheré ottt = max(f, g) qé kétej del
se min(f, g) € ¢p**P, gjé qé tregon se 1P éshté laticé.

Si né rastin e konvergjencés uniforme té barabarté edhe kétu provohet se, kur ¢ éshté
laticé zhvendosjeje (translacion), kongruencé afine e dobét, afine apo laticé diference e

tille éshté edhe ¢*!P?. Pa ndryshime t& réndésishme si te [12] vértetohet njé numér
lemash.

.L.b L.b
Lemé 2.4 Le té jeté £,: X —» R, n € N. N& qofté se £, — 0, atéheré 2 — 0 .

Veértetim. Né qofté se (1,,) ey €Shté njé varg déshmues pér konvergjencén uniformisht
lokale e barabarté e vargut f,, gé konvergjon né zero, atéheré (12) do té jeté varg
déshmues pér konvergjencén uniforme lokale té barabarté té vargut f,2 né zero.

.Lb
Lemé 2.5. Le té jené f,,: X - R,n € N. N&é qofté se f éshté e kufizuar dhe f, u—>f
.Lb
atéheré £, f — f2
Vértetim: Le té jeté M njé numér real pozitiv i tillé gé, |f(x)| < M pér ¢do x € X.

.Lb
Meqgénése f;, = f, gjendet vargu (&,),en | NUMrave realé pozitivé qé konvergjojné né
zero, pér té cilin pér x € V, ku V éshté fqinjési e x, gjendet numri ny(x, V) € N i tillé
qe,
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{n € N; |f,(x) — f(x)] = &,,x €V} < ny(x, V). Prej nga kardinali

{n € N; |(fy,- /)(x) — f2(x)| = - M,x € V}| < ny(x, V) mosharazim, gé tregon se

u.l.b
fa:f —f? . Duke pérdorur dy lemat e mésipérme do té marrim rezultatin e
méposhtém:

Teoremé 2.6. Le té jené f, g: X — R dy funksione té kufizuar dhe f,,,gn: X > R,n €
.Lb .Lb .Lb
N té tillé gé, f, u—>f dhe g, u—>g, Atéheré £, - gy, u_,f g .

.Lb .Lb .Lb
Veértetim: Megenése f, u—>f dhe g, u—>g atéheré f, + g, u—>f + g dhe £, — gn
Lb
u—>f — g.Duke pérdorur lemén [IV. 2.4] dhe [IV. 2.5.] do té& kemi

fn+9n)* = (fn=gn)® 12 (£+9)%~(f-9)?
forgn="—ry " =fg.

Tek [12] é&shté formuluar njé pohim pér konvergjencén a-uniforme té barabarté. Duke
riformuluar pohimin pér konvergjencén uniforme lokale té barabarté me modifikimet
e nevojshme marrim té njéjtin rezultat.

Pohim 2.7.:Le té jeté f,, njé varg i funksioneve reale dhe f njé funksion me vlera reale
né X. Né qofté se (&,) dhe (1,,) jané dy vargje numrash realé pozitivé gé konvergjojné
né zero dhe gé 0 < &, < A, pér ¢cdo n € N dhe (&,) éshté déshmues i konvergjencés
uniforme lokale té barabarté té £, tek f né X atéheré (4,,) éshté gjithashtu déshmues i
kétij vargu.

Veértetim: Megenése (&,,) éshté déshmues i konvergjencés uniforme lokale té barabarté
té f,, te f pér cdo fqinjési V té njé pike x do té gjendet ny(x, V) € N i tillé gé,

{n € N: [,(x) — f()| = en, x € VY < mp(x, V)

duke pasur parasysh se:

|{n €eN: |fn(x) _f(x)l = & X € V}l = |{n e N: |fn(x) _f(x)l = An:x € V}l
rrjedh gé:

|{n €eN: |fn(x) _f(x)l = An'x € V}l < |{n e N: |fn(x) _f(x)l = & X € V}l <
ny(x, V) nga del se:

{n € N: [f,(x) — fF()| = A, x € VI < no(x, V),
gé do té thoté se (4,,) éshté déshmuese e késaj konvergjence.
Né ményré té ngjashme me pohimin e mésipérm vértetohet pohimi :

Pohim 2.8. Né qofté se Y., &, dhe Yo 4, jané dy seri konvergjente me terma reale
pozitive dhe té tilla gé, 0 < &, < 4,, pércdo n € N dhe Y7, &, éshté déshmuese pér
konvergjencén uniforme lokale té barabarté, atéheré edhe seria Y, —,&, @shté
déshmuese pér kété konvergjence.

Pohim 2.9.Né qofté se {f,} u'—”;f dhe {f,,} éshté njé nénvarg i {f,} atéheré f, ﬂf.
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Vértetim: Né bazé té pérkufizimit, gjendet vargu (&,) i numrave realé pozitivé qé
konvergjon né zero dhe pér njé fqinjési V té pikés x gjendet numri ny(x, V) € N e tillé
&, [{n € Nt |f,(x) — F(x)| = &p, x € V}| < no(x, V). Le t& marrim {f;, } njé nénvarg
té vargut {f,,}. Nénvargu {snk} I vargut &, si nénvarg i njé vargu numerik konvergjon
né zero dhe

{ne € N: |, () = F()| = en, x €VY S {nEN: |f,(x) — fF(X)| = e, x €
VH <no(x, V)

gjé qé tregon se &, €shté déshmues pér vargun {fnk}, i cili konvergjon pérséri né f.

3. Lidhja me konvergjencén a- té barabarté

Pérkufizim 3.1 [12] Leté jené f,f ,nell funksione té pércaktuar né X. Thuhet gé
vargu funksional ( f,) konvergjon a-né ményré té barabarté te funksioni f (shkruhet

a-b.
f, — f ), né qofté se ekziston njé varg (en)nexn Numrash realé pozitivé konvergjenté né
zero, té tillé qé pér ¢cdo xe X dhe njé varg (xn) pikash nga X té tillé gé, xn — X gjendet
numri natyror no=no(X, Xn) qé té kété vend mosbarazimi | f,(x,)— f (x) |< &, pér n >no.

Teoremé 3.2. Letéjené f,f ,nell funksione té pércaktuar né X . Né qofté se vargu

(f, ) éshté ezaurues né ményré té barabarté, atéheré pohimet e méposhtme jané
ekuivalente:

(@) Vargu ( f, ) konvergjon lokalisht uniformisht né ményré té barabarté te funksioni f
né pikén x eX.

a-b.
) f > f.

Veértetim. (a) =(b). Pérdorim pohimet komplementaré pér ezauruesitetin e barabarté
dhe konvergjencén lokalisht uniforme té barabarté.

Sé pari, pér ¢do varg (on) numrash realé pozitivé konvergjent né zero dhe n1eN té tillé
qé, pér ¢do 6:>0 dhe y € S(x, 61) té kemi:

| 1:n (X) - 1:n (y) |< O, (1)

dhe sé dyti, pér ¢do njé varg (An) numrash realé pozitivé konvergjenté né zero dhe neN
té tillé qé, pér ¢cdo 5,>0 dhe y € S(x, 82) marrim:

Meqgenése vargjet on dhe An konvergjojné né zero gjenden pérkatésisht numrat

natyroré nz dhe n4 té tillé gé pér n> n3 pérkatésisht n>n4 té kemi on <e/2 dhe An<e/2
pér n>max{ns, ns}. Kéto dy mosbarazime kané vend pér té njéjtin numér natyror.
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Shénojmé & = min{d1, 52} atéheré péry e S(x, ) kané vend njékohésisht mosbarazimet
(1) dhe (2). Le té jeté xn €S(x,0), kjo do té thoté se gjendet nseN gé pér n>ns do té
kemi gé: d(Xn,x)<d.

Pér n>max {ns, ns, ns} shqyrtojmé mosbarazimin:
| fn(xn)_ f (X) |S| fn(xn)_ fn(X) | +| fn(x)_ f(X) |< O, +/?‘n =¢&,<¢&.

(b) = (a) Té provojmé se vargu ( ) konvergjon lokalisht uniformisht né ményré té

barabarté né pikén xeX. Né saje té pérkufizimit té vargut ( f, ) gé konvergjon a-né
meényreé té barabarté te funksioni f rrjedh se funksioni f éshté i vazhdueshém né pikén
X(Das [3] Vérejtje 5.2.). Rrjedhimisht pér cdo £>0 gjendet njé 6:>0 e tillé q&, péry €
S(X, 1) ka vend mosbarazimi:

f-fWMke . Q)

Né sajé té ezaurueshmérisé sé barabarté, gjendet njé varg (on) numrash realé pozitivé
konvergjenté né zero dhe ni1eN té tillé gé, pér cdo 8,>0 dhe y € S(x, &2) té kemi

| .0 f.(VI<a,.

o-e barabarté konvergjenca tregon se, kur X, —X kemi numrin natyror no=nz(x, Xn) gqé
té keté vend mosbarazimi:

I fn (Xn) —f (X) |< én (4)
Pér n >ny.

Né kéto kushte, pér ¢cdo €>0 edhe pér e=53 gjendet numri natyror nz gé, pér n>nz kemi
gé XneS(X, 83). Duke shénuar & = min {d1, &2, 63 }dhe n>max{nz, n2, n3} do té
plotésohen mosbarazimet (1), (3) dhe (4).

Shqgyrtojmé:
| fn(y)_ f(y) |S| fn(y)_ fn(x) | +| fn(x) - fn(xn) | +| fn(Xn)_ f(X) | +
+| f(X)—-nf(y)|<20,+¢,+& <hn

Ku An =2onten éshté njé varg numrash realé pozitivé gé shkon né zero, megenése ¢
mund té merret e ¢farédoshme prané zeros. Kjo e vérteton teoremén.
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KREU 5

Zbatime te teoria e masés dhe integrimit

Né kété kapitull jané paragitur disa zbatime né probleme té ndryshme té teorisé sé masés
dhe té integrimit, duke pérdorur konceptin e vargjeve ezaurues dhe konvergjenat lokale.
Krahas relativizimit té funksioneve ekui-té integrueshém [25], jané paraqitur té reja mbi
ideal-integralet e tipit Bohner[21],[22] dhe njé studim i ri mbi zbatimin e diferencave
simetrike; né teoriné e masés dhe funksioneve té vazhdueshme, duke vazhduar
rezultatet e [6].

1. Funksionet ideal t& matshém

Pérkufizime 1.1.

() Le té jeté Y njé bashkési e ndryshme nga bashkésia boshe, Y=J. Njé familje 3
cTII(Y) quhet ideal i bashkésisé Y atéheré dhe vetém atéheré kur, pér A, Be J rrjedh
se, AuBe 3 dhe pér cdo Ac SdheBc Adotékemigé B € 3.

(b) Njé ideal J thuhet se éshté jo-trivial atéheré dhe vetém atéheré kur, 5 = & dhe
ye 3. Njé ideal jo-trivial quhet i pranueshém kur ai pérmban bashkésité njé pikésore.
Le té jeté (T, Z, u) njé hapésiré me masé probabilitare, ku T éshté njé bashkési ¢farédo
né drejtéz, -algjebra e Borelit dhe p njé masé e kufizuar.

Pérkufizim 1.2 Funksioni f: T — X , ku X éshté hapésiré vektoriale, quhet funksion i
thjeshté sipas u, né gofté se pér cdo familje bashkésish t& matshme {E;} jo prerése, pra
E;cTdheE;NE; =@, péri#j,kuT = Ui, E; dhe f(t) = x;, pért € E;,i=1,2,.

n.

Sig dihet, funksioni i thjeshté paraqitet né trajtén f(t) = Xi_; x;xg, , KU xg, éshté
funksioni karakteristik i E;.

Pérkufizim 1.3 Funksioni f: T — X quhet I -i matshém né T né qofté se pér ¢do te
T, € > 0dhe A c J gjendet njé varg funksionesh té thjeshta f,,: T — X pér té cilét té
kemi qé |f,,(t) — f(t)| < € pér n € N\A.

Pohim 1.4 Kombinimi linear i funksioneve 3-té matshém (ideal t¢ matshém) éshté
funksion J-i matshém.

Vértetim: Le té jené f dhe g dy funksione J-té matshme. Pér funksionin f do té gjendet
njé varg funksionesh té thjeshté f,(t) gé J-konvergjojné te funksioni f.

Kjo do té thoté se pér ¢do € > 0, edhe pér i > 0 dhe njé bashkési A, € 3 e tillé gé,

() = fFOl <32 |pern € N\4, dheteT

Né ményré té ngjashme, pér funksionin J- té matshém g(x), gjendet vargu i
funksmneve té thjeshté g, (t) gé J-konvergjon te g(x), pra pér ¢do e > 0 edhe pér
ZIBI > 0 gjendet A, € 3 qé pér n € N\A, té kemi |g,(t) —g(t)| < — 2| . Megeénése
N\A4; UN\4, c N\(4; U A,) pér

n € N\(4; U A4,) dhet €T do té kemi:

I(afn(x) +Bgn(x) — (af + Bg)| < lallfu(x) = FOI + IBllgn(x) — g0 <
—+——e

Pérkufizim 1.5. Nénvargu (fnk)keN i vargut (f,)nen 5 f quhet themelor né qofté se,
pér
A ={n, <n, <--<n < ---}fnkifpérn e N\A'"kud' c A.
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Pérkufizim 1.6. Le té jeté (I, Z, u) njé hapésiré e matshme me masé jonegative té ploté.
Vargu i funksioneve té matshme (f;,),, né I éshté J-konvergjent sipas masés u te
funksioni f, né qofté se pér ¢cdo € > 0 dhe ¢ > 0 gjendet njé nénvarg themelor (fnk)k i

vargut (f), i tillé gé: ufe:|f,, (O — f(©)| = 0} < & pér nj e N\A' dhe t el. E
shénojmé £, (t) ﬂf(t).

Pérkufizim 1.7. Vargu i funksioneve té matshme (f,,),, me vlera né R quhet J-
themelor sipas masés né S c 3, né qofté se gjendet njé numér natyror N(o,S) c N\A
dhe njé nénvarg themelor gé Ve > 0 dhe o > 0, uft: | £, (©) — F(D)| = 0} < .

Pohim 1.8. Né qofté se vargu (f,,), éshté 3-konvergjent tek f né 3 ai éshté J-themelor.
Vértet té jeté (fnk (t))knjé nénvarg themelor i vargut (£, (t))? Zgjedhim njé numér

N € N, N € N\4 dhe shgyrtojmé mosbarazimin:
| ® = fun®)] < |fo, ® = FO] + If () = fu(®)]; g€ kétej mund té shkruajmeé:

{t: e = fu®] 2 0} < {&:|fu,© = £ O] 2 U fE1£ O = fu(O] 2 5]
Qé nga marrim se pér n, € N\4’, A’ c A.
p{t: £ (O = fu (O = 0} < u{e:]fo, 0 = FO] 2 5} +{E:1F O - fu©)] 2 5}

Pohim 1.9. J-limiti i vargut (fn(t))n sipas masés u éshté i vetém me aférsiné e

ekuivalencés.

Veértetim : Le té supozojmé se pohimi nuk éshté i vérteté. Kjo do té thoté se vargu
(fi)n 3 -konvergjon né dy limite t& ndryshme f; (t) dhe £, (t). Pércdo € > 0 dhe 0 >
0 gjendet nénvargu themelor i tillé gé,

u{t: |, (©) = A0 2 2} < Spermy € N\Aj kur 45 € Adhe p{e:|f,, () — £,(8)] 2
%} < > pérm; € N\Aj kur 4; ¢ Adhet e T, ku ka vend pérfshirja:

{t:1A®) - O] =0} {t: |/, (O — )] = %} U {t: |/ (D) — (0] = %}
pér n;, € N\ (4] U A4)) kur A7 U A}, c A, ose duke marré masat e té dyja anéve;
plt:|f1(0) — (0] = 0} < .U{t! |f1(t) —fnk(t)l > %} + ,u{t: |fnk(t) — fZ(t)l > %}

<e¢
Mosbarazimi i mésipérm tregon se, f; (t) dhe £, (t) mund té jené té ndryshém vetém né
njé bashkési me masé zero.
Pohim 1.10. Né qofté se vargu (f;,),, éshté varg 3-themelor né T c IR, atéheré ekziston

I —lim [ fi(D)dp.
Vértetim: Meqgénése (f,,),, éshté varg I-themelor pér ¢do € > 0, gjendet k € N\A
dhe N e fiksuar natyrore gé |f,(t) — fy(t)] < % pothuajse pér té gjitha k € N\A.

Do té& kemi: |fT fk(t)dy—fT fN(t)du| < fT lfi () — fu@®ldu < |fi(8) —

n@®u(T) <e
Kjo tregon se vargu ([ f,(t)du), éshté varg themelor né R dhe si i tillé éshté
konvergjent.

Pérkufizim 1.11. Funksioni f:T — X quhet 3-i integrueshém Bohner, né gofté se
gjendet njé varg themelor funksionesh té thjeshté (f) té tillé gé,
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a) (fi)x té jeté 3-i integrueshém te f.
b) 3 — li;nflfk(t) — fy(®)|du = 0 pothuajse kudo ky limit shénohet 3 — B —

[ f(®)du dhe quhet J-integral i Bohnerit.

Vargu f,, i funksioneve té thjeshté quhet varg pércaktues i funksionit f.
Provohet lehté pohimi:
Né qofté se (f,,) dhe (g,,) jané vargje pércaktuese dhe themelore te i njéjti funksion,
atéheré
I —lim f,,(t) du = I3 —lim g, (t) du
Kjo tregon se pohimi i mésipérm éshté i sakté.

2. Zbatime té diferencés simetrike né teoriné e mases.

Le té jeté X njé bashkési e pafundme dhe X c I1(X) njé o — algjebér. Do té shénohen
me ba(Z) bashkeésia e té gjithé masave mbledhore té fundme me vlera reale né X; dhe
me Ca(Z) nénhapésirén lineare té ba(X), qé pérbéhet nga té gjitha masat a-mbledhore
né .
Mé poshté po japim kuptimet e idealeve ezaurues dhe té idealeve té konvergjencave té
tjera né kuadrin e teorisé sé masave.
Pérkufizime 2.1.
(@) Pér njé masé pozitive A € ba(Z) dhe A, B € X (pseudo) — A- distanca ndérmjet A
dhe B pércaktohet nga barazimi: d; (A4, B) = A(AAB) ku A tregon diferencén simetrike.
(b) Njé masé u € ba(X) éshté A- 3 e vazhdueshme, né bashkésiné E € X , né qofté se
pér ¢do & > 0 gjendet § > 0 dhe A€ I e tillé gé, pér cdo F € X qé d,(F,E) =
A(FAE) < & té kemi |u(F) — u(E)| < € pérn € N\A.
(c) Do té thuhet se u éshté A- 3 e vazhdueshme né X' , né qofté se u éshté 1-J e
vazhdueshme né ¢do E € X.
Vemé né dukje se, si¢c éshté pércaktuar né teoriné e masés, u éshté A-absolutisht e
vazhdueshme né qofté se u éshté A-e vazhdueshme né @. Me marréveshje, kur F c E
do té themi se E éshté A- e vazhdueshme kur pér ¢do € > 0,36 > 0 e tillé gé kur
d,(F,E) = A(E\F) < & doté kemi |u(F) — u(E)| = |[u(E\F)| < .
Né ményré analoge, kur E c F atéheré d,(F,E) = A(F\E) < 6 do té kemi pér n €
N\A, u(F\E) < ¢ kurE = F,d,(E,F) = 0.
Pohim2.2. (a)NgsF, c F,c--cF,c ku, E, €X,F, € ba(X)dhe F = U, E,, £ €
ba(X) ,ose
(b) pérvargun E; D E, D - D E, D... kur E,, € ba(X),E, € 2dhe E = N, E,
Masa u éshté e vazhdueshme dhe

lim p(FAR,) = lim u(E,AE) =0
gé nga rrjedh se:

lim x(F,) = pu(F) dhe limu(E,) = 1(E)
Vértetim: Vértetiriibéhet si né teoriné e ma&sés. Shohimqé F = U, E, = F; U F,\F; U

U F\F,,_1 w... rrjedhimisht

R(EF) = p(F) + ) u(F\Foy)
n=2

Meqgenése seria Y-, u(F,\Fy,—1) éshté konvergjente me terma pozitive u(F,\
F,_1) = 0 kur n — oo. Pér rrjedhojé d;(E,, F,,—1) = A(E,\Fp-1) = 0 kurn — oo.
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lim (k(F) + ) w(F\Fe-1)} = 1(F)
k=2

Ose
lim u(F) = u(F) & u(F\R) <& e pFAR) <e=|u(F) —pE)l <,

Njélloj provohet edhe pohimi (b).

Pérkufizime 2.3.

(@) Le té jeté 3-njé ideal i pranueshém né N. Vargu i masave (i, )nen N2 ba(X) éshté
J-ezaurues né E € X, né qofté se pér ¢cdo € > 0, gjendet § > 0 dhe bashkésia A € J e
tillé gé, |u, (E) — u,(F)| < epéredo F € L gé d,(E,F) < & dhe pér cdo n € N\A.
Thuhet se vargu (u,)nen €shté J-ezaurues né X, né qofté se vargu éshté J-ezaurues
pércdo E € X.

(b) Thuhet se (u,)nen Eshté J,-konvergjent tek p né bashkésiné E € X, né qofté se pér
¢do varg (E,), né Z, pér té cilat 3-limit d;(E,, E) = 0 ne marrim J — li}lnﬂn(En) =
u(E).

Vargu (4, )nen &shté J,-konvergjent tek u né X, né qofté se ai éshté J,-konvergjent
tek unécdoE € X.

(c) Thuhet se (u,), éshté Js-konvergjent tek u né bashkésiné E € X, né qofté se pér
cdo &£ >0,gjendet 6 >0 e tillé q& pér ¢do F eXdhe d,(F,E)<d té kemi
lun(F) — n(E)| < € pérn € N\A.

Bashkeésiné e té gjithé nénbashkésive F € X, pér té cilat d;(F,E) < & pér 6 té fiksuar
do ta shénojmé V.- dhe do ta quajmé fginjési té E-sé. Duket garté se d,(E,E) =0
rrjedhimisht EeVS

Shénim 2.4. Bashkeésité {V(SE} shérbejné si nénbazé e njé topologjie, ku té hapurat jané
G = {bashkim bashkésish nga X} té cilat kané fqinjési pér ¢cdo element té tyre.
Provohet lehté se:

1) Bashkimi i G,, éshté i hapur .

(2) Prerja e njé numri t& fundmé té hapurash éshté bashkési e hapur.
Kété topologji po e emértojmé topologjia e fginjésive té bashkésive. Cdo ¢ > 0

gjiendet § > 0 e tillé &, pér ¢do F € V£ do té kemi:

lun(F) —p(E)| < €.
Pohim 2.5. Nga pérkufizimet e mésipérme del qarté se, kur vargu (p,), éshté Js -

konvergjent, ai éshté edhe Js-konvergjent. Té tregojmé se kur vargu (u,,),, éshté J,-
konvergjent, ai éshté edhe J 5 -konvergjent.
Le té jeté (E,,), varg bashkésish né X, pérté cilin 3 —limd;(E,,E) = 0 pér

n
n € N\4,, 4; € 3. Kjo do té thoté se ekzistojné n € N\A] qé d,(E,,,E) < 6 kuA] c
Ay
Domethéné se, pér n € N\A, , E,, € V§ . Megé ka vend J5,-konvergjenca, gjendet pér
¢cdo & > 0, bashkésia A, qé pérn € N\(4, U 47)

lun (En) —u(E)| <e.
Pohim 2.6. Né gofté se né kushtet e mésipérme vargu i masave (l,),,-3s-konvergjent
tek u, kur p,, € ba(Z) éshté Js-konvergjent dhe I -ezaurues né X, atéheré masa p éshté
e vazhdueshme né X.
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Vértetim: Meqgénése vargu (u,,), éshté Js-konvergjent tek p né njé bashkési E né X ,

pér ¢cdo € > 0 edhe pér § , gjendet 6; > 0 e tillé gé, pér cdo F € Vfl dhe n € N\4, té

kemi:

lun (F) — u(F)| <= (9

Gjithashtu, megé vargu (p,), éshté I —ezaurues, pér ¢cdo € > 0, edhe pér 2 do té

gjendet 8, > 0 e tillé g, pér F € Vy té kemi:

I (F) = 1 (E)| < = () pérn € N\A, .

Shénojmé & = min{8y, 6,} atéheré V5 n V5 = V5 pér F € Vg dhe

n € N\(4; UA4,) .

Shqgyrtojmé mosbarazimet:

|u(E) — u(F) Sglu(g) —gun(E)I + [ (E) — i (F)| + |pn (F) — p(F)|
<gtgs+5=¢

3 3 3
Né sajé té mosbarazimeve (x) dhe (xx).

Pohim 2.7. Le té jeté I njé ideal né N dhe E ¢farédo nga X. Né qofté se vargu (1,) .
Ku p, € ba(Z) éshté 3 -konvergjent tek u né E atéheré :

(1) Vargu (u,,),, éshté ezaurues.
(2) Masa u éshté A- e vazhdueshme .
Veértetim : (a) Nisemi nga pérkufizimi i 35 _-konvergjencés né bashkésiné E. Pér ¢do
& > 0 edhe pér % , gjendet § > 0 dhe A, € 3 e tillé gé, pér n € N\A4, dhe F € V§ té
kemi:

1n(F) = u(B)] < 5
Pér kéto n dhe § > 0 shqyrtojmé mosbarazimin:
M (E) = i ()] < [ (E) = p(F)| + |1(F) = pn(F)| < -+~ =¢
Kétu u shfrytézua fakti se, kur F € V£ do té thoté se d,(F, E) = A(FAE) = A(EAF).
Mosbarazimi i mésipérm provon pikén (a).
(b)Nga pika (a) kemi gé (u,,),, &shté varg ezaurues. Né sajé té pérkufizimit pér gdog
,36, > 0,0é pér F € Vs® doté
Kemi:

|un(F) = un ()| < S pérn € N\A;.
PérF e Vg nVs? = V5" dhen € N\(A U 4,).

Shqyrtojmé mosbarazimin:

() = u(F)| < 1R(E) = pn(E)] + [1n(B) = tn(F)| + [pn(F) = (P <5 +5 4
=&

Mosbarazim gé provon pohimin (b).

3. A-Vazhdueshméria

Le té jené dhéné dy hapésirat e matshme (X, X, 1) dhe (Y, X', u) dhe bashkésité I1(X)
dhe TI(Y) té tyre.
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Pérkufizim 3.1. Funksioni bashkésior f : X —Y quhet A-i vazhdueshém né
nénbashkésiné A, né qofté se pér ¢cdo £ > 0 gjendet &(¢) > 0 e tillé qé, pér ¢cdo bashkési
G e IIX)N X gé A(GAA) < 5 té kemi p(f(G)Af(A)) <e.

Duke shénuar B(A, 8) ={ G € I[1(X) n X : AM(GAA) <d } Qé éshté rruzulli e hapur me
mbéshtetje né A dhe B(f(A), €) rruzullin e hapur me mbéshtetje né f(A), pérkufizimi i
mésipérm mund té gjeometrizohet:

Funksioni bashkésior f éshté i vazhdueshém né nénbashkésiné A té X né qofté se pér
cdo rruzull té hapur B(f(A), €) nga I1(Y) gjendet rruzulli i hapur B(A, 3) nga IT(X) e i
tillé gé, pér ¢cdo Ge B(A, d) rrjedh se f(G) e B(f(A), €) (ose f(B(A, 8) < B(f(A), €) ).
Pérkufizime 3.2.

(@) Thuhet se vargu (fn) A-konvergjon né ményré diskrete te njé element ¢farédo G e
I', ku I njé koleksion bashkésish, né qofté se pér cdo € > 0 gjendet njé no(e,G) € N e
tillé g&, pér n > no(e,G) té kemi w(fa(G)Af(G)) <.

(b) Thuhet se vargu (fn) A-konvergjon né ményré uniforme né qofté se pér ¢do € > 0 dhe
¢farédo G € I', gjendet njé no(e) e N e tillé gé, pér n > no(e) té kemi p(fn(G)AF(G)) <
€.
(F) Thuhet se vargu (f,) éshté A-ezaurues né nénbashkésiné G < I' ku I' éshté njé
koleksion bashkésish, né qofté se pér ¢do € > 0 gjendet njé no(¢) € N dhe & >0 e tillé
qé, pér n > no(e) dhe ¢do bashkési H = B(G, 8) té kemi p(fa(H)Af, (G)) < e.

Pohim 3.3. Le té jené dhéné funksionet fn, f: X —>ITY. Né qofté se vargu (fn) éshté A-
konvergjent né ményré uniforme dhe me terma A- té& vazhdueshém, atéheré ai
konvergon te njé funksion f A- i vazhdueshém.

Veértetim: Funksionet f, jané A-té vazhdueshém né nénbashkésiné GeIl(X) si
rrjedhojé, pér ¢do €/3> 0 gjendet 61> 0 e tillé gé, pér cdo AeII(X) gé L(AAG) < o1 té
kemi gé:

u(fa (A) Afy (G)) < €/3.

Né sajé té A-konvergjencés uniforme té vargut pér €/3>0 gjendet njé no(e) eN e tillé gé,
pér n > no dhe ¢do Gell(X) té& kemi u(fn(G)Af(G)) < /3. Pér n > no dhe 61> 0
shqyrtojmé pérfshirjen

f(G)Af (A) < f(G)Af (G)u f,(G)AF, (A) L T (A)Af (A)
duke krahasuar masat  té dy anéve dhe vetiné gjysmémbledhore, marrim p(f(G)Af(A))
<e.

Pohim 3.4. Né qofté se vargu (fn) A-konvergjon né ményré uniforme né T1(X) te njé
funksion f, atéheré ai éshté A-ezaurues né ¢do GeTIlI(X) .

Veértetim. Nga pohimi i mésipérm 4.2. del se funksioni f éshté A-i vazhdueshém né
nénbashkésiné Gel ell(X), pra pér ¢do &/3> 0 gjendet o e tillé gé, kur pér Ael” gé

MAAG) < 6 kemi gé p(f(G)Af(A)) < &/3.

Duke shfrytézuar A-konvergjencén uniforme té vargut (fn), pér cdo /3 > 0 dhe ¢do
Gel gjendet njé no(c)eN e tillé gé, pér n > no té kemi p(fn (G)Af(G)) < &/3. Pérn>no
dhe 5 e dnhéné shqyrtojmé pérfshirjen

f.(G)Af,(A) c T (G)Af (G) L f(G)Af (A) L f(A)AF (A)
duke marré masén p té dy anéve, do té kemi pér n > no u(f, (G)Af, (A)) <e.

N dhe 6 >0 e tillé gé pér n > no(e) dhe ¢do bashkési H < B(G, d) té kemi u(fa(H)Af,

(G) <e.
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4. Aplikimet né integralin Henstock-Kurzweil

Pérkufizimet e dhéna né hapésirén metrike mund té riformulohen edhe né rastin e
hapésirave té normuara ose né hapésirén Banah.

Pérkufizimi 4.1 a) Le té jeté f, : S>X ku, S dhe X jané hapésira té normuara, atéheré
vargu (fn) éshté quajtur varg ezaurues tek s €S, nése pér cdo &>0 ekziston njé numér o
>0 dhe nyeN e tillé g&, pér ¢do yeB(s,8) ne marrim || f.(y)—f.(Y) e .

b) Vargu (fa(s)) ka &-limit funksionin f(s) pér ¢do seS nése dhe vetém nése, pér ¢do
e>0 ekziston njé numér & >0 dhe noeN e tillé gé, pér ¢cdo yeB(s,8) ne kemi

I f.()-T(Y)ll<e
Le té jete S c R™ njé interval kompakt dhe m > 1.
Rikujtojmé gé pér pérkufizimin e integralit Henstock-Kurzweil ne kemi nevojé pér K-
coptimin [25]. Cifti (r,S) ku r € R™ dhe S éshté njé interval kompakt nga R™ éshté
quajtur njé interval i etiketuar i tillé qé r éshté njé etiketé e S — sé.
K-sistemi {(7;,1;) : j = 1,2,..p} éshté njé koleksion intervalesh t& fundém té etiketuar
jo té mbivendosur ku 7; € I; dhe
p
j=1

K-sistemi éshté quajtur K-coptim i intervalit S, nése é&shté i vérteté mosbarazimi i
méparshém.
Le té jeté 6: S — ]0, +oo[ njé funksion,qé éshté quajtur matés né S. Intervali i etiketuar
(t,S) éshté quajtur & —i imét, nése ne kemi

S c B(7,6(1))
ku B(z,8(7)) Eshté njé rruzull né R™ me gendér né 7 dhe rreze (7).
K-sistemi ose K-coptimi jané & —té imét, nése té gjithé intervalet e rafinuar (rj, Ij),
j=1,2,....,p jané & — té imét né lidhje me matésin 6.
Tani, nése S é&shté njé bashkési e matshme me algjebrén = dhe masé probabilitare p,
ne shkruajmé {S, %, u}.
Pérkufizim 4.2 Funksioni f: S — X éshté Henstock-Kurzweil integrueshém dhe I € X
éshté integrali Henstock-Kurzweil,nése pér ¢do £ > 0 ekziston njé matés &:S —
10, +oo[ i tillé gé, pér ¢cdo 6 — i imét, K-coptimi (t;,1;),i=1,2,....p i S z& vend
mosbarazimi :

<g&

p
> Feun -1

Integrali Henstock-Kurzweil ne s_hénojmé me simbolin I = (HK) [ f;
Pérkufizimi 4.3 Funksioni f: S — X ka vetiné S*HK nése pér ¢do € > 0, ekziston njé
matés & né S té tillé gé marrim (1)

k 1
DX M = Dl 1) < &

i=1 j=1
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Pér cdo K-coptim & — t& imét {(t;, I)),i = 1,2, ..., k} dhe {(s; };),j = 1,2, ..., 1} né S.
Pohimi 4.4 Nése ne kemi ® = {f: S — X} njé bashkési funksionesh ezaurues, atéheré
kéto jané S*HK integrueshém.

Vértetim. Duke zgjedhur vlerén & gé té dyja ndarjet té jené & — t& imét, pér cdo — >

u(s)
0, ekziston 6; < 8, gé pér t; € S(s;, 6,) do té€ kemi i=1,2,...,p.
€
f(t;) — f(spll < —=
I£(t;) — fCsp)l )

Nga i cili ne vértetojmé mosbarazimin (1).

Pérkufizimi 4.5 Njé koleksion M funksionesh f: S — X, S né njé interval kompakt né
R éshté quajtur HK-ekui-integrueshém, nése ¢cdo f e M éshté Henstock-Kurzweil
integrueshém dhe pér ndonjé £ > 0 ekzsiton njé matés A i tillé gé pér ndonjé f € M
mosbarazimi

10, F () —(HK) [ fll<e
S
ka vend meqé {(t;, 1;),i = 1,2, ..., p} éshté njé K-ndarje e A- e imét e S-sé.

Pohimi 4.6 Le té jeté M = {fy: S = X,k € N} njé koleksion funksionesh ezaurues H-
K té integrueshém dhe gé :
S — &im fi(t) = f(t),te S

Atéheré funksioni f:S — X éshté H-K integrueshém dhe éshté i lejuar kalimi né limit

1lim (HK) f f; = (HK) f f;
Veértetim. Ne mund té zgjedhim njé matés A té S i tillé gé pér ¢do t € S dhe njé ndarje
A- té imét

ti: [U;, Uj]

Ifi(8) — fF(OIl < & fort € B(t;, Dy)
Pér njé zgjedhje té dhéné té A, né lidhje me ekui-integrueshmérisé té vargut (f;), pér
cdoe > 0dhe k € N kemi:

p
> ftduay - 0 [ il <
i=1 S "
Pohimi 4.7 Le té jené funksionet f, té koleksionit @ té funksionit f,:S - X, HK-
integrueshém & —konvergjent te f dhe ezaurues. Atéheré ata jané HK-ekui-
integrueshém.
Vértetim: Le té kemi {(t;,,),i = 1,2, ..., p} éshté coptim i A- i imét i S-sé pér ndonjé

n € N, ne shénojmé
p
&
Y taeou - [ Al <3
¢ S
i=1

X

Nga ezaurueshmeéria e vargut f,,,pér t; dhe s; € I; ne kemi:
&

Ifn (t) — fa (sl < m

ose

p
D () — HEIRM)|| <3
Prandaj, N
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memua) f f(tl) £ (6 TG Zf(t)u(l)—f

-|——:

Nése coptimi {(tl,l)l [u,v];i=12,..,p} éshté i fiksuar, atéheré nga
& —konvergjenca e vargut (f) ecén barazimi:

p
S — lll_)rg fi(tud) = Z f(t) ;)

1=
Zgjedh k, € N e tillé g&, pér k > k,, mosharazimi ecén.

p p
D Bl - ) feudm)|| <e
i=1 i=1 X
Atéheré ne kemi,

p
> fedua) - (1K) [ | <
i=1 S

X

p p
< |t = secwomua|| + |1 fceona - e ffk <2
i=1

X i=1 S X
Pér k> k.
Kjo éshté e dnéné pér k,1 > k, mosbarazimi:

(HK)J fi, — (HK)J fill <4e
S sy
i cili tregon, vargun (HK) fs fy ,k € N té elementeve t¢ X né Koshi dhe prandaj

zlim (HK) [ fi =] € X ekziston .
Le té jeté ¢ > 0. Nga matési A qé éshté zgjedhur mé sipér, ne mund té marrim njé n, €
N, té tillé gé:

HK) | f=]J|| <e
/

X
Pér té gjitha k> n,.Nga & —konvergjenca e vargut (f;) tek f, ekziston k; > n, i tillé

&,
p p
Dt @) = ) || <e
i=1 i=1 X

Prandaj,
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PRONOEY

b
i=1

X
p p
< | D feua = ) fi, @ua
i=1 i=1 X
p
| fuua = 610 [ 6|+ [|omo [ £ || <3¢
=1 S X S X

Dhe rrjedh gé f éshté Henstock-Kurzweil integrueshém né S dhe
lim HK) [, fr=/=(HK) [, fm

Konkluzione dhe fusha té hapura
e Néstudimin e konvergjencave klasike ka akoma fusha studimi té paeksploruara.
e a-konvergjenca éshté koncept i ri me shumé perspektiva studimi si né laticat
dhe hapésira pjesérisht té renditura.
e Funksionet ezaurues duke zévéndésuar familjet ekuivalente mund té aplikohet
né teoriné e integrimit.
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