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PARATHENIE

Sé pari, dua té shpreh mirénjohje té thellé pér udhéhegésin shkencor Prof. Asoc.
Eglantina Kallugi, e cila ka gené njé burim konstant ndihme gjaté gjithé punés time
kérkimore. Ajo mé ka treguar mbéshtetje gé né hapat e paré si studente dhe mé pas si
pedagoge. Faleminderit pér kohén dhe energjiné qé ke shpenzuar pér ta béré kété

disertacion sa mé dinjitoz.

Sé dyti, dua té falénderoj kolegét né Departamentin e Inxhinierisé Matematike (UPT)
dhe né Departamentin e Matematikés sé Aplikuar (UT) gé kané kontribuar né formimin

tim akademik.

Sé fundmi, njé falénderim i veganté i shkon familjes time pér dashuriné, kujdesin dhe
sakrificat e tyre pér edukimin tim dhe pérgatitjen pér té ardhmen. Prindérit dhe véllai

im kané gené gjithmoné model frymézimini pér mua.



PERMBLEDHJE

Ky disertacion vé né dukje réndésiné dhe pérparésité e pérdorimit té
nénhapésirave Krylov né fushén e Analizés Numerike. Disertacioni éshté menduar si
njé udhézues pér t’u njohur me konceptet bazé dhe té avancuara té metodave qé
bazohen né nénhapésirat Krylov si dhe me zbatimin e tyre né njé gamé té gjeré
problemesh nga jeta reale.

Né Kapitullin 1 trajtohen disa nocione gé lidhen me nénhapésirén Krylov dhe
prezantohen algoritmet e metodave mé té réndésishme pér zgjidhjen e sistemeve lineare
té rralla dhe té médha. Grupi i metodave Krylov bazuar né dy gasjet kryesore Arnoli
dhe Lanczos, jané trajtuar né versionet e tyre standarde, si dhe éshté paragitur koncepti
pér rifillimin e tyre.

Konvergjenca e metodave iterative Krylov jo gjithmoné garantohet né varési té
specifikave té vecanta té problemeve ku ato zbatohen. Matrica e koeficienteve té
sistemit pérfagésues té problemeve té médha reale, né shumicén e rasteve éshté e keg-
kushtézuar. Pér kéto arsye, lind nevoja e parakushtézimit té kétyre sistemeve. Né
Kapitullin 2 jepen pérkufizimet e nevojshme pér sigurimin e ekzistencés dhe ndértimin
e parakushtézueséve efektivé. Dy lloje parakushtézimi jané trajtuar, pérkatésisht ILU
dhe IC, té cilat zbatohen duke pérdorur teknika té ndryshme.

Né Kapitullin 3 béhet analiza empirike e grupit té metodave té pérmendura né
Kapitullin 1, duke marré né konsideraté katér raste. Secili rast pérfagésohet nga
matrica me pérmasa dhe rrallési/dendési té ndryshme. Sistemet e pérdorura jané
simetrike ose jo, t& miré-kushtézuara ose jo. Kjo pjesé e punimit ofron njé paketé té
algoritmeve té metodave Krylov té implementuara né Matlab. Kéto algoritme (kode)
jané modifikuar né ményré gé pérdoruesi té béjé njé analizé sa mé té gjeré dhe ta keté
sa mé té lehté zgjedhjen e njé teknike parakushtézimi té duhur bazuar né vetité e sistemit
pérkatés.

Pér té véné né dukje gamén e gjeré té zbatimeve té nénhapésirave Krylov,
Kapitulli 4 paraget disa zbatime né probleme me té dhéna reale té€ médha, si analiza e
rrjetave komplekse (rrjetat biologjike etj.) apo zvogélimi i pérmasave né fushén e
pérpunimit t€ imazheve apo vlerésimit té gjeneve té réndésishme né biomjekési. Né kété
kapitull gjithashtu vihet né dukje epérsia e metodave té nénhapésirave Krylov né
implementim dhe né menaxhim e kujtesés, krahasuar me metodat klasike ekzistuese né
té njéjtat fusha.

Sé fundmi, né kété disertacion paragitet njé tjetér avantazh i metodave té
nénhapésirave Krylov, i cili éshté lehtésia e paralelizimit té tyre. Kjo lehtési vjen nga
ndértimi i algoritmeve té tyre bazuar né njé grup veprimesh matematikore lehtésisht té
paralelizueshme si prodhimi matricé-vektor, pérditésimi i vektoréve, veprime vektor me
vektor etj. Kapitulli 5 jep bazat e njé pune té métejshme gé mund té béhet pér
pérpunimin e shpejté né paralel té té dhénave té rralla e t&¢ médha me ané té metodave
Krylov.

Fjalé kyce: Nénhapésira Krylov; Sisteme lineare; Matrica té rralla; Parakushtézimi;
Iteracioni Arnoldi; Iteracioni Lanczos; Rrjeta komplekse; Pérpunim imazhi;
Paralelizimi.



ABSTRACT

This dissertation paper emphasizes the importance and advantages of using the
Krylov subspaces in the field of Numerical Analysis. The dissertation is intended as a
handbook to introduce the basic and advanced concepts on Krylov subspace-based
methods, as well as their application to a wide range of real-life problems.

Chapter 1 presents some notions related to the Krylov subspace and the
algorithms of the most important methods for solving rare and large linear systems.
The group of Krylov methods based on the two main approaches Arnoli and Lanczos,
are used in their standard version, and also the concept for the restart proces is
presented.

The convergence of Krylov iterative methods is not always guaranteed depending
on the specific properties of the problems where they are applied. The coefficient matrix
of the representative system for large real problems, in most cases is ill-conditioned.
For these reasons, it is needed to apply precondition to these systems. Chapter 2
provides the necessary definitions to ensure the existence and construction of effective
preconditioners. Two types of preconditioning have been addressed, respectively ILU
and IC, which are applied using different techniques.

In Chapter 3 the empirical analysis is conducted for the group of methods
mentioned in Chapter 1, considering four cases. Each case is represented by matrices
of different sizes and different sparsity/density. The systems used are symmetric or
asymmetric, well-conditioned or ill-conditioned. This part of the paper provides a
package of the algorithms for Krylov methods, implemented in Matlab. These
algorithms (source codes) are modified so that the user can make a wider analysis and
make the decision of choosing a proper preconditioning easier based on the properties
of the corresponding system.

To highlight the wide range of Krylov subspace applications, Chapter 4 presents
some applications on large real data problems, such as complex network analysis
(biological network etc.) or dimension reduction in image processing or evaluation of
important genes in bio-medicine. This chapter also highlights the predominance of
Krylov subspace methods in implementation and memory storage, compared to existing
classical methods in the same fields.

Finally, in this dissertation another advantage of Krylov subspace methods is
presented, i.e., they can be easily parallelized. This advantage comes from the
construction of their algorithms based on a set of easily parallelizable mathematical
operations such as matrix-vector product, vector update, vector-to-vector operations,
and so on. Chapter 5 provides the basis for further work on faster parallel processing
of sparse and large data using Krylov methods.

Keywords: Krylov subspace; Linear systems; Sparse matrices; Preconditioning;
Arnoldi iteration; Lanczos iteration; Complex networks; Image Processing;
Parallelization.
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HYRJE

Nénhapésirat Krylov

Bazuar né€ raportin “Zhvillimi dhe zbatimi i shkencés dhe inxhinierisé né shekullin e
20-té”, metodat ¢ nénhapésirés Krylov konsiderohen si njé nga 10-té klasat mé té
réndésishme té metodave numerike pér zgjidhjen e sistemeve lineare algjebrike [1]. Né
vitin 1931 njé punim nga shkencétari rus Aleksei Nikolaevich Krylov, paraqiti
ményrén se si vargjet e trajtés {v,A v,A%v,...}, mund té pérdoren pér té ndértuar
polinomin karakteristik té njé matrice. Kujtojmé gé pér njé matricé katrore A vlera
vetjake A (skalaré) do té quhen rrénjét e polinomit karakteristik det(A — Al) =
p(A) = 0 dhe vektoré vetjaké pérkatés v # 0 té tillé g¢ Av = vA. Matrica I éshté
matrica identike nxn dhe det(.) éshté pércaktori i matricés. Polinomi
karakteristik p (1) éshté njé polinom i shkallés n dhe bashkésia e vlerave vetjake té A
do té quhet spektérisajo (A): = {A € C: A éshté njé vleré vetjake e A}. Gjithashtu,
supozohet pavarésia lineare e n vektoréve vetjake.

Nénhapésirat Krylov kané nisur fillimisht si zgjidhés té problemeve té médha té vlerave
vetjake pasi shumé probleme té inxhinierisé dhe jo vetém, fokusohen dhe kérkojné
llogaritjen vetém té vlerés vetjake mé té madhe apo vlerés vetjake mé té vogél té njé
matrice katrore. Shpesh né praktiké kérkohen té vlerésohen k-vlerat vetjake mé té
médha apo mé té vogla, sé bashku me vektorét vetjaké pérkatés. Po té marrim
shembullin e njé salle koncertesh, vlera vetjake mé e vogél e ekuacionit akustik zbulon
frekuencén mé té ulét té rezonancés.

Kéto metoda jané vecanérisht té pérshtatshme edhe né zgjidhjen e sistemeve lineare té
rralla dhe t&¢ médha Ax = b, té cilat hasen né mjaft zbatime né shkencé dhe inxhinieri.
Té rralla do té thoté se shumica e elementeve té matricés jané zero. Ndérsa probleme té
pérmasave shumé té médha fitohen zakonisht nga diskretizimi i EDDP-ve (Ekuacione
diferenciale me derivate té pjesshme) me Metodén e Elementeve té Fundme (Finite
Element Method) ose me Metodén e Diferencave té Fundme (Finite Difference
Method). Né rastin kur problemi origjinal éshté jolinear, linearizimi mund té béhet me
ané té metodés sé Njutonit ose njé metodé té tipit Njuton. Sistemet e rralla mund té
zgjidhen me té ashtuquajturit zgjidhés t€ drejtpérdrejté t€ rrall€, gé jané varianti i
modifikuar i eliminimit t¢ Gauss-it pér rastet e sistemeve té rralla, ose me ané té
metodave iterative. Metodat iterative zévendésojné sistemin e dhéné me njé sistem té
pérafért qé éshté mé i thjeshté pér tu zgjidhur. Pra, né vend té Ax = b, zgjidhim njé
sistem mé té thjeshtuar Kx, = b, ku x, éshté njé pérafrim fillestar pér zgjidhjen reale
x té sistemit. Numri i iteracioneve rritet né ményré sistematike me géllim qé pérafrimi
té mund té pérmirésohet. Q&éllimi éshté té pércaktojmé vektorin z gé plotéson kushtin
A(xy + z) = b. Nga Kkétu, krijohet njé sistem i ri linear Az = b — Ax,. Pérséri,
zgjidhim kété sistem né bazé té njé sistemi té pérafért, ku K pérafrohet prej Kz, = B —
Ax,y nga ku marrim pérafrim x; = x, + z,. Procedura e pérmirésimit pérséritet pér x;
duke krijuar késhtu njé metodé iterative.



Pér té zgjidhur njé sistem linear té pérmasave t€ médha, metodat e njohura klasike si
eliminimi Gauss ose iteracione té tjera té thjeshta si ai i Jakobit nuk jané aq té dobishme.
Pér mé tepér, né shumé raste matricat pérfagésuese té sistemit mund té jené té
papércaktuara dhe josimetrike. Algoritmet e nénhapésirés Krylov nuk kufizohen vetém
né pérafrimin e zgjidhjes sé sistemeve té ekuacioneve lineare apo vlerésimin e vlerave
vetjake té problemeve me matrica té pérmasave té médha. Ato mund té pérdoren dhe
pér pérafrimin e funksioneve eksponencialé apo racionalé té matricave té rralla e té
médha. Kéto metoda jané njé klasé e madhe e algoritmeve iterative gé punojné me
matrica dhe vektoré té fundmé né aritmetiké reale dhe komplekse.

Nga ana matematikore, kéto metoda bazohen né metodat e projeksionit. Ideja kryesore
e nénhapésirés Krylov dhe né pérgjithési e njé procesi projeksioni, éshté gjetja e njé
zgjidhje té pérafért té njé sistemi potencialisht shumé té madh Ax = b duke zgjidhur
njé sistem me pérmasa shumé mé té vogla. E njéjta ide pérdoret edhe pér hartimin e njé
numér algoritmesh efektive pér problemet e médha té vlerave vetjake. Né té gjitha
trajtat e algoritmeve Krylov, éshté e nevojshme té llogaritet prodhimi i brendshém i
vektoréve té pérmasave té médha dhe prodhimi matricé—vektor, i cili shpesh heré mund
té pérfshijé zbatimin e parakushtézuesit, i cili gjithashtu mund té€ rezultojé n€ zgjidhjen
e njé sistemi linear me pérmasa té médha.

Le té jeté Ax = b njé sistem linear ku A € C™™ matrica e pérgjithshme e sistemit, b €
C™ vektori i termave té liré, x, njé pérafrim fillestar i zgjidhjes sé kétij sistemi dhe ry, =
b — Ax, pérafrimi fillestar i mbetjes sé tij. Procesi iterativ bazuar né nénhapésirén
Krylov prodhon vargun e zgjidhjeve té péraférta x,,, me ané té:

Xm € Xo + Kn(4,19) (1)

ku K, (4,19) = span{ry, Ary, A%1y, ..., AT 11, } éshté nénhapésira e m —té Krylov e
prodhuar nga matrica A prej vektorit r, dhe m < rank(A4).

Megenése X,,, S C™ ose né rastin e té dhénave reale %,,, € R™ dhe bazuar né (1), pér
vektorin e m —té té mbetjes r;,, = b — Ax,,, kemi:

T € 1o + AK (4, 715) © Kpy1(4,15) (2)

Qéllimi éshté té gjendet zgjidhja e pérafruar me njé numér sa mé té vogeél iteracionesh
dhe sa mé afér zgjidhjes reale x, duke gené se kujtesa kompjuterike né dispozicion éshté
e kufizuar [2]. Gjithashtu synohet té pérafrohet 7,,, sa mé i vogél gé té jeté e mundur
népérmjet elementeve té AX,,. Kjo nénkupton gé duhet té zgjedhim r;, si pingulja r,
né projektimin ortogonal té saj né AX,,,, bazuar né gasjen e mbetjes me normé minimale
[3] pra min||b — Ax,,||,. Kjo gasje &shté baza e disa metodave Krylov pér sistemet
Hermitiane (4 = A") dhe jo-Hermitiane (si GMRES) dhe r;,, pérafrohet bazuar né:
T € 1o + AK (A, 1) tétillagé ry, L AKX, (3)

Disa metoda té tjera té bazuara né nénhapésirén Krylov formulohen né varési té llojeve
té tjera projektimesh ortogonale apo jo té drejtpérdrejta. Si pér shembull:

Tm E Ty + AK (A, 1) tétillagén, L7, (4)

Xi



pér metodén e Gradientit té Konjuguar (CG). Apo bazuar né projeksionin:
T € To + AK, (A, 10), té tillagér,, L K ,, (5)

né rastin e metodés sé Gradientit té Bi-konjuguar (BiCG), ku 7; € C™ éshté njé vektor
i zgjedhur né ményré arbitrare dhe X ,, = K,,,(A",7;) éshté nénhapésira e m —té
Krylov formuar nga A¥ me vektorin mbetje 7 .

Procedura themelore e ndértimit té bazave ortogonale né nénhapésirat Krylov éshté
algoritmi i njohur Gram-Schmidt (klasik apo i modifikuar) ose algoritme té tjera si
algoritmi Householder apo algoritmi Givens, pér njé matrice A me pérmasa n X n né
formén e njé matrice Hessenberg.

Dy qasjet bazé pér metodat e pérgjithshme té nénhapésirés Krylov jané iteracioni i
Arnoldit (dhe variacione té tij) dhe iteracioni Lanczos (pér matrica Hermitiane dhe jo-
Hermitiane) [4].

Iteracioni Arnoldi éshté mé i pérdoruri né hapésirén Krylov, i cili u prezantua si njé
mjet pér té zvogéluar njé matricé t& dendur me njé transformim unitar né formén e
matricés Hessenberg. Ky iteracion pérdor projeksionin ortogonal mbi %, pér matricat
e pérgjithshme jo Hermitiane dhe zgjedh elementet e késaj matrice h;; né ményré gé
baza té jeté ortonormale. Vlerat vetjake té matricés Hessenberg mund té sigurojné
pérafrime té sakta me vlerat vetjake té matricés origjinale. Mé poshté éshté paragitur
Iteracioni Arnoldi:

Hapi 1. Zgjidhet vektori fillestar v, i tillé gé ||v4]|?> = 1
Hapi 2. Pérj = 1,2,...,m kryej
Hapi 3. w; = Av;
Hapi 4. Péri =1,2,...,j
Hapi 5. hyj = (wj,v5)
Hapi 6. w; = w; — hyjv;
Hapi 7. Fund
Hapi 8. 5 = [|wi2
Hapi 9. Né qofté sé h;,,; = 0 atéheré Ndalo
Hapi 10. vj,1 = wj /hjsq )
Hapi 11. Fund

Ndértimi i njé baze ortonormale {v,,..., vy} té K, béhet duke pérdorur procedurén e
modifikuar té ortogonalizimit Gram-Schmidt ose ndonjé proceduré tjetér
ortonormalizimi ekuivalente mbi vektorét Krylov. Vektorét ortonormal v té fituar nga
iteracioni i Arnoldit mbajné emrin e tij. Né secilin hap, algoritmi shuméfishon vektorin
e méparshém Arnoldi v; nga A dhe mé pas ortonormalizon w; kundrejt té gjitha v; —ve
té méparshme me njé proceduré té modifikuar t¢ Gram-Schmidt. Nése né hapin e m-té
kemi w,, = 0 algoritmi ndalet. N& kété rast, rreshti i fundit i matricés Hessemberg H,,
éshté zero [5].

Iteracioni Lanczos, prezantuar nga Cornelius Lanczos, éshté adaptim i metodés sé
fuqisé pér té gjetur pérmasén m té nénhapésirés Krylov me prirje drejt vlerave vetjake
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ekstremale dhe vektoréve vetjaké pérkatés, té njé matrice Hermitiane n X n. Ky
iteracion éshté njé pérshtatje e iteracionit Arnoldi pér rastin e matricave simetrike, ku
matrica Hessenberg H,, shndérrohet né njé matricé tridiagonale simetrike. Iteracioni
Lanczos ndérton njé bazé ortonormale Krylov pér sistemet Hermitiane. Mé poshté éshté
paragitur Iteracioni Lanczos [5]:

Hapi 1. Zgjidhet vektori fillestar vy = 1o / ||70||2, Vendos 1 = 0,vo = 0
Hapi 2.Pérj = 1,2,...,mKryej

Hapi 3.w; = Av;— Bjvi

Hapi 4. a5 = t;; = (w;, 1))

Hapi 5. w; = w; — ajv;

Hapi 6. Bj+1 =t ;-1 = |lwill2

Hapi 7. Né qofté sé ;. = 0 atéheré Ndal

Hapi8.vy1 = wy/Bjss
Hapi 9. Fund

Iteracioni Lanczos e transformon problemin e vlerave vetjake t€ A né problemin e
vlerave vetjake té T,,, 1 cili zgjidhet duke zbatuar zbérthimin QR mbi matricén
tridiagonale simetrike. Né kété ményré, vlera vetjake mé e vogél e T, korrespondon
me vlerén vetjake mé té vogél té matricés A.
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KAPITULLI 1

Metoda pér zgjidhjen e sistemeve lineare

1.1 Iteracioni Arnoldi

Algoritmi i iteracionit Arnoldi i paragitur né hyrje té punimit mund té pérdoret pér té
pérafruar vlerat vetjake, duke e kthyer problemin fillestar né até té gjetjes té vlerave
vetjake té njé matrice té sipérme Hessenberg. Cifti (4;, u;) pérmban pérkatésisht vlerat

vetjake dhe vektorét vetjaké pér matricat e reduktuara H,, = VL AV,,, késhtu mé pas
zgjidhen r ciftet Ritz (4;, x;) ku X = Vu, si pérafrimet e ¢iftit vetjak té déshiruar.

| njéjti algoritém pérshtatet edhe pér zgjidhjen e sistemeve té rralla e t&é médha duke
pérdorur teknikén Ritz-Galerkin e cila merr vektorin v; = r,/f dhe duke vendosur f =
I7ollz, ku 19 = b — Axy. Pér rrjedhojé kemi V,Iry = V,I(Bv,) = Be,; dhe y,, =
H;1(Be;). Tani zgjidhja e sistemit linear pérafrohet nga (1.1):

Xm = Xo + Vv (L1)

Njé nga metodat e para bazuar né kété gasje éshté Metoda e Ortogonalizimit té Ploté
(Full Orthogonalization Method) ose si¢ do ti referohemi shkurt FOM. Algoritmi i késaj
metode jepet mé poshté [6].

Algoritmi FOM:

Hapi 1. Jepen vlerésimet fillestare ro = b — Ax,y B =|Iryll,, dhe vi=1, /B
Hapi 2. Vendoset H,,, = 0
Hapi 3. Pérj = 1,2, ..., m kryej
Hapi 4. w; = Av;
Hapi 5. Péri = 1,2, ..., j kryej
Hapi 6. h;; = (wj,v;)
Hapi 7. wij=w; — h; jv;
Hapi 8. Fund
Hapi 9. by, = [|wil,
Hapi 10. Né qofté se h;,; ; = 0 atéheré m= j dhe kalo né hapin 13
Hapi 11. vj,1 ; = wj/hj4q
Hapi 12. Fund
Hapi 13. y,, = H,;1(Be,) dhe zgjidhja e pérafért x,, = xq + Vi ym

Vektori i mbetjes r,,, pér pérafrimin x,,, me FOM éshté:
m = _hm+1,m ezrlymvm+1 (1.2)

dhe norma dy e tij éshté:



ITnllz = R mlemyml  (1.3)

Sipas FOM rreshti 1 (i + 1) —té i matricés trekéndore té sipérme H,, nuk merret
parasysh. Ka disa metoda té tjera té cilat jané matematikisht té njéjta me FOM si pér
shembull metoda Orthores dhe metoda GENCG. Pér kéto metoda ashtu si FOM,
zgjidhja e pérafért ndértohet né ményré té tillé gé té rezultojé né mbetje ortogonale.
Metoda FOM éshté e lidhur ngushté me metodat e ekstrapolimit vektorial kur ajo
zbatohet mbi vargje vektoriale té formuara né ményré lineare.

Kosto e veprimeve t&é FOM éshté péraférsisht 2(m x NZ(4) + m?n) ku NZ(A) éshté
numri i elementeve té ndryshém nga zero pér matricén A dhe m numri i iteracioneve té
Arnoldit pér X,,,. Procedura Arnoldi kérkon né ¢do hap njé prodhim matricé-vektor dhe
zbaton njé ortogonalizim té Gram-Schmidt, me kosto né total té veprimeve, pérkatésisht
2m X NZ(A) dhe 2m?n. Duke gené se m éshté shumé heré mé e vogél se n, kosto e
veprimeve dhe e hapésirés kompjuterike éshté mé e larté né iteracionin e paré. Procesi
i ruajtjes né kujtesé pér metodén FOM pérfshin ruajtjen e shtyllave t€ matricés sé
vektoréve ortogonalé V,,, vektorét e pérafrimeve té pérkohshme té zgjidhjes dhe

termave té liré, vektoréve té prodhimeve matricé-vektor dhe si pérfundim ruajtja e
2
matricés Hessenberg H,,. Péraférsisht kosto totale pér sa u pérmendén éshté mT +

n(m + 3).

Metoda e Pérgjithshme e Mbetjeve Minimale (Generalized Minimum Residual
Method) ose shkurt GMRES u zhvillua nga Y. Saad dhe M. H. Schultz né vitin 1986.
Kjo metodé éshté mé e njohura e nénhapésirés Krylov dhe trajta mé e njohur e saj
bazohet né algoritmin e modifikuar t&¢ Gram-Schmidt. Metoda GMRES éshté e njohur
pér zgjidhjen e njé sistemi té rrallé té ekuacioneve lineare Ax = b, vecanérisht, kur njé
zgjidhje e pérafért éshté e pérshtatshme. Pér zgjidhjen e sistemeve lineare jo-simetrike,
kjo metodé konsiderohet té jeté e géndrueshme, sidoqofté numri i veprimeve rritet mjaft
me numrin e iteracioneve. GMRES pérfshin njé matricé trekéndore té€ matricés
Hessenberg té gjeneruar nga procesi Arnoldi, e cila lejon marrjen e kufijve gé tregojné
se norma e mbetjes zvogélohet né zero kur vlera mé e vogél singulare e késaj matricé
trekéndore shkon né zero [5].

Metoda pérafron zgjidhjen x,, = xo + V)4 Me ané vektoréve té nénhapésirés Krylov
me mbetje minimale 7, = b — Ax;, = Vypy1(Ber — Hpym) ku H,, €shté matrica
Hessenberg me pérmasa (m + 1) X m. Duke gené se vektorét e matricés V,,,, jané
ortonormalé atéheré:

ITmllz = 11b = Axoll, = [IBer — Hymll,  (1.4)

Pér té zgjidhur problemin e minimizimit té (1.4) pérdoret zakonisht rrotullimi i Givens
gé transformon matricén Hessenberg né njé matricé trekéndore té sipérme [6]. Mé pas
pérafrimet x,,, mund té pérftohen té tilla gé:



Ym = argmin [|Be; — Hmyllz (1.5)
y
ku minimizuesi y,, kérkon zgjidhjen e njé problemi té katroréve mé té vegjél me

pérmasa (m + 1) x m. Mé pas matrica katrore H,, fitohet prej H,, duke rrotulluar
rreshtin e fundit té saj né njé vektor zero me ané té procedureés.

Algoritmi GMRES:

Hapi 1. Jepen vlerésimet fillestare ro = b - Axo, B = ||rol|zdhevy=1o/B
Hapi 2. Pérj = 1,2,..,mkryej
Hapi 3. w; = Av;
Hapi 4. Péri = 1,2,...,j kryej
Hapi 5. hyj = (w,v5)
Hapi 6. w; = hyv;
Hapi 7. Fund
Hapi 8. hjyq; = |Iwjll2
Hapi 9. Né qofté se h;,, ; = 0, vendos m = j dhe kalo né hapin 12
Hapi 10. vj,1 = wj / hj,q;
Hapi 11. Fund
Hapi 12. Pércaktohet H,, = { h;;} me pérmasa (m + 1) X m
pér1 <i <m+ 1dhe 1<j<m
Hapi 13. Zgjidh problemin e katroréve mé té vegjél min |l fe; — Hny |l »
Hapi 14. Llogarit zgjidhjen e pérafért x,,, = xo + Vi ku v, = H (Bey)

Nése shénojmé me ||ri°™||_dhe [[¢™*|| normat e mbetjeve té metodave pérkatése

FOM dhe GMRES né hapin k, si dhe [|r,5.%." || normén mé & vogél t& mbetjeve té marra

min

né k hapat e paré t&¢ FOM, éshté i vérteté relacioni i méposhtém [3]:

Iremess|], < [lrfg L, < VE[Ine ==, (L6)
Nése né hapin k t¢ GMRES xfMRES = xCMRES atgheré H, éshté unitare dhe FOM
ndérpritet pra nuk pérditéson xf°M. Algoritmi GRMES ndérpritet né hapin k pér njé
matricé A té kthyeshme té sistemit, gé do té thoté h;,, , = 0 atéheré dhe vetém atéheré
kur x; éshté zgjidhja e sakté x. Nése matrica A éshté Hermitiane por jo detyrimisht
pozitivisht e pércaktuar atéheré matrica H,, reduktohet né njé matricé tridiagonale.
Pavarésisht pérafrimit té njé zgjidhjeje me mbetje minimale, GMRES ka mangési faktin
gé me rritjen e numrit té iteracioneve rritet né ményré lineare edhe numri i veprimeve
[7]. Pér mé tepér té gjithé vektorét e bazés sé nénhapésirés Krylov duhet té ruhen né
kujtesé. Kosto e ekzekutimit dhe e kujtesés pér GMRES jané pérkatésisht O (k?n) dhe
O(kn) pér njé numér k iteracionesh. Versione té tjera t¢ GMRES jané propozuar por
gé rezultojné né procedura shtesé ndihmése dhe si pérfundim kané té njéjtén kosto pér



iteracion [8]. Varianti i thjeshtuar i saj i paraqitur nga H. F. Walker and L. Zhou (1994)
ka pérparési ndaj algoritmit t& mésipérm vetém né rastin kur m éshté shumé e vogél.

GMRES mund té pérdoret edhe pér sistemet komplekse duke pérdorur té njéjtén gasje
si mé sipér. Shpeshheré zbatime té ekuacioneve diferenciale té ndryshme cojné né
nevojén e zgjidhjes sé sistemeve komplekse, si né rastin e ekuacioneve Maxwell.
Algoritmi GMRES pér rastin e sistemeve komplekse ndryshon vetém nga rrotullimi
kompleks i Givensit gé zbatohet né hapin 12 té algoritmit standard.

1.2 Iteracioni Lanczos pér matricat simetrike

NEé rastin e matricave reale simetrike problemi i zgjidhjes sé sistemeve lineare bazohet
né iteracionin Lanczos té paragitur né hyrjen e kétij punimi. Né rastin e procesit
Lanczos matrica Hessenberg H,,, e fituar éshté njé matricé tridiagonale dhe simetrike,
té cilés do i referohemi si T,,,. Elementet e diagonales kryesore té T,, do i shénojmé me
a; = h;; dhe jashté diagonales kryesore me f; = h;_ ;. Pér gjetjen e vlerave vetjake
té njé matrice simetrike A, bashkohet algoritmi Lanczos pér ndértimin e nénhapésirés
Krylov me procedurén Rayleigh-Ritz. Konkretisht ndértohet matrica ortogonale V,,, =
[v1, vy, ..., Uy | € Vektoréve ortogonalé Lanczos dhe pérafrohen vierat vetjake té A nga
vlerat Ritz, vlerat vetjake té matricés simetrike tridiagonale T,,.

Né ményré té ngjashme me iteracionin Arnoldi pér zgjidhjen e sistemeve té rralla dhe
té médha, duke gené se T,, = VLAV, dhe y,, = T, (Be,) atéheré zgjidhja e sistemit
linear pérafrohet nga:

Xm = X0 + V¥ (1.7)

Algoritmi i iteracionit Lanczos pér zgjidhjen e ekuacioneve lineare jepet mé poshté:

Hapi 1. Jepen vlerésimet fillestare ry = b — Ax,y B =|Iryll,, dhe vi=1, /B
Hapi 2. Pérj = 1,2,...,mkryej
Hapi 3. Né qofté se j = 1 vendos vy =0
Hapi 4. w; = Avj— Bjvi-1
Hapi 5. a5 =t;; = (w;, 1y)
Hapi 6. w; = w;— ajv;
Hapi 7. i1 =t ;-1 = llwll;
Hapi 8. Né qofté sé f;,, = 0O,vendos m = j dhe kalo né hapin 10
Hapi 9. vj.1 = wj/Bjs1
Hapi 10. Fund
Hapi 11. Pércakto T,,, = tridiagonale(f;, a;, Bi+1) P&r1 <i < m

Hapi 12. Llogarit zgjidhjen e pérafért x,, = xq + V;pVim KU v, = Tt (Bey)
Vektori i mbetjes r,,, pér pérafrimin x,,, me ané té gasjes Lanczos éshté:

Tm = _.Bm+1hm+1,m eTT;Lymvm+1 (1-8)
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Gjaté zbatimit té iteracionit Lanczos vetia e ortogonalitetit midis vektoréve v; té
nénhapésirés Krylov sa vjen dhe zbehet.

Metoda e Gradientit t¢ Konjuguar (Conjugate Gradient Method) ose shkurt CG,
zbatohet vetém pér sisteme gé jané simetrike dhe pozitivisht té pércaktuara (pérftuar
nga FOM) ose Hermitiane dhe pozitivisht té pércaktuara (pérftuar nga GMRES). CG
ndértohet duke zbatuar vetité e ortogonalitetit t€ nénhapésirés Krylov dhe té konjugimit
duke kénaqur kushtin gqé gabimi éshté minimal né té ashtuquajturén normé energji té
vektorit té gabimit x — X ;rexte, Q€ ShéNohet si ||x — xgirekte lla A€ lx — Xgirertelld =
(x = Xgirexter A(X — Xgirerte))- Kjo ll0j norme ka réndési fizike pér shumé probleme
té modeluara me EDDP, qé pas diskretizimit kthehen né probleme té minimizimit té njé
funksioni kuadratik f i cili &shté konveks dhe ka njé minimum té vetém:

flx) = %xTAx —bTx (1.9)

me gradient Vf(x) = Ax — b = —r ku r vektori mbetje. Vlera minimale e f (x) arrihet
duke marré xg;,.xce = A™1h sa zgjidhja e drejtpérdrejté (direkte) e sistemit dhe éshté

konkretisht —%bTA‘lb.

Me fjalé té tjera nénkupton minimizimin e normés energji té vektorit té gabimit
lx — Xgirexce |4 PEr sistemin linear Ax = b ku minimizuesi éshté xg;,erce [9]-

Vektori p; i paré i bazés éshté gradienti i f né x,, pra p, = Ax, — b. Vektorét e tjeré
té bazés té fituar me CG jané té konjuguar me gradientin. Cdo vektor pj,; merret i tillé
gé té jeté drejtimi mé i afért me gradientin r:

Pk+1 = Tk+1 + Brpr  (1.10)

Ky drejtim merret népérmjet projektimit té r;, né hapésirén ortogonale me p, né lidhje
me produktin e brendshém té A:

(Apk, 1) = (APk) Pk — Br—-1Pk-1) = (Apr,pi)  (1.11)

Zgjidhjet e péraférta té metodés CG merren si x; ., = argmin f(x) pra x4 = x +
axp, me vektor t& mbetjeve 1y, =1, — agApy. Pér té fituar vargun r;, pér j =
1,2,...,m né ményré gé té jené ortogonalé duhet té plotésohet:

(T'k + akApk,Tk) =0 (112)
Pér rrjedhojé bazuar né (1.11) dhe (1.12) ndértohen «a;, dhe S si [10]:

ax = (1, 1)/ (Apk, i) dhe B = (Tier1, APk) / Pio APK) = (ka1 Ties 1)/ (T 1) (1.13)

meqenese Apk = _(Tk+1 — T'k)/ak.



Pér té gjetur njé kufi té sipérm té gabimit té CG, problemi formulohet népérmjet trajtave
té ndryshme polinomiale t€¢ CG si pér shembull pérafrimi népérmjet polinomeve té
Chebyshev-it té cilét pérshpejtojné procesin e projektimit. Prandaj njé kufi i sipérm i
gabimit té késaj metode do té ishte:

i

1’/1max/lmax_1

”x - xdirekte”A < ‘/E ”xo - xdirekte”A
\ Mmax/lmax'*‘ 1

Ky kufi i sipérm pérshkruan mé sé miri sjelljen e konvergjencés pér matricat A, vlerat
vetjake té sé cilés jané té shpérndara né ményré homogjene. Pra konvergjenca e
metodave té tipit gradient i konjuguar varet nga spektri i matricés A.

(1.14)

Fillimisht CG u prezantua si njé metodé e drejtpérdrejté e cila kérkon té shumtén n
hapa. Né praktiké kjo metodé me rritjen e gabimit té€ rrumbullakimit mund té kérkojé
mé shumé se n iteracione ose té déshtojé.

Né rastin kur matrica e sistemit éshté simetrike dhe jo pozitivisht e pércaktuar, metoda
MINRES (Minimal Residual Method) éshté mé e pérshtatshme se CG. Metoda
MINRES éshté njé rast i vecanté i GMRES pér matricat simetrike dhe formulohet né
parim njésoj, pra duke zbatuar rrotullimet e Givens, matrica Hessenberg shndérrohet né
njé matricé tridiagonale simetrike T,,. MINRES krahasuar me GMRES, ul numrin e
veprimeve [3]. Sé pari, zbatohet iteracioni Lanczos pér fitimin e bazés ortogonale dhe
matricés gé ka kéta vektoré si shtylla té saj. Sé dyti zbatohet faktorizimi QR pér
matricén tridiagonale té fituar T,,, me pérmasa (m + 1) x m. Mé pas né ngjashméri me
GMRES, zgjidhet problemi i katroréve mé té vegjél me pérmasa (m + 1) X m qé
minimizon mbetjet ||nXINRES|| =|| e, — T y |l » dhe pérafrimet e zgjidhjes fitohen
St X = X + ViV

Algoritmi MINRES:

Hapi 1. Jepen vierésimet fillestare v; = b — Ax,
Hapi 2. 51 = |lv1ll2; 1 = B4
Hapi3. vy, =yo=1;0,=0,=0
Hap|4 Vo =O, Wo = W_4 =0
Hapi 5. Pérj =1,2,...,m
. 1

Hapi 6. v; = B—jvj; a; = v] Av;

Hapl 1. Viy1 = AUJ — ;v — ﬁjvj—l

Hapi 8. Bj41 = ||v,-+1||2

Hapi 10. p; = |67 + B}y,

Hapi 11. p, = gja; +vj_1Y;Bj; p3s = 0j-1P;



Hapi 12. yj41 = 6/p1; 0541 = Bj+1/P1
Pérditésohet zgjidhja me W; = V;R/}
Hapi 13. w; = (v; — pswj—2 — pawj-1)/p1
Hapi 14. x; = xj_1 + ¥j41mw;
Hapi 15. |[|r||, = |Uj+1|”7'j—1||2
Kontrollohet konvergjenca dhe vazhdohet né gofté se éshté e nevojshme
Hapi 16. 1 = —0j.171
Hapi 17. Fund

Shtylla e fundit e matricés W né hapin 13 pérftohet nga tre shtyllat e fundit t€ matricés
V.

Kosto e formimit té bazés me ané té iteracionit Lanczos éshté e njéjté si né metodén
CG por né hapat né vazhdim MINRES rrit pak mé tepér se CG numrin e veprimeve dhe
koston e ruajtjes né kujtesé [10]. Avantazhi i MINRES géndron pikérisht né fitimin e
r,MINRES giaté procesit dhe ||,M/NRES||, zvogélohet monotonisht.

1.3 Iteracioni Lanczos pér matricat jo-simetrike

Né shumicén e rasteve té sistemeve jo-simetrike té médha nuk éshté i mundur reduktimi
i matricés sé koeficienteve té sistemit né njé matricé simetrike té pérmasave mé té
vogla, duke pérdorur projektimin ortogonal. Madje edhe kur reduktimi éshté i mundur,
gasja klasike e Lanczos gé pérdor ortogonalizimin e modifikuar Gram-Schmidt pér
matricat jo-simetrike, rrit tej mase numrin e veprimeve dhe hapésirén gé zé procesi né
kompjuter. Ajo gé kérkohet té béhet né kété rast éshté pérftimi i njé baze jo ortogonale
mé ané té trajtés sé CG me tre terma rekursivé [10], duke véné si kusht gé baza e fituar
té jeté ortogonale me njé bazeé tjetér.

Pra, né rastin e matricave jo-simetrike formohen dy baza bi-ortogonale konkretisht pér
dy nénhapésirat Krylov: X,,(4,v,) = span{v,, Av,, A%v,, ..., A" v, }  dhe
K (AT, wy) = span{wy, ATwy, (AT)?wy, ..., (AT)™ 1w, }.

Algoritmi i Bi-ortogonalizimit té Lanczos:

Hapi 1. Zgjidhen v, dhe w, té tillé g¢ viw, =1
Hapi 2. Vendosen 8, = 8, = 0,v =wy =0
Hapi 3. Pérj = 1,2, ...., m Kryej

Hapl 4, ij = WJTAU]'

Hapl 5. ﬁj+1 = AUJ — ajvj — IB]U] -1

Hapi 7. 611 = |07, Wj44);

Hapi 8. Né qofté se 6;,, = 0 atéheré Ndalo

. AT ~
Hapi 9. Bji1 = U1 1Wjt1/6j41



Hapi 10. vj, 1 = Dj11/6j41
Hapi 11. wjy; = Wji1/Bjv1
Hapi 12. Fund

Vektorét §;,, dhe B;,, jané faktoré shkallézimi pérkatésisht pér vektorét v;,, té
nénhapésirés K, (A, v;) dhe w;,, té nénhapésirés ¥, (A", w,). Kéta vektoré zgjidhen
né ményra té ndryshme né ményré té tillé gé (vj41, wj1) = 1. Ky algoritém ndérpritet
nése ﬁJ-THWJ-H = 0, gé né rastin mé té miré kur 9;,; = 0 éshté ndértuar nénhapésira
invariante dhe zgjidhja e pérafruar éshté e miré. Kur w;,; = 0 lind nevoja e rifillimit
té procesit (procesi i rifillimit trajtohet né ¢éshtjen 1.4).

Algoritmi i Bi-ortogonalizimit mund té pérshtatet edhe pér zgjidhjen e sistemeve lineare
duke marré vlerésimet fillestare ry = b — Axy [ =||roll2, v1= 19 /B dhe w, té tilla gé
(vywy) = 1.

Mbasi fitohen vektorét v,,,, wy,, dhe matrica tridiagonale T,,, me elemente «; dhe g; si
né algoritmin e bi-ortogonalizimit té Lanczos, duke u bazuar né teknikén Ritz-Galerkin,
fitohet zgjidhja e pérafért x,,, = xo + Viym KU v = Tnl(Bey) si né iteracionin e
thjeshté té Lanczos.

Procesi i bi-ortogonalizimit éshté me leverdi nése kérkohet edhe zgjidhja e sistemit dual
ATx* = b* né té njéjtén kohé me até primar Ax = b, qé duke zbatuar teknikén Ritz-
Galerkin pér matricén tridiagonale T;%, fiton zgjidhjet x;, = x5 + W,y KU vy, =

(Tn) ™' (Bey).

Duke gené se vektorét e té dyja bazave té gjeneruara nga procesi i bi-ortogonalizimit
nuk jané gjithmoné ortogonalé, pérafrimi i njé zgjidhjeje me mbetje minimum si né
rastin e MINRES nuk éshté i mundur. Pér mé tepér veté gjenerimi i dy bazave bi-
ortogonale éshté i kushtueshém dhe mundésia pér déshtim té algoritmit éshté e larté
[11]. Nga dy bazat e ndértuara vetém njéra pérdoret pér pérafrimin e zgjidhjes sé
sistemit, tjetra luan thjeshté rol ndihmés pér té kryer prodhimin e brendshém qgé ndérton
bazén bi-ortogonale.

Metoda e Gradientit té Bi-Konjuguar (Bi-Conjugate Gradient Method) ose shkurt BiCG
éshté metoda gé pérdor gasjen e paragitur mé sipér dhe éshté e ngjashme me metodén
CG. Ndryshe nga CG kjo metodé mund té pérdoret edhe né rastin e matricave
jopozitivisht té pércaktuara.

Mbi matricat tridiagonale T,,, dhe T. té fituara nga algoritmi i bi-ortogonalizimit té
Lanczos, zbatohet zbérthimi LU duke shprehur T,,, = L,,U,,, dhe T,L, = UL LT . Késhtu
fitojmé matricat P,, = V,,,U;} dhe P}, = W,,,(LT.)~1. Zgjidhja e sistemeve primare dhe
duale do té fitohet pérkatésisht:

Xm = Xo + PpLy (Bey) dhe x;, = x5 + By, (U) "' (Bey)  (1.15)



Algoritmi BiCG:

Hapi 1. Jepen vlerésimet fillestare o = b — Ax, dhe g té tillagé rlrg # 0
Hapi 2. Vendos py =19, p5 =13
Hapi 3. Pérj =1,2,....m — 1 bgj

Hapi 4. a; = (17)/((v}) 4p))

Hapi 5. xj.1 = x; + a;p;

Hapi 6. 75,1 = 1; — a;Ap;

Hapi 7. iy =17 — a;Ap;j
Hapi 8. 8; = (1}4177%1)/ (' 1)
Hapi 9.pji1 =141 + Bjpj
Hapi 10. pjq = 1741 + Bjp;

Hapi 11. Fund

Nga algoritmi i mésipérm né hapin 5, shohim gé numerikisht zgjidhjet x;.,
pérditésohen njélloj si né algoritmin CG. Siguria gé vektorét » dhe r* jané ortogonalé
lind nga veté fakti se v dhe w jané bi-ortogonalé. Ndérsa vetia e konjugimit pér vektorét
p dhe p* sigurohet pasi P, AR, = I.

Konvergjenca e BiCG éshté zakonisht jo e rregullt, pasi normat e mbetjeve pasuese
mund té sillen né ményré té crregullt. Variante té BiCG jané sugjeruar té cilat shmangin
pérdorimin e AT dhe zvogélojné mé tej normén e mbetjeve, duke shprehur mbetjet si
T = Pm (A1 dhe 1, = p (AT)73 pér p,, Njé polinom té rendit m.

Né rast se duam té pérdorim qasjen e mbetjeve minimum dhe vetiné e bi-
ortogonalizimit, né ményré té ngjashme me metodén GMRES apo MINRES, ndértohet
Metoda e Mbetjeve Thuajse-Minimum (Quasi Minimal Residual) ose shkurt QMR. Ky
term vjen nga fakti i pérmendur mé sipér qé vektorét e té dyja bazave té gjeneruara nga
procesi i bi-ortogonalizimit jo gjithmoné jané ortogonalé. Pér rrjedhojé pérafrimi i njé
zgjidhjeje me mbetje skatésisht minimum, jo gjithmoné éshté i mundur.

Duke marré v; = B~ 1r, pérafrohen zgjidhjet e sistemit si x,,, = xo + V;, Vy NE Ményré
té tillé gé minimizojné normén e mbetjeve ||fe; — T, yll,, ku T,, éshté matrica
tridiagonale (m + 1) x m e fituar nga iteracioni klasik Lanczos (si né MINRES) [12].

Algoritmi QMR:

Hapi 1. Jepen vierésimet fillestare ry = b — Axy, v, = lInolly » v1 = 19/y1 dhe
wy = g
Hapi 2. Pér j = 1,2, ....,m deri sa algoritmi té konvergjojé kryej
Hapi 3.Vlerésohen a;,d;.; dhe v;,;,w;.; sipas algoritmit té bi-
ortogonalizimit
Hapi 4. Kryhet faktorizimi QR i T,
Hapl 5. ]/]+1 = —S]y]



Hapl 6. Yi = GYj dhe a; = cja; + Sj6j+1 = 61-2_'_1 + ijz

Hapi 7. p; = (v; — Z{c;_z tijpi)/t;

Hapl 8. .X'j = xj—l + ]/]p]

Hapi 9. Né qofté se |y;,| éshté mjaftueshém e vogél atéheré Ndalo
Hapi 10. Fund

QMR éshté mé e géndrueshme se metoda e gradientit té konjuguar, duke gené se CG
mund té rregullojé konvergjencén né rast déshtimi, duke zbatuar zbérthimin LU té
shtjellur mbi sistemin e reduktuar tridiagonal, zbérthim ky gé jo gjithmoné ekziston.
QMR ka konvergjencé mé uniforme se CG dhe BiCG, megjithése nuk konvergjon mé
shpejt se kjo e fundit. Lidhja (1.16) midis mbetjeve té tyre e tregon kété:

lmaeell, = ||r,2MR||2/\/1— (™ ML/l 0% (1.26)

QMR edhe pse nuk minimizon normén dy té mbetjeve, ka shpesh konvergjencé té njéjté
me GMRES por me dyfishin e prodhimeve matricé-vektor edhe pse kosto e prodhimit
té vektoréve té bazave né QMR éshté e ulét. Gjithashtu e ulét éshté edhe kujtesa e
pérdorur pér veprimet e prodhimit té kétyre vektoréve.

Ashtu si¢c pérmendém né rastin e BiCG, pér té shmangur pérdorimin e AT, norma e
mbetjes shprehet si 7, = g, (A)1, pér sistemin primar dhe si 75, = g, (AT)ry pér
sistemin dual ATx* = b* ku g,, éshté njé polinom i rendit m. Nga kétu kemi gé
(gm (A1, gs(ATITE) = 0 pér s < m dhe éshté e mundur gé parametrat e BiCG té
fitohen nga njé bashkési tjetér polinomesh g, té rendit s pér té cilét
(Gs(A)gm(A)ry,15) = 0. Me fjalé té tjera, megenése g,,(A)r, éshté pingul
(perpendikular) me nénhapésirén K, (AT,r5) = span{ri, ATrg, ..., (AT)™ 11§}
parametrat e BiCG mund té fitohen duke marré r,, perpendikular me g,g2,r, [3].

Duke marré polinomet g né trajtén g,(x) = (1 — wjx)qs_1(x) dhe duke marré w; té
tillé gé minimizojné 7, (né lidhje me w;) pér mbetjet r; g¢ mund té shkruhen si ry =
qs(A) gs(A)r,, fitojmé até qé quhet Metoda e Stabilizuar e Gradientit té Bi-Konjuguar
(Bi-conjugate Gradient Stabilized Method) apo shkurt BiCGStab [13]. BiCGStab ka
nevojé pér dy prodhime té brendshme, mé shumé se BiCG pér ¢do iteracion dhe pérdor
saktésisht dy prodhime matricé-vektor pér iteracion.

Algoritmi BiCGStab:

Hapi 1. Jepen vlerésimet fillestare ry = b — Axy dhe r* =1,
Hapi 2. Pérj = 1,2 ....m Kryej
Hapi 3. p;_y = (r")Trj
Hapi 4. Né qofté se p;_; = 0 metoda déshton
Hapi 5. Né qoftése j =1
Hapi 6.p; =14
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Hapi 7. Pérndryshe B;_1 = (pj-1/pj-2)(@j-1/wj-1)
Hapi 8.p; =171 + Bj-1(Pj-1 — wj-1Vj—1)
Hapi 9. Fund
Hapi 11. a; = p;_1/(r")"y;
Hapi 12. s = 1;_; — a;v;
Hapi 13. Né qofté se ||s||, éshté mjaftueshém e vogél: x; = x;_; + a;p; dhe Ndalo
Hapi 14. t = As,w; = t"s/t"t
Hapi 15. x; = x4 + a;p; + w;s
Hapi 16. 1, = s — w;t
Hapi 17. Nése w; # 0 atéheré vazhdo
Hapi 18. Fund

Lidhja gé ekziston midis vektorit t&¢ mbetjeve r;,, dhe vektorit p,,, éshté e njéjté si né
metodén BiCG, té cilat né trajté polinomiale shkruhen si r;,, = g, (A)1y (kU g, (0) =
1) dhe p,,, = tim_1(A)7,. Njésoj edhe pér sistemin dual kemi 7, = g, (AT)ry dhe
Pin = tm—1(AT)75. Nga kétu lind lidhja e dy trajtave polinomiale me njéra-tjetrén:

gm(A)rO = (gm—l(A) — A 1Aty 1 (A))ry (1.17)

dhe
tm—1(A)15 = (Gm-1(4) + Brm-1tm—2(A)1o (1.18)

Atéheré, prodhimet q,,,(A) g, (A)1y dhe g, (A)t,,,(A)1, jepen nga:

qm(A)gm(A)rO = [qm—l(A)gm—l(A) — Am—1AGqm—1(4) tm—l(A)] ro (1.19)

dhe

qm (A tm A1y = [qm(A) gm(4) + Bmdm-1(A)ty-1(4) — 0iBmGm-1(4) tm-1(A)] (1.20)

Sé fundmi ndértohen parametrat a; dhe g; si né rastin e BiCG dhe duke riformuluar 7;
dhe p; pér q;(A)g;(A)ry dhe q;_1(A)tj_1(A)r,, fitojmé formulat e algoritmit té
mésipérm BiCGStab.

Koha e ekzekutimit té algoritmit BiCGStab dhe kérkesa pér kujtesé nuk rriten me rritjen
e numrit té iteracioneve, ndryshe nga metoda GMRES. BiCGStab pérdor pér té njé
iteracion té njéjtén hapésiré né kujtesé gé pérdor GMRES pér dy iteracione. Sjellja e
konvergjencés sé késaj metode éshté zakonisht mé pak e géndrueshme se GMRES
(bazuar né bi-ortogonalizim).

1.4 Procesi i rifillimit

Procesi i rifillimit nénkupton rifillimin e hapave té metodave té nénhapésirave Krylov
mbas njé numri té caktuar k iteracionesh, duke marré si pérafrim fillestar té zgjidhjes,
pérafrimin e k-té té metodés. Ky proces pérséritet derisa norma e mbetjes té jeté
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mjaftueshém e vogél dhe pérshpejton konvergjencén. Né rastin e metodave gé bazohen
né iteracionin Arnoldi, rifillimi ul koston e ruajtjes sé vektoréve ortogonalé té bazés me
rritjen e numrit té iteracioneve (duke gené se kosto e ruajtjes pér shtyllat e V,,, pér
procesin pa rifillim éshté m x n). Gjithashtu né problemin e vlerave vetjake pér
probleme té médha dhe té rralla, gjaté procesit Arnoldi nuk kemi shumé kontroll se cilin
cift vetjak pérafron ky proces. Procesi i rifillimit ndihmon edhe né kété rast. Konkretisht
nuk ka njé rregull pér té pércaktuar mbas sa hapash duhet té rifillojé metoda. Né
pérgjithési, pér veti té ndryshme té sistemeve, konvergjenca mbas zbatimit té procesit
té rifillimit nuk éshté e njéjté. Prandaj éshté e nevojshme gé té kryen disa teste me vlera
té ndryshme té parametrit té rifillimit. 1deja éshté qé fillohet nga parametri i rifillimit
me vleré 1 dhe rritet derisa té arrijé njé vleré maksimale. Kur vlera maksimale arrihet,
ky parametér rimerr vlerén njé ose vazhdon ruhet sa vlera maksimale. Procesi i rifillimit
calon kur matrica nuk éshté pozitivisht e pércaktuar.

Duke zbatuar rifillimin géndrueshméria e metodave Krylov cénohet, pasi me rritjen
shumé té parametrit té rifillimit (pér probleme me pérmasa shumé té médha)
konvergjenca e metodave Krylov ngadalésohet ose nuk éshté mé e garantuar. Metoda e
nénhapésirave Krylov mé efikase kur zbatohet procesi i rifillimit éshté GMRES (dhe
mé pas FOM). Pér shumé metoda té tjera té nénhapésirés Krylov ky proces nuk sjell
asnjé fitim, prandaj lind nevoja e zbatimit té teknikave té tjera gé ¢cojné né uljen e numrit
té veprimeve, kostos sé kujtesés apo pérshpejtimit té konvergjencés. Njé ndér to éshté
procesi i ndérprerjes (trungézimit) té kétyre metodave apo zbatimi i parakushtézueséve
té dobishém.
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KAPITULLI 2

Parakushtézimi

Bazuar né hapésirén e limituar kompjuterike dhe né faktin se metodat e nénhapésirave
Krylov jo gjithmoné garantojné njé pérafrim té kénaqshém té zgjidhjes brenda njé
numri té duhur veprimesh apo hapash, kérkohet té gjendet njé operator K i tillé g¢ K14
té keté veti spektrale mé té mira se A. Ashtu si¢ pamé mé sipér pér arsye se disa metoda
té kétij grupi nuk jané praktike apo déshtojné, disa jané specifike vetém pér njé grup té
caktuar problemesh dhe konvergjenca e tyre varet nga vetité spektrale té matricés sé
sistemit, informacion ky gé jo gjithmoné éshté né dispozicion. Prandaj operatori K sa
mé afér A merret si njé parakushtézues dhe nése zgjidhet me kujdes, kur zbatohen
metodat Krylov, do té duhen vetém disa iteracione gé té cojné né njé pérafrim
mjaftueshém té miré té zgjidhjes sé sistemit. Pé&r shembull, shkallézimi i té gjithé
rreshtave té njé sistemi linear pér t'i béré elementet e diagonales kryesore té barabarta
me njé éshté njé formé e qarté parakushtézimi. Ideja éshté se duke marré K = A do té
kishim sistemin ideal K~*Ax = I x = K~1b dhe metodat Krylov do té jepnin zgjidhjen
e sakté me njé iteracion té vetém.

Véshtirésia pér gjetjen e njé parakushtézuesi té miré géndron né faktin se sa afér A-sé
merret ai, sa &shté kosto e ndértimit té tij, né mangésiné e informacionit rreth sjelljes sé
zgjidhjes sé sistemit si dhe né analizén e vetive spektrale té A [14]. Prandaj pérzgjedhja
dhe ndértimi i njé parakushtézuesi té miré béhet né ményré intuitive ose né ményré
eksperimentale, duke gené se nuk ka baza teorike té miréfillta. Metodat e nénhapésirave
Krylov kané mjaft liri né pércaktimin dhe ndértimin e parakushtézueséve pasi nuk éshté
e nevojshme gé té njihet secili element i matricés A dhe nuk éshté i nevojshém
modifikimi i pjeséve té saj. Duke gené se K merret i tillé gé sistemi Ky = z té zgjidhet
mé lehté se sistemi Ax = b, pér njé vektor té€ dhéné y mund té gjenerohet vektori z si
z = Ay. Pérveg se né raste té vecanta matrica K ~*A nuk llogaritet shprehimisht si né
rastin e sistemeve té rralla edhe né até té sistemeve té dendura. Né shumicén e rasteve
kjo rezulton né matrica té dendura, prandaj pér ¢do aplikim té K ~*A ndaj njé vektori y,
duhet fillimisht té llogaritet rezultati w duke zbatuar operatorin A ndaj vektorit y. Sé
fundmi llogaritet rezultati z i zbatimit t¢ K~ ndaj vektorit w duke zgjidhur sistemin
Kz = w.

Parakushtézuesit né trajté matricash diagonale jané ndér té vetmit parakushtézues qé
zbatohen direkt ndaj matricés A dhe mund té aplikohen para dhe mbas njé
parakushtézuesi tjetér. Ka ményra té ndryshme pér té zbatuar parakushtézimin qé
pavarésisht teknikés sé pérdorur do té rezultojé né té njéjtat vlera vetjake té matricés sé
parakushtézuar. Por sjellja e konvergjencés gjithashtu varet nga komponentet e mbetjes
fillestare né drejtimet e vektoréve vetjaké té cilét ndryshojné pér teknika té ndryshme
parakushtézimi té pérdorura.

Teknikat e mundshme té parakushtézimit qé mund té pérdoren jané [14]:

13



- Parakushtézimi i majté: i cili zbaton metodén iterative ndaj K~1Ax = K~ 1b.
Vetia e simetrisé pér A dhe K nuk nénkupton simetri edhe pér K~1A4 dhe nése
K é&shté simetrike dhe pozitivisht e pércaktuar atéheré [x,y] = (x,Ky)
pércakton njé prodhim té brendshém té pérshtatshém. Pér metodat si GMRES
ose MINRES né kété rast minimizohen mbetjet e parakushtézuara K~1(b —
Axk), gé ndryshojné nga mbetjet (b — Axk). Kjo gjé sjell pasoja né kriterin e
ndalimit té kétyre algoritmeve.

- Parakushtézimi i djathté: i cili zbaton metodén iterative ndaj AK =1y = b, dhe
me x = K~ 1y. Vetia e simetrisé pér A dhe K nuk nénkupton simetri edhe pér
AK 1. Parakushtézimi nga e djathta ka ndikim vetém mbi operatorin dhe jo mbi
anén e djathté té sistemit té parakushtézuar, gjé gé favorizon hartimin e softeve
pér aplikacione té ndryshme.

- Parakushtézimi i dyanshém: Pér njé parakushtézues K = K;K,, metoda
iterative mund té zbatohet ndaj K;*AK; 'z = K;1b ku x = K;1z. Kjo tekniké
parakushtézimi mund té pérdoret pér ata parakushtézues qé vijné né formé
faktorésh. Né rastet kur K nuk mund té pérdoret pér té pércaktuar njé prodhim
té brendshém, parakushtézimi i dyanshém mund té ndihmojé né pérftimin e njé
operatori simetrik.

Nénhapésirat Krylov té gjeneruara nuk mund té nxjerrin informacion edhe pér matricén
origjinale té pa parakushtézuar. Zgjedhja e operatorit K varet nga teknika té ndryshme
algjebrike gé zbatohen mbi matricén fillestare dhe gé bazohen né vetité e veganta té njé
grupi té caktuar problemesh. Por lind nevoja pér teknika parakushtézimi té
géndrueshme dhe pér grupe mé té médha problemesh jo aq specifike. Nuk ka teori té
miréfillté gé tregon sjelljen e metodave iterative mbas zbatimit té parakushtézimit,
sidomos pér matricat jopozitivisht té pércaktuara. Supozojmé se A éshté e papércaktuar,
atéheré duhet té sigurohet se matrica e parakushtézuar K 1A té keté vlerat e saj vetjake
sa mé afér njéshit gé té jeté e mundur. Mé tej té supozojmé se éshté e mundur té
pérmirésohet parakushtézuesi K nga K =1 né K = A, ku té gjitha vlerat vetjake jané
saktésisht njé, prandaj vlerat vetjake do té duhet té lévizin drejt njéshit teksa
parakushtézuesi pérmirésohet. Pé&r sa i pérket vlerave vetjake negative, me
pérmirésimin e parakushtézuesit sa vijné e afrohen mé shumé drejt origjinés duke u
munduar té afrohen sa mé shumé drejt njéshit.

Shpesh disa lloje parakushtézuesish si¢ jané parakushtézuesit jo té ploté, njé nga
ményrat mé té thjeshta té pércaktimit té njé parakushtézuesi duke kryer njé faktorizim
jo té ploté té matricés origjinale A, rrisin numrin e iteracioneve nése rritet niveli i
plotésimit té tyre. Madje edhe né disa raste kur parakushtézuesit reduktojné njé numér
té konsiderueshém té iteracioneve, duhet paré se sa e larté éshté kosto e ndértimit dhe
zbatimit té tyre.

Né vazhdim jané paraqitur disa nga llojet mé té pérdorura té parakushtézimit pér rastin
e matricave té rralla dhe té médha.
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2.1 Faktorizimi ILU

Faktorizimi jo i ploté i matricés origjinale A té sistemit pérfshin njé zbérthim té formés
A = LU — R ku L dhe U kané pérkatésisht pjesét e poshtme dhe té sipérme té
strukturés jo zero té A dhe R éshté matrica e mbetjes ose gabimi i faktorizimit. Ky
faktorizim jo i ploté i njohur si ILU(0) éshté mjaft i lehté pér t’u llogaritur por qé shpesh
con né njé pérafrim té papérpunuar, i cili mund té rezultojé né rritjen shumé té numrit
té iteracioneve. Pér kété jané zhvilluar disa faktorizime alternative jo té plota gé lejojné
mé shumé plotésime né L dhe U por kosto e llogaritjes sé kétyre faktoréve éshté e larté.
Né pérgjithési, mund té specifikohet njé model pér L dhe U ku ato kérkohen né ményré
gé té pérmbushin disa kushte té caktuara. Kjo ¢con né klasén e pérgjithshme té teknikave
té faktorizimit jo té ploté.

Marrim njé matricé té rrallé té pérgjithshme A elementet e sé cilés jané a;;, pér i =
1,..,ndhe j =1,..,n. Njé proces i pérgjithshém jo i ploté i faktorizimit LU (ILU)
llogarit njé matricé té rrallé trekéndore té poshtme L dhe njé matricé té rrallé trekéndore
té sipérme U né ményré qé matricae mbetjesR = LU — A té pérmbushé disa kufizime
té caktuara, si té keté elemente zero né disa pozicione té caktuara. Fillimisht,
pérshkruhet njé parakushtézues i pérgjithshém ILU dhe mé pas, diskutohet
faktorizimi ILU(0) si trajta mé e thjeshté e parakushtézuesve ILU.

Njé algoritém i pérgjithshém pér ndértimin e faktorizimeve jo té plota LU mund té
pérftohet duke zbatuar eliminimin e Gauss-it dhe duke hequr disa elemente né
pozicione té paracaktuara jashté diagonales kryesore. Pér té analizuar kété proces dhe
pér té provuar ekzistencén e M —matricave i referohemi teoremés 2.1 [15].

Teorema 2.1.

Le té jeté A njé M —matricé dhe le té jeté A, matrica e pérftuar nga hapi i paré i
eliminimit té Gauss-it. Atéheré edhe A, éshté njé M — matricé. Njé M —matricé éshté
njé Z — matricé (pra me elemente jashté diagonales kryesore mé té vegjél ose té
barabarté me zero) me pjesén reale té vlerave vetjake jonegative.

Matrica (n —1) X (n—1) e pérftuar nga A;, duke eliminuar rreshtin e paré dhe
shtyllén e paré, éshté gjithashtu njé M —matricé.

Duke supozuar gé disa elemente jané eliminuar nga rezultati i eliminimit t¢ Gauss-it
jashté diagonales kryesore, ¢do element qé eliminohet éshté jopozitiv, i cili shndérrohet
né zero. Prandaj, matrica qé pérftohet A, éshté e tillé qé A, = A, + R, ku elementet e
R jané té tillé gé r;; = 0 dhe r;; = 0. Prandaj, 4; < A; dhe elementet jashté diagonales
sé A, jané jopozitivé. Megenése A, éshté njé M —matricé, atéheré dhe A, éshté njé
M —matricé. Procesi tani mund té pérséritet né matricén A(2:n,2:n), dhe mé pas
vazhdohet derisa pérftohet faktorizimi jo i ploté i A.

Arsyetimi i mésipérm tregon se né ¢do hap té kétij procesi pérftojmé njé M —matricé
dhe se procesi nuk paraget véshtirési. Elementet gé do té eliminohen né ¢do hap nuk
jané specifikuar ende. Specifikimi i tyre mund té béhet né ményré statistikore, duke
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zgjedhur paraprakisht njé model jo-zero pra njé strukturé té pozicioneve té elementeve
té ndryshme nga zero. Pér sa i pérket strukturés sé pozicioneve té elementeve zero gé
po e quajmé modeli zero, i vetmi kufizim éshté gé ky model duhet té pérjashtojé
elementet e diagonales kryesore. Prandaj, pér ¢cdo bashkési P té modelit zero, té tillé gé
Pc{(,j)li+#j;1<ij<n} njéfaktorizim joiploté LU, ILUp, mund té kryhet si
mé poshté.

Algoritmi i Faktorizimit té Pérgjithshém ILU, Versioni KIJ:

Hapi 0. Pér ¢do (i, j) € P bashkésia a;; = 0
Hapil. Pérk = 1,...,n — 1Kkryej
Hapi 2. Péri = k + 1,...,ndhenése (i,k) & P kryej
Hapi 3. ay := ay / arx
Hapi 4. Pér j = k + 1,...,ndhepér (i,j) & P kryej
Hapi 5. a;; := a;; — ag * ay;
Hapi 6 Fund
Hapi 7. Fund
Hapi 8. Fund

Nése A éshté njé M —matricé dhe P njé model zero i dhéné, i pércaktuar nga P C
{(,))1i+#j;1<1ij<n}atéheré algoritmi i faktorizimit té pérgjithshém ILU nuk
déshton dhe prodhon njé faktorizim jo té ploté, A = LU — R Q& éshté njé ndarje e
rregullt e A.

Njé faktorizim ILU i bazuar né algoritmin e faktorizimit té pérgjithshém ILU (versioni
KIJ) éshté i véshtiré pér t’u zbatuar sepse né secilin hap k, té gjitha rreshtat nga k + 1
deri tek rreshti n jané né proces modifikimi. Sidogofté, faktorizimet /LU varen nga
zbatimi i eliminimit Gauss. Njihen disa variante té eliminimit Gauss gé varen nga
renditja e tre cikleve gé lidhen me ndryshoret e kontrollit i, j dhe k né kété algoritém.
Késhtu, algoritmi i paré rrjedh nga ajo gé njihet si varianti k,i,j. Né kontekstin e
faktorizimit jo té ploté t€ LU, varianti qé pérdoret mé shpesh pér njé strukturé té
dhénave rresht té njépasnjéshém éshté varianti i,k,j, i pérshkruar mé poshté pér
matricat e dendura.

Algoritmi i Eliminimit Gauss - Versioni IKJ

Hapi 1. Péri = 2,...,n Kryej
Hapi 2. Pérk = 1,...,i — 1kryej
Hapi 3. ajx := ajx/akk
Hapi4.Pér j = k + 1,...,nkryej

Hapi 5. aij := aij — aik * akj

Hapi 6. Fund
Hapi 7. Fund

Hapi 8. Fund
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Algoritmi i paragitur mé lart nénkupton gé rreshti i i-t€ i A mund t& mbishkruhet nga
rreshtat e i-té té matricave té faktorizimit pra L dhe U. Njékohésisht, hapi i i algoritmit
gjeneron rreshtin e i-té t€ matricés L dhe rreshtin e i-t€ té matricés U. Rreshtat
1,2,...,i — 11té L dhe U pérdoren né hapin i por nuk modifikohen.

Pér matricat e rralla, pérshtatja e kétij versioni éshté e lehté sepse rreshtat e L dhe U
gjenerohen né ményré té njépasnjéshme dhe grumbullohen né njé strukturé té dhénash
né trajté rreshti t& formatit CSR (Compressed Sparse Row). Gjé kjo gé pérbén njé
avantazh té réndésishém, pasi bazuar né kété fakt, faktorizimi i pérgjithshém ILU merr
trajtén e méposhtme.

Algoritmi i Faktorizimit té Pérgjithshém ILU, Versioni IKJ

Hapi 1. Péri = 2,...,nkryej
Hapi 2. Pérk = 1,...,i — 1dhenése (i,k) & P kryej
Hapi 3. aj = ay/ark
Hapi4.Pér j = k + 1,...,n dhe pér (i,j) & P kryej
Hapl 5. al-j = al-j — aikakj.
Hapi 6. Fund
Hapi 7. Fund
Hapi 8. Fund

Shihet garté gé ky variant praktik 1KJ i ILU éshté i njévlershém me versionin KIJ.
Pohim 2.1

Le té jeté P njé model zero gé plotéson P c {(i,j) | i # j;1 <i,j <n}. Mé pas,
faktorét ILU té prodhuar nga Algoritmi i Faktorizimit té Pérgjithshém ILU i bazuar né
K1J dhe Algoritmi i Faktorizimit té Pérgjithshém ILU i bazuar né IKJ jané identiké nése
té dy mund té llogariten.

Veértetim

IKJ pérftohet nga versioni KIJ duke ndryshuar rendin e cikleve k dhe i. Pér tu bindur
pér kété fakt, riformulohen dy ciklet e para té versionit KIJ si mé poshté:

pérk = 1:nKkryej
péri = 1:nkryej
nése k < i dhepér (i,k) & P kryej
ope(row(i), row(k))

ku ope(row(i),row(k)) jané hapat nga 3 deri né 6 té versionit KIJ dhe IKJ. Eshté e
garté se ciklet k dhe i mund té ndérrojné vend pa problem. Saktésojmé faktin gé, kjo
éshté e vérteté vetém pér njé model té€ pandryshueshém ILU. Nése modeli pércaktohet
né ményré té zgjuar ndérkohé gé ndodh algoritmi i eliminimit Gauss, atéheré modelet
e pérftuara nga versione té ndryshme té eliminimit Gauss mund té jené té ndryshme nga
njéra-tjetra.
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Algoritmi ILU versioni IKJ prodhon faktorét L dhe U té tillé g¢ A = LU — R ku —R
éshté matrica e elementeve gé jané eliminuar gjaté procesit jo té ploté té eliminimit.
Kur (i,j) € P, elementi i R éshté r;; = —a;;, g€ pérftohet nga pérfundimi i ciklit k,
pérndryshe éshté r;; = 0.

2.1.1 1LU(0) me plotésim zero

Teknika e faktorizimit jo té ploté LU pa plotésim, ILU(0), konsideron modelin zero P
qé té keté pikeérisht strukturén e elementeve zero té A. Matrica trekéndore e poshtme L
gé ka té njéjtén strukturé si pjesa e poshtme e A, dhe matrica U ka té njéjtén strukturé
me até té pjesés sé sipérme té A. Né pérgjithési, éshté e pamundur té pérputhet A me
kété prodhim pér ¢cdo L dhe U. Kjo ndodh pér shkak té diagonaleve shtesé né prodhim,
elementet e té cilave quhen elemente plotésuese. Gjithsesi, nése kéto elemente
plotésuese nuk merren parasysh, atéheré éshté e mundur té gjesh L dhe U né ményré gé
prodhimi i tyre té jeté i barabarté me A né diagonalet e tjera.

Pra pér faktorizimin ILU(0) kemi elementet e R = LU — A qé jané zero né pozicionet
e elementeve té ndryshme nga zero té A pra NZ(A). Algoritmi standard 1LU(0)
pércaktohet duke pérdorur ILU versioni IKJ me modelin P té barabarté me strukturén
e elementeve zero té A [6].

Algoritmi i Faktorizimit Standard ILU(0)

Hapi 1. Pér i = 2,...,nkryej
Hapi 2. Pér k = 1,...,i — 1dhe pér (i,k) € NZ(A) kryej
Hapi 3. ajx = aix/axk
Hapi4.Pérj = k + 1,...,ndhe pér (i,j) € NZ(A) kryej
Hapl 5. Ajj: = Aj; — Qg
Hapi 6. Fund
Hapi 7. Fund
Hapi 8. Fund

Né disa raste, &shté e mundur té shprehim faktorizimin ILU(0) né trajtén K = (D —
EYD™Y(D — F), ku —E dhe —F jané pérkatésisht, matrica trekéndore e poshtme dhe
trekéndore e sipérme e A, dhe D éshté njé matricé diagonale e caktuar, né pérgjithési e
ndryshme nga matrica diagonale e A-sé, elementet e té cilés pércaktohen nga njé
rekursion i tillé gé diagonalja e prodhimit té matricave (D — E), D! dhe (D — F) té
jeté i barabarté me diagonalen e A.

Njé avantazh i garté éshté se kérkohet vetém njé diagonale shtesé pér té grumbulluar
elementet. Kjo formé e faktorizimit ILU(O) éshté e njévlershme me faktorizimet jo té
plota té marra nga Algoritmi i Faktorizimit ILU(0), ku prodhimi i pjesés saktésisht té
poshtme dhe té pjesés saktésisht té sipérme té A, pérbéhet vetém nga elementet e
diagonales dhe elementet plotésuese. Té dyja matricat L dhe U né ILU(0) kané té njéjtin
numeér té elementeve té ndryshme nga zero si matrica origjinale A.
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Ashtu si ILU(0) dhe parakushtézuesit SSOR me w = 1 mund té paraqiten né formén
K = (D —E)D™Y(D — F) por ndryshojné né ményrén e pércaktimit té& matricés
diagonale D, pasi pér SSOR me w = 1, D éshté diagonalja e veté matricés A.

2.1.2 ILU(p) me nivel plotésimi p

Saktésia e faktorizimit jo té ploté ILU(0) ndonjéheré mund té jeté e pamjaftueshme pér
té dhéné njé shpejtési té pérshtatshme té konvergjencés. Faktorizimet mé té sakta jo té
plota LU, shpesh jané mé efikase, si dhe mé té besueshme, té cilat ndryshojné nga
ILU(O) duke lejuar disa plotésime. Késhtu pér shembull, ILU(1) nénkupton plotésimet
me nivel njé, term i cili do té shpjegohet né vazhdim.

Pér té ilustruar ILU(p) me té njéjtin shembull si mé paré, faktorizimi ILU(1) rezulton
nga marrja e P si modeli zero i prodhimit LU té faktoréve L dhe U té marré nga ILU(0).
Supozohet se matrica origjinale ka kété model té shtuar NZ,(A), gé do té thoté se
pozicionet e plotésimit té krijuara né kété prodhim, i pérkasin modelit té shtuar NZ, (4),
por vlerat e tyre né fakt jané zero. Faktorét L1 dhe U1 té faktorizimit ILU(1) merren
duke kryer njé faktorizim ILU(0) né kété matricé modeli té shtuar. Matrica e re ka dy
diagonale shtesé né pjesét e sipérme dhe té poshtme.

Ndértimi i pércaktuar né kété ményré, nuk zbatohet edhe pér matricat e rralla té
pérgjithshme por mund té pérgjithésohet duke pargitur konceptin e nivelit té plotésimit
(mbushjes). Njé nivel i plotésimit i atribuohet ¢do elementi gqé pérftohet nga eliminimi
Gauss dhe eliminimi do té bazohet né vlerén e nivelit té plotésimit. Do ti referohemi
algoritmit té eliminimit Gauss paragitur mé lart por mund té pérdoret edhe ¢do formé
tjetér e tij. Niveli i mbushjes duhet té jeté tregues i pérmasés gé do té thoté sa mé i larté
niveli plotésimit, ag mé té vegjél jané elementet. Njé madhési €* i atribuohet ¢do
elementi, niveli i mbushjes sé té cilit 8shté k, ku e < 1. Fillimisht, niveli plotésimit
merret zero nivel;; = 0 pér element té ndryshém nga zero a;; # 0 ose i = j dhe njé
element zero a;; = 0 ka njé nivel plotésimi nivel;; = co. Elementet a;; pérditésohet
né algoritmin e eliminimit té Gauss-it sipas a;; = a;; — a;, X ay;. Nése nivel;; éshté
niveli aktual i elementit a;;, atéheré modeli yné tregon se madhésia e elementit té
pérditésuar duhet té jeté

madhésia(a--) .= enivelij _ Enivelik X Enivelkj — 6.nivelij _ 6.nivelik+nivelkj

ij): :
Prandaj, madhésia e a;; do té jeté sa maksimumi i dy madhésive e™velij dhe
emvelictnively; dhe nga kétu pércaktohet niveli i ri i plotésimit si mé poshtg,

nivel;; = min{nivelij,nivelik + nively; + 1}.

VVEme re se niveli i plotésimit té njé elementi nuk do té rritet kurré gjaté eliminimit. Pér
rrjedhojé, nése a;; # 0 né matricén origjinale A, atéheré elementi né pozicionin i, j do
té keté njé nivel plotésimi té barabarté me zero gjaté gjithé procesit té eliminimit.

Njé pérkufizim alternativ pér pérditésimin e nivelit té plotésimit né ményrén rekursive
éshté:
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nivel;; = mininivel;;, maxjnivel;, nivel,:t + 1
ij ij ik kj

Njé trajté e pérgjithshme e algoritmit té faktorizimit ILU me nivel plotésimi p jepet né
vazhdim [6].

Algoritmi i Faktorizimit ILU me nivel plotésimi p

Hapi 1. Pér a;; # 0, vendos nivel(a;;) = 0
Hapi 2. Péri = 2,...,nkryej
Hapi 3. Pérk =1, ...,1i— 1 dhe pér nivel(a;,) < p Kryej
Hapi 4. a; := aj/axk
Hapi 5. a;, := a;, — a;;ay. rreshtin e i-té té matricés A.
Hapi 6. pérditéso nivelet e plotésimit min{nivel;;, nivel;, + nively; + 1}
Hapi 7. Fund
Hapi 8. zévendéso ¢cdo element né rreshtin i ku nivel(a;;) > p, me zero
Hapi 9. Fund

Ekzistojné njé numér pengesash né algoritmin e mésipérm. Sé pari, sasia e punés
plotésuese dhe llogaritése pér pérftimin e faktorizimit ILU(p) nuk éshté e
parashikueshme pér p > 0. Sé dyti, kosto e pérditésimit té niveleve mund té jeté e larté.
Pér mé tepér, niveli i plotésimit pér matricat e papércaktuara mund té mos jeté njé
tregues i sakté i madhésisé sé elementeve gé po eliminohen. Késhtu, algoritmi mund té
eliminojé elemente t€ médha dhe si rezultat, pérftojmé njé faktorizim jo té ploté jo té
sakté. Pér pasojé, R = LU — A nuk éshté e vogél. Parakushtézimi me ané té
faktorizimeve jo té plota éshté zhvilluar fillimisht me géllim qé té pérdoret pér matrica
té rralla me njé strukturé té rregullt (pér shembull njé matricé me njé numér té vogél
diagonalesh) dhe mé pas éshté praktikuar edhe pér matricat e rralla me strukturé
cfarédo.

Pér njé matricé té rrallé A me strukturé jo té rregullt, mund té pércaktohet njé
parakushtézim i trajtés K = (D — E)D~1(D — F) duke kérkuar gé vetém elementet e
diagonales sé K té pérputhen me ato té A. Sidoqofté, kjo nuk do té japé té njéjtin
faktorizim ILU si ai i bazuar né eliminimin e IKJ té Gauss-it. Prodhimi i L dhe U nuk i
ndryshon vlerat e elementeve ekzistuese né pjesén e sipérme, pérvec atyre té
diagonales.

Kjo gasje tani mund té zgjerohet pér té pércaktuar faktorizimin ILU(1) si dhe
faktorizimet me nivele mé té larta plotésimi.

2.2 Faktorizimi Cholesky jo i ploté (IC)

Faktorizimi Cholesky jo i ploté pérdoret pér té zgjidhur né ményreé iterative njé sistem
ekuacionesh lineare Ax =b ku A éshté njé matricé simetrike dhe pozitivisht e
pércaktuar. Faktorizimi IC mbi njé matricé simetrike pozitivisht té pércaktuar, éshté
version i faktorizimit Cholesky pér rastin e matricave apo sistemeve té rralla. IC
pérdoret shpesh si njé parakushtézues pér algoritme té tilla si Metoda e Gradientit té
Konjuguar (CG).
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Nése A éshté njé matricé pozitivisht e pércaktuar atéheré faktorizimi Cholesky éshté i
trajtés A = LLT ku L éshté njé matricé trekéndore e poshtme [16]. Né ményré té
ngjashme faktorizimi jo i ploté Cholesky jepet me ané té njé matrice té rrallé trekéndore
té poshtme K sa mé afér L pra parakushtézuesi pérkatés éshté KK [14].

Ekzistojné tre strategji té pérgjithshme, té cilat pérdoren pér té garantuar ekzistencén e
faktorizimit Cholesky jo té ploté, té cilat sipas rendit rrités té kompleksitetit jané:

- Rritja e peshés sé diagonales kryesore t¢ A me ndérrime para o0se pas
parakushtézimit té diagonaleve lokale apo globale.

- Zévendésimi i A me njé M-matricé té pérafért A, kryerja e faktorizimit IC pér
A ~ LLT dhe pérdorimi i saj si njé parakushtézues pér sistemin origjinal.

- Mos modifikimi i A-sé por rimodelimi i faktorizimin né njé formé gé shmang
déshtimin e metodave iterative.

Koncepti i plotésimit gé éshté shpjeguar né rastin e faktorizimit ILU vlen edhe pér
faktorizimin A = LLT, duke rezultuar né faktorizimin IC pa plotésim ndryshe 1C(0). Pér
disa matrica me struktura té veganta, parakushtézimi IC(0) implementohet me té njéjtén
kosto pér iteracion si zbatimi i metodés iterative pa parakushtézim (njé shembull éshté
metoda CG).

Parakushtézimet ILU(0) dhe IC(0) jané shumé té thjeshté pér t’u implementuar,
ndértimi dhe llogaritja e tyre nuk éshté proces i kushtueshém sidomos né rastin e
diskretizimit t¢ EDDP-ve eliptiké, duke rezultuar né M-matrica dhe matrica me
diagonale dominante. Megjithaté, pér probleme mé té véshtira dhe reale, faktorizimet
jo té plota pa plotésim japin njé pérafrim shumé mé té papérpunuar té A. Pér kété arsye
lind nevoja e pérdorimit té parakushtézime mé té sakta, si¢ jané ato me nivele.

Njé tekniké tjetér e njohur gé pérdor IC éshté faktorizimi kompakt IC [17], propozuar
nga M.A. Ajiz dhe A. Jennigs (1984). Kjo tekniké bazohet né idené e eliminimit té
stabilizuar. Sa heré gé njé element [;; i faktorit jo té ploté Cholesky eliminohet, veté
|ll-j| ose njé version i shkallézuar i tij i shtohet elementeve pérkatése té diagonales
kryesore a;; dhe a;;. Né kété ményré, faktori jo i ploté Cholesky L éshté ekzakésisht
faktori Cholesky i njé matrice té turbulluar A = A + C ku C éshté matrica e eleminimit
dhe gjysmé pozitivisht e pércaktuar. Né kété ményré shmangen déshtimet. Pér mé tepér,
ndarja e A si A — C éshté konvergjente, né kuptimin gé rrezja spektrale p(1 — A714) <
1, prandaj matrica trekéndore e faktorizimit jo té ploté dhe e transpozuara e saj nuk
mund té béhen té pagéndrueshme. Kjo strategji krahasuar me parakushtézimet
standarde jo té plota Cholesky (nése ata krijohen pa déshtuar) jep rezultate me cilési mé
té ulét, pasi me uljen e nivelit té plotésimit pér faktorét, rritet numri i modifikimeve gé
duhen zbatuar mbi diagonalen.
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KAPITULLI 3

Analiza empirike e metodave té nénhapésirés Krylov

Pér té analizuar sjelljen dhe vetité e metodave Krylov pér zgjidhjen e sistemeve me
ekuacione té rralla dhe té médha, té pérmendura né Kapitullin 1 éshté kryer njé analizé
empirike bazuar né kéto metoda dhe té zbatuara né kategori té ndryshme problemesh.
Pér analizén empirike jané marré parasysh pérmasat e sistemit, rrallésia/dendésia e
sistemit (pra numri i elementeve té ndryshme nga zero), simetria/jo-simetria e sistemit,
jané konsideruar sisteme té mirékushtézuara apo kegkushtézuara si dhe sisteme té rastit.
Jané aplikuar dy llojet e parakushtézimit pa plotésim, Incomplete Cholesky
Factorization 1C(0) dhe Incomplete LU Factorization 1LU(0) duke alternuar disa
teknika parakushtézimi si parakushtézimi i majté, i djathté dhe i dyanshém. Kjo e bén
mé té lehté marrjen e njé vendimi pér té zgjedhur njé teknikeé té pérshtatshme bazuar né
vetité e A, krahasuar me variante té tjera té cilat pérdorin vetém njé tekniké specifike
[19]. Né secilin rast rezultatet empirike tregojné teknikén mé efektive bazuar né vetité
e sistemit pérkatés dhe mbéshteten nga informacioni teorik lidhur me metodat e
nénhapésirés Krylov [18].

Mé poshté éshté paraqitur informacioni i pérgjithshém né lidhje me gjashté nga metodat
e implementuara né Matlab té cilat jané pérshtatur né trajtén e njé pakete ndihmése gé
pérdor versionet bazé e té rifilluara té metodave si dhe pér té zbatuar parakushtézime té
ndryshme. Skripti i metodave dhe pérshkrimi i detajuar i ndryshoreve hyrése dhe dalése
pér secilin rast jané paraqitur né Shtojcén A.

gmres=modified GMRES (x0,MaxIt,tol,A,b,method,K1l,K2, restart);

Algoritmi GMRES éshté modifikuar gé té implementohet me ose pa parametrin e
rifillimit duke pérdorur restart = 1 pér GMRES standarde, si dhe té konsiderojé
parakushtézim ose jo duke pérdorur treguesit (inpute) ‘K1’ & ‘K2’. Treguesi ‘method’
pérdoret pér té zgjedhur midis dy versioneve t&¢ GMRES pérkatésisht method = 1 i
pérket GMRES me ortogonalizimin e modifikuar t&¢ Gram-Schmidt dhe method = 2 i
pérket GMRES pér sistemet komplekse.

[x,error,fl,iter]=MINRES (A,b,tol,MaxIt,Kl,K2,x0);

Algoritmi MINRES éshté modifikuar gé té konsiderojé parakushtézim ose jo duke
pérdorur treguesit (inpute) ‘K1’ & ‘K2°.

[X,R,H,Q]=FOM (A, b, x0) ;

Algoritmi FOM pa parakushtézim i cili pérdor procedurén e modifikuar té Gram-
Schmidt dhe njé numér maksimal iteracionesh sa N. Gjithashtu FOM éshté modifikuar
gé té implementohet me ose pa parametrin e rifillimit.

[x,error,fl,iter]=BiCG(x0,M, tol,A,b,K, restart);
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Algoritmi BiCG éshté modifikuar gé té konsiderojé parakushtézim ose jo duke pérdorur
treguesin (input) ‘K’. Mund t€ implementohet me ose pa parametrin e rifillimit.

[x,error,fl,iter]=QMR (A, b, tol,MaxIt,Kl,K2,x0);

Algoritmi QMR pa parakushtézim i cili pérdor iteracionin Lanczos té dyanshém
(algoritmi i Lanczos gé pérdor bi-ortogonalizimin pér sistemet lineare) éshté
modifikuar té konsiderojé parakushtézim ose jo duke pérdorur treguesit ‘K1’ & ‘K2’.

[x,error,fl,iter]=BiCGStab (A,b, tol,MaxIt,Kl,K2,x0);

Algoritmi BiCGStab pa parakushtézim gjithashtu éshté modifikuar té konsiderojé
parakushtézim ose jo duke pérdorur treguesit ‘K1’ & ‘K2’.

Sé pari, jané marré né konsideraté dy nivele té ndryshme densiteti pér matricén e
koeficienteve A, pérkatésisht mé pak se 1% dhe 30% té elementeve té ndryshme nga
zero. Eshté pérdorur toleranca e = 0.0001 dhe numri maksimal i iteracioneve 2500. Si
vektor b gjenerohet njé vektor i rastit me gjatési N dhe si pérafrim fillestar i zgjidhjes
Xo €shté marré vektori 1 i té njéjtés gjatési. Pér té krahasuar metodat mé njéra-tjetrén
éshté vlerésuar ndryshimi i zgjidhjes sé pérafért nga ajo e sakté (e vlerésuar
drejtpérdrejt).

3.1 Rasti |

Sé pari éshté marré njé matricé simetrike dhe pozitivisht e pércaktuar, me pérmasa
494 x 494, elementet e sé cilés pérfagésojné ndryshoret e njé problemi té rrjetave
nervore. Matrica A ka densitet 0.6827% té elementeve té ndryshme nga zero dhe éshté
e kegkushtézuar:

50 [+

100 -

150 [~

300 -

350

L I I I L I L I
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450
nz = 1666

Figura 3.1 Matricé me 1666 elemente té ndryshme nga zero nga 244,036.
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Duke zbatuar té gjitha metodat bazike pa rifillim dhe pa parakushtézim vérehet se
metoda gé bén njé diferencé té dukshme né gabimin e pérafrimit krahasuar me metodat
e tjera éshté FOM e cila pérdor maksimalisht N = 494 iteracione dhe jep njé gabim
0.3888e-06. FOM zakonisht nuk éshté njé metodé e géndrueshme pasi éshté e ndjeshme
ndaj vetive té sistemit Ax = b. Ndérsa BiCGStab éshté njé metodé mé e géndrueshme
e cila pérséri jep njé pérafrim mjaft té miré té zgjidhjes 0.000694 me numeér iteracionesh
1034. Edhe pse QMR, GMRES and MINRES nuk ndryshojné shumé nga njéra tjetra
pér sa i pérket zgjidhjes sé pérafért (me gabim 0.0012-0.0013), GMRES bén ndryshim
duke konvergjuar mé shpejt bazuar né numrin mé té vogél té iteracioneve 250. BiCG
konvergjon mbas 880 iteracionesh me gabim 0.0088.

Tabela 3.1. Metodat e rifilluara me parametér 1 deri né 10.

Metoda GMRES MINRES BiCG QMR BiCGStab FOM

Rifillim | Gabimi It. Gabimi It. Gabimi It. Gabimi It. Gabimi It. Gabimi
1 0.0012 | 250 | 0.0013 | 908 | 0.0088 | 880 | 0.0012 1026 | 6.94e-04 | 1034 | 3.888e-07
2 0.0011 1 0.0013 1 0.0099 7 0.0012 1 6.94e-04 1 2.00e-10
3 0.0011 1 0.0013 1 0.0083 3 0.0012 1 6.94e-04 1 2.00e-10
4 0.0011 1 0.0013 1 0.0078 3 0.0012 1 6.94e-04 1 2.00e-10
5 0.0011 1 0.0013 1 0.0099 14 0.0012 1 6.94e-04 1 2.00e-10
6 0.0011 1 0.0013 1 0.0072 3 0.0012 1 6.94e-04 1 2.00e-10
7 0.0011 1 0.0013 1 0.0068 3 0.0012 1 6.94e-04 1 2.00e-10
8 0.0011 1 0.0013 1 0.0053 3 0.0012 1 6.94e-04 1 2.00e-10
9 0.0011 1 0.0013 1 0.0063 3 0.0012 1 6.94e-04 1 2.00e-10
10 0.0011 1 0.0013 1 0.0084 2 0.0012 1 6.94e-04 1 2.00e-10

Tabela 3.1 ashtu si¢ pritej, tregon se rritja e numrit té rifillimit nuk ndikon né rritjen e
saktésisé sé pérafrimit dhe shumica e metodave konvergjojné mbas iteracionit té paré.
Ndryshim bén vetém metoda BiCG duke gené se éshté njé nga metodat qé éshté shumé
e ndjeshme nga zgjedhja e pérafrimit fillestar. VVazhdohet duke zbatuar teknika té
ndryshme parakushtézimi me faktorizimin ILU dhe IC. Pérdoret parametri K1 pér té
kryer parakushtézimin ILU nga e djathta, parametri K2 pér té kryer parakushtézimin
ILU nga e majta, parametri K pér parakushtézimin IC nga e djathta dhe parametri K’ pér
parakushtézimin IC nga e majta.

Tabela 3.2 Teknika parakushtézimi pér Rastin I.

Metoda ILU dyanshém ILU i djathté ILU i majté IC i djathté IC i majté
GMRES - - - - -
MINRES 0.0011, 80 17.8680 18.1915 - -

BiCG - - - - -
QMR 0.0011, 80 0.0012, 865 0.0012, 113 9.6295e-04, 254 | 0.0010, 231
BiCGStab | 8.5883e-04,59 | 8.0051e-04, 823 | 3.5014e-04, 72 0.0011, 269 0.0011, 269
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Konvergjenca e GMRES dhe BiCG nuk pérmirésohen aspak me té dy llojet e
parakushtézimit ILU dhe IC, gabimi rritet shumé. Konvergjenca e MINRES
pérmirésohet me parakushtézimin ILU té dyanshém duke zvogéluar numrin e
iteracioneve né 80 nga 908. Parakushtézimi K1 (i majté) dhe K2 (i djathté) nuk éshté i
suksesshém. Jo gjithmoné éshté e mundur té pérmirésohet njéherésh konvergjenca dhe
gabimi pérafrimit. Metoda QMR ka té njéjtén saktési pérafrimi si né rastin kur nuk éshté
pérdorur parakushtézim por me njé reduktim té dukshém té numrit té iteracioneve kur
pérdor parakushtézimin ILU té dyanshém. Ndérsa parakushtézimi IC nga e djathta pér
QMR shkakton njé zvogélim drastik té gabimit té pérafrimit. Teknika mé e dobishme
pér metodén BiCGStab, rezulton parakushtézimi ILU nga e majta pasi ndikon si né
saktésiné e metodés dhe né shpejtésiné e saj.

3.2 Rasti |1

Eshté gjeneruar njé matricé e rastit duke rritur pérmasat deri né N = 1000 dhe
denduriné deri né 30%:

= sprand(n, n, density);
= 100*A - 50*spones|(A);

A
A

100 200 300 400 500 600 700 800 900 1000
nz = 298710

Figura 3.2 Matricé me 298710 elemente té ndryshme nga zero.

Duke gené se matrica éshté jo-simetrike, jopozitivisht e pércaktuar, e rastit dhe ka njé
numér kushtézimi té madh k(A4) = 6.1951e + 04, metodat tregojné njé sjellje tjetér.
GMRES éshté e vetmja metodé gé tregon stabilitet me njé gabim pérafrimi té
kénagshém 2.3017e — 13 dhe numér iteracionesh 1000. Procesi i rifillimit nuk
pérmiréson as saktésiné dhe as shpejtésiné e metodave. Parakushtézimi ILU dhe IC,
duke pérdorur té njéjtat teknika si né Tabelén 3.2 nuk i pérmiréson rezultatet, duke
hapur né kété ményré rrugén pér té kérkuar pér lloje té tjera parakushtézimi gé mund té
jené té suksesshém.
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3.3 Rasti Il

Né kété rast &shté konsideruar njé matricé reale jo-simetrike e rendit N = 4253 e fituar
nga analiza e stabilitetit té zgjidhjeve té ekuacioneve Navier-Stokes. Kéto ekuacione
pérfagésojné rrymat mbi turbina dhe matrica éshté marré nga The Matrix Market
(National Institute of Standards & Technology). Matrica turbullohet duke rritur
densitetin e elementeve té ndryshme nga zero rreth diagonales kryesore dhe njé
paragitje e saj jepet né Figurén 3.3.

load airfoil

= pow2 (x,-32);

= pow2 (y,-32);

= max (max (i), max (3));

= sparse(i,j,-1,n,n);
= A + A';

abs (sum(A)) + 1;

A + diag(sparse(d));

b= O = A

Figura 3.3 Matricé me 28831 elemente té ndryshme nga zero nga 18,088,009.

Né kété rast toleranca e pérdorur éshté € = 0.001 dhe numri maksimal i iteracioneve
véné né dispozicion éshté 1000. Si vektor b é&shté marré vektori y dhe numri i
kushtézimit né kété rast éshté 19.

Gabimi i metodés GMRES éshté i géndrueshém kur procesi i rifillimit pérdor parametér
mbi 6, me gabim mesatar 3% dhe normé mesatare té mbetjes relative 0.08%. Pérafrimi
mé i miré arrihet duke rifilluar procesin mbas 4 iteracioneve me gabim 1.6 % dhe normé
té mbetjes relative 0.05%, pavarésisht nése merret né konsideraté numri maksimal i
iteracioneve ose jo. Zvogélimi i tolerancés me 10% con né zvogélimin e normés sé
mbetjes relative nga 1073 né 1075, por pérséri do té ruhej i njéjti raport né lidhje me
tolerancén né secilin rast. Ndérsa gabimi i pérafrimit nuk ndryshon.
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Figura 3.4 GMRES me rifillim pér Rastin IlI.

QMR dhe MINRES kané té dyja gabim dhe normé té mbetjeve pérkatésisht 2.58% dhe
0.07%. BICG krahasuar me metodat e tjera ka gabimin mé té larté 3.09% dhe mbetjen
relative mé té larté 0.09%. Ndérsa, BiCGStab ka gabimin mé té vogél 1.95% dhe
normén e mbetjes relative 0.06%, mé té vogél.

Duke zbatuar teknika té ndryshme parakushtézimi pér rastin e treté, Figura 3.5 dhe

Figura 3.6 tregojné gabimet e pérafrimit nga zgjidhja e sakté dhe normén e mbetjes
relative pér té gjitha metodat.

ésia @
0.055 T

-0O- GMRES .
0.045 |-
4 -0 QMR »
p BICG
’ —#- BiCGStab .

0.04 ’
£ o35 ‘

003 [ s 4 A

Gabimi pérafrimit
-~
|
|
|
|
|
|
|
*

0.025 — s

e e e e e e e ~ \
ooz LT *

~ < \
001506 o~ N

& O - 7’ AY

0.0
ILU-dyanshém L-majtas L-djathtas U-majtas U-djathtas IC-majtas

Teknikat e faktorizimit

Figura 3.5 Saktésia e metodave me teknika té ndryshme parakushtézimi, Rasti Il1.

27



10 Parakushtézimi Rasti Il _

10 T 3l Vil “f\
4 (RY
p)
y \o
/ v
ol ’ \ _
Y vy
F / \ .
¢/ \ \
s/ \ A
8- L \ . —
L4 \ \
L -0 GMRES N
v \ N
‘ -0~ QMR \ s
- pe======= ] E:
7 P / BICG \
B ! / \
g R / —%- BiCGStab \
.§ I} s == % » Tglerance \
2 Gl == ———— e ] ] \ P
p N ’
g I . \ P
E ! ~ A
2 d A \,
5 - I ~ A -
! ~ 7\
Y
!! N ,f \
p P > ’ '
] ~
EL3 B G, ’ v
~ . ” 1\
! ~ - "’ \
:f o ~ f, i
i ! = 3] 4}&
'
r
’
I I I I

2
ILU-dyanshém L-majtas L-djathtas U-majtas U-djathtas |C-majtas

Teknikat e faktorizimit

Figura 3.6 Mbetjet relative pér teknika té ndryshme parakushtézimi, Rasti I11.

Metoda GMRES me parakushtézim ILU té dyanshém redukton gabimin né 1.49% dhe
normén e mbetjes relative né 0.02%. Parakushtézimi me U nga e djathta e metodés
QMR zvogélon gabimin deri né 1.20% dhe normén e mbetjes relative né 0.03%.
Parakushtézimi me ILU té dyanshém pér metodén MINRES zvogélon gabimin deri né
1.25% dhe normén e mbetjes relative né 0.04%. Té dy llojet e parakushtézimit ILU me
U nga e majta dhe e djathta pér metodén BiCG rezulton né zvogélimin e gabimit deri
né 1.03% dhe normén e mbetjes relative né 0.03%. BiCGStab e parakushtézuar jep
gabimin mé té vogél 1.15% dhe normén e mbetjes relative mé té vogél 0.03% me
faktorizimin IC.

Tabela 3.3 Tabelé pérmbledhése pér Rastin Il1.

Gabimi Standard | Rifillim | Parakush. | Gabimi | Mbetjet Standard | Rifillim | Parakush. | M.Rel.
mes. Rel. mes
GMRES 2.58% 1.60% | 1.49% 1.89% | GMRES 0.07% 0.05% | 0.02% 0.05%
QMR 2.58% 2.58% | 1.20% 2.12% | QMR 0.07% 0.07% | 0.03% 0.06%
MINRES | 2.58% 2.58% | 1.25% 2.14% | MINRES 0.07% 0.07% | 0.04% 0.06%
BiCG 3.09% 3.09% | 1.03% 2.40% | BIiCG 0.09% 0.09% | 0.03% 0.07%
BiCGStab | 1.95% 1.95% | 1.15% 1.68% | BiCGStab | 0.06% 0.06% | 0.03% 0.05%

Parakushtézimi me skema té ndryshme u jep té gjitha metodave, pérve¢ BiCG dhe
QMR, performacé té ngjashme dhe luhatje té& dukshme té gabimit dhe mbetjeve relative.
BiCG dhe QMR jané metodat mé té géndrueshme mbas té gjitha llojeve té
parakushtézimit té aplikuar. Nga Tabela 3.3 shihet se GMRES éshté metoda gé jep
pérmirésim té rezultateve nga versioni standard, né versionin me rifillim dhe me
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parakushtézim té dyanshém ILU. Ndérsa, BiCGStab ka gabimin mesatar mé té vogél
dhe mbetjen relative mesatare mé té vogél.

3.4 Rasti IV

Né kété rast éshté shqyrtuar ekuacioni eliptik dypérmasor i difuzion-konveksionit:
—K(uyy + uyy) + viuy + vou, + 2R?2u =S (3.1)

me Kkushte kufitare té tipit Dirichlet u = g né I, i cili shpjegon fenomenin fizik sesi
temperatura, energjia apo madhési té tjera fizike transferohen né njé sistem fizik 2 si
pasojé procesit té pérhapjes (difuzionit) dhe procesit té konveksionit (Iévizja e njé grupi
molekulash né Iéngje ose gazra). K-koeficienti i difuzionit (termal ose léngut); (v4, v,)-
komponentet e shpejtésisé pér drejtimet x dhe y; R?-koeficienti i njésisé sé prodhimit
dhe S- burimi i prodhimit té u.

Trajtimi i kétij ekuacioni gjen zbatime né problemet e sistemeve stokastike: rrymat e
ajrit dhe deteve; transportit té ndotjes atmosferike (parashikime); parashikimit té motit
apo transportit té nxehtésisé né pércjellése apo Iéngjeve né trupa me pore.

Konkretisht merret né konsideraté ekuacionin:
—(wex + Uyy) + Uy + Uy, = —2y% — 2x2 + 2xy? + 2yx? (3.2)
i tillé gé né kufirin I' té zonés 2 = [0,1]% merr vlerat e zgjidhjes sé sakté:
u(x,y) = x?y* (3.3)
PraK =v, =v, =1; R> =0;S = —2y% — 2x? + 2xy? + 2yx? dhe g = x?%y?2.

Duke zbatuar Metodén e Elementeve té Fundme (MEF), ekuacioni (3.2) diskretizohet
népérmjet hapave né vazhdim [20].

Sé pari béhet diskretizimi i zonés 2 me elemente té fundme (trekéndésha ose
katérkéndésha), ku fillimisht fillohet me njé rrjeté t€ ‘rrallé” dhe mé pas rafinohet duke
ndaré secilin element né 4 elemente mé té vegjél. Si nyje merren kulmet, gendrat apo
meset e fageve té elementit.
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Rrjeta me nivel rafinimi 5
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Figura 3.7 Rrjeta pér nivel 5 rafinimi, me 4096 trekéndésha dhe 2113 nyje.

Rujeta me mivel rafinimi 7

Figura 3.8 Rrjeta pér nivel 7 rafinimi, me 65536 trekéndésha dhe 33025 nyje.

Hapi i radhés éshté formimi i ekuacioneve t¢ MEF pra zgjidhja pérafrohet me njé
funksion gé éshté kombinimi linear i njé sistemi funksionesh formé linearisht té
pavarura, gé jané pérafrime té secilés nyje té brendshme té 2. Bashkésia e kétyre
funksioneve éshté bashkési pjesé-pjesé polinomesh me fugi fikse (Polinome lineare me
fugi 1 né rastin toné, pasi zona ndahet né trekéndésha). Pér secilén nyje té brendshme
llogaritet matrica e njé sistemi 3 X 3 ose 4 X 4 nisur nga funksioni pérkatés i formés.
Ké&to nénsisteme té secilés nyje duke u bashkangjitur dhe nyjet kufitare formojné njé
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sistem linear global gé pérfagéson mé sé miri gjithé zonén (2. Né Figurén 3.9 jepet trajta
e matricave té sistemeve lineare té fituara me dy nivelet e rafinimit, 5 dhe 7.
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Figura 3.9 Majtas matrica 2113 x 2113 me 13769 elemente té ndryshme nga zero
pér nivel 5 rafinimi dhe né té djathté matrica 33,025 x 33,025 me 227081 elemente
té ndryshme nga zero pér nivel 7 rafinimi.

Pér njé nivel optimal rafinimi 7 fitohet njé matricé e rrallé e pérmasave 33,025 x
33,025 me k(A) = 6.1951e + 04. Me rritjen e niveleve té rafinimit mé shumé se 7
nuk ndikon né pérmirésimin e zgjidhjes numerike krahasuar me até analitike né (3.3).
Duke zbatuar té gjitha metodat né versionin e tyre standard vérehet se BiCG jep
zgjidhjen mé té miré numerike qé éshté mé afér asaj reale (3.3) dhe gabim pérafrimi mé
té vogél 0.0016 krahasuar me metodat e tjera. Gjithsesi ky pérafrim nuk éshté
mjaftueshém i miré dhe lind nevoja e parakushtézimit té sistemit ashtu si dhe éshté
tipike e modeleve té diskretizuar gé lindin nga probleme reale té ekuacioneve
diferenciale me derivate té pjesshme. Teknika mé efikase e parakushtézimit pér té gjitha
metodat ka rezultuar ILU i dyanshém gé jep té njéjtén saktési pérafrimi pér zgjidhjen
numerike mjaftueshém afér asaj reale. QMR éshté metoda gé jep gabim pérafrimi
1.5692e-13 edhe gabim absolut 2.1608e-04 mé té miré. Metoda gé tregon dukshém
pérmirésim té konvergjencés mbas zbatimit té parakushtézimit éshté GMRES,
krahasuar me até pa parakushtézimit.

Tabela 3.4 Gabimet pér metodén QMR me parakushtézim.

Gabimi
Norma mbetjeve | Norma rel. mbetjeve Gab. abs
QMR 1.5692e-13 9.5730e-15 2.1608e-04

31



KAPITULLI 4

Zbatime té nénhapésirave Krylov né té dhéna reale

Problemet reale té botés moderne gjenerojné njé sasi shumé té madhe té dhénash ¢do
dité. Shkencétarét mund té japin njé kontribut mjaft té miré me ané té punés kérkimore
né fusha té ndryshme si studimi i rrjetave komplekse reale, pérpunimi i sinjaleve apo
imazheve dhe gjenetiké, duke pérdorur pajisje teknologjike té avancuara. Pérdorimi i
kétyre pajisjeve vjen nga ana tjetér edhe me njé mangési, pasi kéto té dhéna té pa
pérpunuara jané shumé té véshtira pér t’u manipuluar, pér té nxjerré informacion té
vlefshém prej tyre apo pér t’u ruajtur né kujtesé. Pérpunimi i té dhénave shndérron
pikérisht kéto té dnhéna té papérpunuara né informacion lehtésisht té kuptueshém duke
pérdorur teknika té ndryshme. Qasjet e zakonshme té cilat pérdorin bashkésiné e ploté
té té dhénave nuk jané praktike teksa pérmasat dhe ndryshoret e problemit rriten shumé.
Prandaj, lind nevoja e marrjes né konsideraté vetém té ndryshoreve mé té réndésishme
nga gjithé bashkésia apo e transformimit té bashkésisé sé té dhénave né njé nénbashkési
mé té vogél gé gjithashtu ruan informacionin e réndésishém apo vetité mé té
réndésishme té bazés sé té dhénave reale. Mbasi kjo fazé parapérgatitore e té dhénave
éshté zbatuar atéheré éshté i mundur zbatimi i strategjive dhe metodave mé komplekse
mbi kéto té dhéna.

Bashkési gjigande té t& dhénave shpesh fitohen nga:

e studimi i rrjetave reale biologjike, sociale, biomjekésore
e pérpunimi i sinjaleve, imazheve dhe videove.
o analiza gjenetike (vecanérisht shprehja e gjeneve)

Zakonisht, né kéto lloje té dhénash numri i ndryshoreve p éshté mé i madh se numri i
vrojtimeve n.

Té dyja gasjet e zakonshme, si pér renditjen e kulmeve sipas réndésisé né rrjeta gjigande
dhe pér gjetjen e nénhapésirés k-pérmasore mbizotéruese pér té dhéna me pérmasa
shumé té médha, jané shumé té kushtueshme.

Nénhapésirat Krylov jané njé mjet i miré pér analizimin e rrjetave komplekse dhe
vlerésimin e nénhapésirés mbizotéruese (té réndésishme) né probleme té reduktimit té
pérmasave bazuar né vetité e tyre té ortogonalitetit, minimizimit té mbetjeve,
konvergjencés sé shpejté dhe menaxhimit té kujtesés. Kéto nénhapésira mund té
pérdoren pér vlerésimin e matésve té gendérsisé, komunikueshmérisé, Indeksit Estrada
e jo vetém. Analiza spektrale gjithashtu mund té kryhet duke pérdorur nénhapésirat
Krylov pér té pérafruar k-vlerat vetjake mé té médha dhe vektorét vetjaké pérkatés.
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4.1 Analiza e rrjetave komplekse

Rrjetat jané njé ményré pér té pérfagésuar kéto té dhéna gjigande dhe té rralla. Ato
paragesin marrédhénien (brinjét E) midis entiteteve (kulmet V) té njé strukture té
organizuar, népérmjet té dhénave diskrete G (V, E). Duke pérdorur funksionin f(A) té
matricés sé fginjésisé sé rrjetés A, mund té vlerésohet réndésia e elementeve (kulmeve)
té saj. Kulmet e réndésishém japin informacion mbi ndikimin lokal apo global gé ato
kané né té gjithé rrjetén. Ky lloj informacioni merret nga vlerésimi i gendérsive té
ndryshme té kulmeve té rrjetés. Elementet e diagonales sé funksionit té matricés sé
fqinjésisé [f (A)];; si dhe shuma e rreshtave té saj [f (4)1]; mund té pérdoren gjithashtu
si vlerésues té réndésisé sé kulmeve, kur duhet té merret parasysh si réndésia e tyre
lokale edhe ajo globale. Né kété rast mund té pérdoren gendérsia eksponenciale e
néngrafit dhe komunikueshméria totale e néngrafit té cilat pérdorin pérkatésisht
funksionin eksponencial té matricés sé fqinjésisé A. Duke gené se rrjetat e pérdorura
pér zbatime jané té gjitha té pa orientuara, konceptet teorike té prezantuara né kété
kapitull i pérkasin vetém Kkeétij lloji rrjetash.

Qendérsi eksponenciale té néngrafit pér njé kulm i do té quajmé SC(i) = [e4];; g€ jep
numrin e udhéve té& mbyllura (cikleve) gé nisin dhe pérfundojné né kulmin i, duke

peshuar me % udhét me gjatési k. Me fjalé té tjera, sa mé té gjata kéto cikle, ag mé pak

konsiderohen té réndésishme né vlerésimin e gendérsisé sé kulmit i. Peshat nevojiten
pér té “penalizuar” udhét mé té gjata dhe gé seria e fugisé té konvergjojé. Elementet
jashté diagonales kryesore jané gjithashtu té réndésishme, ato mund té vlerésojné
komunikueshmériné midis njé ¢ifti kulmesh i dhe j. Komunikueshméria e néngrafit
[e#];; midis dy kulmeve numéron numrin total té udhéve midis kulmeve i dhe j, duke

peshuar me o udhét me gjatési k. Pra [e“];; mat se sa lehté shkémbejné informacion

kulmet e gjithé rrjetés me njéri tjetrin. Informacion me vleré mbi réndésiné e kulmeve
mund té nxirret edhe nga elementet e secilit rresht té e/ dhe éshté shumé mé pak e
kushtueshme té pérafrohet shuma e kétyre elementeve me metoda iterative sesa
elementet e diagonales apo té gjithé matricés. Shuma e rreshtave Y.7_,[e”];;, 1 < i <
n mund té pérdoret si njé matés i gendérsisé dhe jep njé vlerésim se sa miré komunikon
njé kulm me té gjithé té tjerét [21].

Késhtu kur numérohen té gjitha udhét midis kulmit i dhe té gjithé kulmeve té tjeré

pérfshiré kétu edhe veté kulmin i, duke peshuar me faktor penalizimi % udhét me

gjatési k, kemi até qé quhet komunikueshméria totale e néngrafit pér kulmit i pra
TSC(i) = [e*1];. Mg pas, duke mbledhur TSC(i) pér secilin kulm i, marrim
komunikueshmériné totale té rrjetés, e cila mat se sa efikas éshté komunikimi pérgjaté
gjithé rrjetés:

TC(A) = Y [e?1]; =Y, Y0, e (VT Dvy,; = 1Te’1
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ku v;;, éshté elementi i i-té i vektorit vetjak té normalizuar v, gé i pérket vlerés sé k-té
vetjaké A, pér matricén A. Pra komunikueshmeéria totale e rrjetés pérafron shumén e té
gjithé elementeve té A, duke mos gené nevoja té njihet secili element né ményré
individuale.

Qendérsia eksponenciale e néngrafit dhe komunikueshméria totale e néngrafit pritet té
japin té njéjtén renditje sipas réndésisé pér kulmet e rrjetés kur distanca spektrale e saj
| Amax1 — Amaxz| €shté mjaftueshém e madhe, ku A,,,,1 Vlera mé e madhe vetjake dhe
Amax2 Vlera e dyté me e madhe vetjake e A [22]. Nénhapésirat Krylov pérdoren pér
pérafrimin e kétyre vlerave vetjake dhe vektoréve vetjaké pérkatés duke na dhéné
késhtu informacion té vlefshém mbi vetité spektrale té matricés gé mund té na shérbejé
mé pas pér té krahasuar saktésiné e matésve té gendérsisé dhe pér ti krahasuar edhe
ndérmjet tyre.

Pérveg funksionit eksponencial e mund té pérdoret edhe (I — aA)~* pér vlerésimin e
gendérsive té pérmendura mé lart por e para jep vlerésime mé té mira né lidhje me
renditjen e kulmeve sipas réndésisé (vlera mé t€ médha tregojné réndési mé té madhe
té kulmit), bazuar né koeficientet e korrelacionit Pearson. Gjithashtu nése pérdorim
komunikueshmériné totale té néngrafit bazuar né funksionin e anasjellté

Ly Y7o, [( — aA)™];;, ndryshe nga ai né trajté eksponenciale, nuk bén ndryshimin
midis rrjetave té lidhura dhe té lidhura fort, né rastin e rrjetave té orientuara.

Duhet pasur parasysh se renditjet e kulmeve sipas gendérsisé eksponenciale té néngrafit
dhe gendérsisé sé komunikueshmérisé totale konvergjojné shpejt drejt gendérsisé sé
vektorit vetjak (njé vlerésues ky i ndikimit global té& kulmeve) kur distanca spektrale e
A éshté mjaftueshém e madhe. Prandaj, gendérsia e vektorit vetjak, e cila pér kulmin i,

pérdor vektorin vetjak v; = %Z]-EN@ Xj = %Z; A;jx; g€ i pérket vlerés vetjake 4; dhe
l 1

kulmeve té tij fqinjé N (i), mund té pérdoret né vend té dy matésve té paré né kété rast
[22]. Pér té pércaktuar se kur distanca spektrale |A,,,4x1 — Amaxz| €Shté mjaftueshém e
madhe éshté njé proceduré komplekse mé vete.

Metodat e nénhapésirave Krylov jané metoda efikase pér llogaritjen e eksponencialit té
matricave té rralla dhe t&¢ médha. Pérafrimi i elementeve té diagonales kryesore kur
pérdoren metodat Krylov béhet me ané té pérafrimit exp(A) = V,,, * exp(Ty,) * V;," ku
Vi = [v1 v, -+ v, ] bazé ortogonale e %, bazuar né iteracionin standard t& Lanczos
[23] dhe trajta e algoritmit t& pérdorur jepet né Shtojcén B. Pérafrimi i shumés sé
rreshtave béhet népérmjet prodhimit té eksponencialit t¢ matricés me njé vektor, pra
[e41]; = ||11]l, * V,, xeT xe; ku1 =[1,1,1,...,1] dhe e; = [1,0,0,...,0].

Pérafrimi i e4 pér rrjetat e paorientuara varet shumé nga diametri d(G) gé jepet si
maksimumi i largésive pér ¢do dy kulme té rrjetés. Sa mé e madhe gjatésia e shtegut
mé té shkurtér né rrjeté, ag mé pak kohé nevojitet pér pérafrimin e elementeve té e4.

Pér shkak té kujtesés sé kufizuar té pajisjeve kompjuterike, ruajtja e bazés ortonormale
té gjeneruar nga procesi standard i Lanzcos pér nénhapésirén e m-té Krylov pérbén njé
sfidé té vérteté. Pér mé tepér gjaté kétij procesi vetia e ortogonalitetit té vektoréve té
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bazés sa vjen e zbehet. Procesi i ri-ortogonalizimit té vektoréve si¢ e kemi pérmendur
mund té pérmirésohet duke rifilluar iteracionin standard té Lanczos disa heré. Procesi i

v — ypo | g, 00 o1y,

rifillimit prodhon vargun e zbérthimeve Lanczos A . Upys1€m

k k k k
7 = [p0, 00 .0

shtyllat e matricés V,, formojné njé bazé ortonormale té ¥,

)

T,Elk) matricé tridiagonale dhe e,,, vektor njési [24].

Jané marré né konsideraté katér rrjeta reale té paorientuara me veti té ndryshme nga
njéra tjetra dhe né Tabelén 4.1 éshté dhéné informacioni i pérgjithshém lidhur me to,
ku pérfshihet numri i kulmeve, numri i elementeve té ndryshme nga zero, fugia
minimale dhe maksimale e kulmeve, numri i komponenteve té lidhura, diametri dhe
koeficienti i klasterizimit C (i) qé mat prirjen e kulmeve té rrjetit pér té formuar cikle
me gjatési tre (pra trekéndésha).

Tabela 4.1 Informacion i pérgjithshém mbi rrjetat.

Rrjeta Sc collab | Bio-SC-Protein | Erdos972 FB Harward Friendship

Kulmet 143 1458 5488 15126
Elem. jozero 1246 3896 14170 1649234
dinax 42 56 61 1183
dpin 1 1 0 1
Nr. komp. lidhura 1 1 754 20

Diametri 8 19 13 11
Amax 13.4293663 7.53500469 14.4481963 247.368562
Anax2 11.9062337 7.11050035 11.8863344 155.061763
C(G) 0.433907 0.0708304 0.0825312 0.2123338

Burimi i rrjetave té marra pér eksperimente éshté http://networkrepository.com/ dhe
pérfshihen rrjeta té llojeve té ndryshme si rrjeta bashképunimi (rrjeta e bashképunimit
né punime shkencore), biologjike (rrjeta e ndérveprimit midis proteinave té majase),
sociale (rrjeta e migésisé né FB pér Universitetin Harward) dhe té tipit Erdos (rrjeta té
rastit me shpérndarje binomiale té fuqisé sé kulmeve).

Figura 4.1 jep pérfagésimin e bazés sé té dhénave Bio-SC-Protein népérmjet njé rrjete.
Rrjetat e ndérveprimit midis proteinave (PPI), né kété rast té majasé, pérmbajné
informacion né lidhje me ményrén sesi proteinat veprojné me njéra tjetrén pér té
mundésuar proceset biologjike brenda gelizave. Rrjetat PPI jané rrjeta me shpérndarje
fuqi té fuqisé sé kulmeve pér kété arsye proteinat me shkallé té larté lidhshmérie jané
ato gé kané gjasa té kené réndési mé té madhe.
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Figura 4.1 Rrjeta Bio-SC-Protein.

Matrica pérkatése e fginjésisé A pér rrjetin Bio-SC-Protein jepet né Figurén 4.2 dhe
éshté njé matricé e madhe, simetrike dhe e rrallé me pérmasa 1458 x 1458. Kjo matricé
ka 3896 elemente té ndryshme nga zero.
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Figura 4.2 Matrica e fqginjésisé pér Bio-SC-Protein.

Pér té renditur kulmet sipas réndésisé vlerésohen té gjithé matésit e gendérsisé (shih
Shtojcén B pér matés té tjeré gendérsie). Mund té zgjidhet té renditen té gjithé kulmet
e rrjetave, k-kulmet mé té réndésishém apo k- pérgind kulmet mé té réndésishém (kjo
e fundit parapélgehet né shumicén e rasteve) dhe mé pas té vlerésohen koeficientet e
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korrelacionit té Pearson pér té paré pérputhshmériné e listave té renditura nga secili
matés (Tabela 4.2). Rikujtojmé se vlerat e gendérsisé eksponenciale té néngrafit ESC (i)
dhe t& komunikueshmérisé totale té néngrafit 7SC (i) jané pérafruar duke pérdorur
gasjen Lanczos.

Tabela 4.2 Koeficientet e korrelacionit pér té gjithé matésit e qendérsisé gé jané
pérdorur pér rrjetén Bio-SC-Protein.

Matésit Page Fuqi Vek. vetjak | Aférsi Ndérmjetés | ESC TSC
rank
Pagerank |1 0.979526 | 0.399938 0.332179 | 0.806247 0.679343 | 0.626720
Fuqi 0.979526 |1 0.337945 0.423184 | 0.846312 0.629219 | 0.664686
Vek. vetjak | 0.399938 | 0.337945 |1 0.176210 | 0.272121 0.761052 | 0.723954
Aférsi 0.332179 | 0.423184 | 0.176210 1 0.437560 0.192252 | 0.566521
Ndérmjetés | 0.806247 | 0.846312 | 0.272121 0.437560 |1 0.523874 | 0.686216
ESC 0.679343 | 0.629219 | 0.761052 0.192252 | 0.523874 1 0.747351
TSC 0.626720 | 0.664686 | 0.723954 0.566521 | 0.686216 0.747351 | 1

Jané renditur 10% kulmet mé té réndésishém (sipas vlerave té ESC (i) dhe TSC(i)) pér
secilén nga Kkatér rrjetat e marra né shqyrtim dhe vihet re njé pérgindje e larté
pérputhshmérie e kétyre listave deri né 100%, si né rastin e rrjetés Facebook Harward
Friendship. Duke marré né konsideraté listat e té gjithé kulmeve té rrjetave arrihet
pérséri njé pérputhshméri e larté deri né 90% té kulmeve.

Tabela 4.3 Koeficientet e korrelacionit pér secilén rrjeté dhe pér listén e té gjithé
kulmeve, vlerésuar népérmjet elementeve té diagonales dhe shumés sé rreshtave té e4.

Rrjeta p(x,y)
Sc_collab 0.917812888
Bio-Yeast 0.74735124
Erdos972 0.870254696

FB Harward Friendship 0.885172606

Nga Tabela 4.3 vérehet se listat e renditura té kulmeve té rrjetés Bio-SC-Protein, bazuar
né vlerat e ESC (i) dhe TSC (i), ndryshojné dukshém duke gené se distanca spektrale
| Amax1i — Amaxz| = 0.4245043, pér dy vlerat veltjake mé té médha A4 =
7.5350046 dhe A,,,4,» = 7.1105003 té pérafruara me Krylov, nuk éshté domethénése.
Ndérsa pér rrjetén FB Harward Friendship distanca spektrale éshté mjaftueshém e
madhe | Amaxt — Amaxz| = 92.306798466308010 pér Amax1 =
247.3685621101465 dhe A,,,,, = 155.061763643838, prandaj pérputhshméria
éshté me e larté krahasuar me rrjetat e tjera té pérmasave té médha.

Pér té krijuar njé ide mbi komunikimin e kulmeve népér t& gjithé rrjetén llogaritet
komunikueshméria totale e grafit pér secilin rast. Né rastin e rrjetés FB Harward
Friendship komunikueshméria totale éshté TC(A) = 8.898587734948889 ¢ + 110
qé tregon shkémbim té larté informacioni midis kulmeve té rrjetés.
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Né Tabelén 4.4 duket garté avantazhi i metodés sé rifilluar té Lanczos, krahasuar me
metoda klasike si pérafrimi Padé dhe metoda Scaling & Squaring té kombinuara [25]
né funksionin expm() né Matlab.

Tabela 4.4 Koha e pérafrimit té e# me metodén e rifilluar té Lanczos kundrejt

metodés SSM.
Rri Metoda Lanczos e Metoda Scaling & Squaring
rjeta o
rifilluar expm()

Sc_collab 0.022819 sek 0.014745 sek

Bio-Yeast 0.504860 sek 0.682185 sek

Erdos972 17.674911 sek 31.668211 sek
FB Harward Friendship 612.854085 sek 891.016200 sek

Avantazhi i iteracionit té rifilluar té Lanczos éshté mé i dukshém me rritjen e pérmasave
gjithmoné e mé shumé dhe nuk kufizohet vetém né vlerésimin e kulmeve té
réndésishém né rrjet [21]. Qasja e iteracionit Lanczos mund té shérbejé edhe pér
analizimin e vetive té grafit té Laplacit gé i korrespondon rrjetés, pér vlerésimin e
shpérndarjes probabilitare té kulmeve, Indeksin Estrada etj.

Indeksi Estrada llogaritet si shuma e té gjitha gendérsive eksponenciale té néngrafit pra
EE(A) =Y ,[e?];;. Né Tabelén 4.5 jepen kufijté e poshtém dhe té sipérm pér
komunikueshmeérisé totale té normalizuar té rrjetave, duke pérdorur gjithashtu Indeksin
Estrada té normalizuar nga numri n i kulmeve té rrjetave (normalizimi mund té béhet
edhe duke pérdorur numrin m té brinjéve) dhe vlerén vetjake mé té madhe té matricés
sé fginjésisé pérkatése té vlerésuara me ané té nénhapésirave Krylov. Pér rrjetat e
paorientuara kemi EE (A) < C(A) < ne*max dhe A4, = |IA]l5 [22].

Tabela 4.5 Indeksi Estrada i normalizuar, lidhshméria totale e normalizuar dhe

exlmax.

Rrjeta EE(A)/n TC(A)/n g#max
Sc_collab 3.5105614156e+04 3.0616245890e+05 | 6.7967252920e+05
Bio-Yeast 127.07864384 263.37040034 1.8724531583e+03
Erdos972 6.6894503602e+04 1.3308050194e+05 | 1.8826602840e+06

FB Harward Friendship | 1.4600284778 e+106 | 8.5434275152e+106 | 2.6965068059e+107

Shpérndarja probabilitare e kulmeve llogaritet si p(i) = ESC(i)/EE (A) dhe mé poshté
jepet Figura 4.3 e shpérndarjes p (i) pér rrjetén FB Harward Friendship.
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. p(i))=ESC(i)/EE
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Figura 4.3 Shpérndarja probabilitare e kulmeve té rrjetés FB Harward Friendship.

Laplasiani L i njé rrjete éshté gjithashtu njé matricé e madhe dhe e rrallg, prandaj
metodat e nénhapésirés Krylov mund té pérdoren pér té zbatuar mbi kété matricé
teknika té klasterizimin spektral, pérafrimin e lidhshmérisé algjebrike (A,im2 Vlera
vetjake e dyté mé e vogél e L) dhe pérafrimin e vektorit Feidler (vektori vetjak pérkatés
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Figura 4.4 Matrica e Laplasianit pér rrjetén e bashképunimit shkencor Sc_collab.
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4.2 Zvogélimi i pérmasave

Zvogeélimi i pérmasave éshté shumé i dobishém né mjaft fusha si pérpunimi i imazheve,
sinjaleve apo videove. Sistemet e sigurisé dhe mbikéqyrjes kané nevojé pér pérpunimin
e imazheve dhe videove né ményré gé té evidentojné, pércaktojné apo numérojné
personat ose objektet e ndryshme gé Iévizin né to. Pér té identifikuar kéto elemente
éshté e nevojshme té vecohet sfondi. Me fjalé té tjera té ndahen elementet statiké né
imazhe gé quhen Sfond nga elementet e tjeré jo statiké qé quhen Plan i paré, duke ju
referuar njé imazhi ku sfondi éshté mjaft i garté. Objektet né plan té paré nuk kané
kontribut té réndésishém né vlerésimin e sfondit pér aq kohé sa nuk kané pérmasa té
médha dhe Iévizin né momente té ndryshme [26].

Zvogélimi i pérmasave gjithashtu sjell pérfitime té médha edhe né fushén e
biomjekésisé, ku té dhénat me pérmasa shumé té médha pérfagésohen nga mijéra
ndryshore (zakonisht gjene) dhe gindra vrojtime. Té dhénat e papérpunuara té quajtura
‘microarray’ t€ marra nga laboratorét mjekésore jané vargje informacioni né lidhje me
ADN, proteinat apo indet. Ato pérdoren zakonisht pér té studiuar nivelet e shprehjes sé
gjeneve té njé kondite (gjendje) té caktuar shéndetésore né njé organizém. Zvogélimi i
numrit té€ ndryshoreve mund té zbatohet né kété rast pér té véné né dukje gjenet mé té
réndésishme duke gené se vetém disa prej tyre nga gjithé bashkésia e gjeneve té njé
organizmi luajné njé rol té réndésishém né shfagjen e kondités (gjendje) [27].

Teknika mé e njohur lineare e zvogélimit té ndryshoreve &shté Analiza e
Komponentéve Kryesoré (PCA). PCA shpreh secilén ndryshore té re si njé kombinim
linear té ndryshoreve origjinale né ményré té tillé gé ndryshoret e reja té maksimizojné
dispersionin. Njé ményré pér té gjetur nénhapésirén k-pérmasore t& komponentéve té
réndésishém éshté duke pérdorur zbérthimin SVD (Singular Value Decomposition) mbi
matricén e gendérzuar apo té standardizuar té matricés sé té dhénave [28]. PCA
garanton humbje minimale té informacionit té réndésishém pérgjaté transformimit dhe
ndryshoret e fituara jané té pakorreluara por megenése secila nga ndryshoret éshté njé
kombinim linear i té gjitha ndryshoreve origjinale, bé&het shumé i véshtiré interpretimi
I grupeve té reja. Gjithashtu, né rastin e bazave té té dhénave té médha gé fitohen gjaté
pérpunimit té imazheve apo té€ dhénave ‘microarray’, ku numri i ndryshoreve p éshté
shumé heré mé i madh se numri i vrojtimeve n, teknika PCA nuk ka rezultate té
géndrueshme [29].

Metoda inovative té nénhapésirés Krylov apo nénhapésirave Krylov né bllok
K™ (4,V) = span{V, AV, ..., A=V} pér njé matricé simetrike A dhe V njé matricé e
rastit, mund té pérdoren si né rastin e vecimit té sfondit né imazhe apo video ashtu edhe
né pércaktimin e gjeneve mé té réndésishme pér njé kondité (gjendje) té caktuar.
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4.2.1 Vlerésimi i sfondit né imazhe

Komponentét kryesoré té njé video jané elementet e matricés sé fituar nga n imazhe té
vecguara nga filmimi, me pérmasa a X b (gjatési dhe gjerési) qé jané thuajse gjithmoné
konstant pérgjaté kétyre imazheve. Pér té véné né dukje sfondin do té thoté gé elementet
e planit té paré (jo statik), té cilét mund té shihen si njé zhurmé qé i shtohet sfondit real
(truth background apo shkurt GT), duhen fshiré. Imazhi gé pérdoret si referencé pér
sfondin real mund té zgjidhet nga bashkésia e imazheve té prera nga video aty ku nuk
ka objekte né lévizje (zakonisht imazhi i paré i vargut).

Eksperimentet e vecimit té sfondit jané zbatuar né disa bashkési imazhesh gé ju
pérkasin tre videove té marra nga kamerat e vrojtimit né skenaré té ndryshém (me pak
apo shumé lévizje). Baza e té dhénave pér videot e marra né shgyrtim éshté bashkésia
e té dhénave SBI, marré nga https://sbmi2015.na.icar.cnr.it/SBldataset.html.

Dy metoda té nénhapésirave Krylov né bllok jané pérdorur pérkatésisht Metoda
LMSVD [30] dhe Krylov PCA [31], (algoritmet e té cilave jané dhéné né Shtojcén B),
sé bashku me njé nga variantet e teknikés PCA té pérshtatshme pér matricat e médha
dhe té rralla e quajtur SPCA [32]. SPCA mund té gjendet né paketén elasticnet né
software-in R dhe né Matlab né paketén SpaSM. Kéto paketa mund té shkarkohen
pérkatésisht né:
https://cran.r-project.org/web/packages/elasticnet/
https://www.jstatsoft.org/article/viw/v084i10

Rezultatet e kétyre metodave jané krahasuar me sfondin referencé GT. Informacioni i
pérgjithshém né lidhje me bashkésiné e imazheve té pérzgjedhura jepet né Tabelén 4.6.

Tabela 4.6 Informacion i pérgjithshém né lidhje me bashkésiné e imazheve SBI.

Bashkésia Im. Rezolucioni | Nr. imazheve (n) Nr. ndryshoreve (p)
CaVignal 136x200 258 27200
Foliage 144x200 394 28800
Highwayll 240x320 500 76800

Fillimisht, secili imazh nga vargu i secilés video transformohet nga njé strukturé
trepérmasore a X b X c pér c = 1,2,3 (gé i pérket kanalit té ngjyrave RGB) né tre
matrica dypérmasore a X b, duke mbajtur ¢ konstante. Mé pas, elementet e secilés
matricé kthehen né vektoré rresht me gjatési p = a X b. Pér secilén bashkési té
dhénash duke shqyrtuar n imazhe té marra nga vargu, formohen rrjedhimisht tre matrica
té dhénash me pérmasan x p. Té gjitha matricat e té dhénave jané standardizuar para
se té zbatohen metodat pérkatése.

Mbas pérafrimit t& komponentéve kryesoré Y; pér i = 1:3 dhe ruajtjen e pikave té
projektuara né matricén Z; pér i = 1:3 pér secilin varg imazhesh [28], té dhénat e
projektuara duhet t’i nénshtrohen procesit té destandardizimit duke gené se té dhénat
fillestare u standardizuan. Si hap mbyllés, imazhi i pérftuar rindértohet né trajtén
trepérmasore té tij. Sfondet e vlerésuara népérmjet metodave SPCA, LMSVD dhe
Krylov PCA jepen mé poshté sé bashku me GT e tyre.

41


https://sbmi2015.na.icar.cnr.it/SBIdataset.html
https://cran.r-project.org/web/packages/elasticnet/
https://www.jstatsoft.org/article/viw/v084i10

Objektet LMSVD

Figura 4.5 Bashkésia e té dhénave CaVignal.

GT Objektet SPCA LMSVD Krylov PCA

Figura 4.6 Bashkésia e té dhénave Foliage.

Objektet SPCA LMSVD Krylov PCA
Figura 4.7 Bashkésia e té dhénave Highwayll.

Né videon e paré CaVignal objekt i planit té paré éshté vetém njé njeri, i cili shfaget né
té njéjtin pozicion pa lévizur né mé shumé se gjysmat e imazheve té bashkésisé dhe mé
pas zhvendoset ngadalé népér imazhe. Prania konstante e objektit edhe pse njé i vetém,
ndikon mé ményré té konsiderueshme né cilésiné e sfondit té vlerésuar (Figura 4.5). Né
videon e dyté (Foliage) ndodhen mé shumé objekte né plan té paré (gjethe) té cilat
pengojné sfondin por nuk jané aq konstante pérgjaté vargut té imazheve krahasuar me
videon CaVignal. Né kété rast té tria metodat japin njé rezultat t€ pranueshém pér
vlerésimin e sfondit (Figura 4.6). Ndérsa né videon e fundit Highwayll ashtu si dhe
pritej, metodat japin njé vlerésim shumé té miré té sfondit (Figura 4.7) edhe pse né kété
video ka shumé aktivitet dhe lévizje té objekteve (makina). Kjo vjen si pasojé e lévizjes
sé shpejté té objekteve duke béré qé sfondi té jeté i ekspozuar gjaté gjithé kohés.

Parametri PSNR (peak signal-to-noise ratio) pér secilén metodé éshté llogaritur né
Tabelén 4.7, pér té béré krahasimin midis sfondit real dhe sfondeve té fituar me metodat
Krylov.

Tabela 4.7 PSNR pér secilén metodé dhe pér secilén bazé té té dhénave.

Metoda | SPCA | LMSVD | Krylov PCA
Video
CaVignal 20.01 23.64 20.24
Foliage 12.26 28.05 12.26
Highwayll | 32.45 | 33.18 32.39
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Sipas figurave té mésipérme dhe Tabelés 4.7 , LMSVD mbizotéron mbi metodat e tjera
pér vlerésimin e sfondit pavarésisht llojit té aktivitetit t€ objekteve né video. Ndérsa,
SPCA dhe Krylov PCA kané saktési thuajse té njéjté né pérafrim [26]. Né rastin kur
objektet né plan té paré Iévizin né ményré konstante dhe sfondi éshté mjaft i dukshém,
SPCA jep njé vlerésim mé té miré se sa Krylov PCA. Duhet theksuar se né kété rast
(pra video Highwayll) té gjitha metodat japin PSNR mé té larté krahasuar me videot e
tjera. Kur objektet e planit té paré jané mé shumé té géndrueshém por nuk mbulojné
shumicén e sfondit t& imazheve, Krylov PCA jep rezultate mé té€ mira se SPCA. Né
rastet kur fondi né shumicén e imazheve nga bashkésia nuk éshté i ekspozuar, metodat
SPCA dhe Krylov PCA nuk béjné dallim.

4.2.2 Vlerésimi i gjeneve té réndésishme

Lloji mé€ i njohur i té€ dhénave ‘microarray’ &shté vargu i té€ dhénave t&¢ ADN ku ¢do
element pérmban miliona kopje té€ molekulave unike t&¢ ADN gé i pérkasin njé gjeni.
Pér té kryer matjet e niveleve té shprehjes sé gjeneve krahasohen dy kampioné té té
njéjtit gjen, ku njéri éshté kampioni referencé i mbajtur né kushte normale dhe tjetri
trajtohet me teknika apo mjekime té ndryshme. Kéto lloj té dhénash mund té
pérfagésohen nga njé matricé e pérmasave té médha e cila quhet matrica e shprehjes sé
gjeneve. Secila shtyllé e késaj matrice i pérket njé lloji té ndryshém gjeni dhe secili
rresht i pérket vrojtimeve té kondités (gjendjes) shéndetésore.

Pér kété zbatim éshté marré baza e té dnénave gé pérmban nivelet e shprehjes sé 22,284
gjeneve pér sémundjen e Leucemisé té marra nga 64 pacienté [27]. Burimi i té dhénave
éshté https://www.kaggle.com/.

Pér té gjetur fillimisht komponentét statistikisht té réndésishém (pér k < n), kryhet
Testi Scree si¢ tregohet né Figurén 4.8. Vlerat vetjake mbizotéruese jané llogaritur duke
pérdorur mbi matricén e gendérzuar té shprehjes sé gjeneve algoritmin Krylov—Schur
né Matlab, i cili éshté njé pérgjithésim i procedurés sé rifilluar pér problemet jo-
Hermitiane [33].
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Figura 4.8 Komponentét e réndésishém Scree Plot.

Nga Figura 4.8 vérehet se numri i komponentéve kryesoré éshté i barabarté me katér.
Secili nga komponentét kryesoré shpjegon mé shumé se 5% té dispersionit dhe té
katérta sé bashku shpjegojné 58% té dispersionit total. Né vazhdim zbatojmé algoritmin
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Pérgindja e gjeneve

LMSVD dhe llogariten pikét (scores) e katér komponentéve kryesoré. Mé pas testojmé
nivele té ndryshme té pavarésisé midis gjeneve dhe komponentéve kryesoré né ményré
qé té vlerésojmé pérgindjen e gjeneve gé béjné pjesé né komponentin e paré dhe té dyteé.
Né Figurén 4.9 tregohet se si ndryshon shpérndarja e gjeneve né dy komponentét
kryesoré, pér nivele besimi nga 50% deri né 95%.
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Figura 4.9 Pérgindja e gjeneve né dy komponentét kryesoré, pér nivele té ndryshme
pavarésie.

Pér njé nivel optimal besimi 80%, né komponentin e paré kryesor béjné pjesé 4.5% e
gjeneve nga 22,284 lloje, me 34% té shpjegueshmérisé. Ndérsa njé pérgindje e vogél
prej 0.05% e kétyre 22,284 lloje gjenesh béjné pjesé né komponentin e dyté kryesor,
me thuajse 10% té shpjegueshmérisé.
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KAPITULLI 5

Puna e métejshme

Pamé se si rritja e kompleksitetit té problemeve ka sjellé nevojén e modelimit té tyre né
hapésira shumépérmasore, pér té cilat éshté shumé e véshtiré té zgjidhen me ané té
metodave direkte. Pér kété arsye, metodat iterative kané marré njé zhvillim t€ madh dhe
luajné njé rol té réndésishém né zgjidhjen e gati té gjitha problemave zbatuese né
matematiké. Njé ndér avantazhet mé té réndésishme té metodave iterative éshté edhe
aftésia e tyre pér t’u paralelizuar né kompjutera paralelé. Puna e métejshme konsiston
né implementimin paralel t¢ metodave té shpjeguara né Kapitullin 1 dhe né pérdorimin
e teknikave té suksesshme pér paralelizimin e parakushtézuesve. Kujdesi né
paralelizimin e parakushtézuesve duhet té béhet né mbajtjen e njé ekuilibri midis rritjes
sé nivelit t& paralelizimit dhe rritjes sé numrit t& pérllogaritjeve. N& kété kapitull
trajtohen disa nga koncepte dhe teknika bazé té paralelizimit, si dhe disa veprime
kryesore matematikore lidhur me metodat e nénhapésirés Krylov gé mund té
favorizojné paralelizimin e tyre.

Disa nga format mé té pérdorura né ditét e sotme té paralelizimit jané:

e Njésité funksionale té shuméfishta
e Pipelining

e Pérpunimi vektorial

e Pipeline me vektoré té shuméfishté
e Pérpunimi i shuméfishté

e Pérllogaritjet e shpérndara

Njésité funksionale té shuméfishta jané forma mé e vjetér e paralelizimit e cila bazohet
né shuméfishimin e njésive funksionale si mbledhése dhe shumézues. Né kété ményré
njésité e kontrollit dhe regjistrat ndahen nga njésité funksionale.

45



—>—| Mbledhés-zbrités ]—h-

m
nr. té ploté

—’-{ Mjési logjike I—P~

—!-i Mjgsia & zhvendosjes l—»

_,..E peratori inkrementim i:}__._

Regjistrat e
procesoréve

il Mblednje - zbrige
me FP

= Shumézimi me FP -

- Pjestimi me FP

Figura 5.1 Procesor me njési funksionale té shuméfishta.

Pipelining éshté njé tekniké ku instruksione té shumta mbivendosen né ekzekutim.
Pipeline éshté i ndaré né faza. Secila nga fazat kryen njé pjeseé té instruksionit né paralel.
Faza paraardhése éshté e lidhur mé até pasardhése me ané té njé instruksioni gé quhet
pipe; komandat hyjné né njérin skaj, pérparojné népér faza dhe rezultatet pérftohen né
skajin tjetér [34].
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Figura 5.2 Teknika Pipeline.
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Pérpunim vektorial quhet procesi i pérdorimit té vektoréve pér ruajtjen e njé numri té
madh té dhénash dhe pérpunimi i tyre me intensitet té larté, si pér shembull: t€ dhénat
dhe veprimet llogaritése pér parashikimin e motit apo té dhénat GIS. Njé procesor
vektorial &shté njé njési gendrore (CPU) né njé kompjuter me disa procesor paralelé, té
cilét mund té kryejné disa detyra njékohésisht [35]. Disa nga instruksionet vektoriale
mé té pérdorura jané:

e VLOAD- Ngarkon njé vektor nga kujtesa né njé regjistér vektorial.
e VADD- Mbledh pérmbajtjen e dy regjistrave vektorial
e VMUL- Shumézon pérmbajtjen e dy regjistrave vektorial.

Procesor vektoria

Udhé&zimet vekroriale_ Mjésia e kontrollit

vektoria
W
Fipeline i funksionit
—r—re—r——— i3
€& dhénat Regjistart ekaria|
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Figura 5.3 Procesori vektorial.

Pipeline vektorial lejon njé vektor instruksioni né pipline t& pérdoré rezultatin e marré
nga vektori instruksion i méparshém. Ka shumé veprime vektoriale gé mund té
pérfitojné nga pérdorimi i pipeline me vektoré té shuméfishté. Njé sistem me pérpunim
té shuméfishté éshté njé kompjuter, ose njé bashkési kompjuterash té cilét pérbéhen nga
disa elemente pérpunues, ku secila prej tyre pérmban njé CPU, njé kujtesé dhe njé
nénsistem té hyrje/daljes (input/output). Ndérsa pérllogaritjet e shpérndara jané njé
pérgjithésim i formés sé pérpunimit té shuméfishté, né té cilén procesorét jané
kompjutera té lidhura pérmes rrjetave LAN.

Né pérgjithési, né varési té arkitekturés sé kujtesés, ekzistojné dy gasje themelore té
shkémbimit té t& dhénave midis proceseve paralele:

e Qasja me kujtesé té pérbashkét e té dhénave

Kujtesé e pérbashkét do té quhet kujtesa né té cilén mund té shkruajné ose té lexojné té
dhéna té gjithé procesorét. Adresa e gelizave té kujtesés éshté e vetme pér té gjithé
procesorét. Komunikimi i procesoréve béhet népérmjet gelizave té kujtesés duke
modifikuar objektet e ruajtura né kujtesé [36].
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Figura 5.4 Hapésira e pérbashkét e té dhénave.

Avantazh i késaj lloji kujtese éshté se ¢do proces ka akses né té gjitha té dhénat. Pér
kété arsye njé kod né seri mund té kalojé né kompjutera paralelé me kujtesé té
pérbashkét dhe zakonisht kjo sjell njé rritje té pérformancés me njé numér té vogél
procesorésh né pérdorim. Nga ana tjetér, me rritjen e numrit té procesoréve rriten edhe
problemet me aksesin e kujtesés duke gené se né njé moment té caktuar mund té jené
shumé procesor gé kérkojné té aksesojné té njéjtén adresé né kujtesé. Njé ményré pér
té zvogéluar kéto probleme éshté pérdorimi i sistemit bus, por kjo sjell rritje té kostos.

e Qasja e shkémbimit té mesazheve me ané té kujtesés sé shpérndaré

Kjo klasé arkitekturash shmang problemin e konflikteve né aksesimin e kujtesés, duke
parashikuar pér ¢do procesor, kujtesén e vet lokale ku nuk té lexohet nga procesorét e
tjeré. Meqgenése, procesorét nuk mund té komunikojné me ané té kujtesés sé pérbashkeét,
ato mund té lidhen ndérmjet tyre me ndonjé rrjet. Cdo procesor lexon drejtpérdrejté té
dhénat né kujtesén e tij lokale [34]. Komunikimi ndérmjet procesoréve béhet me ané té
kalimit té mesazheve ose me mekanizmin e Kkujtesés sé pérbashkét virtuale.
Komunikimi jo i drejtpérdrejté i njé procesori me té dhénat né kujtesén e njé procesori
tjetér kérkon qgé té shtohen komunikime té vecanta dhe Kkjo sjell gé kodet né seri té mos
ekzekutohen dhe duhen patjetér algoritme paralelé. Njé mangési e kétij modeli éshté
koha e larté gé shpenzon njé procesor pér aksesimin e té dhénave nga kujtesa lokale e
njé procesori tjetér. Gjerésia e kanalit dhe shkalla e transmetimit té té dhénave pérbén
njé tjetér disavantazh té kujtesés sé shpérndaré té shkémbimit té mesazheve.

Ndér veprimet matematikore mé té réndésishme gé mund té kryen né paralel lidhur me
metodat e nénhapésirés Krylov jané: pérditésimi i vektoréve (SAXPY), prodhimi i
brendshém apo skalar, veprime vektor me vektor, prodhimi matricé-vektor, llogaritja e
normave matricore dhe llogaritja e vlerave vetjake dhe vektoréve vetjaké pérkatés pér
matrica tridiagonale apo trekéndore. Té trajtojmé shkurtimisht disa prej tyre.
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Veprimet e pérditésimit té vlerave té vektorit té njohura si veprimet SAXPY quhen
veprimet e trajtés y(i) = y(i) + ax(i), pér i = 1,2,...,n, ku koeficienti a éshté njé
skalar dhe x, y jané dy vektoré me pérmasé n.

vektor fillestar
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Figura 5.5 Skema paralele e pérditésimit té vektoréve.

Prodhimi i brendshém i vektoréve éshté njé veprim i cili pérdoret shpesh né njehsimet
matricore, njélloj si mbledhja, zbritja apo shumézimi i vektorit me njé numér né
hapésirén Euklidiane. Prodhim i brendshém i vektoréve x dhe y mund té shkruhet si
prodhim i vektorit té transpozuar t&¢ x me vektorin y, pra xTy. Nisur nga njé vleré
fillestare zero e shumés, pérditésimi kryhet sipas s = s + x (i) * y(i).

HEEEEEEEEEEEE
HEEEEEEEEEEEE

1] L] []
il

Figura 5.6 Skema paralele e prodhimit skalar dhe normés matricore || ||,.

/

Veprimet vektor me vektor pérfshijné veprime si mbledhja, zbritja, shumézimi (qofté
dhe me njé skalar) i elementeve té njé bashkésie vektorésh.

== l=—1 1=y

Figura 5.7 Skema paralele e veprimeve vektor me vektor.
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Prodhimet matricé-vektor té njohura mé termin Matvec mund té kryen né paralel né tre
ményra té ndryshme duke ju referuar skemave té prodhimit té brendshém dhe té
pérditésimit té vektoréve (SAXPY) si té pérmendura mé lart por gjithashtu edhe skemés
sé prodhimit népérmjet diagonaleve. Kjo e fundit éshté njé nga formatet mé té
pérshtatshme pér rastin e matricave té rralla duke gené se numri i diagonaleve
(kryesore, mbi apo nén diagonalen kryesore) éshté i vogél.

Duke pérdorur skemén e prodhimit té brendshém pér té llogaritur prodhimin Ax, né
meényré té pavarur elementi i i-té i rezultatit fitohet si njé prodhim skalar i rreshtit té i-
té i matricés A me vektorin x, kjo pér i = 1,2,..n. Zakonisht secilit procesor i caktohen
njé numér rreshtash né ményré té vazhduar dhe po ashtu edhe elementet e secilit vektor.
Fillimisht ngarkohet né kujtesé pjesa e matricés gé nevojitet. Kur matrica ruhet né
kujtesé sipas rreshtave formati njihet si CSR (compressed sparse row). Pér té kryer
prodhimet matricé-vektoré, éshté shumé i nevojshém komunikimi midis procesoréve
né ményré qé té llogariten elementet e vektorit x té cilét nuk ruhen né té njéjtin procesor.

01 n

Figura 5.8 Prodhimi matricé-vektor paralel duke pérdorur prodhimin e brendshém.

Skema SAXPY llogarit rezultatin e kétij prodhimi si njé kombinim linear té shtyllave
té matricés A. Zakonisht llogaritet si shuma e prodhimit té pavarur té element té i-té té
vektorit x me shtyllén e i-té té matricén A, kjo pér i = 1,2,..n. Kur matrica ruhet né
kujtesé sipas shtyllave formati njihet si CSC (compressed sparse column) dhe ndarja e
punés midis procesoréve béhet né ményré té ngjashme me rastin e formatit CSR.
Formati CSR mund té pérdoret gjithashtu edhe pér té llogaritur prodhimin e matricés
sé transpozuar té A me njé vektor x, kur matrica A éshté ruajtur né kujtesé né formatin
CSR.

Prodhimi matricé-vektor mund té kryhet gjithashtu edhe duke ruajtur matricén né
formatin diagonal kur matrica A éshté e rrallé dhe jep njé performancé té larté
llogaritése me kéto lloj matricash. Pér kété format té ruajtjes sé matricés ekzistojné
algoritme té& ndryshém, ku mund té€ pérmendim formatin DIA bazuar né skemén e
prodhimit té brendshém, formatin Ellpack i cili pérdoret né rastet kur numri maksimal
i elementeve té ndryshme nga zero né rreshtat e matricés éshté i vogél apo formatin
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diagonal Jagged qé éshté njé pérgjithésim i format Ellpack qé heq supozimin e rreshtave
me gjatési té fiksuar.

Pér té ndértuar kété té fundit fillohet nga formati SCR duke renditur rreshtat e matricés
sipas numrit té elementeve té ndryshém nga zero né rendin zbrités. Pér té& ndértuar
diagonalen e paré me indeks j merret elementi i paré nga secili rresht i CSR. Pér té
ndértuar diagonalen e dyté merret elementi i dyté i secilit rresht né CSR e késhtu me
radhé deri né elementin e fundit dhe diagonalet e kétij formati sa vijné e zvogélohen.

Né rastin e zgjidhjes sé njé sistemi ekuacionesh lineare me matricé té rrallé né njé
mjedis me kujtesé jo té pérbashkét, éshté mé se normale gé njé pjesé e ndryshoreve té
sistemit t’i caktohen té njéjtit procesor né njé ményré té paracaktuar. Ky caktim mund
té kryhet automatikisht duke pérfagésuar elementet e matricés népérmjet njé grafi dhe
duke zbatuar mé pas ndarjen e tij si né Figurén 5.9 ose kryhet né varési té informacionit
gé kemi né dispozicion mbi problemin, ku matrica e marré né shqyrtim pérftohet nga
diskretizimi i nj¢ EDDP né njé fushé pércaktimi.

123456728 2 3
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Figura 5.9 Caktimi i ndryshoreve né procesorét pérkatés sipas njé grafi ndarés.

Nése rreshti i i matricés i caktohet procesorit p edhe ndryshorja i i caktohet gjithashtu
procesorit p pra matrica shpérndahet sipas rreshtave népér procesoré né pérputhje me
shpérndarjen e ndryshoreve. Grafi né kété rast éshté i paorientuar pra matrica éshté
simetrike. Né ményré gé procesi i paralelizimit té kryet me sukses éshté e nevojshme
gé paraprakisht té pércaktohet lista e procesoréve me té cilét do té nis komunikimi. Té
pércaktohen kulmet lokale té ndarjeve gé lidhen me kulmet e jashtme si dhe té béhet
njé pérfagésim lokal i matricés sé shpérndaré né secilin procesor.

Matrica globale A, rreshtat e té cilés jané té caktuar tek njé procesor, duhet té
shumézohet me ndonjé vektor global v. Elementet e kétij vektori caktohen njé pjesé né
procesorét lokalé dhe njé pjesé né procesorét e jashtém. Ndryshoret e jashtme u
korrespondojné pikave té ndérfages qé u takojné nénfushave fqinje. Kur kryhet
prodhimi matricé-vektor, procesorét fqinjé duhet té shkémbejné vlerat e nyjeve té
ndérfageve fginje.
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PERFUNDIME

Analizimi i sjelljes dhe vetive té metodave Krylov éshté kryer népérmjet analizés
empirike bazuar né veti té ndryshme té sistemit si denduria e numrit té elementeve té
ndryshme nga zero, simetria/jo-simetria e sistemit, miré/keq kushtézimi i sistemit apo
luhatja e pérmasave té tij. Jané shqyrtuar katér kategori té ndryshme problemesh dhe
jané aplikuar dy llojet e parakushtézimit pa plotésim 1C(0) dhe ILU(O) duke alternuar
disa teknika t& ndryshme parakushtézimi. Parakushtézimi pér kéto sisteme aplikohet
pasi disa nga metodat e shgyrtuara déshtojné ose jané specifike vetém pér njé grup té
caktuar problemesh, né variantin e tyre standard apo dhe té rifilluar. Duke
parakushtézuar sistemet, zbatimi i metodave té nénhapésirés Krylov kérkon vetém disa
iteracione pér té marré njé pérafrim mjaftueshém té miré té zgjidhjes. Ky grup metodash
ka avantazh pasi ato kané mjaft liri né pércaktimin dhe ndértimin e parakushtézuesve
pa gené nevoja gé té njihet secili element i matricés A apo modifikimi i pjeséve té saj.
Parakushtézuesit jo té ploté si ILU dhe IC jané njé nga ményrat mé té thjeshta té
pércaktimit té njé parakushtézuesi duke kryer njé faktorizim jo té ploté t€ matricés
origjinale A.

NEé rastin e paré, ku matrica A e rendit 494 éshté simetrike dhe pozitivisht e pércaktuar,
metoda Krylov mé kompakte éshté BiCGStab, performanca e té cilés pérmirésohet
akoma mé shumé mbas parakushtézimit ILU nga e majta (edhe pse né shumicén e
eksperimenteve numerike parakushtézimi nga e djathta éshté mé efikas). BiCGStab ka
konvergjencé miré krahasuar me metodat e tjera t& pérdorura mbi sistemet simetrike si
p.sh CG apo BiCG. Duke shtuar dhe njé tekniké parakushtézimi té miré BiCGStab
véshtiré se déshton falé iteracionit te Bi-Lanczos qé pérdor.

NEé rastin e dyté ku matrica e rastit A nuk éshté simetrike dhe as pozitivisht e pércaktuar,
metoda mé e dobishme rezultoi GMRES pa rifillim dhe pa parakushtézim [5]. Teknikat
e marra né konsideraté nuk pérmirésuan konvergjencén e metodave duke na Iéné té
kuptohet gé mund té kérkohen skema té tjera parakushtézimi sic éshté ILU(k) me nivel
plotésimi k. Né té dy rastet e para rritja e parametrit té rifillimit uli dukshém shpejtésiné
e konvergjencés.

Né eksperimentin e treté, ku matrica A éshté jo-simetrike me madhési 4,253, té gjitha
metodat pérve¢c MINRES japin gabim pérafrimi nén saktésiné (tolerancén) e dhéné.
BiCGStab jep gabimin dhe mbetjen relative mé té vogél pa parakushtézim. Né
pérgjithési, GMRES éshté metoda gé jep pérmirésim té rezultateve nga versioni
standard, né versionin me rifillim dhe me parakushtézim té dyanshém ILU. BiCGStab
ka gabimin mesatar mé té vogél dhe mbetjen relative mesatare mé té vogél.

Né problemin e fundit, ku diskretizohet ekuacioni eliptik dypérmasor i difuzion-
konveksionit me kushte kufitare té tipit Dirichlet népérmjet Metodés sé Elementeve té
Fundme (MEF), pér nivele té larta rafinimi té elementeve diskrete, fitohen sisteme té
pérmasave shumé té médha. Konkretisht, pér nivel rafinimi 7 fitohet njé sistem
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ekuacionesh lineare i rrallé me pérmasa 33,025 x 33,025. Pérafrimi i zgjidhjes sé
EDDP kur zgjidhja analitike éshté mjaft komplekse apo e pamundur pér t’u derivuar,
béhet shumé praktik me ané té metodave té nénhapésirés Krylov. Ashtu si¢ éshté tipike
e kétyre modeleve té diskretizuara gé lindin nga probleme reale té ekuacioneve
diferenciale me derivate té pjesshme, matrica e sistemit éshté e kegkushtézuar. Zbatimi
i teknikave té parakushtézimit pérmiréson ndjeshém rezultatin. Teknika ILU e
dyanshme éshté parakushtézimi mé i miré dhe metoda QMR jep gabime mé té vogla
pérafrimi krahasuar me metodat e tjera té parakushtézuara.

Problemet reale té botés moderne prodhojné njé sasi shumé té madhe té dhénash té
marra nga eksperimente té punés kérkimore né fusha té ndryshme si studimi i rrjetave
komplekse reale biologjike, sociale, biomjekésore, pérpunimi i sinjaleve apo imazheve
apo gjenetika. Kéto eksperimente prodhojné té dhéna té médha té pa pérpunuara té cilat
jané shumé té véshtira pér t’u manipuluar, pér té nxjerré informacion té vlefshém prej
tyre apo pér tu ruajtur né kujtesé. Zakonisht pér kéto lloje té dhénash numri i
ndryshoreve p éshté mé i madh se numri i vrojtimeve n. Pér kété arsye lind nevoja e:

A. marrjes né konsideraté vetém e disa ndryshoreve mé té réndésishme nga gjithé
bashkeésia.

B. transformimit té bashkésisé sé té dhénave né njé nénbashkési mé té vogél e cila
ruan informacionin e réndésishém té té dhénave fillestare.

Qasjet e zakonshme, né té dyja rastet, jané shumé té kushtueshme dhe jo praktike.
Nénhapésirat Krylov jané njé mjet i shkélgyer pér analizimin e rrjetave komplekse dhe
vlerésimin e nénhapésirés té réndésishme né probleme té reduktimit té pérmasave duke
u bazuar né vetité e tyre té:

ortogonalitetit,

minimizimit té mbetjeve,
konvergjencés sé shpejté
dhe menaxhimit té kujtesés.

Né kété disertacion nénhapésirat Krylov jané zbatuar né rrjeta komplekse dhe baza té
dhénash reale, gé pér mbajné dhjetéra mijéra elemente dhe ndryshore, pér té vlerésuar:

e matés té gendérsisé (Qendérsia eksponenciale, Estrada Index, Shpérndarja
probabilitare)

e komunikueshmérisg, lidhshmériné e elementeve

e analizén Laplasiane (Lidhshméria algjebrike, vektori Feidler)

e k-vlerat vetjake mé té médha dhe vektorét vetjaké pérkatés té matricave
pérfagésuese

o sfondit né imazhe/video me nivele té ndryshme zhurme.
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Bazuar né variante té iteracionit Arnoldi apo Lanczos, pérpunimi i té dhénat té rralla
dhe té médha, sidomos né rastin kur numri i ndryshoreve tejkalon numrin e vrojtimeve
(p > n), menaxhohet mé lehté se né rastin e metodave klasike si:

Analiza e komponentéve kryesoré (PCA)
SPCA

Pérafrimi Padé

Metoda Scaling & Squaring

Njé tjetér avantazh i metodave té nénhapésirés Krylov éshté se jané teknika lehtésisht
té paralelizueshme duke gené se bazohen kryesisht né veprimet e prodhimit matricé-
vektor, pérditésimin e vektoréve, prodhimin e brendshém (apo skalar), veprimet vektor
me vektor apo llogaritjen e vlerave vetjake dhe vektoréve vetjaké pérkatés pér matrica
tridiagonale apo trekéndore.
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Shtojca A

Metodat e nénhapésirés Krylov pér sistemet lineare - Kode né Matlab:
BiCGStab

function [x,error,fl,iter]=BiCGStab(A,b,tol,MaxIt,Kl,K2,x0)
%$Biconjugate Gradient Stabilized Method

$Inputet

% A -- matrica e sistemit

% b -- vectori i termave te lire

% tol -- toleranca ne gabim

% MaxIt -- Numri maksimal i iteracioneve

% x0 -- perafrimi fillestar

% K1 -- Matrica 1 e parakushtezimit

% K2 -- Matrica 2 e parakushtezimit

$Outputet

% x —-- zgjidhja e perafert e sistemit

% error -- gabimi metodes

% fl -- 1 metoda konvergjon 0 metoda nuk konvergjon
% iter -- numri i1 iteracioneve te konvergjences

error=0; % vleresimi fillestar
fl=false;
x=x0;
r=b-A*x;
rl=r;
sigma=1;
if (isempty (K1))
Kl=eye (length (A)); % kontrolli i parakushtezimit
end
if (isempty (K2))
K2=eye (length (A)) ;
end
for iter=1:MaxIt
rho=rl"'*r;

if (rho==0)
break

end

if (iter==1)

p=((K1*r) '*K2)';

else
beta = ( rho/rhol )*(alpha/sigma);
p = 1r + beta*(p-sigma*z);

end

z=A*p;

alpha=rho/ (rl'*z);

k=r-alpha*z;

if (norm(k)<tol) % kontrolli i pare 1 konvegjences
x=x+alpha*p;
res=norm (k) /norm(b) ;
break

end
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s=A*k;
sigma=(s'*k)/(s'*s);

x=xtalpha*p+sigma*k; % perafrimi perfundimtar
r=k-sigma*s;
error = norm(r)/norm(b);
if ( error <= tol ) % kontrolli i fundit 1 konvegjences
fl=true;
break
end
if ( sigma == 0 )
break
end

rhol=rho;

end

end

BiCG

function [x,error,fl,iter] = BiCG(x0,MaxIt,tol,A,b,K,restart)
%$Biconjugate Gradients Method

$Input

% A -- matrica e sistemit

% b -- vectori i termave te lire

% tol -- toleranca ne gabim

% MaxIt -- Numri maksimal i iteracioneve

% x0 -- perafrimi fillestar

% K -- Matrica e parakushtezimit

% restart -- parametri i1 ristartimit

%Outputet

% x -- zgjidhja e perafert e sistemit

% error -- gabimi metodes

% fl -- 1 metoda konvergjon 0 metoda nuk konvergjon
% iter -- numri i1 iteracioneve te konvergjences
for i=l:restart % vleresimi fillestar

iter=0;

fl=false;

b norm=norm(b) ;
if (b_norm==0)
b norm=1;
end
x=x0;
r=b-A*x;
rt=r;
error=norm(r) /b norm;
if (error<tol)
return
end
if (isempty (K))
K=eye (length(a)) ; % kontrolli i parakushtezimit
end
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for iter=1:MaxIt
z=K*r;
zt=K'*rt;
rho=z"'*rt;
if (rho==0)
break
end
if (iter==1)
p=z;
pt=zt;
else
beta = ( rho/rhol );
p = z + beta*p;
pt = zt + beta*pt;
end
k=A*p;
kt=A"'*pt;
alpha=rho/ (pt'*k);
x=x+alpha*p;
r=r-alpha*k;
rt=rt-alpha*kt;
error=norm(r) /b _norm;
if (error<tol)
fl=true;
break
end
rhol=rho;
end
end
end

FOM

function [X,R,H,Q]=FOM(A,b,x0)
$Full Orthogonalization Method
%$Kryen faktorizimin A=QHQ'

%Inputet

% A -- matrica e sistemit

% b -- vectori i termave te lire

3 x0 -- perafrimi fillestar

%Outputet

% Matrica ortogonale Q

% X -- zgjidhja e perafert e sistemit
% R -- matrica e mbetjeve

Matrica Hessenberg e siperme H

n=length (A); X=x0;
r=b-A*x0; R=r; rOnorm=norm(r);
Q(:,1)=r/rOnorm;
for k=1:n
v =A*Q(:,k);
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for j=1:k
H(3,k)=Q(:,3) "*v; v=v-H(J,k)*Q(:,7);

end
eO=zeros(k,1); e0(1l)=rOnorm; % zgjidhja e sistemit
y=H\e0; x= x0+Q*y;
X=[X x];
R=[R b-A*x];
if k<n
H(k+1,k)=norm(v); Q(:,k+1)=v/H(k+1,k);
end
end
end
ORM

function [x,error,fl,iter]=QMR(A,Db,tol,MaxIt,Kl,K2,x0)
%$Quasi Minimal Residual Method

$Inputet

% A -- matrica e sistemit

% b -- vectori i termave te lire

% tol -- toleranca ne gabim

% MaxIt -- Numri maksimal i iteracioneve

% x0 -- perafrimi fillestar

% K1 -- Matrica 1 e parakushtezimit

% K2 -- Matrica 2 e parakushtezimit

%Outputet

% x -- zgjidhja e perafert e sistemit

% error -- gabimi metodes

% fl -- 1 metoda konvergjon 0 metoda nuk konvergjon

% iter -- numri i iteracioneve te konvergjences
iter=0; % vleresimi fillestar

fl = false;
if (isempty (K1))
Kl=eye (length (A)); % kontrolli i parakushtezimit
end
if (isempty (K2))
K2=eye (length(a)) ;

end
b norm = norm( b );
if ( b norm == )
b norm = 1;
end
x=x0;
r =b - A*x;
error = norm( r ) / b norm;

if ( error < tol )
return;

end

v0 = r;

y = K1 \ vO0;
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rho
w0
Z:

x1

= norm( y );
= r;

K2' \ wO0;

= norm( z );

gamma = 1;

eta
the

for

= _]_;
ta = 0y

iter = 1:MaxIt

if ( rho == || xi == )
break;

v = v0 / rho;
y =y / rho;
w = w0 / xi;
z =z / xi;
delta = z'*y;
if ( delta == 0)
break;
end
y0 = K2 \ y;
z0 = K1'\ z;
if ( iter > 1 )
p = y0 - ( xi*delta / ep )*p;
g = z0 - ( rho*delta / ep )*q;
else

p = y0;
qg = z0;
end

p0 = A*p;

ep = q'*p0;

if (ep == 0)
break;

end

beta = ep / delta;

if ( beta == 0)
break;

end

v0 = p0 - beta*v;

y = K1 \ vO0;

rhol = rho;

rho = norm( vy );

wO = ( A'q ) - ( beta*w );
z = K2' \ wO0;

xi = norm( z );

gammal = gamma;

thetal = theta;
theta = rho / ( gammal*beta );
gamma = 1/sqrt( 1+ (theta”2));
if ( gamma == 0)
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break;
end
eta = -eta*rhol* (gamma”2) / ( beta* (gammal”2) );

if ( iter > 1 )

d = eta*p + (( thetal*gamma )"*2) *d;
s = eta*p0 + (( thetal*gamma )"2)*s;
else
d = eta*p;
s = eta*p0;
end
X = x + d; % perditesimi perafrimeve
r=r1r - s; % perditesimi mbetjeve
error = norm( r ) / b norm; % kontrolli i konvergjences
if ( error <= tol )
fl=true;
break;
end
end
end
GMRES
function

gmres]=modified GMRES (x0,MaxIt,tol,A,b,method,Kl,K2,restart)
Generalized Minimal Residual Method

Inputet
A -- matrica e sistemit
b -- vectori i termave te lire
tol -- toleranca ne gabim
MaxIt -- Numri maksimal i iteracioneve
method -- method = 1 per GMRES ortogonalizimin

e modifikuar te Gram-Schmidt
dhe method = 2 GMRES per sistemet komplekse.
restart -- parametri i ristartimit
x0 -- perafrimi fillestar
K1l -- Matrica 1 e parakushtezimit
K2 -- Matrica 2 e parakushtezimit
Outputet
gmres--—-grupi outputeve:
x —-- zgjidhja e perafert e sistemit
error -- gabimi metodes
fl -- 1 metoda konvergjon 0 metoda nuk konvergjon

0 0 A O O A O A A A O A A N A A N o o —

iter -- numri i1 iteracioneve te konvergjences

iter = 0; % vleresimi fillestar
fl = false;
if (isempty (K1))
Kl=eye (length(A)) ; % kontrolli i parakushtezimit
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end
if (isempty (K2))
K2=eye (length(d)) ;

end
b norm = norm( b );
if ( b norm == 0)
b norm = 1;
end
x=x0;
r =b-A*x;
error = norm( r ) / b norm ;

if ( error < tol )

return;
end
[~,n] = size (A);
m = restart;
V(l:n,l:m+l) = zeros(n,m+1l);
H(l:m+1l,1:m) = zeros(m+l,m);
cs(l:m) = zeros(m,1);

= zeros(m,1);

n(l:m)
el = zeros(n,1l);
el(l) = 1.0;

for iter = 1:MaxIt
r = b-A*x;

V(:,1) = r / norm( r );
s = norm( r )*el;
for 1 = 1:m

M= (K27 (-1)) * (K1~ (-1));

z=M*V (:,1);

w = A*z; % ort. Gram-Schmidt
for k = 1:1

H(k,i)= w'*V(:,k);

w=w - H(k,1)*V(:,k);

end
H(i+1l,i) = norm( w );
V(:,1+1) = w / H(i+1,1);
for k = 1:1-1
lambda = c¢cs(k)*H(k,i) + sn(k)*H(k+1,1);
% zbatimi i rrotullimit Givens
H(k+1,i) = -sn(k)*H(k,i) + cs(k)*H(k+1,1);
H(k, 1) = lambda;
end
if (method==2)

delta=sqgrt (H(i,i)"2+H(i+1,1)"2);
if (abs(H(i,1))<abs(H(i+1,1)))
mu=H(i,1)/H(i+1,1);
tao=mu/abs (mu) ;
cs(i)=abs(H(i,1))/delta;
sn(i)=abs (H(i+1l,1)) *tao/delta;
else
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mu=H (i+1,1) /H(i,1);
tao=mu/abs (mu) ;
cs(i)=abs(H(i,1))/delta;
sn(i)=abs (H(i+1l,1))*tao/delta;
end
else
delta=sqrt (H(i,1i)"2+H(i+1,1)"2);
cs(i1)=H(i,1)/delta;
sn(i)=H(i+1,1i)/delta;

end
lambda = cs(i)*s(i); % perafrimi normes se mbetjeve
s(i+l) = -sn(i)*s(i);
s (i) = lambda;
H(i,i) = cs(i)*H(i,i) + sn(i)*H(i+1,1);
H(i+1l,i) = 0;
error = abs(s(i+l)) / b _norm;

if ( error <= tol )

y = H(l:1i,1:1) \ s(l:1i);
= x + V(:,1:1)*y;
break;

X

end
end

if ( error <= tol )
break;

end

y = H(l:m,1:m) \ s(l:m);

x =x + V(:,1:m)*y; % perditesimi i perafrimeve
r = b-A*x; % perditesimi mbetjeve
s(i+l) = norm(r);
error = s(i+l) / b_norm; % kontrolli i konvergjences
if ( error <= tol )
break;

end

end

if ( error > tol )
fl = true;
end
gmres={x,error,fl,iter};
end

MINRES

function [x,error,fl,iter]=MINRES (A,b,tol,MaxIt,K1l,K2,x0)

% Minimum Residual Method

$Inputet

% A -- matrica e sistemit

% b -- vectori i termave te lire

% tol -- toleranca ne gabim

% MaxIt -- Numri maksimal i iteracioneve
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x0 -- perafrimi fillestar

% K1 -- Matrica 1 e parakushtezimit

% K2 -- Matrica 2 e parakushtezimit

%$Outputet

% x -- zgjidhja e perafert e sistemit

% error -- gabimi metodes

% fl -- 1 metoda konvergjon 0 metoda nuk konvergjon

% iter -- numri i iteracioneve te konvergjences
iter=0; % vlieresimi fillestar

fl = false;
if (isempty (K1))
Kl=eye (length(Ad)); % kontrolli i parakushtezimit
end
if (isempty (K2))
K2=eye (length(a)) ;

end
K=K1*K2;

b norm = norm( b );
if ( b _norm == )
b norm = 1;

end

x=x0;

r = b - A*x;

error = norm( r ) / b norm;

if ( error < tol )
return;

end

[~,n] = size(h);

b 1=M\b;

1 1=A*b 1;

u l=sqgrt(b 1'*1 1);

1 1=1 1/u 1;

b 1=b 1/u 1;

V = zeros(n,n);

W = zeros(n,n);

beta = zeros(n,1);

lambda = zeros(n,1);

sigma = zeros(n,1l);

V(:,1)=b-A*x;
beta(l)=norm(V(:,1));
new=beta (1) ;
lambda (1)=1;
sigma (1)=0;
sigma0=0;v0=0;w0=0; lambda0=0;w_1=0;
for iter = 1:MaxIt
r=b-A*x;
for i=1l:n-1
if (i>1)
sigmalO=sigma (i-1);
w0=K1/W(i-1);
v0=K2/V (i-1);
lambdaO=lambda (i-1) ;
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end

if

end
end

(

end
if (i>2)
w 1=W(i-2);

end
V(:,1)=(1/beta(i))*V(:,1);
alpha=V(:,1) "*A*V(:,1);
V(:,1+1)=A*V(:,1)-alpha*V(:,1)-beta (i) *v0;
beta (i+1)=norm(V(:,i+1));
delta=lambda (i) *alpha-lambdaO*alpha*beta (i) ;
rol=sqgrt (delta”2+beta (i+l) "2);
ro2=sigma (i) *alphat+lambdaO*lambda (i) *beta (1) ;
ro3=sigmaO*beta (i) ;
lambda (i+1)=delta/rol;
sigma (i+1)=beta (i+1) /rol;
W(:,1)=(V(:,1)-ro3*w_1-ro2*w0) /rol;
x=x+lambda (i+1) *new*W(:,1); % perditesimi i perafrimeve
rl=abs (sigma (i+1)) *r;
error=norm(rl) /b norm;
if ( error <= tol ) % kontrolli i konvergjences

break;

end
new=-sigma (i+1) *new;

end

error <= tol )

fl

= true;

break;
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Shtojca B

Algoritmi i vlerésimit té eksponencialit t& matricés simetrike sé fqinjésisé A bazuar
né iteracionin standard Lanczos:

Hapi 1. Zgjidhet vektori fillestar v, = ¢ / ||70||2, vendos f1 = 0,vo = 0
Hapi 2. Pérj = 1,2,...,m kryej

Hapi 3. w; = Avj— BV

Hapi4. a5 =t;; = (w,vy)

Hapi 5. w; =w;j— a

Hapi 6. By =t -1 = llwjll2

Hapi 7. Né qofté sé p;,, = 0 atéheré Ndal

Hapi8. vy = wi/Bjs

Hapi 9. Fund

Hapi 10. Vleréso exp(A) = V;, exp(T;) VX

Algoritmi i rifilluar i Lanczos pér pérafrimin e f(A)b:

Inputet: Funksioni i matricés f, matrica simetrike A, vektori b, nénhapsira Krylov me
pérmasé m dhe vlera maksimale e parametrit té rifillimit Itmax.
Hapi 1. Pércakto B2 = ||bll,, v, = b/B® ., p1 =B fu =0
dhe parametrin e rifillimit k = 0.
Hapi 2. Derisa k < Itmax dhe nuk konvergjon
Hapi 3. Vendosk =k + 1
Hapi 4. Zgjero zbérthimin standard té Lanczos: AV,,(l"") V("")T(") + B,Sf) ,ﬁ‘ilem pér K, (A, v
TRy ® — y©p

4 m+1

Hapi 5. Kryej zbérthimin e vlerave vetjake'

k .
ku DS = diag(u{”, ud, ..., u$)

Hapi 6. Vleréso funksionin e rifillimit G, = g, (D).

Hapi 7. Pérditéso funksionin e matricés: fi, = fi + peV. Y6, [Y ] Te,
Hapi 8. Vendos pyx4+1 = pifm

Hapi 9. Fund

Outputi: Pérafrimi i f;.

Matrica Y(k) ka vektorét vetjaké té normalizuar té matricés tridiagonale Trg‘) si shtylla

té saj dhe #(k) péri = 1,2,...,m jané vlerat vetjake té T,Elk).

Funksioni i rifillimit g, vlerésohet duke pérdorur funksionin e matricés f, matricén
diagonale D, parametrat ai(j) = [e,(,{)]TY,f{)ei(j) dhe yi(j) = [e1<f>]Ty,£{'>e§f) pérj <k

dhe i = 1,2, ...,m dhe vlerat e méparshme g; (uf’))
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Sé pari, funksioni i rifillimit niset nga f (D) dhe nuk ndryshon né rast se parametri i
rifillimit éshté 1. Mé pas nése k > 1 dhe pérj = 1,2,..,k — 1, gD fillimisht vendoset
zero dhe péri = 1,2, ..., m vlera e pérditésuar éshté:

gD = gD + ai(j)yi(j) (old_gD — Jj (,ugj))) / (D - ,ui(j)).

Né pérfundim té ciklit Pér né lidhje me ndryshoren e kontrollit i, vendoset old_gD =
gD dhe né pérfundim té ciklit Pér né lidhje me ndryshoren e kontrollit j, jepet vlera

gk(D) = gD.

Matés té tjeré té gendérsisé sé kulmeve:
e Qendérsia e fuqisé pér kulmin i, e dhéné nga barazimi:
Ca() =d@) =1[A-1];
ku 1 éshté vektor mé té gjithé komponentét njésha.

e Qendérsia e aférsisé sé kulmit i me pjesén tjetér té rrjetés éshté:

n—1
CC ) = e VBN
® Zj#14(0))
ku d(i,j) éshté largésia midis kulmeve i dhe j, si pér shembull, gjatésia e shtegut mé
té shkurtér midis kulmeve i dhe j.

e Qendérsia e ndérmjetésisé pér kulmin i, jepet nga barazimi:

. 0 ()

BC()) = Tjrizk—5—
Jjk

Ku gj, Eshté numri total i shtigjeve mé té shkurtér midis kulmeve j dhe k dhe gjy, (i)

éshté numri i kétyre shtigjeve mé té shkurtér qé kalojné nga kulmi i.

e Qendérsia Page Rank e kulmit i jepet né ményré rekursive:

. PR(j
PR() = Z(j1G:iy <8y g0

Algoritmi  LMSVD (Limited Memory Singular Value Decompozition) i
disponueshém si njé direktori e Matlab dhe mund té shkarkohet né
https://www.caam.rice.edu. Ky algoritém pérshpejton procedurén e zbérthimit
SVD gjaté analizés s€ komponentéve Kryesoreé:

Inputet: Matrica X, dhe k numri fillestar i komponentéve. Jep vlerat fillestare W =
Ww© e pprky = y© = xw©® dhem =i = 0;
Hapi 1. Derisa “nuk konvergjon” kryej

[*Optimizimi i Nénhapésirés né Bllok*/
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Hapi 2. Llogarit Py, dhe kryej stabilizimin e matricés sipas Teknikés 1;
Hapi 3. Llogarit P, me té njéjtén ményré fshirjeje té shtyllave si pér Py ;
Hapi 4. Llogarit zbérthimin e vlerave vetjake t&¢ P%, Py, = Uy Ay UL,
Hapi 5. Kryej Teknikén 2 té stabilizimit pér té tkurrur Ay, dhe Uy;
1

Hapi 6. Llogarit R = RY == [y®, P, U, A 7]

dhe zbérthimin e vlerave vetjake té RTR;
Hapi 7. Vleréso V e cila pérbéhet nga k vektorét vetjaké kryesor t& RTR;
Hapi 8. Llogaritni iteracionin e ndérmjetém W® = QV

dhe Y® = RV (e cila éshté e barabarté me XW (1)

[*Iteracion i kryer njékohésisht*/

Hapi 9. Llogarit WD € orth(XTYW) dhe YD = xw (+D;
Hapi 10. Rrit ndryshoren i, pérditéso m, W dhe Y, dhe vazhdo.
Outputi: U, A, dhe V.
Theksojmé se me shkronja té médha dhe Bold jané shénuar matricat bllok.

Né hapin 2 matrica e vlerésuar nga:
P, = PP = (1 —wOW O [Wi-D, wi-2) ... yi-m]

me pérmasa p X (k - s) stabilizohet duke pérdorur Teknikén 1 e cila fshin shtyllat e P,
té cilat kané normé Euklidiane poshté njé pragu €; > 0.

Matrica e vlerésuar si:
P, = PO = [yU-D, ... y=m)] _ y O O)T)[w -0, w2, ... yi-m)]

né hapin 3 i nénshtrohet té njéjtit proces fshirje té shtyllave gé jané fshiré né P,,. Mbas
zbérthimit né hapin 4, zbatohet njé tjetér tekniké stabilizimi (Teknika 2) mbi Ay, dhe
Uy, € cila fshin vlerat vetjake dhe shtyllat pérkatése qé jané mé pak se €, > 0. Né hapin

8 Q=QT(,?EOTth(Wn(1i)) éshté njé bazé ortonormale e nénhapésirés S® ==
span{W @, W=D ... w=m} me njé strukturé té nénhapésirés Krylov ne Bllok, e
tille qé matrica W € S@ shprehet si W = QV dhe ndértohet si Q = Q" =
(WO, Py UyA, ).

Algoritmi Krylov PCA 1 vlerésimit té pérmasés sé nénhapérsirés kryesore
(dominante) dhe komponentéve kryesoré:

Hyrje: Matrica e transpozuar e t€ dhénave X,,.,, zhurma o, parametri C,, dhe toleranca e
Hapi 1. Vendos IC = zeros(p,1), Q =[],k = 1 dhe m = log(p) /\e

Hapi 2. Llogarit normén ¢ = n—lz X% — 270 IX|1Z + po?

Hapi 3. Pérk = 1,2, ..., p krygj

Hapi 4. Gjenero njé vektor té rastit v, me ||vg|l, = 1
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Hapi 5. K =~ [Xve, XXT)Xv, .. (XXT)™ X, ]

Hapi 6. Q = orth([Q,K]),Q = Q(:,1:k)

Hapi 7. T =~ Q"XX"Q

Hapi 8. Zbato zbérthimin e vlerave vetjake: [V, 0] = eig(T)
Hapi 9. IC(k) = n($ — X, (6; — 0)?) — ¢, L=
Hapi 10. Né qofté se (k > 1) dhe IC(k) > IC(k — 1)) atéheré
Hapi 11. Ndalo;

Hapi 12. Fund

Hapi 13. Fund

Outputi: Pérmasa e vlerésuar e nénhapésirés kryesore q = k — 1 dhe QV, e cila
pérmban vektorét vetjaké té pérafruar si shtylla.
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