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PERMBLEDHJE

Né kapitullin e paré jané paragitur disa nocione bazé né gjysmégrupet ternare. Tregohet qé ¢do gjysmégrup i
zakonshém mund té shndérrohet né njé gjysmégrup ternar dhe gé e anasjellta né pérgjithési nuk éshté e vérteté. Kétu
shtrihen shumé koncepte té gjysmégrupeve té zakonshém si néngjysmégrupi, njéshi, elementi idempotent etj.
Gjithashtu éshté dhéné koncepti i pothuajse néngjysmégrupit ternar. Tregohet gé bashkimi i dy pothuajse
néngjysmégrupeve ternare éshté pothuajse néngjysmégrup ternar dhe gé prerja e dy pothuasje néngjysmégrupeve
ternare né pérgjithési nuk éshté pothuajse néngjysmégrup ternar. Jepet koncepti i idealit, pothuajse idealit dhe
pothuasje idealit té brendshém né gjysmégrupet ternare. Tregohet gé bashkimi i dy pothuajse idealeve (pothuajse
idealeve té brendshém) éshté pothuajse ideal (pothuajse ideal i brendshém) dhe qé prerja e dy pothuasje idealeve
(pothuasje idealeve té brendhém) né pérgjithési nuk éshté pothuajse ideal (pothuajse ideal i brendshém)..

Né kapitullin e dyté jepet nocioni i kuazi-idealit dhe bi-idealit né njé gjysmégrup ternar. Kétu paragiten disa kushte
té nevojshme dhe té mjaftueshme né lidhje me kuazi-idealet dhe bi-idealet. Gjithashtu pérkufizohet pothuajse kuazi-
ideali dhe pothuajse bi-ideali. Tregohet qé bashkimi i dy pothuajse kuazi-idealeve (pothuajse bi-idealeve) éshté
pothuajse kuazi-ideal (pothuajse bi-ideal) dhe gé prerja e dy pothuasje kuazi-idealeve (pothuasje bi-idealeve) né
pérgjithési nuk éshté pothuajse kuazi-ideal (pothuajse bi-ideal). Gjithashtu tregohet gé ¢do shtrirje e njé pothuasje
kuazi-ideali (bi-ideali) éshté pothuajse kuazi-ideal (bi-ideal).

Né kapitullin e treté paragitet koncepti i 7-gjysmégrupit ternar si dhe ai i idealit, kuazi-idealit dhe bi-idealit qé
shtrihen natyreshém né kéto gjysmégrupe. Gjithashtu jepen disa kushte té nevojshme dhe té mjaftueshme né lidhje mé
idealet, kuazi-idealet dhe bi-idealet né 7=gjysmégrupet ternare. Gjithashtu kétu paragiten dhe relacionet e Grinit né
njé 7-gjysmégrup ternar.

Né kapitullin e fundit paragiten kuazi-idealet dhe renditja e pjesshme né njé I'—gjysmégrup té rregullt. Mé tej
pércaktohet mbéshtjellésja e njé I'—gjysmégrupi té rregullt si dhe do jepen disa veti bazé té mbéshtjelléses. Gjithashtu
né kété pjesé té fundit kemi ngritur dhe disa probleme gé lindin natyrshém né lidhje me mbéshtjellésen.

Fjalé kyce: Gjysmégrup Ternar; ldeal; Kuazi-ldeal; Bi-ldeal; 7-Gjysmégrup Ternar; I-gjysmégrup i Rregullt;
Bashkésia Sandui¢ ; Mbéshtjellése.

ABSTRACT

The first chapter presents some basic notions in ternary semigroups. It is shown that any ordinary subsemigroup can
be transformed into a ternary subsemigroup and that the reverse is generally not true. Here lie many concepts of
ordinary semigroups such as subsemigroup, identity, idempotent element, etc. The concept of almost ternary
subsemigroup is also given. It is shown that the union of two almost ternary subsemigroups is almost ternary
subsemigroup and that the intersection of two almost ternary subsemigroups is generally not almost a ternary
subsemigroup. The concept of ideal, almost ideal and almost internal ideal is given in the ternary semigroups. It is
shown that the union of two almost ideals (almost internal ideals) is an almost ideal (almost internal ideal) and that
the intersection of two almost ideals (almost internal ideals) is generally not an almost ideal (almost internal ideal).
In the second chapter the notion of quasi-ideal and bi-ideal in a ternary semigroup is given. Here are some necessary
and sufficient conditions regarding quasi-ideals and bi-ideals. It is also defined an almost quasi-ideal and almost bi-
ideal. It is shown that the union of two almost quasi-ideals (almost bi-ideals) is an almost quasi-ideal (almost bi-ideal)
and that the intersection of two almost quasi-ideals (almost bi-ideals) is generally not an almost quasi-ideal (almost
bi-ideal). It is also shown that any extension of an almost quasi-ideal (almost bi-ideal) is an almost quasi-ideal
(almost bi-ideal).

The third chapter presents the concept of a /=ternary semigroup as well as that of the ideal, quasi-ideal and bi-ideal
that lie naturally in these subsemigroups. Also some necessary and sufficient conditions are given regarding ideals,
quasi-ideals and bi-ideals in 7-ternary semigroups. Also here are presented Green's relations in a /-ternary
semigroup.

The last chapter presents quasi-ideals and the partial order in a /-regular semigroup. The enlargement of a 7-regular
semigroup is further defined and some basic properties of an enlargement will be given. Also in this last part we have
raised some problems that arise naturally regarding the enlargement.

Keywords: Ternary Semigroup; ldeal; Quasi-ldeal; Bi-ldeal; 7-Ternary Semigroup; 7-Regular Semigroup;
Sandwich Set; Enlargement.



HYRJE

Teoria e gjysmégrupeve njihet si njé ndér teorité mé té réndésishme né algjebrén abstrakte e cila
gjen zbatime té shumta kryesisht né shkencat kompjuterike e veganérisht né Elektroniké. Termi
"gjysmégrup” u shfaq pér heré té paré né literaturén matematike né librin e J. -A. de Séguier’s,
Eléments de la Théorie des Groupes Abstraits (Paris, 1904) dhe artikulli i paré mbi gjysmégrupet
u publikua nga L. E. Dickson né 1905 e megjithaté teoria e gjysmégrupeve né té vérteté nisi né
1928 me botimin e njé artikulli me réndési themelore nga A. K. Suschkeitsch.

Né teoriné e gjysmégrupeve njé réndési té vecanté kané nénstrukturat. Kétu pérmendim
néngjysmégrupin si nénstrukturé bazé e njé gjysmégrupi, idealin, kuazi-idealin dhe bi-idealin té
cilat trajtohen gjerésisht né kété punim. Qéllimi i kétij disertacioni éshté thellimi mé tej né studimin
e disa klasave gjysmégrupesh si gjysmégrupet ternare, I'-gjysmégrupet ternare dhe TI'-
gjysmégrupet ternare té rregullit.

Ky punim éshté i ndaré né katér kapituj. Né kapitullin e paré jepen disa koncepte elementare né
lidhje me gjysmégrupet ternare. Kapitulli éshté i ndaré né katér paragrafe. Né paragrafin e paré
paragiten disa pérkufizime bazé si ai i gjysmégrupit ternar, néngjysmeégrupit ternar, pothuajse
néngjysmeégrupit ternar, njéshit dhe elementit idempotent. Gjithashtu paragiten disa veti bazé té
gjysmégrupeve ternare. Né kété paragraf tregohet gqé cdo gjysmégrup i zakonshém mund té
shndérrohet né njé gjysmégrup ternar dhe gé e anasjellta né pérgjithési nuk éshté e vértéte.
Gjithashtu tregohet gé bashkimi i dy pothuajse néngjysmégrupeve ternare éshté pothuajse
néngjysmégrup ternar dhe gé prerja e dy pothuajse néngjysmégrupeve ternare né pérgjithési nuk
éshté pothuajse néngjysmégrup ternar. Né paragrafin e dyté paragitet koncepti i idealit, pothuajse
idealit dhe pothuajse idealit té brendshém. Edhe kétu tregohet qé bashkimi i dy pothuajse idealeve
(pothuajse idealeve té brendshém) éshté pothuajse ideal (pothuajse ideal i brendshém) dhe gé
prerja e dy pothuajse idealeve (pothuajse idealeve té brendshém) né pérgjithési nuk éshté pothuajse
ideal (pothuajse ideal i brendshém). Mé tej tregohet gé ¢do shtrirje e pothuajse idealit (pothuajse
idealit t& brendshém) éshté pothuajse ideal (pothuajse ideal i brendshém). Né paragrafin e treté
jepen relacionet e Grinit £, R, H,D, 7 né gjysmégrupet ternare. Né paragrafin e fundit trajtohen

disa ¢éshtje té réndésishme lidhur me gjysmégrupet ternare té rregullt.



Né kapitullin e dyté jepet koncepti i kuazi-idealit, kuazi-idealit minimal, pothuajse kuazi-idealit,
bi-idealit dhe pothuajse bi-idealit né gjysmégrupet ternare. Kétu trajtohen disa veti bazé té kétyre
nénstrukturave. Tregohet gé bashkimi i dy pothuajse kuazi-idealeve (pothuajse bi-idealeve) éshté
pothuajse kuazi-ideal (pothuajse bi-ideal) dhe qé prerja e dy pothuajse kuazi-idealeve (pothuajse
bi-idealeve) né pérgjithési nuk éshté pothuajse kuazi-ideal (pothuajse bi-ideal). Gjithashtu tregohet
edhe kétu qé cdo shtrirje e pothuajse kuazi-idealit (pothuajse bi-idealit) éshté pothuajse kuazi-ideal
(pothuajse bi-ideal).

Kapitulli i treté trajton disa karakterizime té réndésishme té I'-gjysmégrupeve ternare. Shumé
koncepte dhe pohime té I'-gjysmégrupeve shtrihen natyrshém né I'-gjysmégrupet ternare. Kétu
trajtohen idealet, kuazi-idealet, bi-idealet, relacionet e grinit dhe kongruencat né I'-gjysmégrupet
ternare.

Né kapitullin e fundit paragiten kuazi-idealet dhe renditja e pjesshme né njé I' —gjysmégrup té
rregullt. Mé tej pércaktohet mbéshtjellésja e njé I' —gjysmégrupi té rregullt si dhe jepen disa veti
bazé té mbéshtjelléses. Gjithashtu né kété pjesé té fundit ngrihen dhe disa probleme gé lindin

natyrshém né lidhje me mbéshtjellésen.
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KAPITULLI 1
KONCEPTE ELEMENTARE

Né pjesén e paré té kétij kapitulli paragiten disa koncepte bazé mbi gjysmégrupet ternare. Njé
gjysmégrup ternar pérkufizohet né ményré té ngjashme me gjysmégrupin e zakonshém (binar) dhe
vihet re gqé shumé nocione dhe rezultate mbi gjysmégrupet e zakonshém shtrihen natyrshém né

gjysmégru pet ternare.

1.1 PERKUFIZIME BAZE

Njé operacion ternar né njé bashkési S éshté njé pasqyrim i SxSxS né S ku SxSxS éshté bashkésia
e té gjitha tresheve té radhitura me elementé nga S. Nése pasqyrimi shénohet (-), imazhi né S i
elementit (a, b, ¢) t&€ SxSxS (a, b dhe ¢ né S) do té shénohet a- b- c. Ne shpesh do té shénojmé abc
névendté a-b-c.

Njé grupoid éshté njé sistem S(-) gé konsiston né njé bashkési jo-boshe S sé bashku me njé
operacion ternar (-) né S. Ne shpesh do té shkruajmé S né vend té S(-) kur nuk ka ngatérresa.
Njé operacion i pjesshém ternar né njé bashkési S éshté njé pasqyrim i njé nénbashkésie jo-boshe
té SxSxS né S. Me grupoid té pjesshém do té kuptojmé njé sistem S(- ) gé konsiston né njé bashkési

jo-boshe S sé bashku me njé operacion té pjesshém ternar (-) né S.

PERKUFIZIM 1.0.[1] Njé gjysmégrup ternar éshté njé bashkési jo-boshe S sé bashku me njé

operacion ternar i cili ka vetiné e shogérimit:
(abc)de = a(bcd)e = ab(cde)
pér¢do a,b,c,d,e néS.

Le té japim tani disa shembuj gjysmégrupesh ternare.

SHEMBULL 1.1. Bashkésia e matricave katrore t& rendit t& dyté M, = {[? ZJ ‘a,b,c,d

jané né R} éshté gjysmégrup ternar né lidhje me shumézimin e matricave.

SHEMBULL 1.2. Bashkésia e numrave realé R &shté gjysmégrup ternar né lidhje me

shumézimin e numrave realé.



SHEMBULL 1.3. Bashkésia {e, a, b, ¢} éshté gjysmégrup ternar né lidhje me operacionin t&

pércaktuar xyz = (x * y) * z ku operacioni * pércaktohet me ané té tabelés:

*le a b c
eleab c
alaec b
b ce a
cl|Cc b a e

Cdo gjysmégrup i zakonshém mund té reduktohet né njé gjysmégrup ternar. E anasjellta né

pérgjithési nuk Eshté e vérteté. Kéte gjé e tregon shembulli mé poshté.

SHEMBULL 1.4.[21] Bashkésia {—i,0,i} éshté gjysmégrup ternar né lidhje me shumézimin e

numrave kompleks€ dhe nuk éshté gjysmégrup binar né€ lidhje me kété€ shumézim.

Le té japim tani nocionin e néngjysmégrupit ternar i cili éshté¢ i ngjashém me até té

néngjysmégrupit té zakonshém.

PERKUFIZIM 1.5. [21] Njé nénbashkési jo-boshe T e gjysmégrupit ternar S quhet

néngjysmégrup ternar i S né qofté¢ sea € T,b € T dhe ¢ € T sjellin abc € T.

Mé poshté€ paraqiten disa pohime t€ ngjashme me ato te gjysmégrupet e zakonshém.

PoOHIM 1.6. Prerja e ¢do bashkésie néngjysmégrupesh ternare té gjysmégrupit ternar S 0Se
éshté boshe ose éshté néngjysmégrup ternar i S.
VERTETIM. Le t& jeté (T;)i; njé bashkési ¢farédo jo-boshe néngjysmégrupesh ternare té

gjysmégrupit ternar S dhe a, b, c € N;o; T;. Q€ kétej a, b, ce T; pér ¢do i e I dhe késhtu abce T;
pérc¢do iel. Kjo do té thoté€ q€ abce N T;-

POHIM 1.7. Le té jeté A njé nénbashkési jo-boshe e gjysmégrupit ternar S. Atéheré, prerja e té

gjithé néngjysmégrupeve ternare té S qé pérmbajné A (veté S éshté njé i tillé) éshté néngjysmégrup



ternar < A > 1S gé pérmban A dhe pérmbahet né ¢cdo néngjysmégrup tjietér ternar té S gé pérmban
A.

VERTETIM. Le t& jeté (T;);.; njé bashkési ¢farédo néngjysmégrupesh ternare t& S t& tillé qé
AcC T; pércdo i € I. Eshté e qarté q¢ A < N;e; T; dhe nga Pohimi 1.6 kemi qé¢ N;c; T; éshté
gjithashtu néngjysmégrup ternar 1 S. Le t€ jeté tani T njé né€ngjysmégrup ternar ¢farédo i S qé

pérmban A. Eshté e qarté q& T = T;, pér ndonjé iy € I. Késhtu Ny, T; < T.

Néngjysmégrupi ternar < A > quhet néngjysmégrup ternar i S i gjeneruar nga A. Né qofté se
< A > = S atéheré A quhet bashkési gjeneratorésh e S.
Le té€ japim tani nocionin e elementit t& thjeshtueshém, gjysmégrupit ternar ndérrimtar dhe qendrés

s€ njé gjysmégrupi ternar.

PERKUFIZIM 1.8.[2] Njé gjysmégrup ternar S quhet:

(i) majtas i thjeshtueshém né qofté se abx = aby sjell x = y pér ¢cdo a, b, x,y né S
(ii) djathtas i thjeshtueshém né qofté se xab = yab sjell x = y pér ¢cdo a, b, x,y né S
(iii) lateral i thjeshtueshém né qofté se axb = ayb sjell x = y pér¢do a,b,x,y né S

(iv) i thjeshtueshém né qofié se S éshté majtas, djathtas dhe lateral i thjeshtueshém.

PERKUFIZIM 1.9. Tre elementé a, b dhe c té gjysmégrupit ternar S thuhet se pérkémbehen me

njéri-tjetrin né qofté se abc = bca = cab = bac = acb = cba. Njé gjysmégrup ternar S quhet

ndérrimtar né qofté se ¢do tre elementé té tij pérkémbehen me njéri-tjetrin.

PERKUFIZIM 1.10. Njé element i gjysmégrupit ternar S i cili pérkémbehet me ¢do dy elementé

té tij quhet element gendror i S. Bashkésia e té gjithé elementéve gendroré té S quhet gendér e S

dhe shénohet Z(S).

Pohimi mé poshté tregon qé gendra e njé gjysmégrupi ternar éshté néngjysmégrup ternar i tij.

POHIM 1.11. Qendra Z(S) e gjysmégrupit ternar S ose éshté boshe ose éshté néngjysmégrup

ternari S.



VERTETIM. Supozojmé qé Z(S) # @ dhe le té jené a, b, ¢ € Z(S). Pér ¢do dy elementé x,y €

S, (abc)xy = ab(cxy) = ab(xcy) = ab(xyc) = a(bxy)c = a(xby)c = a(xyb)c =
(axy)bc = (xay)bc = (xya)bc = xy(abc). Né ményré té ngjashme tregohet qé y(abc)x =
x(abc)y = (abc)yx = yx(abc). Késhtu abc € Z(S).

Mé poshté do shohim pérkufizimin e njéshit dhe zeros sé njé gjysmégrupi ternar.

PERKUFIZIM 1.12. [2] Njé element e i gjysmégrupit ternar S quhet:
(i) njésh i majté i S né qofié se eea = a pér ¢do a né S

(ii) njésh i djathté i S né qofté se aee = a pér ¢do a né S

(iii) njésh lateral i S né qofté se eae = a pér ¢do a né S

(iv) njésh i dyanshém i S né qofié se e éshté njésh i majté dhe i djathté i S

(v) njésh i S né qofié se e éshté njésh i majte, i djathté dhe lateral i S.

PERKUFIZIM 1.13.[21] Njé element z i gjysmégrupit ternar S quhet zero e S né qofié se zab =

zza = zaz = azb = abz = azz = z pér ¢do a,b né S.

Le té japim tani njé shembull gé ilustron dy perkufizimet mé sipér.

SHEMBULL 1.14.[21] N& intervalin e mbyllur I = [0, 1] pércaktojmé xyz = min(x, y, z) ku
x,y,z € 1. T¢ tregojmé qé 0 &shté elementi zero dhe 1 &€shté njéshi 1 I. Pér ¢do x € I, 1xx =
min{l,x,x} = x, x1x = min{x, 1,x} = x, xx1 = min{x, x,1} = x, 11x = min{1,1,x} = x,
1x1 = min{1, x, 1} = x dhe 1xx = min{1, x, x} = x. Gjithashtu, pér ¢do x, y € I kemi qé Oxy =
min{0,x,y} =0, x0y = min{x,0,y} = 0, xy0 = min{x,y,0} = 0, x00 = min{x, 0,0} = 0,
0x0 = min{0,x,0} = 0 dhe x00 = min{x, 0,0} = 0.

POHIM 1.15. [21] Le té jeté X njé bashkési ¢farédo dhe (0) njé operacion ternar né X i tillé qé
X0yoz=zpér¢dox,y,znéX. Atéheré X éshté gjysmégrup ternar né lidhje me operacionin
(0).

VERTETIM. (xoyoz)ouow=zouow=w, xo(yozou)ow=xouow =w dhe

xoyo(zouow)=xo0yow =wpérgdox,y,z,uwnékX.



Gjysmégrupi ternar X (o) quhet zero gjysmégrup ternar i djathté né X.

Né ményré té ngjashme vértetohet pohimi:

POHIM 1.16. [21] Le ¢ jeté X njé bashkési ¢farédo dhe (%) njé operacion ternar né X i tillé

qgé x xy * z=x pér ¢do x,y,z né X. Atéheré X éshté gjysmégrup ternar né lidhje me

operacionin (x).

Gjysmégrupi ternar X (x) quhet zero gjysmégrup ternar i majté né X.

PERKUFIZIM 1.17. Njé gjysmégrup ternar S me elementin zero 0 quhet zero ose nul gjysmégrup

ternar né qofté se abc = 0 pér ¢do a, b dhe c né S.

POHIM 1.18. [21] Le té jeté S njé zero gjysmégrup ternar i majté. Atéheré S éshté djathtas i
thjeshtueshém.
VERTETIM. Le té jené a, b, x, y né S t& tillé qé xab = yab. Meqgenése S &shté zero gjysmégrup

ternar i majté xab = x dhe yab = y. Késhtu x = y.

Né ményré t&€ ngjashme vértetohet pohimi:

POHIM 1.19. [21] Le té jeté S njé zero gjysmégrup ternar i djathté. Atéheré S éshté majtas i

thjeshtueshém.

Le t€ jet€ S nj€ gjysmégrup ternar ¢cfarédo dhe 1 njé element i fiksuar 1 S. E shtrijmé operacionin
ternar t€ S né S U 1 duke pércaktuar 111 = 1 dhe 11a = 1al = all = a pér¢do a né S. N¢ kété
ményr€ S i kemi atashuar njéshin 1. Né ményré té ngjashme S i atashojmé elementin zero 0 duke

pércaktuar 000 = Oab = a0b = ab0 = 0 pér ¢do a, b, c né S. Késhtu kemi shénimet:

st = { S ngs S ka njésh S0 = { S ngs S ka zero
SU1l ndryshe SUO0 ndryshe.

PERKUFIZIM 1.20. [21] Njé element e i gjysmégrupit ternar S quhet idempotent né qofté se

eee = e. Njé gjysmégrup ternar S quhet idempotent né qofté se ¢do element i tij éshté idempotent.

Eshté e qarté qé zeroja éshté njé element idempotent. E anasjellta né pérgjithési nuk éshté e vérteté.
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Bashkésité {0}, {1} dhe {e} ku e éshté idempotent, jané néngjysmégrupe ternare té S.

POHIM 1.21. [21] Le té jeté e njé element idempotent i gjysmégrupit ternar S majtas té
thjeshtueshém. Atéheré e éshté njésh i majté i S.
VERTETIM. Pér¢doa € S, eea = eeeeecea dhe meqenése S &shté majtas i thjeshtueshém kemi

g€ a = eeeea dhe megenése eee = e rrjedh qé€ a = eea.

Né ményré té ngjashme vértetohet pohimi:

POHIM 1.22. [21] Le t jeté e njé element idempotent i gjysmégrupit ternar S djathtas té

thjeshtueshém. Atéheré e éshté njésh i djathté i S.

PERKUFIZIM 1.23. [1] Njé gjysmégrup ternar G quhet grup né qofié se pér ¢do tre elementé

té dhéné a, b dhe c té G, ekzistojné elementét e vetém x,y dhe z té G (¢ tillé gé abx = c,ayb = c

dhe zab = c.

Né qofté se G &shté njé grup, atéheré G° = G U {0} &shté gjysmégrup. Ne do ta quajmé

gjysmégrupin e formuar né kété€ ményré 0 —grup 0se grup-me-zero.

POHIM 1.24. Njé gjysmégrup me zero éshté 0 —grup vetém atéheré kur Va, b € S\{0}, abS =
S,aSb = S dhe Sab = S.

VERTETIM. Sé pari supozojmé gé S = G° &shté njé 0 —grup dhe le té jené a, b, ¢ € G = S\{0}.
Eshté e qarté gé abS = S, aSh = S dhe Sab = S. Meqenése abS = abG U {0},aSh = aGb U {0}
dhe Sab = Gab U {0} rrjedh gé abS = S,aSb = S dhe Sab = S.

Anasjelltas, supozojmé qé S ka vetiné e dhéné dhe le té jeté G = S\{0}. Megenése nga kushti S ka
mé shumeé se tre elementé, kemi gé G # @. Pér té trequar qé G &shté grup duhet té tregojmé sé pari
gé G éshté¢ e mbyllur né lidhje me shumé&zimin. Késhtu, supozojmé t& kundértén qé ekzistojné
a,b,c né G té tillé gé¢ abc = 0. Atéheré S = (Sab)(caS)S = S(abc)aSS = S0aSS = {0} dhe
késhtu S = abScS3 = {0}. Ky éshté njé kontradiksion dhe késhtu G ka vetiné e déshiruar té
mbylljes. Vetia e supozuar implikon qé pér ¢do a, b, c né G ekzistojné x, y, z n€ G té tillé q¢ abx =

c,ayb = c dhe zab = c. Késhtu G éshté grup.



PERKUFIZIM 1.25.[2] Njé element a i gjysmégrupit ternar S quhet i invertueshém né qofté

se ekziston njé element b né S i tillé gé abx = bax = xab = xba = x pér ¢do x né S.

PERKUFIZIM 1.26. Njé néngjysmégrup ternar T i gjysmégrupit ternar S quhet néngrup i S né

qofté se T éshté grup né lidhje me operacionin ternar té pércaktuar né S.

Pérkufizimi 1.26 €shté ekuivalent me at€ q€ T &shté néngrup ternar 1 S 1 tillé g€ né€ qoft€ se pér
a,b,c € T ekzistojné elementét e vetém x,y,z né T té till€ q€ abx = ayb = zab = c.

Né qofté se 4, B dhe C jané nénbashkési t& gjysmégrupit ternar S, atéheré me bashkési prodhim
ABC té A, B dhe C do té kuptojmé bashkésiné e té gjithé elementéve abc t€ S me a né A, b né B
dhe ¢ né C. Né qofté se A = {a} ne gjithashtu do té shkruajmé ABC si aBC dhe né ményré té
ngjashme AbC né qofté se B = {b}, ABc né qofté se C = {c}. Késhtu ABC = U {aBC:a € A} =
U{AbC:b € B} = U {ABc:c € C}. Eshté e lehté t& tregohet qé pér té gjitha nénbashkésité
A,B,C,D,E té S kemi qé (ABC)DE = A(BCD)E = AB(CDE); késhtu q¢ ABCDE ka kuptim.

Gjithashtu A3 éshté bashkésia e té gjithé elementéve a,a,as Ku a,, a,, as € A.
J

PERKUFIZIM 1.27. Njé nénbashkési A e gjysmégrupit ternar S quhet pothuajse néngjysmégrup

ternar i S né gofté se A3 N A + .

Le té jeté A njé néngjysmégrup ternar i gjysmégrupit ternar S. Atéheré A3 A. Kjo tregon qé A3 N

A # @ dhe késhtu A éshté pothuajse néngjysmégrup ternari S.

SHEMBULL 1.28. Konsiderojmé gjysmégrupin ternar (N, -). Le té jené A = {2,8} dhe B =

{8,512}. Eshté e qarté q¢ A dhe B jané pothuajse néngjysmégrupe ternare por nuk jané
néngjysmégrupe ternare té€ N. Gjithashtu A N B = {8} nuk &shté pothuajse néngjysmégrup ternar
iN.

Nga shembulli mé sipér marrim konkluzionet si mé poshté:

(1) Cdo pothuajse néngjysmégrup ternar i gjysmégrupit ternar S mund té mos jeté néngjysmégrup
ternar i S

(2) Prerja e pothuajse néngjysmégrupeve ternare té njé gjysmégrupi ternar S mund t€ mos jeté

pothuajse néngjysmégrup ternari S.



TEOREME 1.29. Le #é jené A dhe B dy nénbashkési joboshe té njé gjysmégrupi ternar S té tillé

qé AcC B. Né qofté se A éshté pothuajse néngjysmégrup ternar i S atéheré B éshté gjithashtu

pothuajse néngjysmégrup ternari S.
VERTETIM. Supozojmé qé A éshté pothuajse néngjysmégrup ternar i S. Késhtu A3 N A # @

dhe A3 N Ac B3 N B sepse Ac B. Kjo tregon q¢ B3 N B # @ gjé qé pérfundon vértetimin.

RRIEDHIM 1.30. Bashkimi i pothuajse néngjysmégrupeve ternare té gjysmégrupit ternar S

éshté gjithashtu pothuajse néngjysmégrup ternari S.

POHIM 1.31. Le té jeté a njé element ¢farédo i gjysmégrupit ternar S.
(1) NE qofté se a éshté njé element idempotent, atéheré {a} éshté pothuajse néngjysmégrup ternar
iS.

(2) {a,a®} éshté pothuajse néngjysmégrup ternari S.

TEOREME 1.32. Cdo gjysmégrup ternar S i tillé qé |S| > 1 ka njé pothuajse néngjysmégrup
ternar té miréfillté.
VERTETIM  Supozojmé qé S nuk ka pothuajse néngjysmégrupe ternare té miréfillté. Késhtu §

nuk ka idempotenté nga Pohimi 1.31 (1). Nga Pohimi 1.31 (2) marrim g€ S pérmban vetém tre
elementé t& themi S = {a, b, c}. Megenése S nuk ka idempotenté a® = b ose a®> = ¢, b® = a ose
b3 = c dhe ¢ = a ose ¢® = b. Konsiderojmé abc = aaa® = a3aa = cha. N&é qofté se abc =
a atéheré a = b3 = a®bc = a®. Né ményré té ngjashme, né qofté se abc = b marrim b = b3 dhe
né qofté se abc = ¢ kemi ¢ = ¢3 t& cilat pérbéjné njé kontradiksion . Késhtu, S ka pothuajse

néngjysmégrupe t€ miréfillta.

PERKUFIZIM 1.33.[21] Le té jené S, dhe S, dy gjysmégrupe ternare. Pasqyrimi f:S; = S,

quhet homomorfizém né qofté se f (abc) = f(a)f(b)f(c).

1.2 IDEALET NE GJYSMEGRUPET TERNARE

N¢ kété pjes€ do paragesim kuptimin e idealit n€ gjysmégrupet ternare si dhe disa rezultate té

réndésishme lidhur me to.



PERKUFIZIM 1.34. [1] Njé nénbashkési jo-boshe A e gjysmégrupit ternar S quhet:
(i) ideal i majté i S né qofté se SSA c A

(ii) ideal i djathté i S né qofié se ASS c A

(iii) ideal lateral i S né gofté se SAS c A

(iv) ideal i dyanshém i S né qofté se A éshté ideal i majté dhe i djathté i S

(v) ideal i S né qofié se A éshté ideal i majté, i djathté dhe lateral i S.

POHIM 1.35. Le t jeté S njé gjysmégrup ternar pa zero 0. Atéheré, prerja e njé bashkésie
¢farédo idealesh té majté té S ose éshté boshe ose éshté ideal i majté i S.

VERTETIM. Le t jeté (L;);e; njé bashkési ¢farédo jo-boshe idealesh t& maijté t& S. Pér ¢do a €
Nie;L; dhe s;,s, €S kemi qé a € L; pér ¢do i € I. Késhtu s;s,a € L; pér ¢do i € 1. Qé

nga s;s,a € Nier L.

Né ményré té ngjashme vértetohet pohimi:

POHIM 1.36. Le ¢ jeté S njé gjysmégrup ternar pa zero 0. Atéheré, prerja e njé bashkésie

¢farédo idealesh té djathté [ lateralé | té S ose éshté boshe ose éshté ideal i djathté [ lateral | i S.

POHIM 1.37. Let Jjeté S njé gjysmégrup ternar me zero 0. Atéheré, bashkésia {0} éshté ideal i
S.
VERTETIM. Pér ¢doa,b € S,ab0 = 0 € {0}. Kjo tregon qé {0} &shté ideal i majté i S.

Gjithashtu a0b = 0 € {0} gé tregon se {0} éshté ideal lateral i S. Nga ana tjetér Oab = 0 € {0} qé
do té thoté se {0} éshté ideal i djathté i S.

Ideali {0} quhet ideali zero i S.

PERKUFIZIM 1.38. [21] Njé ideal I i gjysmégrupit ternar S me zero O quhet i miréfillté né
gofté se I # {0}dhel #S.

Idealet {0} dhe veté S (S éshté ideal i vetvetes ) quhen ideale jo té miréfillta té S.

PERKUFIZIM 1.39. [21] Njé gjysmégrup ternar S quhet:
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(i) majtas i thjeshté né qofté se S nuk ka ideale té majté té miréfillté
(ii) djathtas i thjeshté né qofté se S nuk ka ideale té djathté té miréfillté
(iii) lateral i thjeshté né qofié se S nuk ka ideale lateralé té miréfillté

(iv) i thjeshté né qofté se S nuk ka ideale té miréfillte.

Duket qarté se ¢do ideal i majté [i djathté, lateral, i dyanshém, ideal] 1 gjysmé&grupit ternar S shté

néngjysmégrup ternar i S.

POHIM 1.40. Le t6 jeté S njé gjysmégrup ternar me zero 0. Atéheré, ¢do ideal i majté i S e
pérmban 0.
VERTETIM. Le té jeté L njé ideal i majté ¢farédo i gjysmégrupit ternar S. Atéheré, pér ¢do a €

L dhe s € S kemi g€ 0 = sOa = Osa = 00a € L.

Né ményré té ngjashme vértetohet pohimi:

POHIM 1.41. Le t jeté S njé gjysmégrup ternar me zero 0. Atéheré, ¢do ideal i djathté [ lateral

11S epérmban 0.

POHIM 1.42. [21] Le téjeté S njé gjysmégrup ternar. Atéheré, SSa éshté ideal i majté i S, pér
cdoanés.

VERTETIM. Pér¢do x,y,s,,5, €S kemi qé s;5,(xya) = (s;5,x)ya € SSa.
NE ményré t€ ngjashme vértetohet pohimi:

POHIM 1.43.[21] Le té jeté S njé gjysmégrup ternar. Atéheré, aSS éshté ideal i majté i S, pér

cdoanés.

POHIM 1.44. [21] Njé gjysmégrup ternar S éshté majtas i thieshté vetém atéheré kur SSa = S
pér¢do anés.
VERTETIM. Pér¢do ané S, SSa = S. Nga Pohimi 1.42 kemi qé SSa &shté ideal i majté i S dhe

megenése S €shté majtas i1 thjeshté kemi qé SSa = S.
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Anasjelltas, le té jeté L njé ideal i majté i S. Pér ¢do a € L kemi SSa = L. Q¢ kétej, pér ¢do x €
S,x = bca ku b, c € S dhe meqenése L éshté ideal i majté i S kemi qé x € L. Késhtu S < L. Nga
ana tjetér éshté e qart€ q¢ L <S. Ké&shtu L = S.

Né ményré té ngjashme vértetohet pohimi:

POHIM 1.45. [21] Njé gjysmégrup ternar S éshté djathtas i thjeshté vetém atéheré kur aSS = S

pér¢do anés.

POHIM 1.46. Pér ¢do a € S, SaS éshté ideal i dyanshém i S.

VERTETIM. Pérc¢doa,x,y,s1,S, €S kemi qé s;5,(xay) = (sy5,x)ay € SasS. Kjo tregon qé

SaS éshté ideal i majté i S. Nga ana tjetér (xay)s;s, = xa(ys;S,) € SaS qé nga SaS éshté ideal
i djathté i S.

Né qofté se A éshté njé nénbashkési jo-boshe e gjysmégrupit ternar S, prerja e t€ gjith€ idealeve té
majté [ té djathté, lateralé ] t€ S q€ pérmbajné A ( veté S éshté njé i tillé ) éshté ideal i majté [ i
djathté, lateral ] 1 S q€ pérmban A dhe pérmbahet né ¢do ideal t&€ majté [ té djathté, lateral ] t€ S qé

pérmban A.

PERKUFIZIM 1.47. [1] Le té jeté S njé gjysmégrup ternar dhe A njé nénbashkési jo-hoshe e

S.

(i) AU SSA quhet ideal i majté i S i gjeneruar nga A

(ii) AU ASS quhet ideal i djathté i S i gjeneruar nga A

(iii) A U SAS U SSASS quhet ideal lateral i S i gjeneruar nga A

(iv) AUSSA U ASS U SAS U SSASS quhet ideal i S i gjeneruar nga A.

NEé qofté se A konsiston vetém né njé element a, atéheré do té quajmé (a); = a U SSa, (a), = a U
aSS,(a)y, = a U SaS U SSaSS dhe (a) = a U SSa U aSS U SaS U SSaSS ideal kryesor i majté, i

djathté, lateral dhe ideal kryesor i gjeneruar nga a.

POHIM 1.48. [21] Le té jeté S njé gjysmégrup ternar. Atéheré, pér ¢do a € S, (a),SS = aSS
dhe SS5(a); = SSa.
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VERTETIM. Té tregojmé fillimisht qé (a),SS = aSS. Eshté e qarté qé aSS < (a),SS, pér ¢do
a €8S. Le té jeté tanix € (a),, s1,S, € S. Né qofté se x = a atéheré xs,s, = as;s, € aSS. N&é
qofté se x € aSS,x = asss, Ku s3,s, € S. Atéheré xs,5, = (as35,)51S, = as3(5,5,5,) € aSs.
Késhtu (a),.SS = aSS. Le té tregojmé tani q& SS(a); = SSa. Eshté e qarté qé SSa =SS(a),. Le
té jené 51,5, € Sdhe x € (a);.Né qofté se x = a, s;5,x = 5;5,a € SSa. Né qofté se x € SSa, x =
S354akKusg, s, € S.Atéheré s;5,x = 515,(535,a) = (515,53)s,a € SSa.Késhtu

dhe SS(a); < SSa.

POHIM 1.49. Le t6 jeté S njé gjysmégrup ternar. Atéheré, bashkimi i njé bashkésie ¢farédo
idealesh té majté té S éshté ideal i majtéi S.

VERTETIM. Le téjeté (L;);e; njé bashkési ¢farédo idealesh té majté t& S. Pér ¢do s4,5, € S dhe
péredoa € UierL;,a € L, pér ndonjé iy € I. Késhtu s;s,a € L; sepse L;, €shté ideal i majté i

S.Nga ana tjetér L; ) = U L; . Késhtu s;5,a € Ue L;.
Né ményré té ngjashme vértetohet pohimi:

POHIM 150. Le #6 jeté S njé gjysmégrup ternar. Atéheré, bashkimi i njé bashkésie ¢farédo

idealesh té djathté [ lateralé | té S éshté ideal i djathté [ lateral ] i S.

POHIM 1.51. [21] Le  jeté S njé gjysmégrup ternar, L njé ideal i majté i S dhe X njé
nénbashkési jo-boshe e S. Atéheré LXX éshté ideal i majté i S.
VERTETIM. Le t& jeté a € L,x;,x, € X dhe 51,5, € S. Atéheré s;5,(ax;x,) = (515,a)x1X, €

LXX sepse s;s,a € L meqgenése L €shté ideal i majté 1 S.

Né ményré té ngjashme vértetohet pohimi:

POHIM 1.52. [21] Le ¢ jeté S njé gjysmégrup ternar, R njé ideal i djathté i S dhe X njé

nénbashkési jo-boshe e S. Atéheré XXR éshté ideal i djathtéi S.

POHIM 1.53. Le #é jeté S njé gjysmégrup ternar, L njé ideal i majté i S, R njé ideal i djathté i S
dhe M njé ideal lateral i S. Atéheré LMR éshté ideal i dyanshém i S. Pér mé tepér RML cR N
MnNnL.
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VERTETIM. Le té jené a € L,b € M,c € R dhe s;,s, € S. Atéheré s,5,(abc) = (sy5,a)bc €

LMR sepse s;s,a € L meqgenése L &shté ideal 1 majté 1 S. Késhtu LMR é&shté ideal i majté i S.
Gjithashtu (abc)s,s, = ab(cs;s;) € LMR sepse cs;s, € R megenése R &shté ideal i djathté i S.
Késhtu LMR éshté ideal 1 djathté 1 S. Té tregojmétaniq¢ RMLc RNM N L.Let€jenéa € R, b €
M dhe ¢ € L. Atéheré abc € R sepse R éshté ideal i djathté i S. Gjithashtu abc € M sepse M éshté
ideal lateral i S. Nga ana tjetér abc € L sepse L éshté ideal i majté i S. Kjo do t€ thoté q€ abc €
RNMnL.

POHIM 1.54. [21] Le té jeté A njé ideal i dyanshém i gjysmégrupit ternar S dhe B njé ideal i
dyanshém i A i tillé gé B® = B. Atéheré B éshté ideal i dyanshém i S
VERTETIM. Meqenése B3 = B kemi SSB = SSBBB — SSAAB — AAB B gijé gé tregon qé B

¢shté ideal i majté i S. Gjithashtu BSS = BBBSS < BAASS < BAA < B gjé qé tregon g€ B &shté
ideal i djathté i S.

PERKUFIZIM 1.55. [1] Le # jeté S njé gjysmégrup ternar. Njé ideal I i S quhet:

(i) ideal fortésisht jo i reduktueshém né qofté se Iy N I, <1 sjell gé I; <1 0se I, <1
(ii) ideal dobét jo i reduktueshém né qofié se I; N I, = I sjell gé I; =1 0se I, =1
pér ¢do dy ideale I, dhe I, té S.

PERKUFIZIM 1.56. [1] Le té jeté S njé gjysmégrup ternar. Njé ideal P i S quhet:

(i) ideal prim né qofté se 111,15 < P sjell gé I; <P 0se I, < P 0se I3 < P pér ¢do tre ideale 14, 1,, I3
tée S
(ii) ideal plotésisht prim né qofté se xyz € P sjell ¢ x € P 0se y € P 0se z € P pér ¢do tre

elementé x,y,z té S.

PERKUFIZIM 1.57. [1] Le té jeté S njé gjysmégrup ternar. Njé ideal T i S quhet:

(i) semiprim né qofté se 111 c T sjell g¢é 1 T pér ¢do ideal I té S

(i) plotésisht semiprim né qofté se xxx € T sjell gé x € T pér ¢do element x té S.

PERKUFIZIM 1.58. [1] Le té jeté S njé gjysmégrup ternar. Njé nénbashkési X e S quhet:

13



(i) m-sistem né qgofté se pér ¢do a,b,c € S ekzistojné x4, X, X3, X4 qé ndodhen né S té tillé gé
ax,bx, € X 0se ax;x,bx3x,c € X 0S€ ax;x,bx3cx, € X 0Se x;ax,bx;x, € X
(ii) p-sistem né qofté se pér ¢do a € S ekzistojné x,,x,,%x3,Xs qé ndodhen né S té tillé gé

axiax,a € X 0Se ax;x,ax3x,a € X 0S€ ax;x,axzax, € X 0Se x;ax,ax;x,a € X.

Né vijim le té paragesim vértetimin e disa prej pohimeve dhe teoremave t€ formuluara nga [1].

TEOREME 1.59. Njé element x i gjysmégrupit ternar S i pérket idealit prim P vetém atéheré
kur SxS cP.
VERTETIM. N& qofté se x € P ku P &shté njé ideal prim i S atéheré &shté e qarté qé SxS < P.

Anasjelltas, supozojmé qé SxS < P ku P éshté ideal prim i S. Atéheré SSxSS < SPS < P dhe pér
L =1, =13 = (x)kemi(x)(x)(x) = (x)x(x) U (x)SSx(x) U (x)xSS(x) U (x)SxS(x) U
(x)SSxSS(x) < SxS U S5xSS P. Megenése P éshté ideal prim kemi qé (x) < P. Késhtu x € P.

PERKUFIZIM 1.60. [1] Letéjeté S njé gjysmégrup ternar. Njé ideal M i S quhet ideal maksimal

qé pérmban njé ideal I té S né qofté se M pérmban I dhe nuk ekziston asnjé ideal tjetér i miréfillté

i S gé té permbajé I dhe M té pérmbahet né ményré té miréfillté né té.

PERKUFIZIM 1.61. [1] Le té jeté S njé gjysmégrup ternar. Njé ideal prim P quhet ideal prim

minimal qé pérmban njé ideal 1 té S né qofté se P pérmban I dhe nuk ekziston asnjé ideal tjetér

prim gé pérmban I dhe qé pérmbahet né ményré té miréfillté né P.

PERKUFIZIM 1.62. [1] Le ¢ jeté S njé gjysmégrup ternar. Njé ideal semiprim Q i S quhet

ideal semiprim minimal qé pérmban idealin | né qofté se Q pérmban I dhe nuk ekziston asnjé ideal

tjetér semiprim qé té pérmbajé 1 dhe té pérmbahet né ményré té miréfillté né Q.

TEOREME 1.63. Le #é jeté S njé gjysmégrup ternar, X njé p-sistem dhe [ njé ideal i S i tillé gé

X N1 = Q. Atéheré ekziston njé ideal maksimal M qé pérmban 1i tillé g¢ X N M = Q. Pér mé tepér

M éshté ideal semiprim i S.
VERTETIM. Bashkésia e idealeve t& S qé pérmban idealin I e cila e ka prerjen boshe me X éshté

jo-boshe dhe pjesérisht e renditur né lidhje me relacionin e pérfshierjes. Cdo zinxhir idealesh té
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tillé ka kufi t€ sipérm g€ €shté bashkimi 1 tyre. Késhtu, nga Lema e Zornit, bashkésia né fjalé
pérmban element maksimal M. Supozojmé se M nuk &shté ideal semiprim dmth pér ndonjé€ ideal
I kemiqé Il <M porl M. Atéheré, vémeé re q€ ideali I U M pé&rmban M né ményré t€ miréfillté
dhe késhtu, nga maksimaliteti i M do ta presi X té€ themi né njé piké a. Késhtu, nga pércaktimi i X,
ekzistojn€ x4, x,, x3,x,4 € S té till€ q€ ax;ax,a € X 0se ax;x,ax;x,a € X 0Se ax;x,ax3ax, €
X o0se x;ax,axsx,a € X. Pér mé tepér, vémé né dukjeg¢ JUM)NX=(UNX)uMnX) =
I N X. Késhtua € I. Né qofté se ax,ax,a € X atéheré ax,ax,a = a(x;ax,)a € III cM. Né
qofté se ax;x,axsx,a € X, atéheré ax;x,ax;x,a = (ax,x,)a(x;x,a) € 111 < M.Né qofté se
Xi1ax,ax3x,a € X, atéheré x;ax,axsx,a = (x;ax,)a(xsx,a) € 111 < M. Né qofté se
axix,axsax, € X,atéheré ax;x,axsax, = (ax,x,)a(xzax,) € I11 <M.

Né cdo rast kemi kontradiksionin M N X # @.

TEOREME 1.64. Le téjeté S njé gjysmégrup ternar. Atéheré, njé nénbashkési Q e S éshté ideal

semiprim minimal qé pérmban 1 vetém atéheré kur S — Q éshté njé p-sistem maksimal i tillé qé
S-0Q)nI=29.

VERTETIM. Le t& jeté Q ( njé nénbashkési e S ) nj€ ideal semiprim minimal q€ pérmban I.
Atéheré S — Q éshté njé p-sistemme S—QcS—Titillé g¢ S—Q)NnIc(S—-DnI=07.
Supozojmé qé Y éshté njé p-sistem maksimal ( Lema e Zornit )itilléq¢ Y NI =@ dheY o5 —
Q. Le t€ jeté M nj€ ideal maksimal qé pérmban [ dhe i tille q¢ M NY = @. Nga Teorema 1.57 M
éshté gjithashtu ideal semiprim dhe / cM S —Y < Q. Meqé Q nga ana tjetér €shté minimal,
attherée M = Q =S—-Y qgéngaY =S5 - Q.

Anasjelltas, supozojmé qé S — Q &éshté njé p-sistem maksimal i tillé g€ (S — Q) N [ = @. Le té jeté
M njé ideal semiprim maksimal qé pérmban [ dhe i tillé ¢ (S — Q) N M = @. Atéheré I cM < P
dheS—QcS—McS—-1.Qékétej (S—M)NIc(S—DNI=@Pdhe(S—M)nI=07. Nga
cilésia e maksimalitetit t€ S — Q kemi q€ S — Q@ =S — M g€ nga M = Q. Késhtu Q oI &shté njé
ideal semiprim. Ai €shté gjithashtu nj€ ideal semiprim minimal g€ pérmban I sepse né qofté se P
€shté njé€ ideal semiprim g€ pérmban I dhe pé€rmbahet n€ ményré t€ miréfillté né Q, atéheré @ =
SE-DnNIo>E—-P)NIo>(S—Q)NI gjé qé éshté kontradiksion ! Qé nga rrjedh rezultati i

déshiruar.
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POHIM 1.65. Le ¢ jeté S njé gjysmégrup ternar dhe 1 njé ideal i S. Atéheré, prerja e té gjithé
idealeve semiprimé qé pérmbajné 1 éshté ideal semiprim qé pérmban 1, madje éshté minimal.
VERTETIM. Le té jeté (T;);e; njé bashkési ¢farédo idealesh semiprimé qé pérmbajné njé ideal
I 1€ S.Té tregojmé qé N;¢; T; €shté ideal semiprim qé pérmban I. Le t€ jeté JJ] < N;e; T; Ku J éshté
njé ideal 1 S. Kjo do t€ thoté q€ JJ] < T; pér ¢do i € I dhe meqé T; €shté semiprim kemi qé | < T;
pér ¢do i € 1. K&shtu ] < N T;. Meqé€ I < T; pér ¢do i € 1 &shté e qarté qé [ < N T;. TE
tregojmé tani q€ N;¢; T; €shté minimal. Le t€ jeté T nj€ ideal semiprim q€ pérmban I. Atéheré T =
T;, pér ndonjé i € I. Késhtu N;¢; T; < T gj€ q€ tregon q€ N;¢; T; €sht€ ideal semiprim minimal qé
pérmban I.

POHIM 1.66. Le jeté S njé gjysmégrup ternar. Atéheré, ekziston njé p-sistem maksimal gé
nuk pret ndonjé ideal I té S.

VERTETIM. Le t& jeté (T;);e; njé bashkési ¢farédo idealesh semiprimé qé pérmbajné idealin I
té gjysmégrupit ternar S. Nga Pohimi 1.65 kemi g€ N;g; T; éshté ideal semiprim minimal gé
pérmban idealin /. Nga Teorema 1.64 kemi q€ S — N;¢; T; €shté njé p-sistem maksimal i tillé qé
(S — Ny T;) N1 = @ dhe meqé N T; €éshté e vetme kemi g€ S — Ny T; Eshté i vetém.

NE€ sajé té vetis€ s€ shoqérimit n€ njé€ gjysmégrup ternar kemi:

x1%7 o Xompr = (oo ((01X2%3)%4X5) oo )X2nXonsr  pér  ¢do  numér tek  elementésh
X1, X3, o, Xameq0E NjE gjysmégrup ternar. Né ményré induktive pércaktojméx(® = x, x(+1 =

x™xx pér ¢do numér t& ploté n. Gjithashtu xxx ... x ( m-heré) e shkruajmé si x™.

TEOREME 1.67. Né njé gjysmégrup ternar S pohimet e méposhtme jané ekuivalente:

(i) D éshté ideal plotésisht semiprim i S

(i) Pér ¢do ¢ift numrash té ploté jo-negativé m dhe n me shumé numér ¢ift S™ (xxx)S™ < D, sjell
géx €D

(iii) Pér¢cdox € S —D,xxx € S — D

VERTETIM. (i) sjell (ii) Le t& kemi S™(xxx)S™ < D. Atéheré (xxx)(xxx) ... (xxx) (m + n +
1 heré ) i pérket D. Nga kushti dhe induksioni kemi q€ xxx € D qé ngax € D.

(ii) sjell (i) Le té jeté xxx € D. Atéheré pér ¢do dy numra t€ ploté jo-negativé m dhe n me shumé

numeér ¢ift kemi S™(xxx)S"c S™DS™"c D. Késhtu x € D.
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(@) sjell (iii) Supozojmé q€ xxx £ D. Kjo do t& thoté qé xxx € D dhe nga kushti x € D gjé q€ nuk
éshté e mundur. Késhtu xxx € § — D.
(ii7) sjell (i) Le té kemi xxx € D . N& qofté se x D atéheré x € S — D dhe nga kushti rrjedh qé

xxx € S — D gjé qé &sht€ absurde. Késhtu x € D qé nga D &shté ideal plotésisht semiprim.

POHIM 1.68. Bashkimi i p-sistemeve éshté p-sistem.

VERTETIM. Le téjeté (X;);e; njé bashkési ¢farédo p-sistemesh. Pér ¢do a € S kemi qé pér
ndonjé iy, €1 ekzistojn€ xy, X5, Xx3,%4 € X; t€ till€ qé ax,ax,a € X; 0Se ax;x,axz;x,a €
X;,08€ ax;x,axsax, € X; 0se xj;ax;axsxy € X; dhe meqé X; < U, X; rrjedh rezultati i

déshiruar.

PERKUFIZIM 1.69. Njé nénbashkési joboshe L [R, M] e gjysmégrupit ternar S quhet pothuajse

ideal i majté [i djathté, lateral | i S né qofté se abLN'L #+ @ [RabN R # @,aMb N M + Q] pér
cdoa,b €S.

PERKUFIZIM 1.70. Njé nénbashkési joboshe L [R,M,1] e giysmégrupit ternar S quhet pothuajse

ideal i majté [i djathté, lateral,ideal] i S né gofté se abL N L # @[RabNR + @,aMb N M #
@,ablNl #= @, lcdnl + Q,elf N1+ @] pér¢doa,b,c,d,e, f€ES.

TEOREME 1.71. Le té jeté S njé gjysmégrup ternar.

(1) Cdo ideal i majté i S éshté pothuajse ideal i majté i S

(2) Cdo ideal i djathté i S éshté pothuajse ideal i djathté i S

(3) Cdo ideal lateral i S éshté pothuajse ideal lateral i S

(4) Cdo ideal i S éshté pothuajse ideal i S

VERTETIM. (1) Supozojmé qé L éshté njé ideal i majté i S. Le té jeté a, b € S. Atéheré abLc L
prandaj abL N L # @.

(2) I ngjashém me (1)

(3) I ngashém me (1) dhe (2)

(4) Rrjedh nga (1), (2) dhe (3).

E anasjellta e teoremés né€ pérgjithési nuk €shté e vérteté si¢ e tregon kundérshembulli:
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SHEMBULL 1.72. Le & jeté Zs gjysmégrupi i mbledhjes sé numrave t& ploté sipas modulit 5.
Pércaktojmé veprimin ternar * sipas barazimit @ * b x ¢ = @ + b + ¢. Atéheré Zs né lidhje me
veprimin ternar * formon gjysmégrup ternar. Eshté e qarté qé bashkésia L = {0,1,4} éshté

pothuajse ideal i majté i Z5 e megjithaté L nuk €shté ideal i majté i Zs.

TEOREME 1.73. Le jeté S njé gjysmégrup ternar.

(1) Le té jeté L pothuajse ideal i majté i S. Né qofté se H éshté njé nébashkési e S qé pérmban L,
atéheré H éshté pothuajse ideal i majté i S

(2) Le té jeté R pothuajse ideal i djathté i S. Né qofté se H éshté njé nébashkési e S qé pérmban
R, atéheré H éshté pothuajse ideal i djathté i S

(3) Le té jete M pothuajse ideal lateral i S. Né gofté se H éshté njé nébashkési e S qé pérmban M,
atéheré H éshté pothuajse ideal lateral i S

(4) Le té jeté I pothuajse ideal i S. Né qofié se H éshté njé nébashkési e S qé pérmban 1, atéheré

H éshté pothuajse ideal i S

VERTETIM. (1) Supozojmé qé L —H. Le t& jené a,b € S. Nga supozimi abL — abH qé nga
abL N L cabH N H. Meqgenése abL N L # @, H &shté pothuajse ideal i majtéi S.

(2) I ngjashém me (1)

(3) I ngashém me (1) dhe (2)

(4) Rrjedh nga (1), (2) dhe (3).

TEOREME 1.74. Le té jeté S njé gjysmégrup ternar.

(1) Né qofté se Ly dhe L, jané pothuajse ideale té majté té S, atéheré L, U L, éshté pothuasje ideal
imajtéiS.

(2) Né qofté se Ry dhe R, jané pothuajse ideale té djathté té S, atéheré Ry U R, éshté pothuasje
ideal i djathté i S.

(3) Né qofté se My dhe M, jané pothuajse ideale lateralé té S, atéheré My U M, éshté pothuasje
ideal lateral i S.

(4) Né qgofié se I, dhe I, jané pothuajse ideale té S, atéheré I, U I, éshté pothuasje ideal i S.

VERTETIM. (1) Meqenése L;c Ly U L, kemi qé abL,cab(L; U L,) kua,b € S. Késhtu @ #

abL; N Lycab(L, U L,) N (L, UL,).Kjo tregon qé L, U L, éshté pothuajse ideal i majté i S.
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(2) I ngjashém me (1)
(3) I ngashém me (1) dhe (2)
(4) Rrjedh nga (1), (2) dhe (3).

SHEMBULL 1.75. Konsiderojmé gjysmégrupin ternar Zs né lidhje me operacionin ternar * t&
pércaktuar @ * b x ¢ = @ + b + ¢. Bashkésité I, = {1, 3,4} dhe I, = {1, 2, 4} jané pothuasje ideale
t& Zs e megjithaté I; N I, = {1, 4} nuk &shté ideal i Zs. Kjo do t& thoté qé prerja e dy idealeve té

nje gjysmégrupi ternar S mund t€ mos jeté ideal i S.

VEREJTIE 1.76. N& qofté se prerja ¢ dy ose mé shumé néngjysmégrupeve ternare
(nénbashkésive) t& gjysmégrupit ternar S &shté pothuajse ideal i majté [i djathté, lateral,ideal] 1 S
at€heré néngjysmégrupet ternare (nénbashkésité) jané pothuajse ideale t€ majté [t€ djathté, lateralé
Jideale] té S.

POHIM 1.77.  Prodhimi i tre ose mé shumé pothuajse idealeve té majté [té djathté, lateralé,
idealeve] té njé gjysmégrupi ternar S né pérgjithési nuk éshté pothuajse ideal i majté [i djathté,
lateral, ideal] i S.

VERTETIM. Do t& vértetojmé pohimin né rastin e tre objekteve, shtrirja e mé shumé se tre rrjedh
nga induksioni. Le té jené A, B dhe C tre pothuajse ideale t€ majté [t€ djathté, lateralé, ideale] t€ S.
Atéheré ABCc AN B N C por AN B N C nuk éhté pothuajse ideal 1 majté [i djathté, lateral, ideal]

i S késhtu ABC duke gené nénbashkési e A N B N C nuk &shté pothuajse ideal i majté [i djathté,

lateral, ideal] i S.

TEOREME 1.78. Le té jeté S njé gjysmégrup ternar dhe |S| > 1.

(1) S nuk ka pothuajse ideale té majté té miréfillté vetéem atéheré kur pér ¢do a € S ekzistojné
elementét sg, k, € S té tillé qé s k,(S\{a}) = {a}.

(2) S nuk ka pothuajse ideale té djathté té miréfillté vetém atéheré kur pér ¢do a € S ekzistojné
elementét sy, k, € S té tillé gé (S\{a})s k, = {a}.

(3) S nuk ka pothuajse ideale lateralé té miréfillté vetém atéheré kur pér ¢do a € S ekzistojné

elementét sy, k, € S té tillé gé s,(S\{a})k, = {a}.
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(4) S nuk ka pothuajse ideale té miréfillté vetém atéheré kur pér ¢do a € S ekzistojné elementét
Sarka, hg, Mg, ta, 1y €S té tillé gé s k,(S\{a}) = {a}, (S\{a})hym, = {a} dhe t,(S\{aDr, =
{a}.

VERTETIM. (1) Supozojmé qé S nuk ka pothuajse ideale t& majté t& miréfillts. Atéheré H\{a}
nuk &éshté pothuajse ideal i majté. Atéheré, ekzistojné s, k, €S té tille qé s k,(S\{a}) N
(S\{a}) = @ prandajsakq (S\{a}) = {a}.

Anasjelltas, supozojmé qé pér ¢do a € S ekzistojné s,, k, € S té tillé qé s k,(S\{a}) = {a}. Le
téjeté a € S. Atéheré s k,(S\{a}) N (S\{a}) = 0. Késhtu S\{a} nuk éshté pothuajse ideal i mjaté
i S. Le té jeté H njé pothuajse ideal i majté i miréfillté i S. Atéheré Hc S\{a} pér ndonjé a € S gjé
qé€ pérbén nj€ kontradiksion prandaj S nuk ka pothuajse ideale t€ majté t& miréfillté.

(2) I ngjashém me (1)

(3) I ngjashém me (1) dhe (2)

(4) Rrjedh nga (1), (2) dhe (3).

PERKUFIZIM 1.79. Njé néngjysmégrup ternar I i gjysmégrupit ternar S quhet ideal i brendshém

1 S né qofté se SISISC 1.

PERKUFIZIM 1.80. Njé nénbashkési joboshe I e gjysmégrupit ternar S quhet pothuajse ideal i

brendshém né qofté se alblc N1 # @ pér ¢do a,b,c € S.

Teorema qé vijon rrjedh direkt nga pérkufizimi i idealit t€ brendshém dhe pothuajse idealit t&

brendshém.

TEOREME 1.81. Cdo ideal i brendshém i gjysmégrupit ternar S éshté pothuajse ideal i
brendshémi S.
VERTETIM. Le té jeté I njé ideal i brendshém i gjysmégrupit ternar S. Nga pérkufizimi,

alblccI pér ¢do a,b,c € S. Kjo tregon qé alblc NI # @ pér ¢do a,b,c € S prandaj I &shté

pothuajse ideal i brendshém i S.

NEé pérgjithési, e anasjellta e Teoremés 1.81 nuk &shté e vérteté si¢ e tregon shembulli mé poshté.
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SHEMBULL 1.82. Le té jeté Zy gjysmégrupi i mbledhjes sé numrave té ploté sipas modulit 9.
Pércaktojmé veprimin ternar * sipas barazimit @ *x b = ¢ = @ + b + ¢. Atéheré Zo né lidhje me
veprimin ternar * formon gjysmégrup ternar. Bashkésia I = {0, 1, 3,5} &shté pothuajse ideal i

brendshém 1 Zq por nuk &shté ideal 1 brendshém i Z,.

TEOREME 1.83. Le té jeté I pothuajse ideal i brendshém i gjysmégrupit ternar S. Atéheré ¢do
nénbashkési H e S qé pérmban 1 éshté pothuajse ideal i brendshém i S.
VERTETIM. Meqenése IcH,alblc nIcaHbHc N H pér ¢do a,b,c €S. Kjo tregon qé

aHbHc N H # Q@ pérc¢doa,b,c €S.
Rrjedhimi g€ vijon rrjedh direkt nga Teorema 1.83.

RRJEDHIM 1.84. Né qofté se I; dhe I, jané pothuajse ideale té brendshém té gjysmégrupit

ternar S, atéheré I, U I, éshté pothuajse ideal i brendshém i S.

Véme re g€ né qofté se I; dhe I, jané pothuajse ideale té brendshém té S, atéheré I; N I, mund té

mos jeté pothuajse ideal i brendshém i S.

SHEMBULL 1.85. Le t& jeté Zg gjysmégrupi 1 mbledhjes s€ numrave té ploté sipas modulit 9.
Pércaktojmé veprimin ternar * sipas barazimit @ * b * ¢ = @ + b + ¢. Atéheré Zg né lidhje me
veprimin ternar * formon gjysmégrup ternar. Bashkésia [; = {6, 1,3, §} dhe I, = {6, 2,3, E} jané
pothujase ideale té€ brendshém t€ Zg ndérsa Iy N1, = {5, 3, 5} nuk ésht€ pothuajse ideal i1

brendshém i Z,.

VEREJTJE 1.86. Né qofté se prerja e dy ose mé shumé néngjysmégrupeve ternare

(nénbashkésive) t€ gjysmégrupit ternar S &shté pothuajse ideal i brendshém i S atéheré

néngjysmégrupet ternare (nénbashkésité) jan€ pothuajse ideale t€ brendshém t€ S.

POHIM 1.87. Prodhimi i tre ose mé shumé pothuajse idealeve té brendshém té njé gjysmégrupi
ternar S né pérgjithési nuk éshté pothuajse ideal i brendshém i S.
VERTETIM. Do t& vértetojmé pohimin né rastin e tre objekteve, shtrirja e mé shumé se tre rrjedh

nga induksioni. Le t€ jené A, B dhe C tre pothuajse ideale té brendshém té S. Atéheré ABCC A N
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B N C por A N B N C nuk &shté pothuajse ideal i brendshém i S késhtu ABC duke gené nénbashkési
e AN B N C nuk éshté pothuajse ideal i brendshém i S.

Mé tej ne do té studiojmé nocionin e pothuajse idealit dobé&sisht t€ brendshém né gjysmégrupet

ternare.

PERKUFIZIM 1.88. Njé nénbashkési joboshe I e gjysmégrupit ternar S quhet pothuajse ideal

dobésisht i brendshém i S né qofté se alalanNl # @, pér¢doa € S.

Teorema e méposhtme rrjedh direkt nga pérkufizimi i pothuajse idealit t€ brendshém dhe pothuajse

idealit dobésisht té brendshém.

TEOREME 1.89. Cdo pothuajse ideal i brendshém i gjysmégrupit ternar S éshté pothuajse ideal

dobésisht i brendshém i S.

Né pérgjithési, e anasjellta e Teoremés 1.89 nuk &shté e vérteté sic mund t€ shohim né

kundérshembullin mé poshté.

SHEMBULL 1.90.. Le té jeté Zg gjysmégrupi i mbledhjes sé numrave té ploté sipas modulit 8.
Pércaktojmé veprimin ternar * sipas barazimit @ * b * ¢ = @ + b + ¢. Atéheré Zg né lidhje me
veprimin ternar * formon gjysmégrup ternar. Bashkésia I = {0, 6} éshté pothuajse ideal dobésisht

1 brendshém 1 Zg por nuk éshté pothuajse ideal i brendshém 1 Zg.

TEOREME 1.91. Le ¢ jeté I pothuajse ideal dobésisht i brendshém i gjysmégrupit ternar S.

Atéheré ¢do nénbashkési H e S qé pérmban 1 éshté gjithashtu pothuajse ideal dobésisht i

brendshémi S.
VERTETIM. Megenése Ic H,alala N IcaHaHa N H pér ¢do a € S. Kjo tregon qé aHaHa N

H +# @pérg¢doa €S.
Rrjedhimi g€ vijon rrjedh direkt nga Teorema 1.91.

RRIEDHIM 1.92.  Né gofté se I, dhe I, jané pothuajse ideale dobésisht té brendshém té

gjvsmégrupit ternar S, atéheré 1, U I, éshté gjithashtu pothuajse ideal dobésisht i brendshém i S.
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Supozojmé qé I; dhe I, jané pothuajse ideale dobésisht té brendshém té gjysmégrupit ternar S.
Kundérshembulli mé poshté tregon qé I; NI, mund t€ mos jeté pothuajse ideal dobésisht i

brendshém1i S.

SHEMBULL 1.93. Le t& jeté Zg gjysmégrupi i mbledhjes sé numrave t& ploté sipas modulit 8.
Pércaktojmé veprimin ternar * sipas barazimit @ * b x ¢ = @ + b + ¢. Atéheré Zg né lidhje me
veprimin ternar * formon gjysmégrup ternar. Bashkésité I; = {0, 6} dhe I, = {0, 4} jané pothuajse
ideale dobésisht t& brendshém t& Zg por I; NI, = {0} nuk &shté pothuajse ideal dobésisht i

brendshém i Zg.

TEOREME 1.94. Le té jeté S njé gjysmégrup ternar i tillé gé |S| > 1. Atéheré S nuk ka pothuajse

ideale dobésisht té brendshém té miréfillté vetém atéheré kur pér ¢do a € S ekziston njé element
Sq € Sitillé gé s, (S\{a})s,(S\{a})s, = {a}.

VERTETIM. Supozojmé qé S nuk ka pothuajse ideale dobésisht t& brendshém dhe le té jeté a €
S. Atéheré S\{a} nuk éshté pothuajse ideal dobésisht i brendshém i S. Atéheré ekziston s, € S i
tillé qé s, (S\{a}) s, (S\{a})s, N (S\{a}) = @ prandaj s, (S\{a})s,(S\{a})s, = {a}. Anasjelltas,
supozojmé qé S njé pothuajse ideal dobésisht t€ brendshém té themi I. Le t€ jet€ agz I. Atéheré
S\{a} pérmban I. Nga Teorema 2.5, S\{a}€shté pothuajse ideal dobésisht i brendshémi S. Atéheré
pér¢do b € S, b(S\{a})b(S\{a})b n (S\{a}) # @. Nga supozimi, ekziston njé element s, € S i
tille & sq(S\{a})sq(S\{a})s, = {a}. Késhtu s,(S\{a})s.(S\{a})s, N (S\{a}) = {a} n (S\
{a}) = 0 gjé qé éshté njé kontradiksion. Késhtu, S nuk ka pothuajse ideale dobésisht té brendshém

té miréfillté.

1.3 RELACIONET E GRINIT NE GJYSMEGRUPET TERNARE

[3] Ne do ta fillojmé kété seksion me disa koncepte té pérgjithshme té réndésishme. Le té jeté X
njé bashkeési jo-boshe dhe XxX bashkésia e té gjithé cifteve té radhitur (x, y) té elementéve x,y €
X. Me relacion binar né bashkésiné X do té kuptojmé njé nénbashkési p té bashkésisé XxX.

NEé qofté se (x,y) € pku x,y jané elementé té€ X, ne do té shkruajmé gjithashtu xpy. Ne do té

shénojmé 1 relacionin e barazisé té pércaktuar nga (a, b) € 1 vetém atéheré kur a = b. Gjithashtu
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o do t€ shénojmé relacionin universal té€ pércaktuar nga (a, b) € w pér té gjitha a, b € X qé do té

thoté @ = XxX. Relacioni bosh o né X éshté nénbashkésia boshe e XxX.

PERKUFIZIM 1.95. [3] Njé relacion p né bashkésiné X quhet:

(©) reflektiv né qofté se xpx pér ¢do x € X

(i) simetrik né qofté se xpy sjell ypx pér ¢do x,y € X

(iii) antisimetrik né qofté se xpy dhe ypx sjellin x = y pér ¢do x,y € X
(iv) kalimtar né qofié se xpy dhe ypz sjellin xpz pér ¢do x,y,z € X.

Relacioni < né bashkésiné A quhet relacion renditjeje né A n€ qofté se < éshté relacion reflektiv,
antisimetrik dhe kalimtar. N& ké&té rast A quhet bashkési pjesérisht e renditur.

Le té€ jeté S njé gjysmégrup ternar ndérrimtar dhe idempotent si dhe a, b € S. Pércaktojmé a < b
vetém atéheré kur axb = a kur axa = a pér ndonjé x € S. Supozojmé qé axa = a dhe ax,a = a
pér ndonjé x; € S. Le té jeté axb = a. Tani ax;b = (axa)x,b = ax(ax,b) = ax(bx,a) =
(axb)x;a = ax,a = a. Késhtu, relacioni éshté i mirépércaktuar. Megenése a éshté idempotent
at€heré kemi aaa = a qé€ tregon q€ a < a, pér ¢do a € S késhtu gé relacioni &shté reflektiv. Le té
jet€ a < b dhe b < a. Atéheré kemi axb = a ku axa = a dhe bya = b ku byb = b. Késhtu a =
axb = ax(byb) = (axb)yb = ayb = bya = b gj€ qé tregon q¢ relacioni &shté antisimetrik. Le
té jeté a < b dhe b < c. Atéheré axb = a ku axa = a dhe byc = b ku byb = b. Késhtu axc =
(axb)xc = (ayb)xc = by(axc) = by(cxa) = (byc)xa = bxa = axb = a gjé qé tregon qé
relacioni €shté kalimtar. Késhtu relacioni " < " €shté relacion renditjeje kurse S €shté gjysmégrup
ternar i renditur. Njé element a i bashkésisé pjesérisht t€ renditur A quhet kufi i sipérm i
nénbashkésisé B t€ A né qofté se b < a pér ¢do element b t€ B.  [3] Njé kufi i sipérm a* i B
quhet kufi i pérpikté i sipérm 0se superior i B né qofté se a* < a pér ¢do kufi t€ sipérm a té B. Né
qofté se nénbashkésia dy-elementéshe {x, y} e bashkésisé pjesérisht té renditur A ka superior i cili
shénohet x v y, atéheré A quhet v-semilaticé. Né ményré duale, njé element a i bashkésisé
pjesérisht t€ renditur A quhet kufi i poshtém | nénbashkésisé B t€ A né qofté se b = a pér ¢do
element b té B. Njé kufi i poshtém a* i B quhet kufi i pérpikté i poshtém 0se inferior i B né qofté
se a* = a pér ¢do kufi t€ poshtém a té€ B. Né qofté se nénbashkésia dy-elementéshe {x,y} e
bashkésisé pjesérisht t€ renditur A ka inferior i cili shénohet x A y, atéheré A quhet A-semilaticé.

Me laticé V do té kuptojmé njé€ bashkési pjesérisht t€ renditur e cila €shté njéherésh v-semilaticé
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dhe A-semilaticé. Njé pérkufizim ekuivalent i laticés V &shté ai qé vijon. Njé bashkési jo-boshe
quhet laticé né qofté se dy operacionet A (inferiori), v (superiori) té pércaktuara né V plotésojné
kushtet:

(1)arna=adheava=a

(2)anb=baradheavb=bva

B)(anb)rc=an((bnarc)ydhe (avb)vc=av (bvc)

(4) (anb)va=adhe (avb)ra=a

pér té gjitha a,b,c € V.

Njé latic€ quhet e ploté n€ qofté se ¢do nénbashkési e V ka kufi t€ pérpikté té sipérm (superior)
dhe kufi té pérpikté t€ poshtém (inferior) né V. Inferiori (superiori) i t€ gjithé elementéve té€ laticés

s€ ploté V' quhet elementi mé i1 vogél (elementi mé i madh) i V.

POHIM 1.96. Bashkésia e té gjitha nénbashkésive té njé bashkésie té dhéné sé bashku me
bashkésiné boshe, éshté laticé e ploté né lidhje mé pérfshierjen e teorisé sé bashkésive.
VERTETIM. Le té jeté X njé bashkési dhe By bashkésia e té gjitha nénbashkésive té X. Pér ¢do

A € By, A — A qé tregon se relacioni i pérfshierjes < €shté reflektiv. Pér ¢do A,B € By, A B
dhe B c A sjell ¢ A = B gjé q¢€ tregon qé relacioni c &shté antisimetrik. Gjithashtu, pér ¢do
A,B,C € By, Ac B dhe B < C sjell g¢ A < C. Késhtu, relacioni < éshté kalimtar. Atéheré,
relacioni ¢ éshté renditje e pjesshme ndérsa By éshté njé bashkési pjesérisht e renditur né lidhje
me <. Pér ¢do A,B € By, A,B < AU B. Kjo do té thot€ q¢ A U B &shté njé kufi 1 sipé€rm 1
bashkésisé {4, B}. Le té jeté K njé kufi i sipérm i bashkésisé {4, B}. Nga teoria e bashkésive éshté
e qarté g€ AU B < K. Kjo do t€ thoté qé K* = A U B &sht€ kufi i pérpikté i sipérm i bashkésisé
{A,B} ose q¢ K* = AU B éshté superiori i {4, B}. Késhtu A v B = AU B. Né kété ményré,
bashkésia By €shté v-semilatic€. Nga ana tjetér, pér ¢do A, B € By &shté e qart€ q€ (Teoria e
Bashkésive) AN B < A dhe AN B < B. Kjo tregon qé A N B éshté kufi i poshtém i bashkésisé
{A, B}. Le t& jeté tani K njé kufi i poshtém i {4, B}. Eshté e qarté q¢ K — A N B gjé qé tregon qé
A N B éshté kufi i pérpikté i poshtém i {4, B} ose inferiori i késaj bashkésie. Késhtu, K* = A N
B =A A B . Kjo tregon qé By €shté A-semilatic€. Késhtu, By &shté njé laticE. Né ményré té
ngjashme, né qofté se Dy = {A: Ac X} éshté njé nénbashkési e By,atéheré éshté e qarté qé

Uae py A €shté superiori i Dy dhe N e p, A €shté inferiori i Dy. Késhtu Dy &shté laticé e ploté.
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Le té jené p, o dy relacione (binare) n€ bashkésiné X. Pérfshierja p < o do té thoté qé p &shté
nénbashkési e o. Kjo éshté ekuivalente me implikimin: ap b sjell acb (a,b € X). Megénése
bashkésia By e té gjithé relacioneve (binare) né X pérmban té gjitha nénbashkésité e bashkésisé
XxX sé bashku me bashkésiné boshe, kemi gé By formon laticé té ploté né lidhje me pérfshierjen
c. Operacionet né kété laticé do té shénohen N (prerja) dhe U (bashkimi). Relacioni universal @

dhe relacioni bosh O jané pérkatésisht elementi mé i madh dhe elementi mé i vogél i By.

Relacioni ¢ né bashkésiné X quhet relacion ekuivalence né X né qofté se ai éshté reflektiv, simetrik
dhe kalimtar. Eshté e qarté qé ¢do relacion ekuivalence { né bashkésiné X pércakton njé copétim
né X klasa ekuivalence (jo-prerése) mod ¢ dhe anasjelltas, ¢do copétim i X pércakton njé relacion

té vetém ekuivalence né X.

POHIM 1.97. Prerja e njé bashkésie ¢farédo relacionesh ekuivalence né bashkésiné X éshté
relacion ekuivalence né X.

VERTETIM. Le t& jeté (pi)iel nj€ bashkési ¢farédo relacionesh ekuivalence né bashkésiné X.

Péredo x € X, xp,x péredo i € I. Késhtux N;e; p,x q€ nga N;g; p; Eshté reflektiv. Gjithashtu, pér
¢do x,y € X, xp,y sjell g€ yp,x pér ¢do i € I. Kjo do & thoté€ g€ x N;e; o,y sjell g€ y Ny px.
Késhtu N;e; p; €shté simetrik.Nga ana tjetér xp;y dhe ,xp,z sjell , xp.z. Késhtu x N;¢; p,y dhe

X r]iEI ,Dl-Z Sje” X niEI piZ'

Bashkimi ¢ U u i dy relacioneve ekuivalence ¢ dhe u né X né pérgjithési nuk éshté relacion
ekuivalence né X. Superiori { v p i { dhe p éshté relacioni i ekuivalencés mé i vogél né X qé
pérmban ¢ dhe u. Meqgénése relacioni universal @ éshté njé relacion ekuivalence qé pérmban {

dhe u kemi qé ¢ v u ekziston dhe éshté prerja e té gjithé relacioneve té ekuivalencés qé pérmbajné

¢ dhe pu.

PERKUFIZIM 1.98. [2] Le # jeté S njé gjysmégrup ternar. Njé relacion ekuivalence y né S
quhet:

(i) kongruencé e djathté né qofté se ayb sjell acdybcd pér ¢do a,b,c,d € S

(ii) kongruencé e majté né qofté se ayb sjell cdaycdb pér ¢do a,b,c,d € S

(ii) kongruencé laterale né gofté se ayb sjell cadycbd pér ¢do a,b,c,d € S
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(iii) kongruencé né qofté se y éshté njéherésh kongruencé e djathté dhe e majté né S.

Dy elementé a, b t€ gjysmégrupit ternar S quhen Z-ekuivalenté né qofté se ata gjenerojné té njéjtin ideal
kryesor té majté t& S. Me fjal€ t€ tjera, & &shté nénbashkési e SxS qé konsiston né té gjithé ciftet
e radhitur (a, b) té tillé ¢ (a); = a U SSa = b U SSb = (b),;. Kjo do té thoté qé a#b né qofté se
dhe vetém né qofté se ekzistojné elementét s;,tq, S5, t, né€ S té tillé q€ a = s;5,b dhe b = t;t,a.
Eshté e qarté q& % éshté njé relacion ekuivalence né S i tillé q¢ a2 b sjell acd % bed pér ¢do ¢, d
té S, domethéné &£ Eshté kongruencé e djathté n€ S. Le t€ jeté L, bashkésia e t& gjithé elementéve
té S té cilét jané F-ekuivalenté me a né S, domethéné L, éshté klasa e ekuivalencés mod¥Z qé
pérmban elementin a. Dy elementé a, b t€ gjysmégrupit ternar S quhen .#-ekuivalenté né qofté se
ata gjenerojné t& njé€jtin ideal kryesor lateral t&€ S. Me fjal€ té tjera, .# €shté nénbashkési e Sx§ qé
konsiston né té gjithé ciftet e radhitur (a, b) té tillé qé (a); = a VU SaS U SSaSS = b U ShS U
SSbSS = (b);. Kjo do té thoté qé a-# b né qofté se dhe vetém né qofté se ekzistojné elementét
Sy, t1,S,,t, né S té tillé q¢ a = s;bs, dhe b = t;at, 0se a = s,5,bs;3s, dhe b = t,t,atst, pér
S1, 52,53, 54 dhe ty, t,, t3, t, né S.. Eshté e qarté qé . éshté njé relacion ekuivalence né S i tillé q&
a-t b sjell cad-# cbd pér ¢do c,d té S, domethéné . &shté kongruencé laterale né S Le té jeté
M, bashkésia e té gjithé elementéve té S té cilét jané .#-ekuivalenté me a né S, domethéné M,
¢shté klasa e ekuivalenc€s mod-# qé pérmban elementin a. Dy elementé a, b t€ gjysmégrupit
ternar S quhen Z#-ckuivalenté né qofté se ata gjenerojné t€ njéjtin ideal kryesor té djathté t& S. Me
fjalé té tjera, & éshté nénbashkeési e SxS qé konsiston né té gjithé ciftet e radhitur (a, b) té tillé qé
(a), =auUaSS =bUbSS = (b),. Kjo do té thoté qé aZ b né qofté se dhe vetém né qofté se
ekzistojné elementét s;,t;, S5, t, né S té tillé qé a = bs,s, dhe b = at,t,. Eshté e qarté qé & éshté
njé relacion ekuivalence né S i till€ qé aR b sjell acd R bed pér ¢do ¢, d t&€ S, domethéné R Eshté
kongruencé e djathté né¢ S Le té jeté R, bashkésia e t& gjithé elementéve t& S té cilét jané
R-ekuivalenté me a né S, domethéné R, €shté klasa e ekuivalencés mod# q€ pérmban elementin
a.

Prerja & N R = A erelacioneve t€ ekuivalencés ¥ dhe & né gjysmégrupin ternar S €shté relacion
ekuivalence né S. Ne do ta shénojmé klasén e ekuivalencés mod# q€ pérmban a né S me H,,.

Eshté evidente ¢ H; = L,NR, (a €YS).
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LEME  1.99. Né qofté se elementét a,as,s, [ sys,a] t¢ gjysmégrupit ternar S (s1, s, € S) i
pérkasin té njéjtés H-klasé H té S, atéheré Hs s, = H [ s;s,H = H].

VERTETIM. Le té jeté h njé element i #2klasés H. Megenése h U SSh = a U SSa = as;s, U
SSas,s, dhe hs;s, U SShs;s, = as;S, U SSas;s, ne kemi q¢ h U SSh = hs;s, U SShs;s, . Nga
ana tjet€r h U SSh =a U SSa sjell q¢ h =xya pér x,y € S. Megénése a U aSS = as;s, U
as15,8S ne kemi qé xya U xyaSS = xyas;5,SS qé do té thoté q€ h U hSS = hs;s,SS. Késhtu
Hs; s, < H. Megenése h U hSS = hs;5,SS ekzistojné elementét ¢, t, né S té tillé qé hs;s,t1t, =
h. Elementét hs;s, dhe hs;s,t;t, i pérkasin H; nga pjesa e paré e vértetimit ne kemi qé Ht;t, €
H. Sé fundmi h U SSh = hs;s, U SShs;s, sjell ekzistencén e x,y né S té tillé qé h = xyhs;s,.
Késhtu ne kemi h = xyhs;s, = xyhs;S,t;t,515, = ht t,S;S, = ht;t,s;5, prandaj H <

Ht t,s,S, < Hs;S,. NEé ményré t€ ngjashme tregohet qé€ s;s,H = H.

TEOREME 1.100. Né gofi¢ se a,b € S atéheré asb € R, N Ly, sjell asHy, = Hysb = xsH), =
H,sy = H,sH, = Hysp = R, NLykus €S,x € H, dhe y € H),.

VERTETIM. Le té jeté h njé element ¢farédo i #zklasés H,. Atéheré asbh € R, N L, dhe h U
SSh =a U SSa sjellin hsb%asb#b. Nga ana tjetér h¥a sjell q¢ h = s;s,a pér s4,5, €S.
Gjithashtu aZ%asb sjell gé s15,aR s15,(asb) = (s;5,a )sb = hsb. Késhtu hsb € R, N Ly, gjé qé
sjell H,sb < R, N L. Né ményré té€ ngjashme tregohet q¢ asH, < R, N L. TE€ tregojmé tani qé
H,gp = Ry N Ly. Le t€ jet€ ¢ € R, N Ly,. Atéheré c#b¥%asb dhe cR aR asb. Késhtu ¢ € H,g,
gj€ qé tregon q€ R, N Ly < Hygp-

Anasjelltas, né qofté se d € Hygy, atéheré dZ asb¥ b dhe dR asbR a qé nga Hyg, < R, N Ly,.
Né qofté se x € H, dhe y € H, atéheré xZa dhe yR b sjellin g€ xsyZasy dhe xsyR xsb.
Meqgenése y € Hy,, asH, < Ly, x € H, dhe H;sb < R, kemi qé xsyZasy%b dhe xsyR xsbR a.
Késhtu xsy € R, N Ly, qé nga Hy,sHy, < R, N Ly, . T€ tregojmé qé Hyp, < Hysb dhe Hyg, < asHy,.
Meqgenése H,g, = R, N Ly kemi qé asb € R, qé nga ekzistojné m, k € S té tillé qé a = (asb)km
qé nga asb = [(asb)km]sb. Le té jeté n njé element ¢farédo i H,gy,. Atéheré Hygp = Rasp N Lash
sjell g¢ nZasb q€ nga nkmZ (asb) km. Késhtu nkm# a qé do té thoté q¢ nkm € L,. Megenése
nZasb ekzistojné p,q € S té tillé q¢ n = pq(asb). Shénojmé r = nkm. Atéheré rsb =

(nkm)sb = ((pq(asb))km) sb = pq((asn)km)sb = (pqa)sb = pq(asn) = n. Barazimet
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r = nkm dhe n = rsb sjellin qé r# n. Megenése n € H,g, = R, N L, kemi qé nR a. Atéheré
r& a. Késhtu r = nkm € R,. Nga nkm € L, dhe nkm € R, rrjedh q¢ nkm € R, N L, = H,,.
Késhtu n = rsb = (nkm)sb € H,sb qé nga H,g, < H,sb. Né ményré té ngjashme tregohet qé
H,g, < asHy. Késhtu, nga Hysb c H,sH, c R, N L, = Hyg, < Hysb dhe asH, < HysHy < R, N
L, = H,g, < asHy trjedh qé asH, = Hysb = H,g, = HysH, = R, N Ly,. Gjithashtu xsy € R, N
Ly, pér ¢do element x € H, dhe y € H,. Nga H, = H,,R, = Ry, H, = H,, dhe L, = L,, rrjedh gé
xsy € Ry N L, dhe x € H, = xsH, = R, N L, = Ry N L, = Hysy = HgsYy.

Tani le t€ kthehemi tek teoria e pérgjithshme e relacioneve binare né bashkésin€ X. Né qofté se
p dhe o jané relacione (binare) né X, atéheré kompozimi p o ¢ i p dhe o pércaktohet si vijon:
ap o ob (a,b € X) né qofté se ekziston njé element x né X i tillé qé apx dhe xob. Eshté e qarté
q¢ top=potr=pdhe O0op =poO=0.NE¢ qofté se { &shté njé relacion ekuivalence né X,
atéheré (o { = (. Tregohet lehté qé: p c o sjellq¢ pot < oot dhe To p < T 0 0. Rezultati i

mirénjohur q€ vijon €shté shumé i rénd€sishém.

LEME 1.101. Né qofté se o dhe 1 jané relacione ekuivalence né bashkésiné X, dhe g o n =
1 0 0 atéheré g o n éshté njé relacion ekuivalence né X me vetine pon =nop =90 v 1.
VERTETIM. Eshté e qarté qé o o 1 éshté reflektiv. Supozojmé qé ag o nb (a, b € X). Atéhers
ekziston njé element x né X i till€ g€ apx dhe xnb. Kjo sjell bnx dhe xpa domethéné bn o pa qé
nga bo o na. Supozojmé qé ap o nb dhe bp o nc (a, b, c € X).Atéheré a(o on) o (0 0 n)c gé nga
ap o 0 o n onc domethéné ap o nc. Késhtu p o n €shté njé€ relacion ekuivalence 1 tillé qé o <
condhencoongéngagvncoeoon Ngaanatet€roonc(evnolevn)=evn
domethéné pon =noo =0 vn.

Bashkimi £ UZ i relacioneve té Grinit # dhe® né gjysmégrupin ternar S né pérgjithési nuk éshté
relacion ekuivalence né S. Superiori  v® = D i £ dhea &shté relacioni i ekuivalencés mé i
vogél né S gé pérmban & dhe & domethéné D éshté prerja e té gjitha relacioneve té ekuivalencés

né€ S qé pérmbajné ¥ dhe R. Le t& japim tani rezultatin e réndésishém g€ vijon:

LEME 1.102. Letéjené & # dhe D= % v R relacionet e Grinit né gjysmégrupin ternar S.
Atéherée D=LoR=Ro ¥%.
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VERTETIM. N& bazé té Lemés 1.69 ne duhet t& tregojmé qé Z 0 & = R 0 £. N& qofté se a ¥

o0 Rb (a,b € S) atéheré ekziston njé element ¢ né S i tillé g€ aZc dhe cRb. Kjo do té thoté qé
aVUSSa=cUSSc dhe cUcSS =bUDbSS ¢ nga a = x,x,c dhe b = cy,y, pér x,y né S.
Késhtu kemi a U aSS = xc U xcSS = xb U xbSS = xcy U xcySS dhe xcy U xcySS =ayu
aySS = cy U cySS = b U bSS qé nga aRxcy dhe xcy%b domethéné aR o ¥b. Késhtu marrim
Q€ L oRcC R o ¥ Meqgenése pérfshierja £ o ¥ < £ 0 & mund t€ provohet né ményré té
ngjashme, atéheré¢ Yo R =R o ¥ .

1.4 GJYSMEGRUPET TERNARE TE RREGULLT

Né kété pjesé do té japim disa veti kryesore té gjysmégrupeve ternare té rregullt me ané té disa

nocioneve, teoremave dhe pohimeve si¢ do té shohim né vijim.

PERKUFIZIM 1.103. [1] Njé gjysmégrup ternar S quhet i regullt né qofté se pér ¢do a € S

ekzistojné x,y € S té tillé ¢é a = axaya.

Eshté e qarté qé njé gjysmégrup ternar i rregullt S plotéson kushtin SSS = .

PoOHIM 1.104. Njé gjysmégrup ternar S éshté i rregullt vetém atéheré kur pér ¢do a € S

ekzistojné xq, X3, Y1, V2, 21, 22 € S té tillé qgé a = (ax,1x;)(y1ay2)(212,a).

VERTETIM. Meqgenése gjysmégrupi ternar S &shté i rregullt kemi qé& pér ¢do a € S ekzistojné

x,y € S té till€ g€ a = axaya. Gjithashtu, meqenése S €shté i rregullt ai plotéson kushtin SSS =
S. Késhtu, pér elementin x € S ekzistojné€ x4, x5, y; € S té till€ q€ x = x1x,y;. Po késhtu, péry €
S ekzistojné y,,z,,z, €S t€ tillé qé y = y,z;2,.Atéheré a = a(x,x,y1)a(y,z,2,)a =
(ax,x3) (y1ay2) (212, a).

Anasjelltas, pér c¢do a €S cekzistojné xq,%x,,V1,V2,21,Z2, €S t&€ tilleé q¢ a=
(ax1x5)(y1ay,)(z12z,a). Atéheré a = a(xyx,y,)a(y,2,2,)a. Shénojmé x = x;x,y; dhe y =

V2Z1Z5. Késhtu a = axaya qé nga S €shté i rregullt.

TEOREME 1.105. [1] Né njé gjysmégrup ternar S pohimet e méposhtme jané ekuivalente:

30



(i) S éshté i rregullt

(ii) Pér ¢do ideal té djathté R, ideal lateral M dhe ideal té majté L t¢ S, RML = RNM N L

(iii) (a)(b)(c) = (@) n (b) n (¢) pér¢do a,b,c € S

(iv) Pér¢do a € S, (a)r(@)m(a); = (@)r N (@ N (@),

VERTETIM. (i) sjell (ii) N& bazé t& Pohimit 1.47 RML < R N M N L. N& qofté se S &shté i

rrequllt dhe a€ RNM N L atéheré ekzistojné xq,x2,V1,¥2, 21,22 €S t€ tillé g€ a=
(ax1x3)(y1ay;)(z1z,a). Késhtu a € RML.

(ii) sjell (iii) dhe (iii) sjell (iv) jané evidente.

(iv) sjell (i) Le té jeté a € S. Megenése a € (a), N (a),, N (a); atéheré a = a,a,a; kua; = a
0Se a; = ax,Xx,, a, = a 0Se a, = y,ay, 0Se a, = u;uausu, dhe a; =a ose az = z;z,a.
Supozojmé s€ pari g€ a, = wuyauszu,. Atéheré a = a,a,a; = a;uU U AUzULA3 =
(aququy)a(usugas) = viav, pér vy, v, €S. Késhtu a, = uju,auzily, = UjUy V1AV, UL, =
(uquyvy)a(vyusu,) = y;ay, pér y,,y, € S. Nérastin kur a; = a (i = 1,2,3) vémé re g€ a; =
a;a,as;. Kjo do té thoté qé né té gjitha rastet kemi a; = ax;x,, a, = y,ay, dhe a; = z;z,a. Q&

kétej rrjedh rezultati 1 déshiruar.

PERKUFIZIM 1.106. [1] Njé ideal I i gjysmégrupit ternar S quhet i rregullt né qofté se I U

RML = RN M N L pér ¢do ideal té djathté R o1, ideal lateral M o1, ideal té majté L o1.

Vérejmé qé S €shté gjithnj€ ideal 1 rregullt. Cdo ideal qé pérmban nj€ ideal té€ rregullt éshté
gjithashtu ideal i rregullt. Né qofté se pér ndonjé ideal té djathté R, ideal lateral M dhe ideal té
majté L, RML pérmban njé€ ideal t€ rregullt, atéheré RML = R N M N L. Gjithashtu, pér ¢do tre
ideale I, I, I5 té till€ q& I, I3 pérmban njé ideal t& rregullt kemi I (1)l 52)l53) = I N I; N I3 NE

vijim do té vértetojmé disa pohime dhe teorema té formuluar nga [1].

TEOREME 1.107. Leté jeté I njé ideal i rregullt i gjysmégrupit ternar S. Né qofté se pér ndonjé
ideal té djathté R, ideal lateral M dhe ideal té majté L té S,RML c I atéherée RN M NL 1.
VERTETIM. Supozojmé qé¢ RML < I dhe I &shté ideal i rregullt. Atéheré RN M NL <

(IUR),n(IUM),,n(IUL);=1U(IUR),(JUM),,(JUL))=1U{(TUM),,(IV
L))(RI(JUL),)URMIURML 1.
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POHIM 1.108. [21] Cdo ideal i rregullt dhe fortésisht jo i reduktueshém éshté prim.

VERTETIM. Le té jeté S njé gjysmégrup ternar dhe I njé ideal i rregullt dhe fortésisht jo i

reduktueshém i1 S. Le té jeté [;1,15 < I. Atéheré I,1,15 U I = I. Gjithashtu, megenése I €shté ideal
irregullt kemi qé ;1,13 U I = I; NI, N I3 < I dhe meqgenése I &shté fortésisht jo 1 reduktueshém

kemiqé I; c10sel, cIosel; < qéngal &shté ideal prim.

POHIM 1.109. [21] Cdo ideal i rregullt éshté semiprim.

VERTETIM. Le t& jeté S njé gjysmégrup ternar dhe I njé ideal i rregullt i S. Le t& jeté JJJ < I.

Atéheré JJJ U I = I. Meqgenése I éshté ideal i rregullt kemiqé JJJUl =] NnJNJ =] c I qénga

I éshté ideal semiprim.

LEME 1.110. [21] Le té jeté @ : S — T njé homomorfizém injektiv i gjysmégrupit ternar té
rregullt S né gjysmégrupin ternar T. Atéheré im® éshté i rregullt. Né qofié se [ éshté njé element
idempotent né im® atéheré ekziston njé element idempotent e né S i tillé gé ®(e) = f.

VERTETIM. Pér ¢do z € im®, z = ®(a) pér a € S. Megenése S &shté i rregullt kemi qé
ekzistojné x,y € S té tillé q¢ a = axaya. Atéheré ®(a) = ®(a)P(x)P(a)P(y)P(a) sepse P
¢shté homomorfizém. Késhtu z = zuzvz ku u = @(x) dhe v = @(y). Kjo tregon g€ im® &shté i

rregullt. Le té jeté tani f njé element idempotent i im®. Atéheré fff = f dhe ekziston e € S i tillé
g€ @(e) = f.Késhtu f = @(e)P(e)P(e) = P(eee) dhe megenése @ éshté injektiv eee = e.
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KAPITULLI 2
KUAZI-IDEALET DHE BI-IDEALET NE GJYSMEGRUPET TERNARE

N¢ kété kapitull paragitet kuptimi i kuazi-idealit n€ njé€ gjysmégrup ternar si dhe disa veti lidhur
me kuazi-idealet. Gjithashtu ne do té pérgjithésojmé konceptin e kuazi-idealit duke futur konceptin
e bi-idealit né njé gjysmégrup ternar si dhe duke dhéné disa veti qé paragiten népérmjet disa

pohimeve dhe teoremave né vijim.

2.1 KUAZI-IDEALET NE GJYSMEGRUPET TERNARE

Kétu do shohim pérkufizimin e kuazi-idealit né njé gjysmégrup ternar si dhe disa karakterizime

bazé té tyre.

PERKUFIZIM 2.0. [1] Njé nénbashkési jo-boshe Q e gjysmégrupit ternar S quhet kuazi-ideal i
S né qofté se QSS N SQS N SSQ < Q dhe QSS N SSQSS N SSQ Q.

POHIM 2.1. [22] Cdo ideal i majté L i gjysmégrupit ternar S éshté kuazi-ideal i S.

VERTETIM. Le té jet€ a € LSS N SLS N SSL. Qé kétej a € SSL. Nga ana tjetér SSL < L sepse

L &shté ideal 1 majté 1 S. Késhtu a € L q€ nga LSS N SLS N SSL < L. Q¢ kétej éshté e qarté qé
LSS N SSLSS N SSL c L.

Né ményré té ngjashme vértetohet pohimi:

POHIM 2.2. [22] Cdo ideal i djathté R [ ideal lateral M, ideal I ] i gjysmégrupit ternar S éshté

kuazi-ideal i S.

POHIM 2.3. [22] Né qofté se S éshté njé gjysmégrup ternar me 0 ateheré ¢do kuazi-ideal Q i S
e pérmban 0.
VERTETIM. Pér¢dok € Q,0 = 00k = 0k0 = k00 € SSQ N SQS N QSS Q.

NEé qofté se S éshté njé gjysmégrup ternar pa 0, at€heré njé kuazi-ideal Q quhet i miréfillté né qofté
se @ #S.
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POHIM 2.4. [22] Cdo kuazi-ideal Q i gjysmégrupit ternar S éshté néngjysmégrup ternar i S.

VERTETIM. Q3 cQSS N SQSNSSQ cQ sepse Q &shté kuazi-ideal i S.

POHIM 25. [22] Prerja e idealit t¢ djathté R, idealit lateral M dhe idealit ¢ majté L té
giysmégrupit ternar S éshté kuazi-ideal i S.
VERTETIM. Nga Pohimi 1.47 RML R N M n L. Késhtu, prerja R N M N L nuk &shté boshe.

Megenése (RNM NL)SSNS(RNMNL)SNSS(RNMNL) cRSSNSMSNSSLcRNM N
Ldhe (RNMNL)SSNS(RNMNL)SNSS(RNMNL) cRSSNSSMSSNSSLcRNMANL
kemi qé R N M N L &shté kuazi-ideal i S.

POHIM 2.6. [22] Prerja e kuazi-idealit Q dhe e néngjysmégrupit ternar T té njé gjysmégrupi
ternar S ose éshté boshe ose éshté kuazi-ideal i T.
VERTETIM. Né& qofté se T N Q nuk &shté boshe, atéheré T N Q &shté njé nénbashkésie T e tillé

@WTNQ)TTNT(TNQ)TNTT(TNQ)cT3cTdhe(TNQ)TTNTT(TNQ)TT NTT(T N
Q)cT3cT sidhe(TNQ)TTNT(TNQ)TNTT(TNQ) cQTTNTQT NTTQ <Q dhe(T N
Q)TTNTT(TNQ)TTNTT(TNQ)cQTT NTTQTT NTTQ <Q.Kétosjellingé T N Q &shté

kuazi-ideal 1 T.

POHIM 2.7. [22] Prerja e njé kuazi-ideali Q dhe e njé néngjysmégrupi ternar B me 0 té njé

gjysmégrupi ternar S me 0, éshté kuazi-ideal i B.

Vértetimi €shté 1 ngjashém me até t€ Pohimit 2.6.

POHIM 28. [22] Le 6 jeté e njé element idempotent i gjysmégrupit ternar S

dhe R, M, L pérkatésisht ideal i djathté, lateral dhe i majté i S. Atéheré Ree, eel dhe eeMee jané

kuazi-ideale té S.
VERTETIM. Mjafton t& provojmé relacionet Ree = R N (SeS U $SeSS) N See, eel = eeS N

(SeSuUSSeSS)NL dhe eeMee =eSSNM N SSe. Le té jeté x € Ree.Atéheré x = aee,a €
R Ké&shtu x € R dhe x € See.Gjithashtu x € SeS dhe x = aee = aeeee € §SeSS. Kjo do té thoté
g€ x € SeSU SSeSS. Prax € RN (SeS U SSeSS) N See gé nga Ree cR N (SeSUSSeSS) N

34



See.Le té jeté tani x € R N (SeS U SSeSS) N See. Kjo do té thoté qé x € R N See dhe x € SeS U
S5SeSS.Atéheré x = aee,a € S.Késhtu x = aee = aeeee = xee € Ree.Kjo do t€ thot€¢ q¢ R N
(SeS U SSeSS) N See c Ree Né ményré té ngjashme tregohet barazimi eeL = eeS N (SeS U
SSeSS)N L. Té tregojmé tani barazimin eeMee = eSSN M N SSe. Le té jeté x € eeMee.
Atéheré x = eeaee,a € M. Késhtux € eSS N SSe dhe x € M. Kjo do té thot€ g€ x € eSS N M N
SSe g€ ngaeeMee ceSSN M N SSe. Le t€ jeté tanix € eSS N M N SSe. Q&€ kétej kemi g€ x €
eSS NSSedhe x € M. Késhtu dhe x = eabdhex =cde ku a,b,c,d € S.Atéheré eexee =

eeeabee = eabee = cdeee = cde = x q€ nga x € eeMee.Késhtu eSS N M N SSe ceeMee.

POHIM 2.9. [22] Cdo kuazi-ideal Q i gjysmégrupit ternar S éshté prerje e idealit té majté Q U
S$SQ, idealit lateral Q U SQS U SSQSS dhe idealit té djathté Q U QSS té S.

VERTETIM. Pérfshierja Qc(Q U SSQ) N (Q U SQS U SSQSS) N (Q U QSS) éshté evidente.
Anasjelltas, le té jeté a njé element i prerjes (Q U SSQ) N (Q U SQS U SSQSS) N (Q U QSS).
Megenése Q éshté kuazi-ideal i S, rasti i dyté sjell gé a € SSQ N (SQS U SSQSS) N QSS Q.
Késhtu (Q USSQ) N (Q U SQS U SSQRSS) N (Q U QSS) Q.

POHIM 2.10. [22] Njé nénbashkési jo-boshe e gjysmégrupit ternar S éshté kuazi-ideal i S vetém
atéheré kur ajo éshté prerje e njé ideali té majté, lateral dhe té djathté té S.

VERTETIM. Le & jeté L = Ugeo(q);- Pér ¢do sy, s, € S dhe pér ¢do a € L kemi gé a € (q),;
pér ndonjé q € Q. N& qofté se a = q atéheré s;5,a = 515,q € (q); < Ugeo(q); = L. Né qofté
se a € S5q kemiqé a = s35,q KU s3,5, € S.Késhtu s;5,a = 515,(535,9) = (515253)S4q €

55q = (q); € Ugeg(q); = L. Késhtu L &shté ideal i majté i S. Tani le t€ jet€ M = Ugeo(q),. Pér
¢do sq,5, € S dhe pér ¢do a € M kemi qé a € (q); pér ndonjé q € Q. Né qofté se a = q atéheré
51as; = 51953 € 5qS < (q): < Ugep(q): = M. Néqoftése a € SqSatéheré a = s3qs, ku 53,54 €
S. Atéheré s;as, = 51(53954)s, € §59g5S < (q); cM.Né qofté sea € S5qSS  atéheré a =
S354qS5Se. Késhtus,as, = 51(5354,45556)S2 = (515354)q(S55652) ©5qS < (@) <M. Késhtu M
éshté ideal lateral i S. Le té jet€ R = Ugeq(q)y. Pérc¢do sy, s, € S dhe péredoa € R kemiqéa €
(@), pér ndonjé q € Q. Né qofté se a = q atéheré as;s, = qs15, € qSS < (q), < R. Né qofté se
a € qSS atéheré a = qs3s4Ku s3, s, € S.Késhtu as;s, = (q535,)51S3 = qS3(5451S,) €

qSS < (q), < R. Kjo do té thoté qé R éshté ideal i djathté i S. Eshté e qarté g¢ Qc L N M N R. Té
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tregojmé pérfshierjen tjetér. Nga ana tjetér, nga veprimet me bashkésit€¢ kemi LN M NR =
(QUESSHN(QUSESUSSESS)N(QUSSY) =QUESSN(SESUSSQRSS) NSSQ] <Q.
Késhtu@Q = LN M NR.

Anasjelltas, supozojmé qé Q = LN M N R ku L éshté ideal i majté i S, M &éshté ideal lateral i S
dhe R éshté ideal i djathté i S. Atéheré SSQ NSRS N QSS =SS(LNMNR)NS(LNMNR)SN
(LNMNR)SS cSSLNSMSNRSScLNMNR=2Q dhe SSQ N SSQSS N QSS =SS(L N
MNR)NSS(LNMNR)SSN(LNMNR)SS cSSLNSSMSSNRSScLNMNR =Q.
Késhtu Q = L N M N R éshté kuazi-ideal 1 S.

POHIM 2.11. [22] N& qofté se Q &shté njé kuazi ideal i mir&fillté i gjysmégrupit ternar S me 0 i

tillé g€ Q nuk pérmban ideale té majté [ lateralé, té djathté ] t€ S si dhe SSQ N SQS zQ,SQS N
QSS zQ dhe SSQ N QSS zQ atéheré SSQ[SQS, QSS] éshté ideal i miréfillté i majté [ lateral, i
djathté ]i S.

VERTETIM. Té& tregojmé qé SSQ &shté ideal i miréfillté i majté. Supozojmé qé SSQ = {0}.
Atéheré SSQ = {0} < Q gjé qé nuk éshté e mundur sepse Q nuk pérmban ideale té€ majté. Né qofté
se SSQ = S ateheré SSQ N SQS N QSS =S NSRS N QSS = SQS N QSS < Q gjé qé kundérshton
kushtin. T¢ tregojmé tani qé SQS é&éshté ideal lateral i miréfillté i S. N&é qofté se SQS = {0}
atéheré SQS = {0} < Q gjé qé nuk mund té ndodhi pasi Q nuk pérmban ideale lateralé t€ S. Né
qofté se SQS = S atéheré SSQ N SQS N QSS = SSQ NS N QSS = SSQ N QSS < Q gjé qé éshté
kontradiksion. Té tregojmé € QSS éshté ideal i miréfillté i djathté. Né qofté se QSS = {0}
atéheré QSS = {0} < Q gjé g€ nuk éshté e mundur. NE qofté se QSS = S atéheré SSQ N SQS N
QSS =55QNSESNS =550 NSQS <Q gjé qé nuk mund té€ ndodhi pasi kundérshton kushtin e
dhéné.

POHIM 2.12. [22] Prerja e njé bashkésie ¢farédo kuazi-idealesh té gjysmégrupit ternar S 0se
éshté boshe ose éshté kuazi-ideal i S.

VERTETIM. Le t& jets (Q;)1c4 njé bashkési kuazi-idealesh t& S. N& qofté se Ne,Q; Nuk
éshtéboshe,atéherépéredo Q,, t € A, D = SS(Nye1 Q1) N S(NpesQ@1)S N

(Nxes Q1SS =SS Q, NS QSN Q,SS < Q. KéshtuD < Njeq Qs gi€ qé pérfundon vértetimin.
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POHIM 2.13.[22] Prerja e njé bashkésie ¢farédo kuazi-idealesh té gjysmégrupit ternar S me 0
éshté kuazi-ideal i S.
VERTETIM. Duke gené se ¢do kuazi-ideal i S pérmban elementin zero 0, prerja e ¢do bashkésie

kuazi-idealesh t€ S nuk &shté boshe. Vértetimi mund t€ vazhdohet né ményré t€ ngjashme me

vértetimin e pohimit t€ mésipérm.

Le té jeté X njé nénbashkési jo-boshe e gjysmégrupit ternar S. Kuazi-ideal i S | gjeneruar nga X
éshté prerja (X), e té gjithé kuazi-idealeve t& S qé pérmbajné X, e cila né fakt éshté kuazi-ideal i
S. ('Natyrisht, (X), pérmbahet né ¢do kuazi-ideal t& S qé pérmban X ). N& qofté se nénbashkésia
X konsiston né njé element t€ vetém x, atéheré (x), quhet kuazi-ideali kryesor i S i gjeneruar nga

X.

POHIM 2.14. [22] Né gofié se X éshté njé nénbashkési ¢farédo jo-boshe e gjysmégrupit ternar
S, ateheré (X U S5X) N (X U SXS U SSXSS) N (X U XSS) éshté kuazi-ideali (X), i S i gjeneruar
nga X.

VERTETIM. D = (X USSX) N (X USXS U SSXSS) N (X UXSS) éshté kuazi-ideal i S qé
pérmban X, prandaj (X), < D. Nga ana tjetér, kuazi-ideali Q = (X), i S ka formén (X), = Q =
(QUSSE)N(QUSESUSSESS)N(QuUQESS). Kjo dhe pérfshierja X <Q sjellinD = (X U
SSX)N(XUSXSUSSXSS)N(XUXSS) c (QUSSQ)N(QUSQESUSSQESS) N (Q U QSS) =
(X)4- Késhtu ne kemi (X), = D.

VEREJTJE 2.15. [22] 1. Kuazi-ideali kryesor (x)q 1 gjysmégrupit ternar S t€ gjeneruar nga

elementi x i S ka formén (x), = (x U SSx) N (x U 5xS U S5x55) N (x U xSS) (%)

2. Le té jeté X njé nénbashkési jo-boshe ¢ gjysmégrupit ternar S dhe x njé element i S. Atéheré
éshté e lehté t& provohen barazimet (X), = X U (S5X N (SXS U SSXSS) N XSS) dhe (x)q = x U
(8Sx N (SxS U SSxSS) N xSS). Megenése (X); = X USSX, (X);=XUSXSUSSXSS dhe
(X), = X U XSS jané pérkatésisht ideali i majté, lateral dhe i djathté i S t€ gjeneruar nga X kemi
q€ (X)g = (X); N (X)¢ N (X);. N& vecanti, barazimi (*) sjell (x), = (x); N (x), N (x), ku
(x); =xUSSx, (x); = x U SxS USSxSS dhe (x), = x U xSS jané pérkatésisht ideali kryesor i

mayjté, lateral dhe 1 djathté 1 S t€ gjeneruar nga x.
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TEOREME 2.16. [22] Familja (Q));e; e € gjithé kuazi-idealeve té gjysmégrupit ternar S éshté
laticé e ploté.
VERTETIM. Nga Pohimi 1.96 kemi qé familja e te gjithe kuazi-idealeve (Q;);c; &shté njé

bashkési pjesérisht e renditur né lidhje me pérfshierjen e bashkésive. Té tregojmé g€ inferiori |
(Q))ic; 8shté Aje; Qi = Nyer Q;. Eshté e qarté qé Nje; Q; <Q;, Vi € I. Le té jeté Q njé kuazi —
ideal i Si tillé &8 Q = Q;, V i € 1. Eshté evidente & Q = Njg; Q;. T& tregojmé tani qé superiori i

(QDier éshté Vier Qi = (Uier Q)r N (Uier Q)m N (Uier Qi)r- Eshté e qarté qé Q; < Vi Q;, Vi€
[. Le t€ jet€é Q njé kuazi-ideal i S i tillé q¢ Q;<Q, Vi€l Atéheré Vi1 Q; = (Ujer Q; U

(Uie1 QDSS) N (Uier Qi U S(Uier Q1S U SS(Uier Q1)SS) N (Ui Q; U SS (U Q1)) = Uiy Qi U
((Uie1 @SS N (S(Uie; QS U SS(Uie; Q)SS) N SS(Uie; Q1)) <QSS N (SQS U SSQSS) n
§$5Q Q.

TEOREME 2.17. [22] Njé nénbashkési Q e gjysmégrupit ternar té rregullt S éshté kuazi-ideal
I S vetéem atéheré kur QSQSQ N QSSQSSQ < Q.

VERTETIM. Le té jeté S njé gjysmégrup i rregullt dhe Q njé kuazi-ideal i S. Atéheré QSQSQ n
0SSQSSQ =SSO, 0SQSQ N QSSQSSQ —QSS dhe QSQSQ N QSSQSSQ =SOS U SSQSS
késhtu & QSQSQ N QSSQSSQ =SSQ N (SQS U SSQSS) N QSS Q.

Anasjelltas, le t€ jeté S njé gjysmégrup ternar i rregullt dhe Q njé nénbashkési e S e tillé &
0SQSQ N QSSQSSQ Q. Atéheré 0SS N (SQS U SSQSS) N SSQ = QSS(SQS U SSQSS)SSQ =
(QSS)(SQS)(SSQ) U (QSS)(SSQSS)(SSQ) =QSQSQ L QSSQSSQ Q.

TEOREME 2.18. [22] Né qofié se S éshté njé gjysmégrup ternar i rregullt dhe Q4,Q,, Qs jané

kuazi-ideale té S atéheré Q,Q,Q5 éshté kuazi-ideal i S.

VERTETIM. ( Q;Q2Q3)S( Q1Q2Q3)S( @102Q3) U ( 01Q20Q3)SS(Q1Q2Q5)SS(Q1Q2Q3) =
(Ql(Q2Q3S)Q1(Q2Q3S)Q1)Q2Q3 U (Q1(Q2Q35)SQ1(QzQsS)SQ1)QzQ3 ngQZQ3'

TEOREME 2.19. [22] Né qofté se pér cdo kuazi-ideal Q & gjysmégrupit ternar S,Q3 = Q

atéheré S éshté gjysmégrup ternar i rregullt.
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VERTETIM. Le téjeté R njé ideal i djathté i S, M njé ideal lateral i S dhe L njé ideal i majté i S.
Megenése R N M N L &shté kuazi-ideal i S kemi ¢ RNnMNL=RnNnMNL)3=((RnNnMn

LY(RNMNL)(RNMnNL) cRML. Nga ana tjetér RML cRN M N L. Késhtu RML=RNMnN
L. Kjo do té thoté q€ S €shté i rregullt.

PERKUFIZIM 2.20. [22] Njé kuazi-ideal Q i njé gjysmégrupi ternar S quhet minimal né gofté

se Q nuk pérmban kuazi-ideale té miréfillta t¢ S.

TEOREME 2.21.[22] Njé kuazi-ideal i gjysmégrupit ternar S éshté minimal vetém atéheré kur

éshté prerje e njé ideali té majté minimal L , njé ideali té djathté minimal R dhe njé ideali lateral
minimal M # S.

VERTETIM. Supozojmé se Q &shté njé kuazi-ideal i gjysmégrupit ternar Sdhe Q = RN M N L
ku R, L dhe M jané pérkatésisht ideale minimalé té djathté, minimal€ t€ majté dhe minimalé lateralé
t€ gjysmégrupit ternar S. Té provojmé qé Q éshté minimal. Né qofté se Q' éshté njé kuazi-ideal i
gjysmégrupit ternar S qé pérmbahet né Q, atéheré SSQ' < SSQ < SSLc L, Q'SS — QSS < RSS <
R dhe SQ'SUSSQ'SS <SQSUSSQSS cSMS USSMSS cM. Megenése SSQ', Q'SS dhe
SQ'S U SSQ’'SS jané ideal i majté, i djathté dhe lateral, pérkatésisht, atéheré nga minimaliteti i L,
R dhe M kemi SSQ' = L, Q'SS = R dhe SQ'S U SSQ'SS = M. Késhtu g€ gjegmé Q = RN M N
L=55Q0'Nn(SQ'SUSSQ'SS) N Q'SS < Q" atéheré kemi Q < Q' dhe Q' < Q késhtu qé Q = Q’.
Pra Q éshté njé kuazi-ideal minimal i gjysmégrupit ternar S.

Anasjelltas, le té jeté a € Q ku Q &shté njé kuazi-ideal minimal i gjysmégrupit ternar S. Kemi qé
SSan (SaS U SSaSS) N aSS éshté kuazi-ideal i S, si prerje e njé ideali t&€ majté, njé ideali t&
djathté dhe njé ideali lateral t€ S. Atéheré SSa N (SaS U SSaSS) NaSS < SSQ N (SQSU
S5QSS) N QSS < Q. Nga minimaliteti i Q gjejmé SSa N (§S U SSaSS) N aSS = Q. Provojmé qé
SSa éshté ideal 1 majté minimal 1 S. N€ qofté se L &shté njé€ ideal 1 majté i gjysmégrupit ternar S
qé pérmbahet né SSa, atéheré L N (SaS U SSaSS) N aSS < SSa N (SaS U SSaSS) N aSS = Q.
Por L N (SaS U SSaSS) N aSS éshté kuazi-ideal i gjysmégrupit ternar S dhe nga minimaliteti i Q
kemi L N (SaS U SSaSS) N aSS = Q, qé nga Q < L. Tani kemi SSa < SSQ < SSL < L. Atéheré

nga pérfshierjet SSa < L dhe L < SSa kemi qé SSa = L. Pra, SSa éshté kuazi-ideal i majté minimal
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1 gjysmégrupit ternar S. N& ményré t€ ngjashme provohet edhe minimaliteti i idealit t€ djathté aSS
dhe idealit lateral SaS U SSasSs.

POHIM 2.22. [22] Cdo ideal lateral minimal i gjysmégrupit ternar S éshté ideal minimal i S.

VERTETIM. Le t& jeté M njé ideal lateral minimal i S. Ne do t& tregojmé qé M é&shté ideal

minimal i S. Le t€ jet¢ m € M. Atéheré SmS U SSmSS éshté ideal lateral i S dhe SmS U
SSmSS < SMS U SSMSS < M. Meqgenése M éshté minimal kemi g¢ M = SmS U SSmSS. Tani,
MSS = (SmS U SSmSS)SS = (SmS)SS U (SSmSS)SS < SmS U SSmSS <M dhe SSM =

SS(SmS U SSmSS) = SS(SmS) U SS(SSmSS) cSmS U SSmSS <M. Kjo tregon qé M &Eshté
ideal 1 djathté dhe i majté 1 S. Késhtu M &shté€ ideal i S. Tani, na mbetet t& tregojmé qé M &shté
ideal minimal i S. Le té jet€ M’ njé ideal i S itillé ¢ M' < M. Meqenése M’ éshté ideali S atéheré
M’ éshté ideal lateral i S. Meqgenése M éshté ideal lateral minimal kemi q¢ M’ = M. Késhtu M

éshté ideal minimal i S.

RRIEDHIM 2.23. [22] Cdo kuazi-ideal minimal i gjysmégrupit ternar S pérmbahet né njé
ideal minimal té S.
VERTETIM. Le té jeté Q njé kuazi-ideal i S. Atéheré Q = R N M N L ku R &shté ideal i djathté

minimal, M &shté ideal lateral minimal dhe L &shté ideal i majté minimal i S. Eshté e qarté qé

Q < M. Atéheré, nga mé sipér rrjedh g€ M €shté ideal minimal 1 S.

PERKUFIZIM 2.24. [22] Njé ideal idyanshém [ i majté, i djathté, lateral, kuazi-ideal] jo-zero

I quhet 0-minimal né qofté se nuk pérmban ndonjé ideal té dyanshém [té majté, té djathté, lateral,

kuazi-ideal] jo-zero té miréfillté né njé gjysmégrup ternar S°.

F .25. ¢ kuazi-ideal Q i gjysmégrupit ternar S° quhet rigorozisht 0-
PERKUFIZIM 2.25. [22]  Njé kuazi-ideal Q i gjysmégrup SO quhet ht 0

minimal né qofté se SSQSS éshté ideal 0-minimal i S°.

PERKUFIZIM 2.26. [22] Njé kuazi-ideal Q i gjysmégrupit ternar S° quhet kanonikal né gofté

seQ#0dheQ =RNMnNLKuR, Ldhe M éshté ideal i djathté, i majté dhe lateral 0-minimal

pérkatésisht.
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TEOREME 2.27. [22] Né qofté se Q éshté njé kuazi-ideal kanonikal i gjysmégrupit ternar S°
atéheré ai éshté rigorozisht 0-minimal.
VERTETIM. Le t jeté Q njé kuazi-ideal kanonikal i gjysmégrupit ternar S°. Atéheré Q= 0 dhe

Q=RNMnLKuR,L dhe M jané pérkatésisht ideal i djathté, i majté dhe lateral 0-minimal té
gjysmégrupit ternar S°. Kemi qé SS(RNM N L)SS = (SSRNSSM N SSL)SS = (SSR)SS n
S(SMS)S N (SSL)SS < RSSNSMSNLSS < RNM N L. Megenése R,L dhe M jané ideale 0-
minimalg, at€éheré R N M N L &sht€ njé kuazi-ideal 0-minimal dhe nga minimalitetii RN M N L
kemi g¢ SS(RNM N L)SS =R N M n L. Kjo tregon gé R N M N L éshté rigorozisht 0-minimal.

PERKUFIZIM 2.28. Njé nénbashkési joboshe Q e gjysmégrupit ternar S éshté quajtur pothuajse
kuazi-ideal i S né qofié se [QSS N (SQS U SSQSS) N SSQ] N Q # @.

SHEMBULL 2.29. Konsiderojmé gjysmégrupin Z, né lidhje me mbledhjen e zakonshme.
Pércaktojmé veprimin ternar * sipas barazimit @ * b * ¢ = @ + b + ¢. Atéheré Z, né lidhje me
veprimin ternar * formon gjysmégrup ternar. Le t& jeté Q = {1,2,3}. Atéheré Qéshté pothuajse

kuazi-ideal i Z,.

SHEMBULL 2.30. Konsiderojmé gjysmégrupin S = {a, b, ¢, d} me tabelén e shumézimit:

a b c d
ala aa a
b|laaa a
aab a
dlaab b

Le té jeté Q = {a, b}. Atéheré Q éshté pothuajse kuazi-ideal i S.

TEOREME 2.31. (do kuazi-ideal Q i gjysmégrupit ternar S éshté pothuajse kuazi-ideal i S.

VERTETIM.  Supozojmé se &shté njé kuazi-ideal i gjysmégrupit ternar S. Atéheré QSS N
(SQSUSSQSS)NSSQ @ dhe QSSN (SQSUSSQESS)NSSQcQ. Késhtu [QSS N (SQS U
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$5QSS) NSSQINQ = (SQS U SSQPSS) N SSQ # @. Kjo tregon g€ Q éshté pothuajse kuazi-ideal
iS.

TEOREME 2.32. Leté Jjeté Q njé pothuajse kuazi-ideal i gjysmégrupit ternar S. Le té jeté Q'
njé nénbashkési joboshe e S e tillé g¢ Qc Q' S. Atéheré Q' éshté pothuajse kuazi-ideal i S.
VERTETIM. Le té jeté Q pothujase kuazi-ideal i gjysmégrupit ternar S. Le t& jeté Q' e tillg qé
QcQ'cS. Atéheré [QSS N (SQS U SSQSS) N SSQ] N Q[Q'SS N (SQ'S U SSQ'SS) N SSQ'] N
Q'c S prandaj[Q’'SS N (SQ'S U SSQ'SS) N SSQ'] N Q" # B. Kjo do té thoté qé Q' éshté pothuajse

kuazi-ideal i S.

TEOREME 2.33. Bashkimi i dy pothuajse kuazi-idealeve té gjysmégrupit ternar S éshté
pothuajse kuazi-ideal i S.
VERTETIM. Le té jené Q, dhe Q, dy pothujase kuazi-ideale t& gjysmégrupit ternar S. Atéherd

[0,5S N (SQ.S USSQ.SS) N SSQ.1 N Q, # @ dhe [Q,SS N (SQ,S U SSQ,SS) N SSQ,1 N Q, #
@. Meqenése @ = [Q,SS N (SQ.S U SSQ,SS) N SSQ,1 N Q,[(Q1 U 0,)SS N (SS(Q, U Q,) U

55(Q1 VU Q2)SS) N SS(Q1 U Q)] N (Q1 U Q). Késhtu [(Q1 U Q2)SS N (S5(Q1 U Q) USS(Q, U
Q,)SS) N SS(Q1 U Q)] N (Q1 U Q) # @. Kjo tregon qé Q; U Q, éshté pothujase kuazi-ideal i S.

SHEMBULL 2.34. Konsiderojmé gjysmégrupin (Zs, +). Pércaktojmé veprimin ternar * sipas
barazimit @ * b * ¢ = @ + b + €. Atéheré Zs né lidhje me veprimin ternar * formon gjysmégrup
ternar. Kemi qé Q; = {1, 3,4} dhe Q, = {1, 2, 4} jané pothuajse kuazi-ideale por Q; n Q, = {1, 4}

nuk éshté pothuajse kuazi-ideal i Z5.

VEREIJTIE 2.35. N& qofté se prerja e dy ose mé shumé néngjysmégrupeve ternare

(nénbashkésive) té gjysmégrupit ternar S éshté pothuajse kuazi-ideal i S atéheré néngjysmégrupet

ternare (nénbashkésité) jané pothuajse kuazi-ideale té S.

POHIM 2.36. Prodhimi i tre ose mé shumé pothuajse kuazi-idealeve té njé gjysmégrupi ternar
S né pérgjithési nuk éshté pothuajse kuazi-ideal i S.
VERTETIM. Do té vértetojmé pohimin né rastin e tre objekteve, shtrirja e mé shumé se tre rrjedh

nga induksioni. Le t€ jen€ A, B dhe C tre pothuajse kuazi-ideale t& S. Atéheré ABCcANBNC
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por A N B N C nuk &shté pothuajse kuazi-ideal i S késhtu ABC duke gené nénbashkésie A N B N

C nuk éshté pothuajse kuazi-ideal i S.

POHIM 2.37. (Cdo pothuajse kuazi-ideal i njé gjysmégrupi ternar S éshté pothuajse ideal i majté
iS.
VERTETIM. Supozojmé qé Q &shté pothuajse kuazi-ideal i S. Le té jené s;, s, € S. Atéheré @ #

(51520 N's1Q0s, N Qs1S,) N Qcs15,Q N Q prandaj Q Eshté pothuajse ideal i majté i S.

Né ményré t€ ngjashme, ¢do pothuajse kuazi-ideal i gjysmégrupit ternar S €shté pothuajse ideal i
djathté i S , ¢cdo pothuajse kuazi-ideal i gjysmégrupit ternar S €shté pothuajse ideal lateral i S dhe

¢do pothuajse kuazi-ideal i gjysmégrupit ternar S éshté pothuajse ideal i S.

LEME 2.38. Njé gjysmégrup ternar S nuk ka pothuajse kuazi-ideale té miréfilité vetém atéheré
kur pér ¢do a €S ekzistojné sg, ky, ty, v, €S té tille qé s k,(S\{a}) N [s,(S\{a}Dk, U
Sata(S\{aDrakq] N (S\{aD)sako{a}.

VERTETIM. Supozojmé qé S nuk ka pothuajse kuazi-ideale t& mir&fillté. Atéheré S\{a} nuk
éshté pothuajse kuazi-ideal. Atéheré, ekzistojné s,, kg, tg,, 7, €S té tille qé (sgk,(S\{a}) n
[sa(S\{aDkq U sata(S\{aDraka] N (S\{a})saka) N (S\{a}) =@  prandaj sk, (S\{a}) N
[sa(S\{aDkq U sata(S\{aDraka] N (S\{a})sqkac{a}-

Anasjelltas, supozojmé qé pér ¢do a € S ekzistojné s,, kg, te, 7, € S té tillé qé sk, (S\{a}) N
[s.(S\{a}k, U s t,(S\{aDr k.l N (S\{a})sk,c{a}. Le té jete a €S. Atéheré (s k,(S\
{a}) n[sa(S\{aDkq U sata(S\{aD1ake] N (S\{aD)sqka) N (S\{a}) = @. Késhtu S\{a} nuk
&shté pothuajse kuazi-ideal i S. Le té jeté A njé pothuajse kuazi-ideal i miréfillté i S. Atéheré
Ac S\{a} pér ndonjé a € S gjé qé éshté kontradiksion. Késhtu S nuk ka pothuajse kuazi-ideale té

miréfillté.

2.2 BI-IDEALET NE GJYSMEGRUPET TERNARE

Né vijim do té prezantojmé disa ¢éshtjé té réndésishme lidhur me bi-idealet né gjysmégrupet

ternare.
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PERKUFIZIM 2.39. [4] Njé néngjysmégrup ternar B i gjysmegrupit ternar S quhet bi-ideai S

né qofté se BSBSB < B.

POHIM 2.40. [23] Cdo bi-ideal B i gjysmégrupit ternar S me zero 0 e pérmban 0.

VERTETIM. Pér¢do a € B,a0a0a = a0a = 00a = a00 = 0 € B sepse BSBSB — B.

POHIM 2.41. [23] Cdo ideal i majté, ideal i djathté dhe ideal lateral i gjysmégrupit ternar S éshté bi-
ideal i S.
VERTETIM. Le té jeté L njé ideal i majté i S. Atéheré LSLSL < (SSS)SL < SSL < L. Né ményré

té ngjashme, né qofté se R éshté ideal i djathté i S kemi RSRSR < RS(SSS) < RSS < R.Gjithashtu
kemi gé né gofté se M éshté ideal lateral i S atéheré MSMSM < SSMSS cSMS M.

POHIM 2.42. [23] Le ¢ jeté¢ Q njé kuazi-ideal i gjysmégrupit ternar S. Atéheré Q éshté bi-ideal
iS.
VERTETIM. QSQSQ < SSQ N SSQSS N QSS < Q. Kjo tregon qé Q &shté bi-ideal i S.

SHENIM 2.43. [23] E anasjellta né pérgjithési nuk éshté e vértets, dmth, njé bi-ideal i

gjysmégrupit ternar S mund té mos jeté kuazi-ideal of S.

VEREJTJE 2.44. [23] Megenése ¢cdo ideal i majté, i djathté dhe lateral i S éshté kuazi-ideal i S

rrjedh qé ¢do ideal i majté, i djathté dhe lateral i S éshté bi-ideal i S. E anasjellta né poérgjithési

nuk éshté e vérteté.

POHIM 2.45. [23] Prerja e dy kuazi-idealeve Q, dhe Q, té gjysmégrupit ternar S éshté bi-ideal
iS.

VERTETIM. Nga Pohimi 3.3 ne kemi q& 0;50,5Q; < Q; dhe 0,50,50, < Q,. Késhtu
(Q1 N Q2)S(Q1 N Q2)S(Q1 N Q2) < Q150:5Q; < Q; dhe (Q1 N Q2)S(Q1 N Q2)S(Q1N QL) <

Q25Q25Q2 = Q2. Kjo do t& thot€ g€ (Q1 N Q2)S(Q1 N Q2)S(Q1 N Q2) = Q1 N Q2. QE kétej rrjedh
g€ Q1 N Q, éshté bi-ideal 1 S.
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POHIM 2.46. [23] Prerja e ¢do bashkésie bi-idealesh té gjysmégrupit ternar S ose éshté boshe
ose éshté bi-ideal i S.

VERTETIM. Le & jeté (B;);e; njé bashkési ¢farédo jo-boshe bi-idealesh t& S. Atéherd
(N;er B))S(Nier Bi) S(Ne; Bi) <B;SB;SB; B, ,pér¢doi € 1. Késhtu

(Nier B)S(Nier B) S(Ner B) < Nier B; g€ qé tregon g€ N;¢; B; éshté bi-ideal 1 S.

POHIM 2.47. [23] Prerja e ¢do bashkésie bi-idealesh té gjysmégrupit ternar S me zero 0 éshté
bi-ideal i S.

VERTETIM. Le t& jeté (B;);c; njé bashkési ¢farédo bi-idealesh t& S. Meqgénése 0 € B; pér ¢do

i € I kemi qé 0 € N;¢; B;. Késhtu N;¢; B; # ©. Mé tej vértetimi mund té€ vazhdohet njésoj si tek
Pohimi 2.46.

POHIM 2.48. [23] Né qofté se B éshté njé bi-ideal i gjysmégrupit ternar S dhe T éshté njé
néngjysmeégrup ternar i S, atéheré B N T éshté bi-ideal i T.
VERTETIM. (BNT)T(BNT)T(BNT)cBTBTB cBSBSB cBdhe (BNT)T(BNT)T(BN

T) cTTTTT cTTT cT. Kéto pérfshierje sjellingé (BNT)T(BNT)T(BNT) cB N T.Késhtu
B N T éshté bi-ideal 1 T.

LEME 2.49. [23] N& qofté se B éshté njé bi-ideal i gjysmégrupit ternar S dhe T, T, jané dy
néngjysmégrupe ternare té S, atéheré BT, T,, T; BT, dhe T, T, B jané bi-ideale té S.

VERTETIM. (BT,T,)S(BT,T,)S(BT,T,) = B(TyT,S)B(T,T,S)BT,T, < BSBSBT,T, BT, T,.
Kjo tregon gé BT,T, éshté bi-ideal i S. Gjithashtu kemi qé (T,BT,)S(T,BT,)S(T,BT,) =
T,B(T,ST,)B(T,ST,)BT, cT{BSBSBT, c T, BT,. Kjo sjell qé T, BT, éshté bi-ideal i S. S& fundi,
kemi (T,T,B)S(T,T,B)S(T,T,B) = T,yT,B(ST,T,)B(ST,T,)B cT,T,BSBSB cT,T,B. Kjo do t&
thoté qé T, T, B éshté bi-ideal i S.

RRJEDHIM 2.50. [23] N& qofté se B;, B, dhe Bs jané tre bi-ideale t& gjysmégrupit ternar S,

atéheré B, B, B éshté bi-ideal i S
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VERTETIM. (B, B,B5)S (B, B,B3)S(B,B,Bs) =
BlB2B3(SB1B2)B3(SB1B2)Bg gBleBgsB3SB3_CBleB3 KJO tregon qe BleB3 éshté bi-
ideal i S.

RRJIEDHIM 2.51. [23] Né qofté se Q,, Q, dhe Qs jané tre kuazi-ideale t& gjysmégrupit ternar
S, atéheré Q,Q,Q5 éshté bi-ideal i S.

VERTETIM. Kjo rriedh nga Teorema 2.18 dhe Pohimi 2.42.

Né pérgjithési, né qofté se B éshté njé bi-ideal i gjysmégrupit ternar S dhe T é&shté njé bi-ideal i B,

atéheré T nuk éshté bi-ideal i S. Né vecanti, kemi rezultatin gé vijon.

TEOREME 2.52. [23] Le té jeté B njé bi-ideal i gjysmégrupit ternar S dhe T njé bi-ideal i B i
tillé gé T3 = T. Atéheré T éshté bi-ideal i S.
VERTETIM. Megenése B éshté njé bi-ideal i S kemi BSBSB < B dhe megenése T éshté bi-ideal

iBkemiqeTBTBT < T.PrandajTSTST = (TTT)STS(TTT) =
TT(TSTST)TT cTT(BSBSB)TT cTTBTT = TTBT(TTT) cT(TBTBT)T cTTT =T.

POHIM 2.53. [23] Le t& jené A, B dhe C tre néngjysmégrupe ternare té gjysmégrupit ternar S
dhe T = ABC. Atéheré, T éshté bi-ideal né qofté se té paktén njéri nga A, B ose C éshté ideal i
djathté, lateral ose i majté i S.

VERTETIM. Letéjeté T = ABC dhe A njé ideal i djathté i S. Atéheré (ABC)S(ABC)S(ABC) =
A(SSS)(SSS)SSBC c A(SSS)SBC < (ASS)BC < ABC. Prandaj T = ABC éshté bi-ideal i S. le té
jeté tani B njé ideal i djathté i S. Atéheré (ABC)S(ABC)S(ABC) c AB(SSS)(SSS)SSC <
AB(S855)SC c ABSSC c ABC. Kjotregon qé T = ABC éshté bi-ideal i S. Sé fundi, le té jeté C njé
idealidjathtéiS.Atéherékemi

(ABC)S(ABC)S(ABC) < ABC(SSS)(SSS)SS cABC(SSS)S cABCSS c ABC.

QéngaT = ABC éshté bi-ideal i S. Né ményré té ngjashme provohen dy rastet e tjera.

POHIM 2.54. [23] Le té jeté T njé ideal /ideal i majté , ideal lateral, ideal i djathté , quazi-ideal

ose bi-ideal ] gjysmégrupit ternar S. Né qofté se Y éshté njé néngjysmégrup ternar i S i tillé gé

SSTUSTSUTSS cY cT [SSTCY cT,STScCY cT,TSS cY <T,SST N (STS U SSTSS) N
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TSS cY cT or TSTST cY < T]atéheré Y éshté ideal /ideal i majté , ideal lateral, ideal i djathté

, quazi-ideal ose bi-ideal]i S.
VERTETIM. SSY c SST < SSTUSTSUTSS c Y, SYSc STS< SSTUSTS U TSS c Y dhe

YSS = TSS € SSTUSTSUTSS c Y [ SSY < SST c Y,SYS = STS < Y,YSS < TSS c Y,SSY n
(SYSU SSYSS) N YSS < SST N (STS U SSTSS) N TSS < Y 0se YSYSY c TSTSTc Y ].

TEOREME 2.55. [23] Né qofté se S éshté njé gjysmégrup ternar i rregullt atéheré BSBSB = B

pér cdo bi-ideal B té S.

VERTETIM. Le té jeté S njé gjysmégrup ternar i rregullt dhe B njé bi-ideal i S. Atéheré, éshté

evidente gé BSBSB < B. Le té jeté a € B. Meqenése S éshté i rregullt kemi gé ekzistojné x,y € S
té tillé gé a = axaya. Kjo implikon qé a € BSBSB qé nga B < BSBSB.

TEOREME 2.56. [23] Le té jeté S njé gjysmégrup ternar i rregullt dhe B njé bi-ideal i S. Atéheré
BSB cB.
VERTETIM. Letéjeté a € BSB. Megenése S éshté i rregullt kemi qé ekzistojné x,y € S té tillé

g8 a = axaya. Gjithashtu kemi gé a = b;sb, ku b;,b, €B dhe s€S. Késhtu a =
(bysby)x(bysby)y(bysb,) = (bysb,xb,)(sb,y)b;sb, cB(SSS)BSB < BSBSB < B. Kjo tregon
qé BSB cB.

TEOREME 2.57. [23] Leté jeté S njé gjysmégrup ternar i rregullt dhe B njé bi-ideal i S. Atéheré
B éshté kuazi-ideal i S.

VERTETIM. BSS N (SBS U SSBSS) N SSB = BSS(SBS U SSBSS)SSB = B(SSS)B(SSS)B U
B(SSS)SB(SSS)SB c BSBSB U BSSBSSB B U BSB cB U B = B.

TEOREME 2.58. [23] Né qofté se Q4, Q, jané dy néngjysmégrupe ternare dhe Q éshté njé bi-

ideal i gjysmégrupit ternar S atéheré Q,Q,Q5, Q,Q50Q, dhe Q;0Q,Q, jané kuazi-ideale té S.

TEOREME 2.59. [23] N& qofté se gjysmégrupi ternar S éshté i rregullt atéheré By(a) = aSaSa
pér cdo element a té S ( By (a) éshté bi-ideali mé i vogél i S qé pérmban a).
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VERTETIM.B, (a)SB,(a)SB,(a) = (aSaSa)S(aSaSa)S(aSaSa) =
a(SaS)SaS(aSa)(SaS)a caSSSaSSSa caSaSa = By(a). Pér rrjedhojé B, (a) éshté bi-ideal i
S. Megenése S éshté i rregullt, ekzistojné x,y € S,a = axaya € aSaSa = By(a). Le té jeté T njé

bi-ideal i S i tillé g€ a € T. Atéheré B,(a) = aSaSa cTSTST cT.

POHIM 2.60. [23] Le té jeté R, M dhe L njé ideal i djathté, lateral dhe i majté, respektivisht, i

gjysmégrupit ternar S. Atéheré, cdo néngjysmégrup ternar B i Sitillegé RMLcBcRNMANL
éshté bi-ideal i S.

VERTETIM. BSBSB c(RNM N L)S(RNM NL)S(RNMn L) cRSMSL cRML B késhtu

gé B éshté bi-ideal.

POHIM 2.61.[23] Leté jeté S njé gjysmégrup ternar dhe B njé bi-ideal i S. N& qofté se elementét
e B jané té rregullt, atéheré B éshté kuazi-ideal i S.
VERTETIM. Né qofté se s,5,b; = S3b,S, = b3Ssss € SSB N SBS N BSS atéheré gjenden

x,y €S té tillé gé¢ b;xb;yb; = b;. Késhtu s,;s,b; = 5;5,(b;xb;yb,) = (51S,b1)xb,yb; =
(b3s5S6)xbyyby = b3(S5Sex)byb, € B(SSS)BSB < BSBSB < B. Kjo tregon gé SSB N SBS N
BSS < B. Né ményré té ngjashme tregohet gé SSBNSSBSSNBSScB (gé nga SSB N
(SBS U SSBSS) N BSS < B dhe késhtu B éshté kuazi-ideal i S .

PERKUFIZIM 2.62. Njé bi-ideal U i gjysmégrupit ternarS éshté bi-ideal minimal né qofté se

nuk ekziston njé bi-ideal T i tillé q¢ T < U ( Ne pérdorim < pér pérfshierjen e miréfillté. )

PERKUFIZIM 2.63. [23] Njé bi-ideal jo-zero U i gjysmégrupit ternar S = S° éshté bi-ideal

minimal né qofté se nuk ekziston asnjé bi-ideal T i tillé qé {0} cT < U ( Pérdoret simboli < pér

pérfshierjen e miréfillté ).

PERKUFIZIM 2.64. [23] Njé bi-ideal B i gjysmégrupit ternar S = S° quhet nilpotent né qofté

se ekziston njé numér i ploté pozitivtek n > 3 i tillé gé¢ B™ = {0}.
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POHIM 2.65. [23] Le té jeté B njé bi-ideal i gjysmégrupit ternar S = S°. Atéheré B éshté
nilpotent né qofté se dhe vetem né qofté se B3 = {0}.
VERTETIM. Le té jeté n > 3 njé numér i.ploté pozitiv tek. Atéheré, megenése prodhimi i tre

bi-idealeve éshté bi-ideal, B™~2 éshté bi-ideal i cili pérfshihet gartésisht né B dhe kemi B2 = B

né qofté se B"~2 # {0}. Késhtu B™ = B3 = {0} pikérisht kur B éshté nilpotent.

PERKUFIZIM 2.66. [23] Bi-ideali B i gjysmégrupit ternar S = S° quhet bi-ideal nilpotent

minimal né qofté se B éshté zero néngjysmégrup ternar i S dmth B3 = {0}.

TEOREME 2.67. [23] Le té jeté B njé bi-ideal nilpotent minimal i gjysmégrupit ternar S = S°.
Atéheré. pohimet gé vijojné jané ekuivalente:

1. ndonjé element jo-zero i B nuk éshté i rregullt
2. asnjé elemnt jo-zero i B nuk éshté i rregullt

3. pér ndonjé b € B\{0}, bSbSb = {0}
4.pércdo b € B,bShbSh = {0}

( né secilin nga rastet mé sipér B = {b, 0};

5. ¢cdo element né B éshté i rregullt

6. ndonjé element jo-zero i B éshté i rregullt

7. bShSh # {0} pér ¢cdo b € B\{0}

8. bSbSb # {0} pér ndonjé b € B

( né secilin nga keto raste B éshté kuazi-ideal ).
VERTETIM. Né secilin nga rastet e mésipérm duhet konsideruar vetém bSbSb pér b € B. Vémé

re gé bSbSh éshté bi-ideal gé pérmbahet né B. Késhtu, nga minimaliteti i B ose bShSb = {0} ose
bSbSb = B. Né rastet 1 ose 2 né qofté se b nuk éshté i rregullt, atéheré bSbSb < B dhe késhtu
bSbSb = {0}. Prandaj éshté e qarté qé {b,0} éshté bi-ideal dhe késhtu B = {b, 0}. Késhtu,
ekuivalenca e pohimeve 1 — 4 jané evidente.

Me té vérteté, tani éshté e garté gé njé element jo-zero i B mund té jeté i rregullt vetém kur ¢do
element né B éshté i rregullt . Pér mé tepér b + 0 &shté i rregullt né qofté se dhe vetém né qofté se
bSbSh + {0} duke gené se né njé rast té tillé bShSb = B. Q& kétej rrjedh qé secili nga pohimet

5 — 8 jané ekuivalente dhe né secilin rast B éshté kuazi-ideal.
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PERKUFIZIM 2.68. [23] Pér a,b € S ku S éshté njé gjysmégrup ternar i dhéné pércaktojmé

aBb né qofté se 1) a = b ose 2) ekzistojné u, v,w, z € S té tillé qé auava = b dhe bwbzb = a.

POHIM 2.69. [23] Relacioni B i pércaktuar éshté njé relacion ekuivalence.

POHIM 2.70. [23] Né qofté se A éshté njé bi-ideal i gjysmégrupit ternar S atéheré A = U, By,

dmth, ¢cdo bi-ideal éshté bashkim i B —klasave té tij.

POHIM 2.71. [23] Le té jeté S njé gjysmégrup ternar me zero 0. Né qofté se bi-ideali B éshté

bashkim B —klasash jo-zero, atéheré ai éshté bi-ideal 0-minimal.

E anasjellta e kétij pohimi éshté gjithashtu e vérteté sin né vijim:

TEOREME 2.72. [23] Le té jeté S njé gjysmégrup ternar me zero 0. Njé bi-ideal B éshté
0 —minimal vetém atéheré kur ai éshté bashkim B —klasash jo-zero.

VERTETIM. Le té jeté B njé bi-ideal 0 —minimal i S = S°. Le té jené a, b € B\{0}. Meqgenése
{b, b3} U bSbSb dhe {a, a3} U aSaSa jané gartésisht bi-ideale jo-zero qé pérmbahen né B ne duhet
té kemi B = {b,b3} U bSbSb = {a,a3} U aSaSa.

Tani, supozojmé se a # b. Ne mund té procedojmé nga barazimi i fundit duke dalluar rastet:
Supozojmé se a = b3. Ne kemi dy nén-raste pér té konsideruar.

1)Né qofté  se gjithashtu b =a3 atéheré a = b3 =aa3aa®a =b3a®b3a3b3 =
b(bba3)b(bba3bb)b dhe gjithashtu b = a® = a(aab®)a(aab3aa)a. Q¢ kétej rrjedh gé aBb.

2) Né gofté se b # a3ne duhet té kemi b € aSaSa dhe b = auava pér ndonjé u, v € S. Atéheré a =
b3 = (auava)(auava)(auava) = b(bbuavaaub)b(bvaauavbb)b. Pérséri rrjedh gé aBb.

Tani, né qofté se a # b and a # b3 ne duhet té kemi a € bSbSb késhtu gé a = bébzb pér ndonjé
&,z € S. Pérséri pér b dallojmeé rastet si mé sipér. Né qofté se b = a3 ne kemi thjesht rastin 2) me
rolet e a dhe té b té kémbyer. Né qofté se b € aSaSa atéheré b = auava pér ndonjé u,v € S. Né
secilin rast rrjedh gé aBb gé nga ne mund té konkludojmé gé B = By, U {0}. E anasjellta éshté
thjesht Pohimi 2.71.
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POHIM 2.73. [23] Le té jeté S njé gjysmégrup ternar me 0. Né qofté se R éshté njé ideal i
djathté 0 —minimal , M éshté njé ideal lateral 0 —minimal dhe L é&shté njé ideal i
majté 0 —minimal, atéheré ose RML = {0} ose RML éshté njé bi-ideal 0 —minimal i S.
VERTETIM. Supozojmé se RML # {0} dhe gé ekziston njé bi-ideal B me {0} = B < RML.
Megenése RML c RN M N L ne kemi gé BSS ¢ (RML)SS < (RN M n L)SS < RSS < R. Késhtu,
nga minimaliteti i R ne kemi BSS = R. Ne kemi gjithashtu qé SBS c S(RML)ScS(RNnMn
L)ScSMScM. Nga minimaliteti i M rrjedh gé SBS= M. P& mé tepér, ne kemi
SSB < SS(RML) < SS(RN M N L) < SSL < L dhe duke gené se L éshté minimal kemi gé SSB = L.
Késhtu B RML = (BSS)(SBS)(SSB) = B(SSS)B(SSS)Bc BSBSBc B gjé qé éshté njé
kontradiksion gé nga RML éshté bi-ideal 0 —minimal.

POHIM 2.74. [23] Le té jeté S njé gjysmégrup ternar me 0. Né qofté se B éshté njé bi-ideal
0 —minimal i S atéheré pér ¢cdo ideal té djathté R qé pérmbahet né BSS, cdo idela lateral M gé
pérmbahet né SBS dhe ¢do ideal t& majté L qé pérmabhet né SSB ne kemi gé ose RML = {0} ose
RML = B.

VERTETIM. Let t& jeté R < BSS,M < SBS dhe L < SSB. Atéheré RML < (BSS)(SBS)(SSB) =

B(SSS)B(SSS)B < BSBSB < B. Megenése RML éshté njé bi-ideal dhe B éshté 0 —minimal rrjedh
gé RML = {0} ose RML = B.

POHIM 2.75. [23] Le té jeté S njé gjysmégrup ternar. Né qofté se B éshté njé bi-ideal minimal

i S atéheré BSS, SBS dhe SSB jané ideale té majté, té djathté dhe laterlé minimalé té S
respektivisht dhe B = (BSS)(SBS)(SSB), domethéné B éshté njé produkt i njé ideali té djathté

minimal, ideali lateral minimal dhe ideali té€ majté minimal.
VERTETIM. Le té jeté R njé ideal i djathté , M njé ideal lateral dhe L njé ideal i majté i S me

RcBSS,McSBS dhe L c<SSB. Megenése  RML  éshté  njé  bi-ideal me
RML < BSSSBSSSB < BSBSB < B ne duhet t&¢ kemi B = RML. Por RML < R n' M N L dhe késhtu
B — R. Prandaj ne kemi BSS < RSS c R késhtu gé R = BSS. Pér mé tepér, BSS éshté njé ideal |
djathté minimal . Né ményré té ngjashme SSB éshté njé ideal i majté minimal . Tani Bc M

implikon SBS < SMS — M. Késhtu SBS = M.Qé kétej rrjedh gé SBS éshté njé ideal lateral minimal.
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Meqgenése B éshté njé bi-ideal minimal i cili pérmban (BSS)(SBS)(SSB) gé né vetvete éshté njé
bi-ideal kemi gé B = (BSS)(SBS)(SSB).

PERKUFIZIM 2.76.  Njé nénbashkési joboshe B e gjysmégrupit ternar S éshté quajtur pothuajse

bi-ideal i S né gofté se BxByB N B # @, pér ¢do x,y € S.

SHEMBULL 2.77. Konsiderojmé gjysmégrupin Z; né€ lidhje me mbledhjen e zakonshme.
Pércaktojmé veprimin ternar * sipas barazimit @ * b * ¢ = @ + b + ¢. Atéheré Z; né lidhje me
veprimin ternar * formon gjysmégrup ternar. Le té jeté B = {1, 2}. Atéheré B &shté pothuajse bi-

ideal i Z5.

SHEMBULL 2.78. Konsiderojmé gjysmégrupin S = {e, a, b, ¢} me tabelén e shumézimit:

(¢]
(@]
QT O

o o
o
(0]

Le té jeté B = {e, a}. Atéheré B &shté pothuajse bi-ideal i S.

POHIM 2.79. Cdo bi-ideal i gjysmégrupit ternar S éshté pothuajse bi-ideal i S.

VERTETIM. Supozojmé qé B &shté njé bi-ideal i gjysmégrupit ternar S. Atéheré BxByB # @

dhe BxByBc BSBSBC B, pér ¢do x,y € S. Késhtu BxByB N B = BxByB # @ prandaj B &éshté
pothuajse bi-ideal i S.

POHIM 2.80. Le té jeté B pothuajse bi-ideal i gjysmégrupit ternar S. Le té jeté B' njé
nénbashkési joboshe e S e tillé ¢ B B' S. Atéheré B' éshté pothuajse bi-ideal i S.
VERTETIM. Le té jeté B pothuajse bi-ideal i gjysmégrupit ternar S i tillé q¢ B B’ S. Atéheré

@ #+ BxByB N BcB'xB'yB' N B’ pér ¢do x,y € S. Késhtu B’ éshté pothuajse bi-ideal i S.
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POHIM 2.81. Bashkimi i pothuasje dy bi-idealeve té gjysmégrupit ternar S éshté pothuajse bi-
ideal i S.
VERTETIM. Le té jené B, dhe B, dy pothuajse bi-ideale t& gjysmégrupit ternar S. Meqenése

B;< B, U B, atéheré nga Pohimi 2.8 kemi q¢ B; U B, &shté pothuajse bi-ideal i S.

VEREJTIE 2.82. N& qofté se prerja ¢ dy ose mé shumé néngjysmégrupeve ternare

(nénbashkésive) té gjysmégrupit ternar S éshté pothuajse bi-ideal i S atéheré néngjysmégrupet

ternare (nénbashkésité€) jané pothuajse bi-ideale té S.

POHIM 2.83. Prodhimi i tre ose mé shumé pothuajse bi-idealeve té njé gjysmégrupi ternar S

né pérgjithési nuk éshté pothuajse bi-ideal i S.

VERTETIM. Do t& vértetojmé pohimin né rastin e tre objekteve, shtrirja e mé shumé se tre rrjedh

nga induksioni. Le t€ jené A, B dhe C tre pothuajse bi-ideale té S. Atéheré ABCc AN B N C por
A N B N C nuk éshté pothuajse bi-ideal i S késhtu ABC duke gené nénbashkési e A N B N C nuk

&shté pothuajse bi-ideal i S.
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KAPITULLI 3
DISA KARAKTERIZIME TE I'-GJYSMEGRUPEVE TERNARE

Né kété kapitull do paragesim disa karakterizime té I'-gjysmégrupeve ternare népérmjet

nénstrukturave té tyre té cilat zbulojné disa veti té réndésishme té kétyre strukturave.

3.1 KONCEPTE HYRESE

Le té paragesim disa koncepte elementare né 7”—gjysmégrupet ternare.
PERKUFIZIM 3.0. [7] I—gjysmégrup ternar quhet treshja e radhitur (M, m(-)r, (m) ku M

dhe 7"jané dy bashkési joboshe, m(-)rshumézim né M népérmjet elementéve té bashkésisé 7 r(-)m
shumézim né /7 népérmjet elementéve té M, e tillé gé:

va,b,c,d,e € Mdhe Va,p,7,6 € I, (aabfc)de=aa(bpfcyd)e=aabpf(cydd)

SHEMBULL 3.1. Le t& jené A dhe B dy bashkési. Bashkésia e pasqyrimeve té A né B formon
I"— gjysmégrup ternar né qofté se si 7~ marrim bashkésiné e pasqyrimeve té B né A né lidhje me
shumézimin né M népérmjet elementéve té 7~ dhe shumézimin né 7" népérmjet elementéve té M
qé pércaktohen pérkatésisht me né té kompozimeve té zakonshme fioaof,opfof; dhe
y0g, 0009, oA, pér ¢do pasqyrim fi, 5, f3, g1, g» té bashkésisé A né bashkésiné B dhe c¢do
pasqyrim «, 3,7, 6, A té bashkésisé B né bashkésiné A, né sajé té vetisé sé shogérimit gé ka

komp;ozimi i pasgyrimeve.

SHEMBULL 3.2. Le té jeté M bashkésia e numrave natyroré té trajtés 4n + 3 dhe /"bashkésia e

numrave natyroré té trajtés 4n + 1. Pércaktojmé shumézimin né M népérmjet elementéve té /"me
ané té barazimit aabfic = a + a+ b + 4+ c dhe shumézimin né 7" népérmjet elementéve té M
me ané té barazimit yaobA = y+ a + 6+ b + A. Meqé mbledhja e zakonshme e numrave natyroré

e ka vetiné e shogérimit, treshja e radhitur (M, m(-)r, r(-)m) éshté 7"—gjysmégrup ternar.

PERKUFIZIM 3.3. I-gjysmégrup ternar quhet ¢ifti i radhitur (S, s()r) ku S dhe 7" jané dy

bashkési joboshe dhe s(-),-éshté shumézim né S népérmjet elementéve té 7 i tillé gé
va,b,c,de eSdhe Ve, S, 7, 6 € I, (aabfc) )doe =aabf(cydoe)
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Le té jené M ={a,b,c,...} dhe I'={x,y,z, ...} dy bashkési joboshe. M quhet /"—gjysmégrup
ternar né gofté se

(1) axbyce M

(2) (axbyc)zdwe = axby(czdwe)

pércdoa,b,c,d,e € M dhe pérc¢do x,y,z,w € I

SHEMBULL 3.4. Le té jeté (S, -) njé gjysmégrup ternar dhe 7"njé bashkési ¢farédo. Pércaktojmé
né S shumézimin népérmjet elementéve t€ 7 s(-)r, me ané té prodhimit t€ elementéve té
gjysmégrupit ternar (S, -), aabfc = a-b-c. Megé shumézimi i gjysmégrupit ternar (S, -)ka vetiné
e shogérimit kemi
aabf(cydoe) = aabf(cde) = ab(cde) = (abc)de = (abc)ydoe = (aabfic)ydde.

Pra, ¢ifti i radhitur (S, s(-)r) éshté 7"—gjysmégrup ternar. Késhtu, meqé nga ¢do gjysmégrup ternar
S kemi natyrshém njé I"—gjysmégrup ternar themi (me mirékuptim) se ¢do gjysmégrup ternar
éshté njé 7"—gjysmégrup ternar dhe rrjedhimisht 7"—gjysmégrupet ternare mund ti konsiderojmé

si pérgjithésime té gjysmeégrupeve ternare.

SHEMBULL 35. Le té jeté 5 =[0,1] dhe I'={ /n € N}. Pércaktojmé né S shumézimin
népérmjet elementéve té 7, (S, s(-)r), me ané té prodhimit t& zakonshém, domethéné pér ¢do tre
numrarealé a, b, c té segmentit [0, 1] dhe ¢do thyesé a = %,ﬂ = % kemiaabfc = a- % -b- % <=
fn—b:. Cifti i radhitur (S, s(-)r) éshté /"—gjysmégrup ternar, megé shumézimi i zaakonshém e ka

veting e shogérimit.
Pér ["—gjymségrupet ternare, ashtu si dhe pér gjysmégrupet ternare, jepet koncepti i

I"—néngjysmégrupit ternar.
PERKUFIZIM 3.6. Nénbashkésia joboshe S; e bashkésisé S quhet /"—néngjysmégrup ternar i
I"—gjysmégrupit ternar (S, s(1)r) né qofté se (S;, S;1(-)r) éshté 7"—gjysmégrup ternar.

Le té jené A dhe B dy nénbashkési joboshe té /"—gjysmégrupit ternar S. Né kété rast shénimi
ATBIT pérdoret pér té treguar bashkésiné e té gjitha elementéve té S qé kané trajtén aabfic ku
a€AbeB,ceCdhea e ' Néqoftese A ={a}, B = {b} 0se C = {c} atéheré pér thjeshtési

névendtéshénimeve

55



{a}IBIC,AI{b}IC, AIBI{c},{a}I{b}IC,{a}BI{c}, AI{b}I{c}, {a}/{b}I{c} do té pérdorim
shénimet a/BITC,AIbIC, AIBlc,alblIC,alBIltc,AIblt,alblc.

Késhtu, 7”—néngjysmégrup ternar i 7”— gjysmégrupit ternar S éshté ¢do nénbashkési joboshe S;
eSetillegé S, 7'S,I'S; 5.

Né gofté se né Shembullin 2 marrim S; = [O, %] atéheré duket garté gé nénbashkésia S; éshté
I"—néngjysmégrup ternar i 7”—gjysmégrupit ternar (S, s(-)r).

Le té jeté S njé 7"—gjysmégrup ternar dhe ¢, £ dy elementé té /. Pércaktojmé njé shumézim o né
S me ané té barazimit aobo c = aabfic, pér ¢do tre element té S. Duket garté gé (S, o) éshté njé

gjysmégrup ternar. Ky gjysmégrup ternar shénohet S, ;.

PERKUFIZIM 3.7. Njé I'—gjysmégrup ternr quhet I grup ternar né qofté se pér ¢do a, 8 € I,

gjysmégrupi ternar S, 5 éshté grup.

[7] Le té jeté S njé 7"—gjysmégrup ternar dhe ¢, S dy elementé té 77. Njé element e i S quhet
a, B —idempotent né qofté se ecefe = e. Bashkeésia e té gjitha o, f —idempotentéve shénohet E, 4
.ndérsa U, gerE,p Shénohet E(S). Elementét e bashkésisé E(S) quhen idempotenté té S. Njé
I"—gjysmégrup ternar S quhet 7"—gjysmégrup idempotent né qofté se S = E(S). Né qofté se e
éshté njé o, f—idempotent i 7"—gjysmégrupit ternar S, atéheré shénojmé e asS fe aS e bashkésingé
e elementéve té trajtés (eas, fe) as, fe pér ¢do sq, s, € S té cilét i shénojmé thjesht eas; fe as, fe.
Bashkésia eaSpeasSpe éshté néngjysmégrup ternar S, ;= (S, 0) megé kemi eoSoeoSoe =
eaSpPeaSfe. PEr mé tepér, o, f—idempotenti éshté njésh i kétij néngjysmégrupi ternar sepse
eoeoe=-e dhe rrjedhimisht kemi eoeo(eoSoeoSoe) = (eoeoe)oSoeoSoe =

eoSoeoSoe, (eoSoeoSoe)oeoe =eoSo(eoSoeoeoe) =eoSoeoSoe.

3.2 IDEALET DHE KUAZI-IDEALET NE I"—GJYSMEGRUPET TERNARE

Né ngjashnéri me gjysmégrupet ternare jané future koncepti i idelit té majté, idelit té djathté, idealit

dhe kuazi-idealit né 7"—gjysmégrupet ternare.

PERKUFIZIM 3.8. Ideal i djathté /i majté, lateral /i 7—gjysmégrupit ternar (S, s()7) quhet
¢do nénbashkési joboshe R [L, MJe Setille g¢ RISIS cR /[SISIL cL, SIMIS cM].
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PERKUFIZIM 3.9. Ideal i 7—gjysmégrupit ternar (S, s()r) quhet ¢do nénbashkési joboshe e

S e cila éshté njéherésh ideal i djathté, i majté dhe lateral i kétij 7—gjysmégrupi ternar.

PERKUFIZIM 3.10. Kuazi-ideal i 7~gjysmégrupit ternar (S, s()r) quhet ¢do nénbashkési

joboshe Q e S e tillé gé Q7SIS NSIQIS NSISIQ cQ dhe QISIS A SISIQISIS NSISIQ ¢
Q.

Duket qarté qé ¢do ideal i majté [i djathté, lateral, ideal, kuazi-ideal] i /7~—gjysmégrupit ternar S
éshté 7"—néngjysmégrup ternar i S. Po ashtu, ¢do ideal i majté [i djathté, lateral] i /~—gjysmégrupit
ternar S éshté kuazi-ideal i S.

Né ngjashméri me gjysmégrupet ternare kemi kété pohim:

POHIM 3.11. Njé nénbashkési joboshe Q e 7—gjysmégrupit ternar S éshté njé kuazi-ideal i S
vetém atéheré kur €shté prerje e njé ideali té majté, té djathté dhe lateral té S.
VERTETIM. Supozojmé se nénbashkésia joboshe Q e 7"—gjysmégrupit ternar S éshté kuazi-

ideal i kétij gjysmégrupi ternar. Nuk éshté e véshtiré té provohet gé Q U Q7575 éshté ideal i djathté
i S, QUSISIQ éshté ideal i mjté i S dhe Q USIQIS éshté ideal lateral i S. Pérfshierja
Qc(QuUQEISIS)N(QUSIYIS)N(QUSISIY) éshté e garté.Anasjelltas. Le té jeté a njé
elementiprerjes (QU QISIS)N(QUSIQIS) N (Q USISIY). Atéheré a —ja éshté element i
Q ose éshté element i prerjes Q7S5 N SIQIS N SISTQY. Meqé Q éshté kuazi-ideal i S, atéheré
né rastin e dyté kemi a € Q/S/SN SIQISN SISIQcQ. Késhtu kemi edhe pérfshierjen
(QUQISIS)N(QUSIRIS)N (QUSISIY)cQ e cila sé bashku me pérfshierjen e garté gé
pérméndém mé sipér, tregonse Q = (Q U QISIS) N (QU SIQYIS) N (Q U SISTIQ). Pra, kuazi-
ideali Q éshté prerje e idealit té majté Q U S/S7Q, idealit lateral Q U S/Q7S dhe idealit té djathté
Q U QISTS. Pér té vértetuar pjesén tjetér té pohimit supozojmé se Q éshté prerje e idealit té€ majté
L, idealit lateral M dhe idealit té djathté R t€ S. Pra, Q = L N M N R. Meqgé L éshté ideal i majté,
M ideal lateral dhe R ideal i djathté i S kemi QSIS NSIQISNSISIQc (LNMNR)ISISN
SILNMNR)ISN SISITLNMNR)CLISISN SIMISN SISTRcLNMNR=Q dhe
rrjedhimisht Q —ja éshté kuazi-ideal i /~— gjysmégrupit ternar S.

Zero e ['— gjysmégrupit ternar S quhet njé element 0 € S i till€ qé pér ¢do element a,b € S dhe
pércdo 3,0 € I" kemi aypd0 = ay00 = ay06b = 0yaob = 0000 = 0.
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TEOREME 3.12.  Pér ¢do I'—gjysmégrup ternar S pa zero pohimet e méposhtme jané
ekuivalente:

1) Ekziston y,6er"e tillé gé (S,0) =S, s éshté grup ternar

2) I—gjysmégrupi ternar S nuk ka asnjé kuazi-ideal té ndryshém nga S

3) 7—gjysmégrupi ternar S nuk ka asnjé ideal té djathté, ideal lateral dhe ideal t& majté té

ndryshém nga S.
VERTETIM. 1) =2) Supozojmé se pohimi 1) éshté i vérteté dhe le té jeté Q njé kuazi-ideal i

I"—gjysmégrupit ternar S dhe a nje element i Q. Atéheré, S = SoSoa =SySéa = SoaoS =
SyadS =aoSoS =aySoS =SySéanSyadSNaySoScSISIQNSIQISNQRISIScQ
dhe rrjedhimisht S = Q.

2) =3) Implikimi &shté i vérteté meqé ¢do ideal i majté, ideal i djathté dhe lateral i
I"—gjysmégrupit ternar S éshté kuazi-ideal i tij.

3) =1) Supozojmé se pohimi 3) éshté i vérteté. Le té jené y dhe & dy element té 7. Pér ¢do
element a € S bashkésia aySoS éshté ideal i djathté i S sepse ajo é&shté joboshe dhe
(ayS6S)ISIScaySSo(SISIS)caySSS . Né ményré t€ ngjashme tregohet se pér ¢do element
a € S bashkésia Sy Soa éshté ideal i majté i S dhe bashkésia Syao S éshté ideal lateral i S. Meqé
I"—gjysmégrupi ternar S nuk ka ideal té djathté t& ndryshém nga S, nuk ka ideal t& majté té
ndryshém nga S dhe po ashtu nuk ka ideal lateral té ndreyshém nga S kemi ayS6S = S,SyadS =
SdheSySda = S. Pércdo element a € S jané té vérteta barazimet: aoSoS = S,5SoSoa = S dhe

SoaoS = S qé tregojné se (S, o) = S, 5 Eshté grup ternar.

RRJEDHIM 3.13.. Leté jeté S njé I'—gjysmégrup ternar pa zero. Né qofté se S,5= (S, 0) éshté
grup ternar pér ndonjé y o € I atéheré S, s éshté grup ternar pér ¢do y, S € I
VERTETIM. Supozojmé se S,s= (S, 0) éshté grup ternar pér ndonjé y 6 € 7. Atéherg, nga

Teorema 9.a. 7"—gjysmégrupi ternar S nuk ka kuazi-ideale té ndryshém nga S —ja. Pérséri nga kjo
teoremé rrjedh gé S, 5 = (S, o) &éshté grup ternar pér ¢do 3, 5 € I

Késhtu, nga ky rrjedhim kemi:

I"—gjysmégrupi ternar S éshté grup ternar vetém atéheré kur ekzistojné dy elementé 6 € I i

tille gé S, 5 = (S, o) éshté grup ternar.
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TEOREME 3.14. Leté jeté S njé I"—gjysmégrup ternar me zero i tillé qé SIS7S # 0. Atéheré
pohimet e méposhtme jané ekuivalente:

(i) Ekziston y, 6 € I" i tillé gé S, 5 = (S, o) éshté grup ternar me zero

(ii) I"—qgjysmégrupi ternar S nuk ka kuazi-ideale té ndryshém nga zeroja dhe veté S —ja

(iii) Té vetmit ideale té djathté, ideale t& majté dhe ideale lateral t¢ 7 —gjysmégrupit ternar S

jané zeroja dhe veté S —ja

VERTETIM. (i)= (ii) Le té jeté Q njé kuazi-ideal i S i ndryshém nga zero dhe a njé element

jozero i tij. Atéheré S =SoSoa=ao0SoS=So0aoS=SySéa=aySoS =SyaoS =
Sy§6anayS6SNSyadScSyS6Q NQyS6SNSyQsScQ dhe késhtu Q = S.

(ii)= (iii) Implikimi éshté i garté.

(iii) = (i) Supozojmé se té vetmit ideale té djathta té S jané 0 dhe veté S. Pér ¢do element a € S
té ndryshém nga zero bashkésia a U a/S75S éshté ideal i djathté i S duke gené se ajo éshté joboshe
dhe (a U alSIS )ISIScalSIS VU (alSIS)ISIScalSIScaVUalSIS. Megenése S nuk ka
ideale té djathté té ndryshém nga zero dhe a U a/S7S + 0 duke gené se a # 0, atéheré kemi a U
alSIS = S. Késhtu alSISc(a VU alSIS )ISIS = SISIS + 0. Nga ana tjetér kemi qé a/S75S
éshté ideal i djathté prandaj a/S575 = S. Né ményré té ngjashme tregohet qé S/S7a = S dhe
SIalS = S. Késhtu, pér ¢do element a # 0 kemi aoSoS = §,5oaoS =S dhe SoSoa =S.

Kéto barzime tregojné gé S, s = (S, o) &shté grup ternar me zero, pér ¢do % 6 € I
VEREJTJE 3.15. Eshté e qarté qé 0 dhe veté S jané ideale té majté, té djathté dhe lateralé té S.

RRJEDHIM 3.16. Leté jeté S njé 7"—gjysmégrup ternar me zero i tillé qé S7S7S # 0. Né qofté
se S, 0= (S, o) éshté grup ternar me zero pér ndonjé y 6 € 7, atéheré S, éshté grup ternar me
zero, pér ¢do 3, 0 € I

VERTETIM. Né bazé t& Teoremés 3.14. kemi gé né qofté se S, 5 éshté grup ternar me zero, pér

ndonjé y, 6 € " atéheré S nuk ka kuazi-ideale té ndryshme nga zero dhe veté S.Pérséri nga kjo

teoremé kemi gé (S, o) éshté grup ternar me zero, pér ¢do , S € 7.

Le té jeté tani S njé 7"—gjysmégrup ternar me zero. Atéheré S do té quhet /”—grup ternar me zero

né qofté se pér¢do 3, 6 € I S, 5 = (S, o) Eshté grup ternar me zero.
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Nga Rrjedhimi 3.16. kemi: /"—gjysmégrupi ternar me zero S éshté /"—grup ternar me zero vetém

atéheré kur ekziston y, 6 € I" itillé g¢ S, 5 = (S, o) éshté grup ternar me zero.

TEOREME 3.17. Leté jeté S njé I"—gjysmégrup ternar pa zero. Atéheré jané té vérteta pohimet

e méposhtme:

(i) S nuk ka ideale té majté [té djathté, lateralé] t& ndryshém nga S —ja vetém atéheré kur pér ¢do
S€S,SISIs =S, [sISIS =S,SI5IS = S]

(ii) Né qofté se pér ¢do s € S, SISIS NSISIS NsISIS = S atéheré S nuk ka kuazi-ideale té
ndryshém nga S —ja

VERTETIM. (i) Leté jeté S njé I"—gjysmégrup ternar pa zero i cili nuk ka ideale t& majté [té

djathté, lateral&] té ndryshém nga S —ja. Atéheré, pér ¢do s € S kemi € s/57s € STSTs késhtu
gé SI57%s éshté joboshe. Gjithashtu SISI(SISI5)c (SISIS)ISIscSISTs. Késhtu SIS Ts éshté
ideal i mjté i S —sé prandaj S/575 = S.

Anasjelltas. Supozojmé se pér ¢do s € S, SIS7s = S. Le té jeté L njé ideal i majté i S —sé dhe
a € L. Nga kushti kemi q€ pér ¢do s € S, S/S7a = S. Meqenése L éshté ideal i majté kemi gé
S =S8SI5TacSISILc L dhe rrjedhimisht S = L. Kjo tregon gé S nuk ka ideale té majté té
ndryshém nga S —ja. N& ményré té ngjashme vértetohet pohimi né rastin e idealit té djathté dhe
lateral.

(ii) Le té jeté S njé I"'—gjysmégrup ternar pa zero i tille qé pér ¢do s € §,SISI5 N SISIS N
sISIS = S. Le té jeté Q njé kuazi-ideal i S —sé dhe k € Q. Atéheré kemi S = IS/kNSIkIS N
KISISCISIQ NnSIQIS N QISIScQ dhe késhtu S = Q. Kjo tregon gé S nuk ka kuazi-ideale té

ndryshém nga S —ja.
Né ményré té ngjashme vértetohet teorema e méposhtme:

TEOREME 3.18. Leté jeté S njé I"—gjysmégrup ternar me zero. Atéheré jané té vérteta pohimet
e méposhtme:

(i) S nuk ka ideale t& majté [té djathté, lateralé] té ndryshém nga zeroja dhe S —ja vetém atéheré
kur pércdo s € S\{0}, SISIs = S,[sISIS = S,SI5IS = S]

(ii) Né qofté se pércdo s € S\{0}, SIS575 N (SIS U SISISISIS) NsISIS = S atéheré S nuk

ka kuazi-ideale té ndryshém nga S —ja.
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POHIM 3.19. Le té jeté S njé 7"—gjysmégrup ternar pa zero. Atéheré, prerja e njé familjeje

joboshe kuazi-idealesh /idealesh té majta, idealesh té djathta, idealesh laterale, idealesh /té S —sé

éshté kuazi-ideal /ideal i majté, ideal i djathté, ideal lateral,ideal /i S —sé.

VERTETIM. Le té jeté (Q;);c; njé familje joboshe kuazi-idealesh t& § —sé&. Atéheré, pér ¢do

a,b,c € Nic; Q;,51,52,53,54,55,S¢ €ESdhea, B, 7 6,4 u € I tétille g€ s,as,fa = s3ybds, =
cAssusg kemi qé sjas,fa = s3ybds, = cAssusg € SISIQ; N SIQ, IS N Q;ISIScQ;, pér ¢do
i € 1.Késhtu,gés,as,fa = s3ybS8s, = cAssuse € Nig Q; KEshtuSISI (N;e; Q;) N
SITN;ier Q)IS N (N Q) ISIScNie Q;. Kjo do té thoté g8 N;¢; Q; éshté kuazi-ideal i S —sé.
Né ményré té ngjashme béhet vértetimi né rastin e idealit té majté, idealit té djathté, idealit lateral
dhe idealit.
Né kété pohim kushti gé prerja e familjes sé kuazi-idealeve té jeté joboshe éshté thelbésor. Le té
japim njé shémbull. Bashkésia e numrave natyroré N éshté njé /"—gjysmégrup ternar né qofté se
marrim /"= {1} dhe si shumézim né N me elementé té 7"shumézimin e zakonshém. Tregohet lehté
qé pér ¢do n € N bashkésia Q,, = {n + 1,n + 2, ... } &shté kuazi-ideal i 7"—gjysmégrupit ternar
N por N;¢; Q; €shté boshe sepse pér cdom € N,mg Q,,.
Le té jeté X njé nénbshkési joboshe e 7"—gjysmégrupit ternar S.Nga pohimi i mésipérm prerja e té
gjitha idealeve té majta [idealeve té djathta, idealeve laterale, idealeve, kuazi-idealeve] gé
pérmbajné X éshté ideal i majté [ideal i djathté, ideal lateral, ideal, kuazi-ideal] i S duke gené se
kjo prerje éshté joboshe sepse pérmban X # &I Pikérisht ky ideal i majté [ideal i djathté, ideal
lateral, ideal, kuazi-ideal] quhet ideal i majté /ideal i djathté, ideal lateral, ideal, kuazi-ideal/ i
gjeneruar nga X dhe shénohet (X),[ (), (O m, (X)e, (04 ]-
Tregohet lehté gé : (X)), =XUSISIx

(X), = X UXISIS

(X)) =XUSIXISVUSISIXISIS

(X)) =XUSISITXUXISISUSIXISUSISIXISTS

(X)q =XU(SISIX N (SIXISUSISIXISIS) N XISTS)

POHIM 3.20. N& qgofté se X éshté njé nénbashkési joboshe e 7"—gjysmégrupit ternar S, atéheré

(X)q=XUSISIX) N (X USIXISUSISIXISIS) N (X UXISTS) = (X); N (X)) N (X),
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VERTETIM.  Shénojmé D = (X U SISIX) N (X USIXIS USISITXISIS) N (X UXISTS).
Atéheré D = (X); N (X),, N (X), . Nga Pohimi 8 kemi qé D éshté njé kuazi-ideal i S qé pérmban
X. Késhtu (X),cD. Pérséri nga Pohimi 8 kemi g¢ Q = (X), ka formén (X),=0Q =
(QUSISIY)N(QUSIRISUSISIQISIS) N (Q U QISIS). Ky barazim dhe pérfshierja
XcQsjellinD = (X USISIX)N(XUSIXISUSISIXISIS) N (XUXISIS)c(QU
SISIQ) N (Q USIQIS USISIQISIS) N (Q UQISIS) = Q = (X),. Megenése D = (X), N
(X)) N (X)), rrjedh barazimi i kérkuar.
Né qofté se bashkésia X pérbéhet vetém nga njé element x atéheré kemi:

(x);=xUSISIx

(x), =xUXISIS

(X)) =xUSIXISUSISIXISTS

(X)) =xUSISTXxUXISISUSIXISUSISIXISIS

(X)g =xU(SISIx N (SIXISUSISIXISIS) N xISIS)

Késhtu (x)q = (x USISIX) N (x U (SIXIS USISIXISIS)) N (x UxISIS) = (x); N (X)y N
()7

PERKUFIZIM 3.21. Qendér e 7I'—gjysmégrupit ternar S quhet nénbashkésia C(S) =

{a € S/aabﬁc = baafic = bacfa, b,cES ra,f € I“}

POHIM 3.22. Né qofté se aBbac = bPaac = aabBc pér ¢do a, b, c € S dhe pér ¢do @, f€ I,
atéheré gendra e /"—gjysmégrupit ternar S éshté 7"—néngjysmégrup ternari S.
VERTETIM. Pér ¢do tre elemené a,b,c € C(S) dhe pér ¢do a,B € I ,(aabBc)ydde =

aa(bfcyd)oe = aa(bBdyc)de = aa(dBbyc)de = aa(dybBc)oe = (aadyb)Bcoe =
(daayb)Bcoe = (dyaab)Bcoe = d{aabBc)de. Né ményré té ngjashme vértetohen barazimet e
tjera.

Le té japim tani kuptimin e idealit prim né njé /"—gjysmégrup ternar.

PERKUFIZIM 3.23. Njé ideal P i 7"—gjysmégrupit ternar S quhet prim né gofté se pér ¢do dy

ideale I, dhe I, t6 S, I, I'l,c P=1,c P 0se [,c P.
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TEOREME 3.24. Njé ideal P i "—gjysmégrupit ternar S éshté prim vetém atéheré kur ¢do dy

elementé a,bt€ S, (a)I'(b)cP=a € Poseb €P.

TEOREME 3.25. Leté jeté S njé I"—gjysmégrup ternar dhe P njé ideal i S. Atéheré P éshté

ideal prim vetém kur pér ¢do dy element a,bté S, (Vy€ ILayp € P)=>(a € P0ose b € P).

VERTETIM. Le té jeté P njé ideal prim i tillé ¢ afbc P dhe aP. Le té jeté x njé element i

(a)I"(b). Megenése ayb € P tregohet lehté qé x € P. Késhtu (a)/ (b)c P dhe a P prandaj né
bazé té Teoremés 3.24 rrjedh qé b € P.

Anasjelltas. Le té jené I, dhe I, dy ideale té P té tillé gé I,/ I,c P dhe I; ¢ P. Késhtu, kemi qé
ekziston njé element a € I; itillé ¢ agP dhe a/bcal/Bc P. Q€ kétej rrjedhgé b € P.PraBc P

qé tregon se P éshté ideal prim.

3.3 RELACIONET E GREEN-IT NE /"—~GJYSMEGRUPET TERNARE

Relacionet e Green-it L, R, M, H né njé I"—gjysmégrup ternar pércaktohen me ané té

ekuivalencave:

aRb<= (a), = (b),
aLb= (a); = (b);
aMb< (a),, = (b)),
aHb= (a); = (b)rn (@) = (B)ir (@m = (D)m
Duket garté gé L, R, M, H jané relacione ekuivalence né S dhe H=LNnMnR.
Né qofté se shénojmé a/S'/5! = {a} U alSIS
S1I5ra = {a} U SISTa
S1rals' = {a} U STalS U SISTalSIs,
atéheré né bazé té pércaktimit té idealit kryesor té majté, idealit kryesor té djathté dhe idealit
kryesor lateral kemi:
aRb< alS'I5 = bI51rs?
albe Srstira = Srstrp
aMb< S IralsSt = S1Iprst
aHb<s alSISY = bISYISIASI IS ra = STISYIbAS IarsSt = STIbrst.
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Qé kétej kemi:

e aRb né qofté se dhe vetém né qofté se a = b ose ekzistojné eleementét s,, s,, s3,5, N€ S dhe
elementét a, B,y, 6 né I'té tillé qé a = bas,Bs, dhe b = ays;8s,.

e alLb né qofté se dhe vetém né qofté se a = b ose ekzistojné elementét s;, s,, s3,5, N€ S dhe
elementét a, B,y, 6 né I'té tillé qé a = s,as,Bb dhe b = s3ys,6b.

e aMb né qofté se dhe vetém né qofté se a = b ose ekzistojné elementét s;, s,, 53,5, Né S dhe
elementét a,B,y,6 né I té tillé qé¢ a = s;abfs, dhe b = s;yads, ose ekzistojné elementét
S1,S2,S3,54,Ss5, Sg, S7,Sg N€ S dhe elementét o, B,y, 8, k, A, u, E né I'té tillé gé a = s as,Lbys;6s,
dhe b = sgksglaus;€sg.

e aHb né qofté se dhe vetém né qofté se a = b ose ekzistojné elementét sy, s,, ..., Syo NE S dhe
a1, 03, o, @10 B1, B2, o P10 1€ tillE Q€ a = sja;8,a,b,b = s3615,,a,a = bazSsaySe, b =
afzs7Psss dhe a = seasbagsig, b = $11P5afeS12 05 A = S1307S14AgDA9S15A10S16, D =

S17P7518P8aL9S19P10520

POHIM  3.26. Relacionet R dhe L jané té pérkémbyeshém né lidhje me kompozimin e
relacioneve, domethéné RoL =LoR.
VERTETIM. Megenése relacionet R dhe L jané relacione ekuivalence, mjafton t& tregojmé qé

RoL cLoR. Le té jeté (a,b) € RoL. Atéheré ekziston njé c € S e tillé qé aL.c dhe cRb. Dallojmé
rastet:
Rasti 1. a = c. Atéheré aRb dhe megenése bLb kemi gé (a, b) € LoR.
Rasti 2. b = c. Atéheré aLLb dhe megenése aRa kemi gé (a, b) € LoR.
Rasti 3. a # ¢ dhe b # c. Atéheré, megenése alL.c dhe cRb kemi gé ekzistojné elementét
x, v,z tuv,w keSdhea,pB,y,5,Au6,¢ € I tétillé gé:

xayfa = c,zytéc = a,cAupv = b, bOwpk = c
Shénojmé d = zytScluuv. Atéheré aiuuv = zytdcluuv = d dhe déwok =
zytScAuuvbwek = zytdbOwek = zytdc = a. Keéshtu, kemi qé aRd. Gjithashtu kemi
qé zytdb = zytdScAuuv = d dhe xayfd = xayBzytdScAuuv = xayfaiuuyv = cAuuyv = b Qé
tregojné se dLb. Pra aRd dhe dLb gjé gé tregon se RoL < LoR.
Né bazé té pohimit té mésipérm kemi gé LoR éshté relacion ekuivalence né S. Edhe ky relacion

quhet relacion i Green-it né 7"—gjysmégrupin ternar S dhe shénohet D. Pra D=LoR = RoL.
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Késhtu, pér ¢do dy element a, b t€ S, aDb né qofté se dhe vetém né qofté se ekziston ¢ € S e tillé
gé aRc dhe cLb ose ekziston ¢ € S e tillé qé alL.c dhe cRb.

Klasat e ekuivalencés té njé elemnti a € S né lidhje me relacionet R,L,M,H,D shénohen
pérkatésisht R, L,, My, Hy, Dy, .

TEOREME 3.27. Le té jeté S njé gjysmégrup ternar, a, B € I" dhe e njé o, S —idempotent.
Atéheré

(i) Va € L,,aaefle = a

(ii) Va € R,,eaefa = a

VERTETIM. (i) Le t& jeté a € L,. Atéheré ale. Késhtu a = e ose ekzistojné x,y € S dhe
a, B € I'tétillé gé a = xayfe. Né qofté se a = e atéheré aaefe = eaefle = e = a. Né qofté se
a = xayfe atéheré aaefe = (xayfe)aefe = xayf(eaefe) = xayfe = a.

(ii) Veértetimi béhet né ményré té ngjashme me (i)

TEOREME 3.28. (Teorema e Green-it pér /"—gjysmégrupet ternare) Né qofté se elementét

a,b,c dhe aabfc i pérkasin sé njéjtés H-klase H, atéheré H éshté njé néngrup ternar i

gjysmégrupit ternar S, g.

PERKUFIZIM 3.29. Elementi a i 7"—gjysmégrupit ternar S quhet i rregullt né qoftés e

ekzistojné elementét x,y € S dhe a, B,y, 8 € I té tillé qé a = (aaxBa)yyda = aaxB(ayyda).

TEOREME 3.30. Né qofté se elementi a i "—gjysmégrupit ternar S éshté i rregullt, atéheré
cdo element i D-klasés D, éshté i rregullt.

VERTETIM. Meqenése a éshté i rrequllt, ekzistojné elementét x,y € S dhe a,B,y,8 € I” t&
tillé gé a = (aaxfa)yyda = aaxf(ayyda). Le té jeté b € D,, domethéné aDb. Atéheré alc
dhe cRb pér ndonjé element ¢ € S. Megenése al.c, a = ¢ ose ekzistojné x,y,z,t €S dhe
a,B,v,6 € I'tétillé gé

xayfa = c,zytdc = a. Megenése cRb, b = c ose ekzistojné u,v,w,k € Sdhe A, u,0,¢p € I t&
tillé qé cAupv = b, bOwepk = c.

Dallojmeé rastet:

Rasti 1. a = c dhe ¢ = b. Atéheré a = b dhe késhtu elementi b &shté i rregullt.

65



Rasti 2. a = ¢ dhe cAuuv = b, bOwek = c. Atéheré jané té vérteta barazimet:

(bOwe (kaxBa))yysb = ((bOwek)axfa)yysb = (caxfa)yysb = (caxBfa)yyd(ciuuv) =
(aaxBa)yys(atupv) = ((aaxfa)yyda)lupv = alupv = clupv = b qé tregojné se elementi
b éshté i rregullt.

Rasti 3. xayBa = c,zytéc = a,b = c. Atéheré jané té vérteta barazimet:

(baxp(ayydz))ytsb = (caxfa)yys(zytsb) = (caxpf(ayydz))ytsb =
((xayBa)axp(ayydz))ytsb = ((xayfa)axfa)yys(zytsb) = ((xayBfa)axfa)yysa =
(xayB(aaxpa))yyda = xayB((aaxfa)yyda) = xayfa = b qé tregojné se elementi b éshté i
rregullt.

Rasti 4. xayfa = c,zytdc = a, cAuuv = b, bOwek = c. Atéheré jané té vérteta barzimet:
(b@wgo(kaxﬁ(ayy&z))) ytéb = ((b@wgok)axﬁ(ayy&))yté'b =

(caxﬁ(ayy6z))yt6 (cAupv) = ((xayﬁa)axﬁ(ayy&))yté‘ (cAupv) =

((xayﬁa)axﬁa)yy6 ((zyt6c)ﬂu/xv) = xayf ((aaxﬁa)yy&a)/lu;w = (xayBa)luuv =

cAupv = b qé tregojné se elementi b éshté pérséri i rregullt. Késhtu, né ¢do rast elementi ¢farédo
b i D, éshté i rregullt.

Kjo teoremé, me fjalé té tjera tregon gé :rregullsia e njé elementi té njé D-klase té njé
I"—gjysmégrupi ternar e injekton kété cilési té ¢cdo element té késaj D-klase.

Le té jeté D njé D-klasé. Nga teorema mé sipér, ose ¢do element i D éshté i rregullt ose asnjé

element i D s"éshté i rregullt. Njé D-klasé quhet e rregullt né gofté se njé element i saj (dhe

rrjedhimisht ¢cdo element i saj) éshté i rregullt.

POHIM 3.31. Né qofté se elementi a i 7”—gjysmégrupit ternar S éshté i rregullt, atéheré cdo

L-klasé dhe ¢do R-klasé qé pérmbahet né D-klasén D, ka té paktén njé element idempotent.

Le té jeté S njé I"—gjysmégrup ternar. Njé relacion ekuivalence p quhet kongruencé e djathté
/kongruencé e majté/ né qofté se pér ¢do a,b,c,d € S dhe pér ¢do a,f € " Eahté i vérteté
implikimi:

(a,b) € p= (aacBd, bacBd) € p

[(a,b) € p=>(dBcaa,dBcab) € p].
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Njé relacion ekuivalence p né S quhet kongruencé né qofté se éshté njéherésh kongruencé e majté
dhe kongruencé e djathté.
Relacioni i Green-it £ [R] éshté kongruencé e djathté [kongruencé e majté] né S. Vértet, né qofté
se (a, b) € Latéheré ose a = b ose ekzistojné elementét s, s,, 3,5, € S dhe elementéta, B,y,6 €
I tétillé gé
a = s,as,fbab = sgys,da.
Késhtu, pér ¢do c,d € S dhe pér ¢do k,0 € I kemi ose
akcOd = bkcOd

ose

akcOd = s;as,(bkcOd) bkcOd = s3ys,6(akchd)
dhe rrjedhimisht (akcOd, bkcod) € L.
Né ményré té ngjashme tregohet se R éshté kongruencé e majté.
Le té jeté S njé I"—gjysmégrup ternar dhe p njé kongruencé né S. Pér¢do a,a, b, b, c,c € S dhe
pér ¢cdo a, B € I, megenése p éshté kongruencé e djathté dhe kongruencé e majté, jané té vérteta

implikimet:
(a =a(p),b=b(p)c= c'(p)) = (aab,Bc = a abBc(p),a abfc = a' ab Bc(p),a ab Bc =

a'ab'ﬁc'(p)) = aabfc = a ab Bc (p).
Atéheré, pér klasat e ekuivalencés sipas p,a,a’, b, b, ¢,c’, aabBc,a’ ab Bc’ kemi:
a=a,b=b,c=c =aabBc =aab Bc .
Késhtu, né bashkésiné faktore S/p pércaktohet né ményré korrekte veprimi factor népérmjet
elementéve té 7~ me ané té barazimit:

aabBc = aabpfec.
Cifti i radhitur (S/p, S/p (-)r) éshté I"—gjysmégrup ternar megenése pér ¢do a, b, ¢, d, é € S/p dhe

pércdo a, B,y,6 € I jané té vérteta barazimet:

(aabBc)ydse = aabBcydse = (aabfc)ydde = aabf(cydde) = aabfcydde =
aabp(cydse).

I"—gjysmégrupi ternar (S/p,S/p (-)r) quhet 7"—gjysmégrup faktor sipas kongruencés p né S i
I"—gjysmégrupit ternar S dhe kur nuk ka ngatérresa shénohet thjesht S.p.
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TEOREME 3.32. Leté jeté S njé I"—gjysmégrup ternar dhe p njé kongruencé né S.

1) Né qofté se pc .Latéheré pér ¢cdo dy element a, b té S, a .£b vetém kur a .£b né S/p
2) Né qofté se pc Latéheré pér ¢cdo dy element a, b té S, a 2B vetém a &b né S/p
3) Né qofté se pc atéheré pér cdo dy element a, b t¢ S, a M b vetém a M b né S/p

4) Né qofté se pc H atéheré pér ¢do dy element a,b té S, a H b vetém kur a H b

VERTETIM. 1) Le té jené elementét a, b té S té tillé qé a L b. Atéheré a = b ose ekzistojné

x,v,z,t€S dhe a,B,y,6 € I té tillé gé a = xayfb dhe b = zytda. Sqyrtojmé dy rastet e
mundshme:
Rasti 1. a = b. Atéheré @ = b dhe rrjedhimisht a R a dhe @ R @ jané qé t& dyja pohime té vérteta,
prandaj jané ekuivalente.
Rasti 2. a = xaypb dhe b = zytda. Atéheré a = xayBb = xaypBb dhe b = zytda = zytéa dhe
rrjedhimisht @ L b né S/p.
Anasjelltas, supozojmé se pér ¢do dy element a,b t&¢ S kemi @ L b. Pra, @ = b ose ekzistojné
elementét x,y,z,t € S dhe a, 8,7, 5 € I'té tillé q¢ @ = xayBb dhe b = zytsa. Shqyrtojmé dy
rastet e mundshme:
Rasti 1. @ = b.Pra (a, b) € p dhe rrjedhimisht, megenése pc L kemi (a, b) € L, domethéné a L b.
Rasti 2. @ = xayfb dhe b = zZytsa. Atéheré a = xayfb dhe b = zytda. Pra, (a,xayfb) € p
dhe (b, zytda) € p. Megenése pc L kemi (a, xayfb ) € L dhe (b, zytda) € L. Késhtu:

a € STISY(xayBb)cSTISth = (b),

b € SIS (zytsa)cS*ISta = (a),.
Qe kétej gjejmé barazimin (a); = (b); dhe rrjedhimisht a L b.
2) dhe 3) tregohen né ményreé té ngjashme me 1).
4) rrjedh nga tre té parat.
Njé kongruencé p né S quhet reduktive e djathté /reduktive e majté /né qofté se pér ¢do a, b, c,d €
S dhe pér ¢do a, B € I kemi:

(aacBd,bacpfd) € p=(a,b) € p

[(dBcaa,dBcab) € p=(a,b) € p].

Njé I"—gjysmégrup ternar S quhet reduktiv i djathté /reduktiv i majté / né qofté se barazimi né S

éshté njé kongruencé reduktive e djathté [kongruencé reductive e majté]. Me fjalé té tjera
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I"—gjysmégrupi ternar S quhet reduktiv i djathté [reduktiv i majté] né qofté se pér ¢cdo a, b, c,d €
S dhe pér ¢do a, B € I" barazimi aacfd = bacfd [ dfcaa = dfcab] implikon barazimin a =
b. Njé rgjysmégrup ternar quhet reduktiv né qofté se ai éshté njéherésh reduktiv i djathté dhe

reduktiv i majté.

TEOREME 3.33. Leté jeté S njé /"'—gjysmégrup ternar dhe p njé kongruencé né S.

1) Kongruenca p éshté reduktive e djathté vetém atéheré kur S/p éshté I"—gjysmégrup ternar
reduktiv i djathté.

2) Kongruenca p éshté reduktive e majté vetém atéheré kur S/p éshté I"—gjysmégrup ternar
reduktiv i majté.

3) Kongruenca p éshté reductive vetém atéheré kur S/p éshté I"—gjysmégrup ternar reduktiv.

VERTETIM. 1) Leté jeté p njé kongruencé reduktive e djathté. Né qofté se elementét @, b té S/p
jané té tille gé pér cdo c,d €S dhe ¢do a,f €I kemi aaéfd = bacfd atéheré
(aacpfd,bacpBd) € p pér¢do c,d € S dhe ¢do a, B € I". Késhtu, megenése p éshté reduktive e
djathté, kemi a = b dhe rrjedhimisht @ = b. Pra S/p éshté I"—gjysmégrup ternar reduktiv i djathté.

Anasjelltas, supozojmé se S/p éshté ["—gjysmégrup ternar reduktiv i djathté. Le té jené a, b dy

element té S té tillé qé pér ¢do c,d € S dhe ¢cdo @, B € I” kemi aacfid = bacBd. Pra aacfid =
bacfd pér¢do c,d € S dhe ¢do a, B € I". Megenése S/p éshté I"—gjysmégrup ternar reduktiv i
djathté, @ = b. Késhtu (a, b) € p.
2) Vértetimi béhet né ményré té ngjashme me vértetimin e 1).
3) Rrjedh nga 1) dhe 2).
Pércaktojmé dy relacionet p; dhe p, né 7"—gjysmégrup ternar S si mé poshté
P = {(a, b) € SxS /W(c,d,a,B) € S%x I'?,dBcaa = dﬁcab},
py = {(a, b) € SxS /W(c,d,a,B) € S%x I'?, aacBd = bacﬁd}.
Tregohet lehté gé relacioni p; &shté kongruencé e djathté né S ndérsa relacioni p, éshté kongruencé

e majté né S.

Né lidhje me relacionet p; dhe p, jané té vérteta dy teoremat e méposhtme.

TEOREME 3.34. Leté jeté S njé 7"—gjysmégrup ternar.

1) I"—gjysmégrupi ternar S éshté reduktiv i majté vetém atéheré kur p; = idg
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2) I"—gjysmégrupi ternar S éshté reduktiv i djathté vetém atéheré kur p, = idg
VERTETIM. 1) Supozojmé se S éshté njé /"—gjysmégrup ternar reduktiv i majté. Le té jené

elementét a, b té S té tillé gé ap;b. Pra, pér ¢cdo c,d € S dhe ¢do a, € I"'kemi dBcaa = dBcab.
Meqgenése S éshté reduktiv i majté, a = b dhe rrjedhimisht p; = id;.

Anasjelltas, supozojmé p; = ids. Le té jené elementét a, b té S té tillé g¢ dfcaa = dfcab pér
¢do c,d € Sdhe ¢do a, B € I". Pra (a,b) € p;. Megenése p; = ids kemi a = b. Késhtu S éshté
njé I”—gjysmégrup ternar reduktiv i majté.

2) Vértetimi béhet né ményré té ngjashme me vértetimin e 1).

TEOREME 3.35. Letéjeté S njé 7"—gjysmégrup ternar i rregullt (quhet i tillé kur ¢do element
i tij éshté i rregullt).

1) picL

2) prcR

VERTETIM. 1) Le t& kemi (a,b) € p,. Atéheré pér ¢do ¢,d € S dhe ¢do @, B € I, dBcaa =

dfBcab. Meqgenése a € SISTa dhe b € SISIb duke gené se S éshté i rregullt, (a); = (b),
domethéné alLb. Késhtu p,c L.

2) Vértetimi béhet né ményré té ngjashme me vértetimin e 1).

TEOREME 3.36. Letéjeté S njé 7"—gjysmégrup ternar i rregullt.

1) p; éshté kongruenca mé e vogél e majté né S

2) p, éshté kongruenca mé e vogél e djathté né S

VERTETIM. Le té jené a,b € S. Supozojmé se pér ¢do c,d € S dhe ¢do a,B €T,
(dBcaa,dBcab) € p,. Pra, pér ¢do t,, t,, t3,t, € S dhecdo a,B,y,8 € I kemi

tiatyftzytida = tiat, ftsytssb (%)

Pér cdo element t' € S, megenése S éshté i rregullt, ekzistojné x,y,z € S dhe elementét
Qq,Qy, a3, 0, € T 18 tille gé t' = t'axa,yaszza,t’. Duke marré né barazimin (*) tyat, =
t'a,xa,yazz dhe t, =t', a = a, kemi gé (a,b) € p; dhe rrjedhimisht p, éshté kongruencé

reductive e majté né S.
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Nga ana tjetér, le té jeté p njé kongruencé reductive e majté né S. Né qofté se (a, b) € p;, atéheré
pér ¢do c,d € S dhe ¢do a, B € I"'kemi dfcaa = dfcab. Megenése p éshté relacion reflektiv,
(dBcaa,dBcab) € p. Késhtu (a, b) € p sepse p éshté kongruencé reductive e majté.

2) Vértetimi béhet né ményré té ngjashme me vértetimin e 1).
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KAPITULLI 4
MBESHTJELLESJA E NJE I'-GJYSMEGRUPI TE RREGULLT

Né kété kapitull do t€ shohim kuazi-idealet dhe renditjen e pjesshme né njé /"—gjysmégrup té
rregullt. M€ tej do t€ pércaktojmé mbéshtjellésen e njé /" —gjysmégrupi t& rregullt si dhe do japim

disa veti bazé¢ t&€ mbéshtjellése. Gjithashtu do paragesim dhe disa probleme q¢ lindin natyrshém.

4.1 TI'-GIYSMEGRUPET E RREGULLT, KUAZI-IDEALET NE TO DHE RENDITJA
E PJESSHME

Né artikullin "On 7=semigroup — I, [24], &éshté dhéné pér heré t&€ paré pérkufizimi i 7"—
gjysmégrupit.

PERKUFIZIM 4.0. Le té jeté M = {a,b,c, ...} dhe I'={x,y, z, ... } bashkési jo-boshe. M éshté
quajtur I"—gjysmégrup né qofté se,
(1) axbe M

(2) (axb)yc = ax(byc)
per té gjitha a,b,c € M dhe pér té gjitha x,y € I

Relacionet analoge té Grinit pér /" —gjysmégrupet jané pércaktuar né artikullin [25]. Pér to jané
pérdorur simbolet £, R, H, D dhe J. Lidhur me relacionet e Grinit do t€ shfrytézojmé edhe artikujt
[26],[27],[28].

N¢ artikullin [29] €éshté dhéné pérkufizimi i kuazi-idealit pér /" —gjysmégrupet.

PERKUFIZIM 4.1. Kuazi-ideal té I'—gjysmégrupit M do té quajmé njé nénbashkési jo-boshe
Q té M —sé e tillé gé
QIM N MIQ Q.

Koleksionin e té gjithé kuazi-idealeve t¢ M do ta shénojmé Q(M).

PERKUFIZIM 4.2. Ideal i djathté [ i majté] i njé I'—gjysmégrupi M éshté njé nénbashkési jo-
boshe I e M etillé g¢ ITMc I (MI1c ). Né gofté se I éshté njékohésisht ideal i majté dhe i djathté,

atéheré ne themi se I éshté ideal i M.
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Eshté e vérteté teorema e méposhtme.

TEOREME 4.3. Njé nénbashkési jo-boshe e njé I"—gjysmégeupi M éshté kuazi-ideal i M —sé
atéheré dhe vetém atéheré kur ajo éshté prerje e njé ideali t¢ majté dhe njé ideali té djathté té
M —sé.
VERTETIM. Le & jeté Q njé kuazi-ideal i /" —gjysmégrupit M. Atéheré Q U QI M &shté ideal i
djathté 1 M —sé.
Me té vérteté,
QUQIM)IMcQIM U (QIM)IMcQIM U QIM

cQUQIM.
Né ményré analoge tregohet se edhe Q U M70Q &shté ideal 1 majté i M —s&.
Eshté e qarté se Qc(Q UQIM) n (Q UMITQ), prandaj mbetet t& vértetojmé pérfshierjen e
kundért. Pér kété le té jeté a njé element i prrejes (Q U Q7 M) N (Q U MIQ). Kemi ose a € Q ose
a € QIM N MIQcQ, megenése Q éshté kuazi-ideal i M —sé. Késhtu éshté e vérteté pérfshierja
QuUQEIM)N(QUMIQ)cQ.
Anasjelltas, le t€ jené R dhe L ideal i djathté, ideal i majté, pérkatésisht t&€ /I"—gjysmégrupit M.
Vémé re se RILC R dhe RILc MILc L. Prej kétej gjejmé se RILCR N L, pra R N L nuk &shté
boshe. Tani mund té shkruajmé:
(RNnDIMNMITRNL)cRIMNMILcRNL.
Késhtu, R N L éshté kuazi-ideal i M —sé.

PERKUFIZIM 4.4. [24] Njéelement a i njé I"—gjysmégrupi M éshté i rregulltkur a € alM I,
kualMla = {(axb)ya/b € M,;x,y € I}.
Njé I"—gjysmégrup M éshté i rregullt kur ¢cdo element i M —sé éshté i rregullt.

Njé kuazi-ideal Q éshté i rregullt né gofté se ¢do element i Q —sé éshté i rregullt.

Teorema e méposhtme na jep njé séré karakterizimesh té kuazi-idealeve kur M &shté

I"—gjysmégrup 1 rregullt.

TEOREME 4.5. Konditat e méposhtme né njé I —gjysmégrup M jané ekuivalente.

(1) M éshté i rregullt
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(2) Pér ¢do ideal té djathté R dhe ideal té majté L té M —sé, kemi RIL =R N L
(3) Cdo kuazi-ideal Q i M —sé, ka formén
Q=QIMIYQ
(4) Pér ¢do ideal té djathté R dhe ideal té€ majté L té M —sé kemi:
(@) RIR=R; (b) LIL=1L; (c) RNL=RIL éshté kuazi-ideal i M.
VERTETIM. (1) =(2) RILcMILcL, megenése L éshté ideal i majté.
RILcRLMc R, megenése R €shté ideal i djathté. Si rrjedhim, gjejmé se RILCR N L.
Supozojmé se M &shté i rregullt. Le té jeté a € R N L. Meqenése M éshté i rregullt, pér elementin
a € M, ekzistojné b € M dhe x,y € I" té tilleé qé a = (axb)ya = ax(bya). Tani kemi a =
(ax)bya € axLcRIL.
Meqgenése RN Lc RIL,ne kemiqé RN L = RIL.
(2) = (1) Letéjeté a € M. Tani, L = a U M7a éshté ideal i majté dhe R = M7a U a éshté ideal
i1 djathté i M —sé. Mund té shkruajmé
L=LNnM=MI{aUMIa) =MIauMI{MIa)
cMlauM/la=MIa.
Né ményré t&€ ngjashme tregohet se RcalM.
Atéheré kemi:
a€LNRc(Mla)n (alM) = (alM)I(MIa)
cal(MIM)IacallMTIa),
késhtu, a éshté i rregullt. Prandaj M &shté i rregullt.
(1) =(3) Letéjeté a € Q. Meqenése a éshté i rregullt kemi
a€alMlacQIMIQ,praQcQIMIQ.
Nga ana tjetér gjejmé
QIMIQc QIM dhe QIMIQcMIT,
késhtu treguam barazimin
Q= QIMIQ.
(3) = (1) Nga barazimi Q = QIMTTQ éshté fare e qarté se pér ¢do element a € Q, kemi a €
alMTIa, pra a €shté i rregullt.
(1) = (4) Marrim njé element té ¢farédoshém a € R. Megenése M éshté i rregullt, kemi
a € alMIac(RIM)IRcRIR,
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pra, Rc RIR. Pérfshierja RITRc R &shté e qarté, késhtu g€ kemi t&€ vérteté barazimin R = R/R.
Né ményré té ngjashme tregohet edhe barazimi L/L = L. T¢€ tregojmé tani se R/L = R N L &shté
kuazi-ideal i M —sé. Eshté e qarté se RFZLcR N L (*), pra prerja R N L nuk &shté boshe. Tani
kemi
(RNLYIMNMITRNL)cRIMNMILCRNL,

késhtu R N L éshté kuazi-ideal i M.
Le té jeté a € R N L. Megenése a éshté 1 rregullt, kemi
a = axmya, ku x,y € I'dhem € M.
Shkruajmé,

a = ax(mya) = axb € RIL, sepse mya € L.
Treguam pérfshierjen R N Lc RIL dhe sé bashku me (#) sjellin barazimin R N L = RIL.
(4) = (2) Kjo éshté e qarté. Ndérkohé (2) <> (1). Pra kemi qé (4) = (1).
Le té jeté M njé I"—gjysmégrup dhe A4, B dy nénbashkési jo-boshe t€ M. Pércaktojmé shumézimin
ATIB né kété ményré

AIB ={ayp/a € A,b € B, y€ I}.

E zbatojmé kété shumézim né bashkésiné e kuazi-idealeve © (M) dhe kemi teoremén e méposhtme.

TEOREME 4.6. I"—gjysmégrupi M éshté i rregullt ateéheré dhe vetém atéheré kur Q(M) éshté

I"—gjysmégrup i rregullt né lidhje me shumézimin e nénbashkésive té M.

PERKUFIZIM 4.7. Letéjeté M njé I'—gjysmégrup dhe a € M. Letéjeté b € M dhe x,y € I’

Pér elementin b themi se éshté njé (x, y) invers i a né qofté se a = (axb)ya dhe b = (bya)xb.

Né kété rast ne shkruajmé b € V,.” (a).

TEOREME 4.8. Letéjeté M njé I'—gjysmégrup i rregullt, a = (axb)ya,b € M dhe x,y € I
tetille gé b € V.7 (a). Atéheré

(1) axb dhe bya jané idempotente

(2) aRaxbLa,albyaRa

VERTETIM. (1) Po tregojmé qé axb éshté idempotent. Kemi

axb = [(axb)ya]x[(bya)xb] = (axb)y[ax[(bya)xb]]

75



= (axb)y|ax[by(axb)]] = (axb)y[[(axb)yalxb]| = (axb)y(axb).
Né ményré té ngjashme tregohet se edhe bya €shté idempotent.
(2) Megenése a éshté i rregullt del se (a),, = alM. Elementi axb nga (1) éshté idempotent dhe
si rrjedhim ai éshté edhe i rregullt, pra (axb), = (axb)IM.
Marrim njé element té ¢farédoshém azm nga a/M. Kemi
azm = ((axb)ya)zm = (axb)y(azm) € (axb)IM, pra (a),c (axb),. Meqgenése pérfshierja
(axb),c (a), éshté e qarté, kemi barazimin (a),, = (axb),, pra aRaxb.
Tregohet lehté se (a); = MIa dhe (bya), = MI{bya). Po té jeté mz(axb) njé element nga
(axb); kemi q¢ mz(bya) = (mzb)ya € MIa = (b),, pra (bya),c (a);.
Kjo pérfshierje sé bashku me pérfshierjen e garté (a),c (bya); sjellin qé¢ (bya); = (a);, pra
albya.
Né ményré té ngjashme tregohet se axbLb dhe byaRb.

TEOREME 4.9. Le té jeté M njé I"—gjysmégrup. Njé element a € M éshté i rregullt atéheré
dhe vetém ateheré kur (a),, = eyM pér ndonjé idempotent e = eye € M,y € I.
VERTETIM. N& qofté se elementi a € M &shté i rregullt kemi qé a = (axb)yapérb € M;x,y €

I Shohim se (axb)y(axb) = [(axb)yalxb = axb, pra, axb éshté idempotent pér x € I Po t&
shénojmé e = axb kemi qé e = eye,y € I"'dhe a = eya.
Megqenése a dhe e jané elementé té rregullt kemi qé (a), = a/M dhe (e), = e/ M. Po té jet€ azm
njé element i ¢farédoshém nga (a), gjejmé

azm = [(axb)yalzm = (eya)zm = ey(azm) € el M,
pra (a),celM = (e),. Kjo pérfshierje sé¢ bashku me pérfshierjen e qarté (e),< (a), sjellin
barazimin (a), = (e), = eyM.
Anasjelltas, supozojmé se (a), = eyM, ku e = eye,y € I'. Meqenése (a), = a U al'M rrjedh se
a = eym pér ndonjé m € M dhe e = a 0se e = adb pér ndonjé 6 € /"dhe b € M. Tani, eya =

ey(eym) = (eye)ym = eym = a. Prandaj, a = eya = (adb)ya, pra a éshté i rregullt.

TEOREME 4.10. Le té jeté M njé I'—gjysmégrup. Né qofté se a = ax(bya) ku b € M dhe

X,y € I, éshté njé element i rregullt né M atéheré (a), = axM dhe (a); = Mya.
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VERTETIM. Dimé se (a), = a/M U a. Meqenése a = (axb)ya = ax(bya) € alM del se
(a), = al'M. Marrim njé element té ¢farédoshém aym nga a/M. Kemi

aym = [(axb)yalym = [ax(bya)]ym = ax[(bya)ym] € axM, praalMc axM.
Megenése pérfshierja axM c alM éshté e qarté, kemi barazimin (a), = axM.

Né ményré té ngjashme tregohet edhe barazimi (a); = Mya.

TEOREME 4.11. Le té jeté M njé I'—gjysmégrup i rregullt dhe a € M. Le té jené gjithashtu
e = exe dhe f = fyf dy idempotenté té tillé qé eRaLf. Atéheré ekziston b € V,*(a) i vetém i
tillé gé ayb = e dhe bxa = f.
VERTETIM. Megenése eRa ne kemi qé e/M = alM. Atéheré ekzistojné 7,7, €Eldhec,d €
M t€ tillé g€ e = ay,c dhe a = ey, d. Tani kemi

exa = ex(ey,d) = (exe)y,d = ey,d = a.
Gjithashtu, meqenése alf, ne kemi M/a = MTf. Prej kétej gjejmé se a = m,0,f dhe f =
myd,a, m;,m, € M, 6,5, € I Shkruajmé, a = m, 8, f = m 6, (fyf) = (my6.f)yf = ayf.
Letéjeté b = fy,c. At€heré kemi ayb = ay(fylc) = (ayf)y,c = ay,c = e. Prandaj (ayb)xa =

exa = a.Gjithashtu (bxa)yb = [(fy,c)xalyb = [[(mzc?za)ylc]xa] yb =

|[m8(ay,c)xa]] yb = [(m,&e)xalyb = [m, &, (exa)lyb = (m,&,a)yb = fyb =
fy(fr,c) = (fyf)y,c = fr,c = b. Késhtu del se b € ¥, (a). Gjithashtu kemi
bxa = (f}/lc)xa = [(m252a)ylc]xa = [mzéz(aylc)]xa
= (m,5,e)xa = my5,(exa) = my6,a = f.

Késhtu b plotéson barazimet bxa = f dhe ayb = e.
Té tregojmé tani unicitetin. Supozojmé se ekziston njé b" € V,*(a) e tillé qé ayb = e dhe bxa =
f. Atéheré€ gjejmé

b = (bxa)yb = b'x(ayb") = b'x(ayb) = (b xa)yb = (bxa)yb = b.
Nj€ mjet i rénd€sishém né studimin e /"—gjysmégrupeve té rregullt Eshté renditja e pjesshme
natyrale. Le t&€ jet¢ M njé I —gjysmégrup i rregullt. Né té ne pércaktojmé relacionet e Grinit
népérmjet idealeve kryesoré. Renditja e pérfshierjes midis idealeve kryesoré€ sjell nj€ renditje midis
klasave té ekuivalencés.

L, < Ly né qofté se MIacMIb
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R, < Ry né qofté se alMc bI'M

Jo < Jp né qoft€ se MIalIM UalM U MIacMIbIM U bIM U MIDb.
Bashkésiné ¢ idempotentéve t€ njé I"—gjysmégrupi M do e shénojmé me E (M). Kur A éshté njé
nnébashkési e M atéheré E(A) = AN E(S).

PERKUFIZIM 4.12. Leté jeté M njé I"—gjysmégrup i rregullt. Pércaktojmé a < b atéheré dhe

vetém atéheré kur R, < R, dhe a = exb, pér ndonjé e € E(R,), x € I. Né qofté se e dhe f jané

idempotenté, atéheré e < f vetem atéheré kur ekzistojné x, y € I'tétillée gé exe = e, fyf = f dhe

e =exf = fye.

Tek [26] éshté treguar se plotésimi i kushteve t€ pérkufizimit t&€ mésipérm pér E (M) sjell gé kemi

té béjmé me nj€ renditje t& pjesshme.

TEOREME 4.13. Le téjené a dhe b elementé té I' —gjysmégrupit té rregullt M. Atéheré pohimet

e méposhtme jané ekuivalente
(1) a<b
(2) Pérg¢do f € E(Ry) ekziston e € E(R,) té tillé gé e < f dhe a = exb, pér ndonjé x € I
(3) Pérgdo f € E(Ry) ekziston e € E(R,) té tillé gé e < f dhe a = bya, pér ndonjé y € I’
(4) R, <R, dhea = byf pérndonjé f € E(L,),y €T’
VERTETIM. (1)=(2) Let jeté f € E(Rp), pra, f = fyf,y € I'. Meqenése f € R, del se
fyM = (b),. Nga a € R,, ekziston e € R, ku e = exe,x € I, e tillé q¢ alM = exMc fIM =
fyM. Tani ekziston m € M e tillé€ q¢€ e = fym. Kemi

e = fym = (fyf)ym = fy(fym) = fye.
Megenése e € R, f € Ry, kemi gé (e), = (a), dhe (f), = (b),.Kjosjellgé e < f dhe e = exf.
(2)= (1) Meqgenése f € E(R,) dhe e € E(R,) del se (e), = (a),, (f) = (b),.Ngae < f, pra
(e)rc(f), del se (a),<(b),, pra R, < Ryp. Kjo sé bashku me a = exb pér ndonjé x € I sjellin
qé a < b. Késhtu treguam se (1) < (2).
Né ményré té ngjashme tregohet se (1) < (3).
(1)=(4) Letéjeté a = (azc)tanjé element irregullti 7”—gjysmégrupit M. Nga Teorema 4.10,

(a); = Mta. Marrim njé element mta, m € M, t € I'nga (a);. Kemi gjithashtu qé a = exb pér
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ndonjé e € E(R,),x € I Atéheré mta = mt(axb) = (mta)xb € Mxbc (b),. Pra, gjetém se
(a);c(b);, gé tregonse L, < L.

Le t€ jet¢ M njé I"—gjysmégrup 1 rregullt né t€ cilin éshté pércaktuar relacioni i renditjes <.
Atéheré (M, <) éshté quajtur poset. Né qofté se (M, <) éshté poset atéheré njé nénbashkési A e M
quhet ideal i renditur né qofté se a < b € A sjell a € A. Nénbashkésia [b] ={a|a € Adhe a <
b} quhet ideal kryesor i renditur i M. Rezultati i méposhtém na tregon kur njé /" —néngjysmégrup

i rregullt éshté ideal i renditur duke u mbéshtetur tek idempotentét.

TEOREME 4.14. Leté jeté N njé I"—néngjysmégrup i rregullt i 7"—gjysmégrupit té rregullt
M. Atéheré E(N) éshté ideal i renditur i E(M) atéheré dhe vetem atéheré kur N éshté ideal i
renditur i M.

VERTETIM. Le téjeté E(N) ideal i renditur i E(M) dhe supozojmé se a < b né N. Nga Teorema

8, né qofté se f € E(Ry) N N, atéheré ekziston e € E(R,) itillé q¢ e < f dhe a = exb, pér ndonjé
x € I’ Ngasupozimi e € N késhtugé a € N.

E anasjellta éshté e qarté.

PERKUFIZIM 4.15. Letéjeté M njé I"—gjysmégrup i rrequllt. Prodhimi gjurmé i dy elementéve

a,b € M gé shénohet a o b éshté
aob=axbeR,NL,pérxelr.

Eshté e vérteté teorema e méposhtme.
N¢ qofté se e dhe f jané idempotenté té /" —gjysmégrupit M, atéheré bashkésia sandwich e e —sé
dhe f —sg&, qé shénohet S(e, f), pércaktohet
S(e,f)={h€eE(S)]| (fj/lh)§1e = h dhe (ey/zh)dzf =eyf;0u,6, 01,7 €1}
Né qofté se M &shté 1 rregullt bashkésité sanduic jané gjithmoné jo-boshe. Tregohet pa véshtirési

se h € S(e, f) atéheré dhe vetém atéheré kur h € E(S) N fFV(eyzf)Fe.

TEOREME 4.16. Le téjeté M njé I"'—gjysmégrup i rregullt.

(1) a o b ekziston atéheré dhe vetém atéheré kur ekziston x € V(a) dhe y € V(b) té tillé gé
xya=byy,yerl”
(2) Letéjenéa,b € M,a € V(a),b € V(b)dnheh € S(a'ya,bsh"). Atéheré
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ay,b = (ay,h)e(hy,b) dhe by, hy.a’ € V(ayb), kuy sy € I.
(3) Letéjenéay,..,a, € M,a’; € V(a,) dhe a’, € V(a,). Atéheré
V(aiy,az .. 7,an) Na'yI'STa’y # .

Njé rezultat i pérdorshém éshté edhe teorema e méposhtme.

TEOREME 4.17. Leté jeté M njé I"—gjysmégrup i rregullt.

(1) Né qofté se bDb’, atéheré pér ¢do a < b, ekziston aDa itillégéa < b’
(2) MIaIMcMIbIM atéheré dhe vetém atéheré kur ekziston b i tillé g¢ aDb” < b.

4.2 VETITE BAZE TE MBESHTJELLESES

Kétu do paraqesim vetité bazé t& mbéshtjelléses s€ njé I"—gjysmégrup t€ rregullt duke ngritur

natyrshém dhe disa probleme lidhur me té.

PERKUFIZIM 4.18. Le té jeté M njé I"—gjysmégrup i rrequllt. M éshté mbéshtjellése e njé
I"—gjysmégrupi té rregullt S né qofté se SIM/S = S dhe M/ISTM = M.

Kjo éshté ekuivalente me até qé té themi se S € V(M) né I'—gjysmégrupin Q(M) té t&€ gjithé
kuazi-idealeve t&¢ M (Teorema 4.6). Mé né pérgjithési, ne themi se njé /" —gjysmégrup i rregullt M
€shté mbéshtjellése e njé I"—gjysmégrupi t€ rregullt S né qofté se ekziston njé zhytje i: S - M e
tille q¢ M éshté mbéshtjellése e i(S).

Mé poshté po japim njé séré karakterizimesh alternative t€ mbéshtjellesve. Le t&€ jeté S njé
I"'—néngjysmégrup i rregullt i njé /" —gjysmégrupi té rregullt M.

Do té pércaktojmé tre veti t€ cilave do tiu drejtohemi mé voné.

(F;) E(S) éshté ideal i renditur i E(M)

(F,) N&é qofté se a € M dhe pér ndonjé a’ € V(a),a’ya = aya €S, Vy€ I atéheré a € S
(F3) Pérg¢do e € E(M), ekziston f € E(S) e tillé qé eDf.

TEOREME 4.19. Letéjeté S njé I"—néngjysmégrup i rregullt i 7”—gjysmégrupit té rregullt M.

(1) S éshte njé kuazi-ideal i M atéheré dhe vetém atéheré kur jané té verteta (F;) dhe (F,)
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(2) M éshté mbeshtjellése e S atéheré dhe vetém atéheré kur S éshté kuazi-ideal i M dhe (F3)

éshté e vértete.
VERTETIM. Megenése S &shté I"—néngjysmégrup i rregullt, nga Teorema 4.5 (3), kemi qé S =
STMIS. (F,) éshté e vérteté: le té jet€ f < e € E(S). Kemi exe =e,fyf = f dhe f = fye =
exf,x,y € I'. Tani mund t€ shkruajmé

f =exf =ex(fye) € STMIS = S.
Késhtu f € E(S).
Té tregojmé se edhe (F,) éshté e vértets. Le té jeté a € M dhe a’ € V(a), ku a’ya = aya’, pér
¢do y € I, i pérkasin S.

Atéheré shkruajmé a = (asa’)ta dhe a’ = (a'ta)sa,s,t € I

Tani kemi a = (asa)ta’ = (asa)t ((a’ta)éa’)

= (asa)t (a’t(a&a’)) € SIMJIS = S.
Pérté vértetuar t€ anasjellté n supozojmé se (F;) dhe (F,) jané t€ vé rteta. Né bazé t€ Teoremé
S 4.5 ne duhet t& tregojmé barazimin S = STM/7S. Meqené se perfshierja SCc SITMIS € shté e
qarté , ne duhet t€ tregojmé pé rfshierjen SIM/ScS. Le té jeté (uym)ow € SITMIS, kuu,w €
S;%0€ I,m e M. Zgjedhimu € V(u) n S dhe w” € V(w) N S. Nga Teorema 4.6 (3), ekziston
¢ € V((uym)ow) nw ' TMIu, até heré ¢ = (w'y,n)y,u’, pé rndonjé n € M, y,,y, € I Tani &
shté e garté se
((nym)ow)zc < upu’dhe ey, ((wym)sw) < w'y,w.
Nga (F;), ((nym)5w)zc,cy3((uym)§w) € S. Até heré né bazé té (F,),kemiqé (uym)ow €
S.
Tek (2) po provojmé t€ anasjellté n. Meqené se S € sht€ 7"—né ngjysmégrup i rregullt i M dhe
kuazi-ideal i M, kemi q¢ STM/S = S (Teorema 4.5). Na mbetet vetém té tregojmé pérfshierjen
McMISIM.
Marrim né shqyrtim rastin kur S €shté nj€ kuazi-ideal 1 rregullt i njé /"—gjysmégrupi té rregullt M
por (F3) nuk éshté e nevojshme té jeté e vérteté.
Pércaktojmé
&y(S) ={ m € M | mDs, pérndonjé s € S }.

Kemi rezulttain e méposhtém
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TEOREME 4.20. Le té jeté S njé kuazi-ideal i rregullt i njé 7"—gjysmégrupi té rregullt M.
Shénojmeé M = &,,(S). Atéheré
(1) M’ éshte ideal i renditur i M

(2) M'=MISIM
(3) M’ éshté I"—néngjysmégrup i rregullt i M
(4) M’ éshté njé mbéshtjellése e S

Vértetimi 1 pjesés s€ fundit t€ Teoremés 4.5 na jep njé metodé t& réndésishme pér gjetjen e cifteve

inverse (Pérkufizimi 4.7).

TEOREME 4.21. Le té jeté M njé mbéshtjellése e S. Ateheré, pér ¢do cift invers (a,a’) né M,
ekzistojné ciftet inverse (b, b") dhe (c,c’) né M dhe njé gift invers (s,s ") né S tétillé qé

a=bosoc,byb =aéa,s&s =a’y,abyb=sbs,cyc=s8s

TEOREME 4.22. Leté jeté M njé mbéshtjellése e S gqé pérmban T si njé kuazi-ideal té rregullt.

Shénojmé S" = &,,(T) N S. Atéheré &,,(T) éshté njé mbéshtjellése e S "dhe T.

TEOREME 4.23. Leté jeté M njé mbéshtjellése e 77—gjysmégrupit té rregullt S.
(1) PércgdoQ € Q(S) nekemigé QIMIQ € Q(M)

(2) PércgdoQ € Q(S) nekemigé QIMIQ = Q

(3) Néqoftese Q € Q(M) dhe Qc S, atéhere Q € Q(S)

(4) Q(M) éshte njé mbéshtjellése e Q(S)

Lidhur me sjelljen e mbéshtjelléses ndaj homomorfizmave kemi kété teoremé.

TEOREME 4.24. (1) Le téjeté M njé mbéshtjellése e S dhe h: M— N njé homomorfizém

syrjektiv, N éshté I"—gjysmegrup i rregullt. Ateheré N éshté njé mbéshtjellése e h(S)
(2) Le té jete M njé mbéshtjellése e S dhe S éshté njé mbeshtjellese e N. Ateheré M éshte njé

mbéshtjellése e N.

Pér [I"—gjysmégrupet jané pércaktuar relacionet analoge t€ Grinit. P& mbéshtjelléset e

I"'—gjysmégrupeve ngrihen dy probleme:
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1. Né qofté se kemi njé mbéshtjellése S t& /I"—gjysmégrupit M, cila €shté marédhénia midis

relacioneve £, R, H,D, 3 né M me relacionet L, R,H,D,Tné S ?
2. Né qofté se S éshté njé mbéshtjellése e M dhe kemi qé I(M) = D(M), a éshté i vérteté barazimi

7(S) = D(S) ? Po anasjelltas ?
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PERFUNDIME

Né kété tezé disertacioni kemi béré njé studim mbi gjysmégrupet ternare, I'-gjysmégrupet ternare
dhe T"-gjysmégrupet e rregullt. Kemi studiuar idealet, kuazi-idealet, bi-idealet né gjysmégrupet
ternare né pérgjithési si dhe kemi béré njé studim té vecanté mbi pothuajse néngjysmégrupet
ternare, pothuajse idealet, pothuajse idealet e brendshém, pothuajse kuazi-idealet dhe pothuajse
bi-idealet té cilat pérbéjné njé risi né kété tezé si dhe pérbéjné njé objekt studimi edhe né vazhdim.
Kemi trajtuar disa ¢éshtje té réndésishme lidhur me I'-gjysmégrupet ternare. Gjithashtu kemi
paragitur kuazi-idealet dhe renditjen e pjesshme né njé I' —gjysmégrup té rregullt. Mé tej kemi
pércaktuar mbéshtjellésen e njé I' —gjysmégrupi t€ rregullt dhe kemi dhéné disa veti bazé té
mbéshtjelléses duke ngritur dhe disa probleme qé lindin natyrshém né lidhje me mbéshtjellésen.
TE gjitha nocionet q€ kémi paraqitur, vetit€¢ g€ lidhen me to na ndihmojné pér té pércaktuar
strukturén e gjysmégrupeve ternare, I'-gjysmégrupeve ternare dhe I'-gjysmégrupeve té rregullt.
Teoria e gjysmégrupeve gjen zbatime té shumta né shkencat kompjuterike e kryesisht né
Elektroniké.
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