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PERMBLEDHJE

Né kété studim né fillim do té shqyrtohen probleme jolineare stokastike té reaksion-
difuzionit né hapésiré-kohé, me zhurmé té bardhé ose me zhurmé reale. Do té
studjohet dhe do té vértetohen teorema pérkatése pér ekzistencén dhe unicitetin e
zgjidhjes sé problemeve gé do té shtrohen né hapésira té Sobolevit. Mé tej, do té
analizohen pérafrime numerike té zgjidhjeve duke pérdorur metoda té ndryshme, pér
ekuacionet me terma jolineare Lipshisiane dhe jo-Lipshisiane.

Objektiv kryesor do té jeté vértetimi i konvergjencés probabilitare uniforme né lidhje
me variablin e kohés t, té zgjidhjeve té péraférta tek zgjidhjet e sakta té problemeve qé
shgyrtohen. Vémendje e veganté i kushtohet metodés Galerkin, skemave implicite,
pérafrimeve sipas normés Holder dhe metodés me diferenca té fundme Godunov-
Rabjenkin. Gjithashtu, do té studiohen pérafrime numerike té zgjidhjeve pér problemet
jolineare stokastike té Shredingerit dhe té Boussinesg-Gloverit. Rezultatet teorike té
pérfituara do té zbatohen né disa probleme konkrete té shkencave teknike dhe
biomjekésore.

Abstract

In this study we will first study nonlinear stochastic reaction-diffusion problems with
white space-time or real-time noise. The existence and uniqueness of Sobolev's
problem-solving space will be proven. Numerical approximations of the solution will
then be analyzed using different methods and nonlinear Lipshician and non-Lipshician
terms will be examined.

The main goal is to prove the probabilistic convergence of approximate solutions to
the correct solution of the problem under consideration, uniformly with respect to the
time variable. Particular attention will be paid to the Galerkin method, implicit
schemes, approximations to the Holder norm, and the Godunov-Rabjenkin method
with finite differences. Numerical approximations of the solutions of Schrodinger and
Boussinesg-Glover nonlinear stochastic problems will also be studied. Approximate
theoretical results will be applied to concrete problems of technical sciences and

biomedicine.
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HYRJE

Teoria e ekuacioneve jo-lineare té reaksion —difuzionit té rastit &shté njé nga objektet
e réndésishme gé éshté studjuar nga shumé autoré né shtete té ndryshme té botés. Né
punimin toné, sé pari studjohet njé problem jo-linear i reaksion-difuzionit né hapésirén
Banah, té drejtuar nga njé zhurmé reale, me koeficient té difuzionit té rastit dhe kushte
fillestare té rastit. Ky problem i pérket klasés sé ekuacioneve diferenciale té€ pjesshme
stokastike parabolike. Supozohet se kushti fillestar éshté njé element i hapésirés
Hilbert. Zhurma reale éshté njé proces Wiener. Fillimisht konsiderohet njé bazé e
pérshtatshme stokastike dhe jepet kuptimi i zgjidhjes sé dobét té problemit té reaksion-
difuzion. Mé tej pérkufizohet kuptimi i zgjidhjes sé forté Doob-Rozanov pér procesin
stokastik stacionar. Funksioni i shpérndarjes probabilitare té procesit stokastik éshté i
pavarur nga koha t. Jepet kuptimi i masés invariante (t& pandryshueshme) pér
ekuacionin e rastit té reaksion-difuzionit né kuptimin e Arnold, DaPrato dhe Zabczyk,
[2, 5]. Me fjalé té tjera, pérkufizohet masa stacionare pér sistemin dinamik té rastit, té
shogéruar me problemin e rastit té reaksion-difuzionit.

Duke zbatuar Teoriné e Mosharazive Variacionale, vértetohen vetité e zgjidhjes
stacionare pér problemin jo-linear té reaksion-difuzionit té rastit. Rezultatet teorike té
fituara mund té jené té dobishme né zbatime té ndryshme né Fizikén Kuantike,
Biologji, Mjekési dhe Shkencat Ekonomike, [3, 4, 6, 7, 8, 18, etj.]. Né studimin toné
tregohet ekzistenca e zgjidhjes stacionare pér njé model stokastik g& modelon rritjen
tumorale. Zgjidhja stacionare éshté shumé e dobishme né mjekési pér diagnozimin dhe
pércaktimin e terapive klinike pér shumé sémundje kanceroze, [6, 7, 8, 10, 13, 19, 31,
32, etj.]

Né vazhdim té studimit shqyrtohet problemi stokastik i Boussinesq né zonat e ngopura
té tokés. Rrjedhja e ujit né mjediset e ngopura té tokés pérshkruhet dhe modelohet nga
ekuacioni dydimensional i Boussinesg. Njé pjesé e punimit i kushtohet studimit té
problemit stokastik té€ Boussinesq né prani té rastésisé né pércjellshmériné hidraulike,
porozitetin e kullueshém, ringarkimin, avullimin, kushtin fillestar dhe até Kkufitar.
Problemi éshté shqyrtuar né hapésirat Sobolev dhe metoda e zgjidhjes sé tij éshté e
tipit Galerkin.

Duke u bazuar né disa supozime té arsyeshme, vértetohen ekzistenca dhe uniciteti i
zgjidhjes sé problemit stokastik linear t¢ Boussinesq, si dhe korrektésia e shtrimit té
problemit gé konsiston né vértetimin e vazhdueshmérisé sé zgjidhjes sé tij nga té
dhénat fillestare, té supozuara kéto té vazhdueshme.
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Me tej studjohet njé model i cili pérbén njé ekuacion diferencial stokastik me derivate
té pjesshme né hapésirén tre dimensionale, me njé term zhurmé. Njé model stokastik
konkret éshté zhvilluar pér té pérshkruar rritjen e njé tumori pér regjimin e gelizave té
shpérndara (pa formuar akoma njé masé tumorale).

Karakteristika kryesore e kétij modeli éshté se ai merr parasysh sjelljen e pavarur té
gelizave té tumorit, si dhe bashkéveprimet e rastésishme ndérmjet gelizave tumorale,
gelizave té sistemit imunitar dhe ilageve antikanceroze. Vértetohet uniciteti i zgjidhjes
dhe njé rezultat pér konvergjencén e saj. Sugjerohen disa zbatime biomjekésore té

rezultateve matematike té pérftuara.



Kapitulli 1

Ekzistenca dhe uniciteti i zgjidhjeve stacionare té ekuacioneve

jolineare té rastit té reaksion difuzionit né hapésirat Banah.

Né kété kapitull do té studjohen ekuacionet jolineare té rastit té reaksion difuzionit.
Kéto ekuacione pérbéjné njé klasé té réndésishme né teoriné e ekuacioneve me
derivate té pjesshme té rastit. Sé pari jané té réndésishme pér veté matematikén gé
gjenerojné. Sé dyti pér zbatimet e tyre dhe lidhjet me disa fusha: fizikén, Kiming,
biologjing, mjekésing, atronominé dhe shkencat ekonomike. Kané pasur dhe do té
vazhdojné té kené njé ndikim té madh né kéto fusha.

Pér té géné mé specifiké do té konsiderojmé njé ekuacion té reaksion difuzion té rastit
me polinome jolineare né hapésirén Banah. Sigurisht mund té shqyrtohen modele mé
té pérgjithshme, pér shembull, ekuacionet e rastit Lotka - Volterra, ekuacionet e rastit
Boussinesq - Glover, ekuacionet e rastit t& mbi-rrjedhshmerisé, ekuacionet e rastit
Belousov-Zhabotinsky me zbatime né kiminé dinamike, etj.

Le té jeté (Q,F, (F)iso, P) Nnjé bazé stokastike dhe le té jeté

w(t) = (wi(t), wy(t), ... ... , Wi (1))

Njé proces standart m-dimensional Wiener i pércaktuar né (Q, F, (F) o, P). Pér kété

bazé stokastike le té jeté &(t) njé zgjidhje stacionare e ekuacionit Ito né R¥
dé(t) = aé(t)dt + béE(t)dw(t), t=>0, (1.1)

kur a(-) dhe b(-) kénagin kushtet e pérmendura mé sipér. Studjohet procesi
(QF, (F)ts0, P, (§(t))t=0) Si njé model me zhurmé reale, e cila nuk ndryshon me
kalimin e kohés, pra nuk éshté né varési té kohés. Pranohet se procesi i zhurmés reale
éshté i dhéné me ekuacionin (1.1) dhe shqgyrtohet ekuacioni jolinear i rastit né

hapésirat e Hilbertit:

LD L a(dtw)ut ) =f(§tw), t20, weQ, (12)



Né rastin kur {A(§"),€ € RK} éshté njé familje operatorésh monotoné né njé treshe
Gelfand V < H c V' , dhe f éshté njé funksion i R¥ tek V', studimi yné ka pér géllim
gé té vértetojé ekzistencén njé zgjidhjeje stacionare té ekuacionit (1.2). Vihet re se ky
ekuacion nuk ka né pérmbajtje té tij ekuacione diferenciale Ito.

Né vitet e fundit, [5, 9, 21, 22, 23, etj.] ka patur shumé publikime mbi masat invariante
dhe zgjidhjet stacionare pér ekuacionet e tipit Ito né hapésirat e Hilbertit. Né kéto
studime rasti i zhurmés reale nuk trajtohet. Né krahasim me literaturén ekzistuese, gé

ne kemi studjuar dhe pérdorur, pérmendim dy aspekte origjinale té studimit toné.

Sé pari, ne konsiderojmé zhurmén reale £(t) si njé proces té caktuar Markov, gé nuk
ndryshon me kalimin e kohés. Né pérputhje me kété proces & (t), gjejmé njé zgjidhje
té ekuacionit (1.2). Ky fakt motivon disa detaje teknike té analizés sé méposhtme, si
p.sh. zgjedhja e njé baze té vecanté stokastike. Kéto pérbéjné rezultate té reja né lidhje

me literaturén e publikuar me ekuacionet e Ito.

Sé dyti, nuk do té supozojmé ndonjé kompaktési, pra do té konsiderojmé vetém rastet
kur kompaktésia nuk ekziston. Nga pérvoja joné e studimit, té gjitha metodat e njohura
né literaturé, pér té provuar ekzistencén e masave invariante ose zgjidhjeve stacionare,
pérdorin lloje té ndryshme kompaktésish, qé burojné nga topologjité e hapésirave
funksionale té pérfshira. Dihet se struktura e monotonisé lejon té provohet ekzistenca e
zgjidhjeve pa ndonjé supozim té kompaktésisé. Sidoqofté, nuk ka rezultate té
ngjajshme pér ekzistencén e masave invariante dhe zgjidhjeve stacionare, pa supozuar
apo pérdorur argumente té kompaktésisé.

Né fund té kétij punimi paragiten disa zbatime té cilat motivojné analizén toné.

Kuptime fillestare

1.1 Ekuacioni i zhurmés

Shénojmé me L(R™,R¥) hapésirén e operatoréve lineare t¢ R™né R dhe me

|l 1, (rm gy NOrMEN e operatoréve lineare Hilbert-Schimdt té R™ né RE.
Supozohen kushtet e méposhtme:

(a.1) Format  a():R™ - R* dhe  b():R* - L(R™ R¥) jané té
vazhdueshme né kuptimin Lipchitz dhe egzistojné konstantet n dhe p, pér té cilat
kénaget mosbarazimi

2a(x), x)ge + b(X) 2 (gm gy < —Mlx|pe + p, Vx € R¥



(@.2) n>0 (konstantja n né mosbarazimin e mésipérm éshté pozitive),

Shqgyrtojmé ekuacionin diferencial stokastik

dé() = a(é(@®))dt + b(£(®))dw(t), t =0, (1.3)

me kusht fillestar

§(0) = & (1.4)

Vértetohen pohimet e méposhtme :

Q) Nén supozimin (a.1), pér ¢do p= 2 dhe pér ¢do &, € LP(Q,F,, P,R"),
problemi (1.3)-(1.4) ka njé zgjidhje té vetme, té matshme né ményré
progresive &(t), té pércaktuar pér t > 0 me &(t) € LP(Q, C[0,T],R*¥)) ,
pér cdo T>0

Kjo zgjidhje éshté njé proces Markov me vetiné Feller
(i) Né gofté se pérvec késaj, (a.2) éshté i vérteté, atéheré ekziston njé masé

probabilitare m, pér ekuacionin (1.3).

Kéto rezultate gjenden tek [9] dhe [14]. Ne do té ndjekim hapat bazé té vértetimit pér
géllime instruktive dhe referimi té métejshém.

Le té fillojmé me (i). Pranimet e koeficientéve Lipschitz sjellin ekzistencén dhe
unicitetin e zgjidhjes maksimale. Zgjidhja éshté globale, dhe kénaq kushtin
£(t) € LP(Q,C[0, T], R®)).

Nga formula Ito dhe a.1), kemi:

dIEO 15k < (24a(§®), §O)ge + [BEO) o i) [EOI” -t
21O (b(§(0)dw(e), §(O) e < —mIEOIF, - dt + p- 1§D - dt
+2[E@ 17" (b(E()dw (1), E(®))ge < —nIE@)[7, - dt + Co(p)dt

+2|E@) 7% (b(£())dw (D), E () g,



me konstatnte C,(p) gé nxirret nga mosbharazimi Young.
Supozohet se &, € LP(Q, F,, P, R¥).

Rezulton se

-nt —-n(t-s)
EEOP <e? Elgl+ fie 2 C@-ds,  t20 (15)

Né fakt, duke gené se kemi té béjmé me njé zgjidhje lokale té pércaktuar apriori né njé

interval kohor té rastit, duhet té béjmé heré pas here, (e théné ndryshe ¢do heré pas njé

p

numri fiks hapash), njé vlerésim pér pritjen e supremmumit né kohé té |€(t)|Rk,

Ky i
fundit duke pérdorur mosbarazimet klasike martingale. Detajet mund té gjenden né
[9]. Kéto vierésime apriori japin ekzistencén globale té zgjidhjes dhe integrueshmériné
e saj. Karakteristikat pér proceset Markov dhe Feller jané klasike.

Vertetésia e (ii) gjithashtu vijon nga (1.5), nén supozimin (a.2). Né té vérteté, né
qofté se zgjedhim &, = 0, atéheré (1.5) dhe (a.2) sjellin gé pér ¢do p> 2 ekziston njé
konstante C(p) > 0, e tillé gé

EDOF<C(p), vt=0 (1.6)
Kjo nénkupton ekzistencén e njé mase invariante m,, me metodén standarde

Bogoliubov - Krylov, pér ¢do p= 2,

Jpilx|P - dmo (x) < C(p) (1.7)

Kjo verteton (ii).

Jané studjuar vetité e masave invariante pér ekuacionin (1.3). Pér shembull, ka vénd
vetia e méposhtme:

Né qofté se matrica b(&)b* (&) éshté pozitivisht e pércaktuar né ményré uniforme pér

& € R¥, atéheré masa invariante éshté e vetme.

1.2. Ekuacioni evolucionar i rastit me operatoré monotoné

1.2.1 Pranimet

Le té jeté H njé hapésiré separable reale dhe V ¢ H &shté njé hapésiré refleksive
separable Banah (norma |-|,|[-|| respektive, produkti skalar (- -) né H,
V kompakte né H, dhe V c— H. Le té jené H' dhe V' hapésirat duale té tyre.

Identifikojmé H me dualin H', dhe H'me njé nénhapésiré t& V'. Mund té shkruajmé



V € H c V'. Shkruajmé gjithashtu ¢iftimin e dyfishté midis V' dhe V. me (-, -), pasi
kufizimi i tij né V x H pérkon me produktin e brendshém té H. Pasi kemi pércaktuar

kéto supozime dhe dualet e secilés hapesiré, béhen pranimet e méposhtme:

Le té jeté {A(&,),& € R¥} njé familje e operatoréve lineare nga V' e cila kénaq

supozimet e méposhtme :

(A1) pércdo u €V, & - A(&,u) éshté fortésisht e matshme nga R* tek V.

(A2)pércdo € € R*  u,v,z €V, funksioni
s - (A&, v+sz),u)
éshté i vazhdueshém né R.

(A.3) Ekziston njé konstante 1, € R e tillé qé pér¢do € R¥ ,u,v eV

2(A(&,u) — A, v), u—v)+ Alu—v|* =0,
(A.4) Ekziston njé funksion p:R¥ — [0,%0) dhe konstantet p =2, A€R, a >0,
r=>0,C,>0, tétillagé pérgdo £ ER*, uev,

2(A, W, u) + Aul?p(§) = allullP, dhe  p(§) < C,(1 + 181 k)

(A.5) Me P si mé lart, ekziston konstantja C, > 0, e tillé qé pér¢do § € R ,u €V,
1A, Wl < Ca( + [[ulP™)

Pérfundimisht, le té jeté f = £(&): R* - V' njé funksion i dhéné i cili éshté fortésisht
I matshém gé kénaq supozimet (f.1): Ekziston konstantia Cr > 0 , e tillé gé pér té

gjitha & € R¥:
(1) IFEOIP < ¢ (1 + 1€l

kur p’ éshté eksponenti i konjuguar i p (d.m.th %+ % =1)

Verejtje 1.1. Né disa raste éshté e natyrshme té supozohet se proceset e zhurmés qé
hyjné né A dhe f jané té ndryshme; por kjo mund té arrihet vetém duke e konsideruar
si &(t) procesin e zhurmés sé pérbashkét.

Le té jeté (Q,F, (Fy)s0, P) hapésiré probabilitare e ploté, e cila jepet me njé proces

standard m-dimensional w(t).



w(t) = (Wl(t),Wz (), ... ... ,Wm(t)), t=0,

nénsupozimin (a.1) jepet &, € L' (Q,Fy, P,R¥). Le té jeté & = &(t,w) njé zgjidhje
koresponduese té problemit (3) - (4). Atéheré r éshté e njéjté me kushtet (A.4).

Shqgyrtohet ekuacioni evolucionar i rastit si mé poshté:

du(t,w)
dt

+AG R w), utw)=f({tw),t=0 weQ, (1.8)
me kusht fillestar
u(0,w) = uy(w), wEQ (1.9

Supozohet se
uy € L*(Q,Fy, P, H) (1.10)

Problemi (1.8) —(1.10) interpretohet né kuptimin e zgjidhjes sé dobét:

(w(t, ), ¢) + [A(E(s, ), uls, ), 8) - ds = (uo(@), ) + [1{f(£(s, ), $) - ds,
Vt>0,Vp EV (1.11)

Nga zgjidhja e ekuacioneve (1.8) — (1.9), kemi té béjmé me njé proces progresivisht té
matshém u = u(t, w), pér t = 0.
Kemi faktin e méposhtém:

(ili)  Nén supozimin (a.1) té& paragrafit 2.1, jepet &, € LP(Q, F,, P, R¥)), jepet
zgjidhja koresponduese ¢&(t,w)e ekuacioneve (1.3) — (1.4), dhe nén
supozimet (A.1) — (A.5), (f.1), ekziston njé zgjidhje e vetme e problemit
(1.8) - (1.9).

Duke zbatuar metodén Galerkin, pér cdo w € Q, gjendet zgjidhja e vetme u(t,w) e
ekuacionit (1.11), shiko [12]

1.2.2 Njé vlerésim paraprak

Le té jeté A, (&,7) njé operator né H,,. Pérkufizohet
An(§,w) = Py(4n(§w)), w €H,, §ER"
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dhe le té jeté

fa(§)= Pn(fn('f)), ¢ € Rk
Atéheré, le té jeté {ug,lneny Kushti fillestar, vn,

Uon € L?(Q,Fy, P, H,)) dhe
Ugp = Ug NE H.
Jepet
& € L' (Q,Fy, P,R¥) (1.13)

Le té konsiderojmé njé zgjidhje Galerkin pér ekuacionin (1.8) té shogéruar me
ekuacionin (1.3):

Ll + 4, (8t ), 1 (8, 0)) = f(§(t,w)),t 20, w €Q (1.14)
dé(t) = a(E(@®)dt + b(E())dw(t), t=0 (1.15)

me kushte fillestare

un (0, ) = uogp(w), $(0,w) = & (w) (1.16)

Le té jeté B > 0 gé kénaq inekuacionin e méposhtém:

lv|> < Bllvli?, vveV

Lemma 1.1 Shqyrtohet sistemi (1.14)-(1.15)-(1.16) nén hipotezat (a.1), (A.1)-(A.5),
(f.1), (1.13) dhe ekziston njé konstante C> 0, gé varet nga n, e tillé gé

E(lugnl®>) <C,vnenN (1.17)
Atéheré kemi kéto pérfundime
Q) Sistemi (1.14)-(1.15)-(1.16) ka njé zgjidhje té vetme né H,, X R,
(i) Pér cdo & > 0 ekziston njé konstante C(g) > 0 e tillé gé

lun (t, )| < e¥lugn ()| +
+ [ e’ [a— e+ (CC(e) + G+ IE()h)] -ds  (1.18)

pérté gjithan e N,t >0, P—a.e.w €EQ



d
— a-¢

ku V:A—T.

(iii) pér ¢do T> 0 ekzistojné konstantet Cy(T),.....,Cs(T), té tilla gé

plotésojné kéto kushte

E( sup |u,(t, a))|2> < (¢, (T), VneN (1.19)
te[o,T]
E [, lun(t, 0)IIPdt < C,(T), YneN (1.20)
E [ 1An(&n(t, @), un(t, )y, dt < C5(T), VneN (1.21)
E [, It o)lly,"dt < C(T), vneN (1.22)

Vértetim
Pjesa e paré (i).

Né fillim, ekuacioni (1.15) éshté konsideruar i pavarur, me kushte fillestare &,, dhe
me zgjidhje té vetme té vazhdueshme dhe progresivisht té matshme, &(t). Atéheré,
mund té marrim w € Q (P-a.s), dhe kjo vleré zbatohet pér ekuacionin (1.14) me
kushte fillestare u,, (ky i fundit tashmé éshté njé problem determinist). Rezultatet e

[1] japin njé zgjidhje té vetme
u,(t,w) € C([0,T], Hy).

Matshméria progresive e u, (t, w) deduktohet lehtésisht nga ndértimi i u,,(t, w) si njé
limit i pérafrimeve té tipit Peano té matshém né ményré progresive. Vértetimet e

vetive Markov dhe Feller jané klasike.
Pjesa e dyté (ii).

Nga ekuacioni (1.14) kemi

dlun(8)|?

=2+ 24, (E (), 1 (1), un () = 2(£(8(0), un (D)) (1.23)

Atéheré, nga supozimet kemi kété pérfundim
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d|u, (t)|?
_Iudgt)l + allu, (DIIP < Aun ()12 + p(E®) + 2[|f(ED)I],,, - Nun (O

Pérdorim  gjithashtu  supozimin (1), pér c¢cdo e>0 dhe kemi

2
A OF | @17

dt
< unOF + CEOED) . - IOl + p(6©)

< Mu,(®)]* + (CfC(e) + Cp)(l + |€(S)|;k) (1.24)

nxirret nga mosbarazimi i Young. Rimarim pérkufizimin g,

Atéheré, C(e) = —

Prep!
supozojmé p> 2, dhe pérdorim faktin ge x? > x? — 1 pérx = 0, kemi:

2
dlun®? _
dt

Inekuacioni (1.18) pasohet tani nga lema e Growell.

<(A=Z) P + @ = + (G + ) - (1+[EG)e)  (2.25)

Pjesa e treté (iii).
Jepet T > 0, shénojmé me C,(T) vlerén mé té madhe té e¥* mbi [0, T]. Nga (1.18)

kemi:
un (t, )12 < Co(T) lugnW)I* +
fOT Co(M[a—e+(CCE)+C,) (1+1E())] - ds, (1.26)
vt € [0,T]

Rimarim (1.5), mbetja jep (1.19)
Kthehemi mbrapa tek inekuacioni (1.24), dhe integrojmé nga [0,T] me ¢ =%

Kemi

T
E [ a7 dt
|
< B(uonl?) + B [ Rl @F + G- € () + )+ (1+ EG))lde

0

Nga (1.17), (1.19), dhe (1.5), nxirret (1.20).
Nga (1.20) dhe supozimi (A.5) nxirret (1.22). Vértetimi éshté i kompletuar .
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1.3. Ekzistenca e zgjidhjeve stacionare

1.3.1 Pérkufizimi i zgjidhjeve stacionare

Prezantojmé tani bazén stokastike t&¢ domosdoshme pér vazhdim. Le té zgjedhim njé
masé invariante m, pér ekuacionin (1.3) me momente té fundme té ¢do rendi, ose té
paktén me moment té fundém té rendit r, me r té dhéné nga supozimi (A.4). Kemi
treguar né paragrafin mé sipér se njé masé e tillé ekziston. Le té jeté
(Q% F°, (F?)s0, P°) bazé stokastike e thjeshté gqé mbéshtet (ka suport) procesin

stardard m- dimensional Wiener w(t). Le té jené

Q=RKx[01]xQ° F=B(R"Y®B(0,1)QF°,

F,=B(R"®B(0,1)QF’ , P=my®@1QP° (1.27)
ku B tregon o —algjebrén Borel, dhe A éshté ¢ matshme sipas Lebesgue né [0,1].
Konsiderojmé w(t) si njé lévizje Broviane mbi bazén e re stokastike (Q,F, (F;)¢s0, P).
Me fjalé té tjera,

w(t,x,y,w®) =w(,w®), xeRF , y€[0,1], w’en’

Le té jeté &, : Q — R¥ e pérkufizuar si

E(x,y,w®) =x, x€R* ,ye[01], w’eq° (1.28)
Atéherd, ligji i &, eshté m,. Me supozimin e momentit t& r-té t&¢ m,, kemi &, €
L'(Q, Fy, P,RK). Meqgenése m, éshté njé masé invariante, dhe ekuacioni (1.3)
pércakton njé proces Markov, zgjidhja £(t) e ekuacionit (1.3) me kushtin fillestar &,

éshté njé proces stacionar. Kemi pérdorur komponentin RX té bazés stokastike pér té

ndértuar &, dhe zgjidhjen &(t). Komponenti [0,1] i bazés stokastike do té pérdoret pér
té ndértuar kushte fillestare té pérshtatshme pér pérafrimet e Galerkin té ekuacionit

monoton (ekuacioni me operatorin monoton). Duke pasur parasysh bazén stokastike
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dhe procesin stacionar w(t, m) t& pércaktuar, themi se njé proces stokastik £(t)) éshté
njé zgjidhje e problemit (1.8) - (1.9), né kuptimin e nénparagrafit t¢ méparshém, né
lidhje me disa kushte fillestare u,, shiko (1.10), dhe pérve¢ késaj u éshté njé proces
stacionar né H. Kjo do té thoté se pércdon €N, 0 <t; <t, <--<t, dheh >0,

ligji i pérbashkeét i shpérndarjes sé probabiliteteve i

(u(ty + h),u(t, + h),...,u(t, + h) € H"

éshté i pavarur nga h.

Veérejtje 1.2. Pérkufizimi i dhéné mé lart korrespondon me piképamjen se zhurma
éshté njé proces i caktuar. Pra, né njé kuptim, kérkojmé njé formé té zgjidhjeve té
forta, né vend té zgjidhjeve té dobéta. Sidoqofté, zgjedhim njé bazé té pérshtatshme
stokastike gé nga fillimi, né ményré gé t’i pérgjigjrt zgjidhjes sé dobét dhe té forté,
shiko [5], [9].

Njé version mé i forté do té kérkonte gé procesi i pérbashkét (£(t),u(t)) té jeté

invariant né R® x H. Né fakt, kjo éshté forma e stacionaritetit gé do té vértetojmé.

1.3.2 Rezultati kryesor

Sjellin ndérmend pérkufizimin e 3 té béré pak mé lart

Teoremal.l

Supozohet se kénagen kushtet (a.1l) dhe (a.2) té formuluara mé lart. Né bazén
stokastike (1.27) shqyrtohet madhésia e rastiti &, e pérkufizuar nga (1.28) dhe zgjidhja
e stacionare shogéruese &(t) e ekuacionit (1.3).

Supozohet se kénagen (A.1)-(A.5) dhe (f.1) dhese A< %. Vértetohet se ekuacioni
(2.8) me kushtin fillestar (1.9), i cili kénaq (1.10), ka njé zgjidhje stacionare.

Vértetim

Hapi 1.

Pér ¢do numér té dhéné natyror n, shqyrtohet sistemi (1.14) - (1.15) - (1.16) né bazén
stokastike (1.27).

Né (1.16) zgjedhim si ndryshore &, variablin e rastésishém EO té pércaktuar nga
(1.28) dhe uy, = 0 pér té gjitha n-té.

Né pérputhje me kéto kushte fillestare, (u,(t), €(t) ) éshté zgjidhja e (1.14) - (1.15).

Shénojmé me uf ligjine (u,(t), &(t)) né H x R¥ dhe me p? ligjin mbi H x R¥ t&
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Pércaktuar nga

Té dyja, ui! dhe p] kané m, mbi RX. Familja {ug, t =0} éshté e ngjeshur. Pér ta
vértetuar kété, tek (1.18) marrim ¢ > 0 aq té vogél sa qé y < 0. Rezultati do té jeté:
E|&(s) | éshté konstante.

Prandaj:

t s T
supEj eV = RO 0 . g5 < oo
t>0 0

Nga (1.18) gjendet
Elu,(©)|?<C, YNEN , Vt >0 (1.29)

pér njé konstante C; > 0 té pavarur nga n dhe t. (1.29), sé bashku me lidhésiné e
njétrajtshme pér E|€(s) |;k nénkuptojné nga mosbarazimi Chebishev se familja e
masave {ui* , t = 0} éshté e ngjeshur. Né fakt, familja {u*, t = 0,n € N} éshté e
ngjeshur, por nuk éshté e lehté té pérdorésh kété informacion shtesé pér njé vértetim
mé té drejtpérdrejté té Teoremés.

Megenése kemi vértetuar se familja {uf*, t > 0} éshté e ngjeshur, familja {p{* , t = 0}
éshté gjithashtu e ngjeshur. Nga teorema Prohorov, e zbatuar pér ¢cdo n té dhénég,
ekziston njé masé probabilitare u™ né H x R* qé éshté limit i dobét i disa vargjeve
{p¢;}jen- Tani jemi mé té garté gé u™ ka marxhinal m, né R¥.

Me ané té njé argumenti klasik (shiko [1]) dhe bazuar né vetité e Markovit dhe té
Feller-it pér sistemin (1.13), (1.14) mund té vértetojmé se u™ éshté njé masé invariante
pér kété sistem. Zbatohet metoda Krylov-Bogoliubov, pérvec theksohet se té gjitha
masat u™ kané té njéjtin m,.

Mé né fund, vérejmé se ekziston njé C, konstante e pavarur ngan, e tillé gé

Lere (IR + [x12)du™((h,x) < C, , Vn €N (1.30)
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Tani mbetet té vértetohet se ekziston njé varg {6;(h,x)}iey | funksioneve té
vazhdueshém (h, x) € H x R, i cili konvergjon pér i — oo, nga poshté, né funksionin
(h,x) = |h|? + |x|? ipércaktuar né H x R¥

Kemi

1 1
[ ot0du (@) = lim 6,0ty () = ¢ [ Eun()Ids
HXRK J=e tJo

+EEG) L0 <G

Pér njé konstante C, té pavarur nga n dhe j.
Duke pérmbledhur, vértetohet se ekziston njé masé invariante probabilitare p™ pér

sistemin (1.14) - (1.15), me margjinal m, né R¥, gé kénag mosbarazimin (1.30).

Hapi 2. Zgjidhja stacionare pér sistemin pérafrues, té pérafért.

Pérséri, shqyrtohet sistemi (1.14) - (1.15) pér ¢do n té dhéné. Mbi bazén stokastike
(1.27) (né fakt, mjafton t& pérdoret pérbérési R¥ x [0,1] i bazés), pér secilén n ekziston
njé ndryshore e rastit e matshme, e llogaritshme Fy, Gy, € tillé gé o, iy ) Ka ligj té
pérbashkét p". Nén supozimet e teoremés marrim p = p". Pastaj, supozimet

zbatohen pér ndryshoret e rastit y dhe ¢, dhe shénojmé y me iy, dhe & = (&, o).
Nga vetia Markov, kujtojmé se zgjidhja (E(t),ﬁn(t))e sistemit (1.14) - (1.15) gé

korrespondon me kushtin fillestar (£, Gio,,) &shté njé proces stacionar né R¥ x H.

Mé né fund nxirret se kemi
~ ]2 ~ 12
E(|8on|") S E(I0,/) < C;, VneN (1.31)

Hapi 3. Procedura e kalimit né limit

Le té studiojmé tani konvergjencén e i, (t), pér n - o« dhe t € [0, T]. Le té zbatojmé
pjesen (iii) t¢ Lemés 1.1 me kushtet fillestare (/{0, ip,) té gjetura né hapin e
méparshém. Ne mund té zbatojmé Lemén 1.1 sepse (1.31) éshté e vlefshme pér kété
rast. Késhtu, mosbarazimet (1.19) - (1.22) géndrojné té vérteta pér G, (t)). Prandaj,
ekziston njé zgjerim Gy, (t), tashmé i shénuar nga 0, (t), pér thjeshtési té shkruari, i

tille g&
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{i,(t) - @, dobét né LP(Q x [0, T]; V)
i, (t) - 0, dobét L?2(; L*(0, T; H))
AnE 0,) - An(8 1), dobét né LP' (Q x [0, T]; V)

dﬁcrllt(t) - di(tt) , dobét né 1P (Q x [0, TI; V)

{i,(0) - u, dobét né L2(Q; H)

@, (T) - a(T) dobét né L2(Q; H)

Pérdorimi i kushteve (A.2) - (A.4) dhe argumenti klasik i monotonisé, thjeshtuar me

faktin se nuk kemi nevojé pér formulén e Ito-s, mundésojné té vértetohet se

i € L2(Q, C([0, T]; H)) n LP(Q x [0, T]; V)

duke pérdorur argumente klasike dhe té njohura. Vazhdueshméria e trajektoreve mund
té provohet hap pas hapi si mé poshté dhe duke pérdorur teknikén pércaktuese si né
[9].

Me ané té njé procedure diagonale, ndértimi i radhés sé konvergjencés mund té kryhet
né ményré té tillé qé té jete i pérshtatshem mbi secilin interval [0, T], né té njéjtin
proces té rastit u. Késhtu, zgjidhja u e problemit té rastit (1.8), (1.9) vértetohet pér té
gjithat>0.

Pér té provuar stacionaritetin e zgjidhjesd = Gi(t, ®) na duhet (1.19) dhe pohimi:

{i, — 0* dobét né L2(Q,L°(0, T; H))

Nése pérdoren simbolet

P, = ligji G, né L2(Q, L2 (0, T; H))

P = ligji G né L2(Q, L (0, T; H))
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atéheré (nga Teorema e Prohorov) ekziston njé varg ni , hapésira {P, } e vargut P,, e
tillé gé P, > Ppérk - «.

Veértetimi éshté i ploté.

Le té jené RX, [0,1] dhe H t& pajisura me o- algebrén Borel, dhe le té jeté mo masa e
Lebeg né [0,1]. Propozimi tjetér i pérdorur mé sipér né Hapin 3 merret duke ndryshuar
varablet e rastit nga RX x [0,1], tek RX x H. Supozohet t& kété masén e produktit
my®»X né RX x [0,1]. Duke pasur parasysh njé masé p mbi RK x H gjithmoné gjendet

njé ndryshore e rastit:

¢ —» R¥x [0,1]] > R<x H

e tillé gé, ¢(me®@X1) =p
1.3.3 Shuma e operatoréve monotoné
Eshté e leverdishme ose e pérshtatshme dhe e dobishme té pérgjithésohet Teorema 1.1
né rastin e shumés sé fundme té operatoréve monotoné. Pér cdo i = 1,2,..., v supozohet
se kemi njé hapeésiré reale refleksive té ndashme Banah V; ¢ H (norma ||-[[;), né H, me
identifikimin e zakonshém.

V,cHcV
Pér mé tepér, supozohet té kemi njé familje té operatoréve jolinearé nga V; tek V;' té
shénuar me A;(&°), & € R, supozime té pérshtatshme (A.1) - (A.5) me konstante
Mo» Pis Miy 04,15, C,, Ca,, mundésisht né varési té i. Sé fundmi, supozohet se kemi
funksione lehtésisht té llogaritshme, té matshém,

fi = f;(§):R* >V

Té cilat kénagin kushtin (f.1)
Shqgyrtohet ekuacioni evolucionar i rastit:

du(t,m)
dt

+3m AC o) uto) =2 (Ete), t20, e (132

ku &(t, ) tregon zgjidhjen e ekuacionit (1.1) té pércaktuar né paragrafin 3.1, mbi
bazén stokastike (Q, F, F, P) dhéné nga (1.27). Pérkufizimi i zgjidhjes stacionare éshté
I njéjté me até t€ dhéné né pjesen e mésipérme. Le t€ jeté B, > 0 njé konstante gé

plotéson mosbarazimet:
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2 2 C_
Ix[¢ < B.Ixlli, vxeV, i=12..,0

Teorema 1.2 Supozohet se :

Z(xi—g—i)m

Atéheré ekuacioni (1.32) ka njé zgjidhje stacionare. Vértetimi éshté i njéjté me até té

teoremés se mésipérme.

1.4. Zbatime té ekuacioneve jo lineare té reaksion — difuzionit me zhurmé té
bardhé

Né kété pjesé té studimit ekuacionet e reaksion — difuzionit qé do té shgyrtohen jané
me polinome jolineare. Termat shtesé té ekuacioneve do té jené polinome jolineare.

Konkretisht do té& merret né shqyrtim ekuacioni i formés

9 _
a—’; = cAu— Y ay, (x, Euk (1.33)
x€DcCR3 t>0, peN, kur D tregon njé zoné té hapur té kufizuar né R3.

Kushtet fillestare dhe ato kufitare jané:

u(0,x, w) = uy(x, w), (1.34)
dhe
u(t,x, w) =0, x€aD (1.35)

Supozohet se koeficenti i difuzionit ¢ = c(§) éshté jonegativ, i kufizuar, i matshém né
&, dhe i pavaruar nga x.
Supozohet se funksionet e rastit a,(x, §), jané té matshém né (x, &) dhe se ekzistojné

konstantet reale ¢, < C, dhe konstantet pozitive c,,_; < (5,4 té tillagé
cp < ap(x,&) <C,, pér 1 <h<2p—1dhepércdo (x,&) €D X R¥

Né funksionin e rastit a,(x, &) mund té vihen kushtet:

x = ag(x, &) éshté i matshém né &, i pérket H~1(D), dhe kénaq kushtet :
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lao(x, -1y < C(A + 1§ ]51)

pér vlera pozitive té konstante C dhe r. Supozohet se u,(x, w) kénaq kushtin fillestar
(1.10)
Falé supozimeve té méparshme dhe mosbarazimit Young, ekziston konstantia ¢ > 0 e

tille qé
2p—1

h 1 2p =
(Z ap(x,HuM)u = ECZp—lu —-C
h=0

Letéjete H = L*(D), V = HLX(D)

V'=H'(D), A uw) =% an(,Oul, f(&) =—ao(x,$) ,

Véretimet e kushteve (A.1)-(A.5) dhe (f.1) jané klasike. Né& rastin konkret ne
kemly=0,5=0, a:1/2C2p_1

Késhtu, zbatohet Teorema e mésipérme dhe pérftojmé kété teoremé.

Teorema 1.3
Duke respektuar pranimet e mésipérme, problemi jo-linear i rastit i reaksion —
difuzionit (1.33), (1.34), (1.35) ka zgjidhje stacionare té vetme.
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KAPITULLI 2

Ekzisteca dhe uniciteti i zgjidhjeve pér ekuacionet dy-dimensionale

stokastike lineare té Boussineq.

2.1 Hyrje

Njé réndési té vecanté né studimin toné ka rrjedhja e ujit népér njé akuifer té
pakufizuar té tokés, gé mund té modelohet nga ekuacioni Boussinesq. Ky ekuacion
nxirret duke zbatuar parimin e ruajtjes sé masés, ligjin Darcy dhe hipotezén Dupuit-

Forchheimer (Bear, 1972). Ekuacioni dy-dimensional i Boussinesq ka formén:

r—ET
s )

u 2 9 Kk 2
E—Zizla[;(u+d)a(u+d)]+ 2.1)

(x,t) e Dx (0,T],
ku x = (x4,x2) € D < R?tregon koordinatat hapésinore (ndryshoret), t éshté koha e
ndryshueshme, D tregon njé zoné hapésinore té kufizuar me kufij té lémuar aD,

T > 0 éshté njé konstante.
x = (x1,x2), |x|?= x% + x%, dx = dx;* dx;

u = u(x,t) paraget lartésiné e sipérfages sé liré mbi shtresén e papérshkueshme, d
tregon thellésiné e akuiferit (matur nga shtresa e papérshkueshme), ki tregon
pércjellshmériné hidraulike té ngopur té tokés, ET tregon evapotranspirimin, r tregon
ringarkimin, s tregon porozitetin e kullueshém.

Ekuacioni i Boussinesq (2.1) shogérohet me kushtin fillestar:
u(x,0) = uo(x), X€ D, (2.2)
dhe me kushtin kufitar Dirichlet
u(x,t)= H(x,t), (x,t) € dDx(0,T) (2.3)

ku uo (x) dhe H (x,t) mé sipér jané funksione konkrete. Né ményré té ngjajshme, ne

mund té konsiderojmé kushtin kufitar t¢ Neumann.
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ou(x,
%’Ext)) = H,(x,t), (x,t) €D x (0,T]

Ekuacioni i linearizuar i Boussinesq éshté

du

Hy—(u+d)]+==,  (xt) €Dx(0,T] (2.4)

a [ki
ot~ “i=loy bs

S

ku H, (konstante) tregon thellésiné mesatare té akuiferit.

Né studimin toné shqyrtohet ekuacioni i linearizuar stokastik Boussinesq:

NxL0) o 8 k%t o)

d
ot = - aXi [S(t,—(,()) HO a_Xl (U(X, t, (D) + d(X, 0))
1=
r(x,t,u,0) — ET(x,t,u, )
s(t, o)
(x,t,w) €D x (0,T] X Q (2.5)

ku Q = {w} tregon hapésirén probabilitare té zgjedhjes dhe w tregon ndryshoren e
rastit.

Ekuacioni (2.5) shogérohet me kushtin fillestar
ux,0,0) =uy(x,m) , X0)EDXQ (2.6)
dhe me kushtin kufitar Dirichlet
ux,t,m) =Hx to) , xton) €dD x(0,T] X Q (2.7
ku uy(x, ) dhe H(x,t,®) jané pérkatésisht funksion i rastit dhe fushé e rastit.
Né ményré té ngjashme mund té shqyrtohet kushti kufitar i von Neumann.

Pedologjia Moderne e konsideron tokén si njé sistem dinamik kompleks, i cili evoluon
nén ndikimin térésor té ndérveprimeve midis faktoréve natyroré dhe biologjiké, si dhe
veprimtarisé njerézore. Pér shkak se kéto ndérveprime jané procese té rastit, éshté e
arsyeshme té supozohet se rrjedhja e ujit né toké pérshkruhet nga njé fushé e rastit.
Gabimet né matjen e pércjellshmérisé hidraulike, porozitetit té kullueshém, ringarkimit
dhe evapotranspirimit jané arsye té tjera pér praniné e rastésisé né procesin e rrjedhés
Sé ujit né toké. Kéto argumente kané shumé mbéshtetés midis shkencétaréve dhe
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fizikanéve té botés, té cilét vazhdojné té tregojné njé interes mé té madh pér modelet
stokastike té rrjedhés sé ujit né toké. Ata pérdorin modelet stokastike né ményré
efektive né punén e tyre kérkimore, shiko Freeze (1975), Cordova dhe Bras (1981),
Chung dhe Austin (1987), Zhang (2002), P.Croisille (2005), Zhangxin Chen (2006),
Yandita R. (2011), etj.

Té dhénat eksperimentale nga shumé vende, pérfshiré Shqipéring, mbéshtesin
hipotezén se pércjellshméria hidraulike e tokés sé ngopur, poroziteti i kullueshém,
ringarkimi dhe avullimi jané variabla té rastit, shih Averjanov (1972), Van
Schilfgaarde (1974-1979), Freeze (1975), Hubert (1976), Skaggs and Tang (1976),
Sagar and Preller (1980), Cordova and Bras (1981), Kolaneci, Xinxo and Bica (1983),
Chung and Austin (1987), Zhang (2002), P.Croisille (2005), Zhangxin Chen (2006),
Yandita R. (2011), Sotir Tego (2019), etj. ([21], [22], [23], [24], [25], [26]).

Né varési té ményrés se si futet rastésia né rrjedhén e pagéndrueshme té ujit né toke,

ekzistojné katér probleme matematikore, me njé rritje té nivelit t& kompleksitetit:

1. Problemi me kushtin fillestar té rastit.

2. Problemi me kushtin kufitar té rastit.

3. Problemi me rimbushjen e rastit ose evapotranspirimin e rastit.

4. Problemi me pércueshmériné e rastésishme hidraulike ose porozitetin e kullueshém
té rastit.

Kapitulli éshté i organizuar si mé poshté. Né paragrafin 2.2 formulohet problemi (2.5),
(2.6), (2.7) né njé mjedis funksional té pérshtatshém. Né paragrafin 2.3 vértetohet

teorema e ekzistencés dhe unicitetit pér problemin (2.5), (2.6), (2.7).

2.2 Hapésirat funksionale dhe formulimi i problemit

Le té jeté: (Q, F, n) ose (Q, F, P) njé hapésiré probabilitare, ku Q = {®} tregon
hapésirén e ngjarjeve elementare (ose hapésirén e rezultateve themelore), F &shté o-
algjebra e shoqéruar me Q, dhe p (ose P) &shté masa probabilitare e pércaktuar.
Algjebra ¢ ¢ F mund té interpretohet si njé koleksion i té gjitha ngjarjeve té rastit
w € Q dhe gé kané njé probabilitet té pércaktuar miré né lidhje me F. Né studimin
toné do té pérdoret teoria e Hapésirave Sobolev mbéshtetur né Adams (1975) dhe
Tribel (1986).

Do té pérdorim shénimin X=X(w) pér variablin rastésor me vlera reale: X: Q—> R.
Supozojmé se masa e probabilitare x ka njé bazé té numérueshme Dc R? gé tregon

njé zoné té kufizuar me kufij té 1émuar 0D, 0 < T < 4+
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Qr =D X (0,T]and S; = D X (0,T]

Hapésira separabile (e ndashme) Hilbert L?(2) éshté e mirénjohur. Shénimi
M= {f X,w): D = L?(Q)}

tregon bashkésiné e funksioneve té rastit té rendit té dyté f(x,w) mbi zonén D.
Pércaktohet hapésira

H=L2(D; L*(Q))= {f=f(x, w) € M},
E paisur me normén

Il flla €L2(D)}

dhe me produkt skalar
(f, Du =J,(f,9adx,V f,g € H.

Norma e induktuar nga produkti skalar éshté:
1/2
£ 1la =U Al Elle2d) %, v f € R,
Pérkufizimet e hapésirave funksionale
c*(D), £(D), D*(D; 12()), C™(D;L?(2)), pérm =0

c™(D,12(Q)) dhe H™ = H™(D; L¥(Q)),
konsiderohen té njohura.
Pér f=1(x,w)e M jané pérkufizuar derivatet e pérgjithésuar té rendit a

né lidhje me x:
Dt (@)=(=D! [ f D%¢pdx, o€ D(D), a= (01, az) , [a|=a1+ a5).

Né qofté se f € H™ = H™(D; L*(Q)), gjurma e f né D pércaktohet si

? gm-1
y™() = {(f,2, S m=234.

Eshté e qarté q¢  y™(f) € (12(D); 12(2))", ku ana e djathté tregon produktin
kartezian.

Shqyrtohet hapésira e méposhtme
HE' = H'(D, L2 (@)= {fe H™, y ™ (f) = 0}

HG" éshté njé hapésiré e mbyllur e H™.
Hapesirat Banah L” (), L” (Qr; L2(Q)) dhe L”((Qr; L”(€)) jané té njohura mirg.
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Shqgyrtohet hapésira separabile Hilbert V e tillé gé V pérfshihet né H, Vc H,
(V, H, V") éshté treshe Gelfand.

(, )ytregon produktin skalar né V,
(', )gtregon produktin skalar né H,

(, )yrtregon produktin skalar né¢ V’,

Normat e induktuara jané || |lv, Il a Il |1y

Respektivisht pércaktohet hapésira

T
L2(0,T,V) = {f = f(x,t,w):[0,T] > V, f IfIIFdt < +o0}
0

e pajisur me produktin skalar

& D iztomy) = fo (f,9dt Vf.g € 2(0,T,V)

Norma e induktuar nga produkti skalar éshté

T
1fllzory = ( f I I2de)H/?
0

L?(0,T, V) éshté hapésiré separabile Hilbert.
Né ményré té ngjajshme, pércaktohet hapésira separabile Hilbert L?(0,T,H),
L?(0,T,V"), L?(—x,T,V)dhe L?(—o, T, H), shiko Tribel (1986).
Pércaktohet hapésira
W(0,T) = {f € I2(0,T,V) ,D.f € L*(0,T, V")
e pajisur me produktin skalar

o =J0 [(f,9)v + (Def, Deg)vildt  Vf,g € W(O,T)

Norma e induktuar né W (0, T) nga produkti skalar éshté

T
1w = ( f F12 + 1D f 112 ]de)
0
W (0, T) éshté hapésiré separabile Hilbert

wW(0,T) c C([O, T],H) ,
<u'(t),v >= D (u(t),v)y = W(®),V)y,

Vu(t) e W(0,T) dhe Vv EV
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Dllu®f =2 <u'(t),u(t) > vu(t) e W(,T)

Shiko Dautary dhe Lions (1985), Tribel (1986).

Simboli <.,.> tregon dualitetin midis hapésirave Hilbert V’ dhe V.

Jepet familja a(t,u,v) e formave bilineare té vazhdueshme té pércaktuara né VxV
me parametér t € (0, 7).

Supozohet se a(t, u, v) plotésojné kushtet

3 a njé konstante pozitive reale dhe ¢ = ¢(T) té tilla gqé
la(t,u,v)| < cllully llvlly , Vvt € (0,T), Vu €V dhe Vv EV (2.8)
3 konstantja u > 0 e tillé gé
a(t,u,v) + pllull?, =alvll,®, vt € (0,T), vv eV (2.9)
Familja e operatoréve té rastit A (t) e shogéruar me a(t, u, v) pércaktohet nga
a(t,u,v) =< A(t)u,v>,vt € (0,T), Vu € Vdhe Vv €V (2.10)
Eshté vertetuar se
A(t) € L(v,V") dhe A(t) € L(L?(0,T,V); L%(0,T, V"))
Né qofté se A(t)u € H,vt € (0,T), Vu € V, mund té vértetohet se

< Au,v >= (Au,v)y, YvEV (2.11)

Shqgyrtohet ekuacioni evolucionar i rastit
Diu(t) + Au(t) = f(t) (x,t,w) EQXQ (2.12)
me kusht fillestar
u(0) =uy, (x,w) €D XQ (2.13)

Familja e operatoréve té rastit A(t) pércaktohet nga (2.10). Supozohet se
f(t) € L>(0,T, V') dhe u, € H.

Problemi 2.1
Jepet f(t) € L2(0,T, V"), u, € H dhe A(t) pércaktohet nga (2.10). Té gjendet fusha
e rastit

u=u(xtw)eW(,T)

e cila kénaq (2.12) pér té gjitha (x,t, w) € Q X Q dhe (2.13).
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Me pérkufizim, u = u(x,t,w) eshté njé zgjidhje pér problemin (2.12), (2.13)

néqoftése plotésohen kushtet e sipérpérmendura.

2.3 Ekzistenca dhe uniciteti i zgjidhjeve
Né kété paragraf do té vértetohet:
Teorema 2.1
Supozohet se kénagen kushtet (2.8), (2.9). Vértetohet se problemi 2.1 ka njé zgjidhje
té vetme.
u=u(xtw)eW(,T)
e cila varet né ményré té vazhdueshme nga té dhénat. Vértetimi i Teoremés 2.1 kalon

népér dy hapa.

Hapi 1. Reduktimi paraprak i problemit
Mund té supozohet se (2.9) kénaget pér A = 0. Zévendésohet u = z¢¥t, ku k éshté njé
numér real arbitrar. Problemi 2.1 shndérrohet né problemin ekuivalent:

Té gjendet z = z(x, t, w) gé kénaq identitetin
a(t,z,v) + k(z,v)y + D(z,v)y = (e f,v)y + (U, V), YV EV,

me z(x,t,w) =0 pér t < 0. Né kété identitet, a(t,u,v) éshté zévendésuar nga
a(t,z,v) + k(z,v)y. Zgjedhja k = A jep rezultatin e déshiruar.

Pér té vértetuar ekzistencén e zgjidhjes sé problemit stokastik (2.12), (2.13),
modifikohet metoda Galerkin, e zhvilluar né [28], nga Dautray dhe Lions (1990), pér
ekuacionet diferenciale parabolike me derivate té pjesshme.

Hapésira Hilbert V éshté separabile. Atéheré, 3 baza w,, w,, ws, ...., Wpy..... NE 'V Né
kuptimin: Ym € N elementet w,, w5, W3, ..., Wpy.. . .. jané linearisht té pavarur dhe

bashkésia e té gjitha kombinimeve lineare té fundme
Z{nwn, (LbLER,NEN
n

éshté e ngjeshur né V
Pér cdo m=1,2,3,...., pérkufizohet zgjidhja e pérafért u,, = u,,(x, t, w) pér problemin

(1.12), (1.13) duke pérdorur metodén e méposhtme

Un = Z:ﬁl Gim(O)w; (2.14)
(Detim, wj)y + a(t, Um, Wj) =<f,w;> Vj=123,...,m (2.15)
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Um (0) = upp 2?;1 CimW; (2-16)

kur wug,, éshté projeksion ortogonal i u, € H mbi zonén hapésinore té tendosur né
Wi, Wy, W3, ..., Wy,. N& pérgjithési, u,,, tregon secilin element té nén-hapésirés sé

lartpérmendur, e cili plotéson kushtin:
lim |lugm — ully =0
m-+oo

Sistemi (2.15) me kushte fillestare (2.16) paraget problemin Cauchy pér funksionet e
panjohura

In(©) = {gim(OYZ1 :WmDegm(6) + A (O gm(®) = f (@), gm(0) = {{imhr<ism-
Matricat jané:

W = ||(Wl-,Wj)H

)
1<isjsm

Am(®) = [la(tw w))

1<i<jsm’

Im(t) = {gim(t)}?;l and fn(t) = {f(t)'wj}lsiSm

W, éshté njé matricé e padegjeneruar, sepse wy, w,, Ws, ..., W,, jané linearisht té
pavarura. Atéheré, sistemi (2.15), (2.16) ka zgjidhje té vetme g,,(t) pér t € (0,T),
shiko Arnold (1975).

f(t) € L2(0,T, V") nénkupton gé [g;,(t)]? jané funksione me katror té integrueshém.

Prandaj
Uy = U (t) = Uy, (x,t, ) € L2(0,T, V") dhe Dyu,, (t) € L2(0,T, V") (2.17)

Vertetésia e Teoremés 1 vazhdon né ményré té ngjajshme me argumentet e paragitura
nga Dautray and Lions (1990), f. 619—627.

Jané té vérteta rezultatet e méposhtme:
1
Dellumlly + 2allumlly <2 < fum >< allunllf + = I£1I7 (2.18)
ku a tregon konstanten e koherencés né (2.9),

1
supllumONIF < luollfy + = 1 20y -
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Vargu {u,, (t)} éshté i kufizuar né hapésirén L*(0,T, H), (2.19)
Vargu {u,,(t)} éshté i kufizuar né hapésirén L2(0,T,V) (2.20).
Ekziston elementi u € L2(0,T,V) dhe nénvargu m’ i vargut m, i tillé qé w,,, > u né *
topologjiné e dobét té hapésirés L*(0, T, H) pér m’— +oo:

Jv € L1(0,T, H) etillé gé

lim [ (U =, v)ydt = 0, (2.21)

m’—+o0

Ekzistojné u, € L?(0,T,V) dhe nénvargu m’’ i vargut m’, e tillé qé u,,» - u, né

topologjiné e dobét té hapésirés L2(0,T,V) pér m”— +o

lmr}r fOT < Uy —u,v>dt =0,Vv € L2(0,T,V), (2.22)

m -4

u, = uand lmr}r fOT(umu —u,,v)ydt =0 ,vv € L?(0,T,H), (2.23)
m —+4o0

w=mu, € *(0,T,H) nL2(0,T,V), (2.24)

u = u,6shté zgjidhje pér problemin (2.12), (2.13). Kjo do té thoté, gé kénaq
ekuacionin (2.12) dhe kushtin fillestar (2.13).

Hapi 2. Vértetimi i unicitetit té zgjidhjes

Supozohet se u dhe u jané dy zgjidhje pér problemin (2.12), (2.13) me té dhéna
{f, uo} dhe { f, uy}, respektivisht. Duke pérdorur lemén Vishik-Ladizhenskaja,
vértetohet

2

B 1 1
lu—tll 201y < " lug — Ul + ) |f— flle(O’T,V,)

ku a tregon konstanten e kohercivitetit. Vértetimi i Teoremés 2.1 éshté i ploté.

Veérejtje 2.1
Kushti i duhur kufitar pér problemin stokastik (2.12), (2.13) varet nga zgjedhja e
hapésirés Hilbert VV dhe fushés sé rastit f = f(x,t, w). Zgjedhim

V =H}(D,L1*(Q))

dhe supozojmé se
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(fiv) = fE(flv)dx+fE(f2v)ds NV EV

kur f; € L2(Qr; L*()) dhe f; € L?(S7; L*(Q))
Né kéto raste, kushti i duhur kufitar pér problemin (2.12), (2.13) éshté kushti Von

Neumann
Ju
%=f2(x,t,w), (x, t,w) €Sy XQ, Sy =aD x (0,T)
Veérejtje 2.2
Dallimi ndérmjet problemeve deterministe dhe stokastike té Boussinesq:
Metoda Galerkin éshté njé pérafrim i brendshém i hapésirés Hilbert V, prandaj, né
problemin stochastic Boussinesq diskreditohen variablat hapésinore x;,x, si dhe

ndryshorja e rastit w.
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Kapitulli 3

Uniciteti sipas trajetoreve dhe konvergjenca e zgjidhjeve té péraférta

pér njé model stokastik té rritjes se tumorit me zhurmé té ngjyrosur

3.2 Hyrje

Né kété kapitull t& punimit do té studiojmé rritjen e njé tumori heterogjen pér regjimin
e gelizave té shpérndara. Sipas [29], Bellomo dhe Preziosi (2000), regjimi i gelizave té
shpérndara éshté njé situaté ku gelizat tumorale nuk jané akoma té paketuara né njé
tumor té vézhguar makroskopik dhe bashkéveprojné me gelizat imune, antikanceroze
etj. Interesi pér kété temé éshté shumé i madh nga fusha té ndryshme sic jané ato té
biologjisé, fizikés dhe sidomos ajo e mjekesisé, prandaj dhe motivohet qarté pér dy

arsye.

Sé pari, pas hegjes shéruese té njé tumori, njé sasi e vogél e gelizave té mbetura té
tumorit mund t& géndrojné né organizém dhe mund té rriten né tumore sekondare ose
metastaza té fjetura. Kjo éshté njé pasojé e gelizave tumorale té& géndrueshme gé jané
metastazuar para operacionit kurativ dhe té cilat nuk mund té zbulohen nga teknikat

aktuale radiologjike.

Sé dyti, né fazat e hershme té rritjes sé tumorit, kur madhésia e tumorit nuk éshté mé
shumé se grumbuj té vegjél té gelizave, konkurrenca midis gelizave tumorale dhe
gelizave imune mund té adresohet akoma drejt shérimit té njé tumori. Tumoret gé
patén sukses té rriteshin dhe té béheshin té dukshém klinikisht, u pané si rezultat i
"gabimeve" nga ana e sistemit imunitar, me té cilat ai lejoi gé kloni aberrant té
shpétonte si rezultat i plakjes ose njé "korrupsioni” delikat té ushtruar nga gelizat
tumorale. Rezistenca ndaj kimioterapisé pérfagéson njé pengesé té miré-organizuar pér
trajtimin efektiv té kancerit. Pérgjigja ndaj kimioterapisé ndihmése té kancerit varet
nga prania e gelizave tumorale rezistente ndaj ilageve. Rezistenca ndaj ilageve kundér
kancerit éshté njé karakteristiké e kombinuar e njé ilaci specifik, njé tumori specifik

dhe njé mjedisi specifik.

Me shfagjen e rezistencés ndaj ilageve nénkuptohet zhvillimi i njé nénpopullsie té re
rezistente té gelizave tumorale pér shkak té ndryshimeve té rastésishme gjenetike, té

pavarura nga doza. Me induksion té rezistencés ndaj ilageve nénkuptojmé rekrutimin e
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varur nga doza e njé nénpopullimi rezistent nga njé linjé prindérore e ndjeshme mé
paré. Shpesh rezulton se rezistenca e fituar ndaj ilaceve ndodh pér arsye té njé lloj
ndryshimi té induktuar ose adaptues né gelizat tumorale, té shkaktuar nga veté ilagi

antikanceroz.

Sidoqofté, ka té ngjaré gé kjo rezistencé té lindé si pasojé e njé procesi pérzgjedhjeje
gé vepron mbi njé popullaté gelizash heterogjene. Parregullsia gjenetike e shfaqur nga
gelizat tumorale gé nga fillimi do té ¢ojé né njé shumé té heterogjenitetit biologjik dhe
molekular. Zbatimi i kimioterapisé né kété piké do té zgjedhé shpejt gelizat qé

progresivisht tregojné rezistencé ndaj ilageve antikanceroze.

Sipas hipotezés epigjenetike, rezistenca e fituar ndaj ilaceve éshté pasojé e njé numri té

madh fenomenesh biologjike ndérvepruese gjaté evolucionit té kancerit:

a) Zhvillimi i mutacioneve té rastésishme né gjenet kryesore gé ndikojné né

ndjeshmériné e ilaceve.

b) Induksioni i drejtpérdrejté i ndryshimeve molekulare né gelizat tumorale né
pérgjigje té ndrydhjes kimioterapeutike [6, 8].

Kapitulli éshté organizuar né 4 paragrafe. Pas hyrjes, paragrafi 3.2 analizon vecantité e
trajektoreve. Paragrafi 3.3 shqyrton konvergjencén e zgjidhjeve té péraférta rrjetore
pér zgjidhjen e problemit. Mé né fund, paragrafi 3.4 i kushtohet disa zbatimeve
biomjekésore.
3.2. Uniciteti sipas trajektoreve
Shgyrtohet uniciteti sipas trajektoreve i ekuacionit diferencial stokastik me derivate té

pjesshme

gt—u:Au+f(u)+o-(u)W, teR,XeR’ (3.1)

me kusht fillestar u(0,x) =u,(x), xe R* dhe me zhurmé me ngjyré, ku u=uf(t,x)
éshté njé fushé e matshme né R, xR. Zhurma me ngjyré W =W (t,x) pranohet se
éshté njé martingal Gaussian, e matshme né R, xR® né kuptimin e Walsh, pércaktohet
né njé hapesiré té filtruar probabilitare (€2, F,F,,P) dhe kénaq kéto kushte: Zhurma

W mund té karakterizohet nga konvarianca e saj
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3 G) = EM @AW= | | 950K 06 (s, y)obayds, pér g,y <C(RR).

0RR®

Bérthama korrelative K = K(x, y)e zhurmés W kénaq kété kusht: K = K(x, y)éshté i

kufizuar nga njé bérthamé
K, y)|<cllx—y[“+1],  vx,yeR’

ku « > 0éshté njé konstante e pérshtatshme. Ne konsiderojmé njé zgjidhje stokastike

té dobét té ekuacionit (3.1).

Pérkufizim 3.2 (Uniciteti sipas trajektoreve)
Uniciteti i zgjidhjes i referohet ekuacionit (3.1) né hapésirén C(R,,C,,) néqoftése,
pér ¢do kusht fillestar u, € C,, ¢cdo zgjidhje stokastike e dobét pér ekuacionin (3.1)

me trajektore a.s. né C(R,,C,,) té jeté e barabarté me probabilitetin 1. Kjo do té

tem
thoté: Kurdoheré gé (u,W,u,) dhe (T,W,T,) jané dy zgjidhje stokastike té dobéta té
ekuacionit, té pércaktuara né té njéjtén hapésiré probabilitare té filtruar (Q,F,F,P)
me W =W dhe u, =0,, do té kemi u(t,x) =0(t,x) pothuajse me siguri pér ¢do t >0

dhe x e R®.

Teorema 3.1

Supozohet se zhurma W éshté njé martingal Gaussian e matshme né R xR®, ku
bérthama korrelative kénagq (A),. Supozohet se f(u) dhe o(u) kénagin kushtin e
rrities | f (u)|+|o(u)|<c@+u), YueR. Supozohet se f(u) éshté i vazhdueshém
Lipschitz. Supozohet se koeficienti i zhurmés o(u) éshté i vazhdueshém dhe kénag

kushtet Yamada-Watanabe: Ekziston njé funksion 6 =o(x):R, = R, i tillé gé

dx
()

o)~ o(v)|<5(u-v]), vu,veR dhe [

Supozohet se kénaget kushti fillastar u,(x)eC, (R®). Atéheré uniciteti sipas

tem

trajektoreve vilen pér zgjidhjet stokastike té dobéta u=u(t, x) pér ekuacionin
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u(t,x)=j p(t, X, y)u +Jt‘

RS

t
p(t—s,xy)fu(s, y))dyds+j‘ p(t—s,x, y)a(u(s, y))W (ds,dy)
R® 0R®

3.2)

pércdo t>0 dhe xeR®, ku p(t,x,y) tregon bérthamén 3 dimensionale.

Veértetimi i Teoremés 3.1

Argumentet e dhéna nga Mytnik, Perkins dhe Sturm né [14] (2006), mbeten té
vlefshme né mjedisin toné. Eshté béré me pak kujdes pér té justifikuar praning e termit
té zhvendosjes dhe disa prej rezultateve té konvergjences. Kjo mund té béhet duke

pérdorur metodat standarde té SPDEs (Standard Partial Differential Equations).

Verejtje 3.1

Teorema 3.1 géndron e vérteté négoftése marim parasysh zgjidhjet e dobéta stokastike
té ekuacionit (3.2) me trajektore né hapésirén C(R,, L;’(R3)), ashtu sic éshté béré né
punén e Viot (PhD thesis 1976), i cili déshmoi unicitetin sipas trajektoreve né zonat e
kufizuara R*pér o(u) = m , Ku nénvizimi tregon se éshté marré pjesa positive
e funksionit u(l—u). NEé kété rast, zgjidhjet stokastike té dobéta u(t,x) té ekuacionit

(3.2) nuk jané domosdoshmérisht té dobéta. Ekzistenca e zgjidhjeve té dobéta

stokastike jepet nga Teorema 3.2.

Teorema 3.2

Supozohet se u, € C,,,, termi i zhvendosjes f (u) dhe koeficenti i zhurmés o(u) jané

term?
funksione té vazhdueshme gé kénagin kushtin e rritjes |f (u)|+|o(u)|<c(@+|u)) pér
¢do ueR. Supozohet mé tej se « <(0,2) . Atéheré ekziston njé zgjidhje e dobét me

trajektore té thjeshté né C(R, ,C,,,)- Ndérkag konkuzioni i Teoremes 3.1 pér

unicitetin sipas trajektoreve, i pérshkruar né vérejtjen 3.1 mé sipér, sjell ekzistencen e
njé zgjidhje té forté stokastike pér ekuacionin (3.2). Kjo éshté njé zgjidhje e pérshtatur
me filtrimin kanonik t& zhurmés me ngjyré W.

Vértetimi vazhdon si né argumentin klasik té ekuacioneve diferenciale stokastike,
shiko Yamada dhe Watanabe [27].
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3.3 Konvergjenca e zgjidhjeve té péraférta probabilitare

Teorema 3.3
Le t& jeté u(t,x) njé zgjidhje e dobét stokastike pér ekuacionin (3.2) me koeficienté¢ f (u)
dhe o(u) gé kénagin kushtin e ritjes

| f (u)|+|o ()| <c@+u), pércdoueR.

Supozohetse p>5dhe E[|u,|; ]<oo.Supozohetmétejse T > 0. Atéheré ekziston njé
p,oo

konstante c(T), e tillé qé
E[sup |u(t, x)||;p] <¢(T) (3.3)
0<t<T

ku u(t,x) e C(R,,C, (R®)) dhe pér¢do T >0 ekziston konstantia ¢(T), e tillé q&
p

E[sup |ufl2 1< (3.4)

0stsT ' p
Veértetimi i Teoremés 3.3

Argumentet ndjekin arsyetimet logjike té dhéna né Sturm A., (PhD thesis Oxford
2006). Sé pari tregojmé se nén supozimet e Teoremés 3.3, inekuacioni (3.3) sjell
(3.4). Pastaj zbatohen Teorema 3.1, Lema 7, Pérkufizimi 8, Lema 6 (sipas referencés

mé sipér), inekuacioni Jensen, inekuacioni Cauchy-Schwartz dhe teorema Taylor. Ne

vértetojmé se u(t,x) eC,(R®) pérc¢do te[0,T]. Né fund té vértetimit rezulton se
u(t,x) eC([0,T],C,(R?) pércdo T >0, atéheré u(t,x) eC(R,,C,(R%).
3.4. Zbatime

Zbatohen teoremat 3.1, 3.2 dhe 3.3 pér té studiuar rritjen e tumorit pér rregjimin e

gelizave té shpérndara duke marré parasysh disa raste té vecanta té ¢(u),l(u),d(u)
dhe o(u) .
3.4.1 Ritmi i pérhapjes sé gelizave tumorale té ndjeshme ndaj ilaceve

Ritmi i shkallés sé pérhapjes logjistike jepet nga formula

au(b—u), pérO<uc<hb,
p(u) = ) ) )
0, né rastin e kundért

Ritmi 1 shpejtésisé sé pérhapjes gé korrespondon me aktivizimin e gelizave té

ndjeshme té tumorit éshté
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au(b? —u? éro<u<b
py={2C -1 P ..
0 né rastin e kundeért

Ritmi i shpejtésisé sé pérhapjes gé korespondon me frenimin éshté

au(b—u)? péro<uc<b,
p(uy =1 2u-w" P ..
0 né rastin e kundért

Ritmi i shpejtésisé sé pérhapjes gé korespondon me frenimin e aktivizimit éshté

ab"u —au"* pérO<u<b
o) = ) . B}
0 né rastin e kundért, me n > 2

Termi i normés pérhapése té von-Bertalanfy-Richard éshté (shih[55])

au™(b—u)" for0O<u<b
o) = .
0 otherwise,

ku m>1dhe n>1janédy parametra.

Ritmi i pérhapjes sé shpejtésisé Gompertz éshté (shih [55]).

) = au™(Inb—Inu) pérO<u<b
? 0 né rastin e kundért, me m >1

Vihet re se pérvec modelit Gompertz, té gjithé termat e tjeré té shpejtésisé pérhapése

jané Lipschitz té vazhdueshme.

3.4.2 Termi izhurmés
Shqgyrtohen katér modele té ndryshme pér termin e zhurmés, shih [10] dhe [12].
Modeli Michaelis-Menten

0 péru<0
I(u)=<cu(c,+u) " pérO<u<b
I(b) pér u>hb

Modeli Lefever

0 péru<0
[(u) =3 au(l+ pu)(yu’+su+l) " pér0<u<b
I(b) pér u>b

Modeli Kusnetsov
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0 péru<O

I(u)=<au pér0<u<b
I(b) pér u>b
Modeli Freundlich
0 péru<O
[(Uy=au® pérO<u<b
I(b) pér u>b

3.4.3 Zhurma e gelizave té ndjeshme té tumorit té asgjésura pér shkak té ilaceve
kundér kancerit

Shprehja e zakonshme pér funksionin e asgjésimit té gelizave tumorale nga ilaget éshté
proporcionale me pérgendrimin e ilaceve brenda tumorit (né disa céshtje, brenda
gelizés tumorale té ndjeshme dhe madhesisé aktuale té popullatés sé gelizave tumorale
ndaj ilaceve , shiko [14], [15]. Prandaj:

0 pér u<0
d(u)=<Kuu pérO<u<b
d(b) pér u>hb

ku g tregon pérgéndrimin e ilacit brenda tumorit dhe K tregon parametrin vrasés té

ilacit shih [15] dhe [16]. Njé shprehje tjeter pér d(u) e propozuar éshté

0 péru<0
d(u)=<auu(c+u)™" péro<u<b
d(b) péru>Db

3.4.4 Trajektoria e termit té zhurmés
Shqgyrtohen shprehjet e méposhtme pér termin e zhurmés

0 foru<0
O'(U): C\/J forO<u<b dhe U(U):{a\,u(b_u) forO<u<b
o(b) foru>b 0 forue(~0,0)\[0b]

Ja disa prej vlerave pérfagésuese té parametrave

b=10° geliza/mm®, D=10"cm?*/s, A =1.1dit¢™", & =10"°
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Propozohen disa zbatime té rezultateve tona matematikore né imunoterapi ose terapi
gjenetike pér kancerin. Zbulimi i réndésishém qé antigjeni i tumorit mund té kérkojé
pérgjigje imune specifike té tumorit né pacientét me kancer ka dhéné njé impuls té ri
pér mundésiné e trajtimit té pacientéve me kimioterapi [7, 8, 10, 12, 13, 17 dhe 19].
Pér té gené mé konkret, shqyrtohen gelizat dentritike (Dentritic Cells - DC) té cilat
jané geliza shumé efektive gé paragesin antigjen. Ato jané té afta té fillojné me
efektshméri pérgjigjen imune specifike té tumorit té klasés | dhe klasés Il [13].
Kanceret e zorés sé trashé té njeriut infiltrohen nga DC. Pér mé tepér, né kéto tumore
éshté treguar prodhimi lokal i njé citokine, GM-CSF (njé faktor homotopietik i rritjes),
gé nxit diferencimin e monociteve té gjakut periferik né DC, shih [12]. Kéto vitet e
fundit DC pérdoren né provat klinike té imunoterapisé sé kancerit.

Mund té zbatohet modeli matematik stokastik i rritjes sé tumorit pér regjimin e
gelizave té shpérndara pér té vlerésuar ndikimin e DC né kimioterapiné e trajtimit té
kombinuar + imunoterapiné e kancerit e zorés sé trashé té njeriut. Strategjité e
kimioterapisé molekulare synojné té arrijné shpérndarjen ose shprehjen selektive té njé
gjeni toksik né gelizat tumorale pér té nxitur c¢rrénjosjen e tyre ose pér té rritur
ndjeshmériné e tyre ndaj kimioterapisé ndihmése. Kimiosensibiliteti gjenetik mund té
arrihet duke nxitur apoptozén, duke frenuar molekulat intragelizore té pérfshira né
rezistencén e ilageve té induktuar, ose duke rritur prodhimin intratumoral té barnave
citotoksike.

Pér té lehtésuar apoptozén, gjenet si p53 mund té administrohen né gelizat tumorale
pér té rritur mekanizmat e apoptozés té shkaktuar nga ilaget [6, 11, 15]. Rregullimi
gjenetik i uljes sé faktoréve gelizoré né lidhje me rezistencén e ilageve éshté treguar
pér té rritur ndjeshmériné e ilagceve [16]. Gjithashtu, gjenet mund té administrohen né
ményré intratumorale, pér té rritur konvertimin metabolik té barnave antikancerogjene.
Pér shembull, transferimi i njé gjeni citokrom P450 té mélcisé, CYP2B1, né gelizat e
gjirit feméror i sensibilizoi shumé kéto geliza né ilagin antikancer ciklosfosfamid si
pasojé e aftésisé sé fituar pér aktivizimin e ilageve intragelizore.

Ky efekt prodhoi njé aktivitet antitumor té rritur ndjeshém [13]. Gjithashtu, jané béré
pérpjekje pér té prodhuar vargje gjenetike qé mbrojné gelizat e palcés sé kockave nga
efektet toksike té ilageve antikancerogjene, duke lejuar késhtu administrimin e dozave
mé té larta té ilagceve [16]. Efektet e metodave té pérmendura mé sipér té kimioterapisé
molekulare né drejtim té avantazhit té mbijetesés dhe zvogélimit té rrezikut té
rrishfagjes né pacientét me kancer jané vlerésuar té dobishme.
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Kapitulli 4
Atraktorét e rastit pér ekuacionet gjysmélineare stokastike té reaksion

difuzionit me zhurmeé reale né hapésirat e Hilbertit

4.1 Bashkeésité thithése dhe atraktorét

Né fillim pérkufizohet atrakori global A = A(w) pér njé sistem dydimensional
ekuacionesh diferenciale té rastit. Supozohet ekzistenca e njé bashkésie thithése
kompakte, e cila éshté e rastit né kuptimin e trajtuar né kété punim.
Supozohet se ekziston njé bashkési thithése
K = K(w): Q - B(Q) e cila jashté njé bashkésie me mase zero P,
K (w) éshté kompakte dhe
1) Pércdo bashkési té kufizuar B c X ekziston =
t =t(w) €T, etillé gé
y(t,w)B = K(w),Vt > t.

2) 3t=1I(w) €T etillé g _
K(w) c K(y(s,w)),Vs > E. (4.1)

Kushtet (4.1) pérbéjné njé sistem dydimensional té rastit. Ato gjenerohen nga
ekuacioni (1.8) me kusht fillestar (1.9) kryesisht pér shkak té supozimit té shtréngimit
(A4) — Kap.1

Shpesh, vértetohet ekzistenca e bashkésive thithése K(w) pér té nxjerré vileresimet
kryesore pér zgjidhjen e problemit evolucionar té rastit né shqyrtim.

Veértetohet ekzistenca e bashkésive thithése K(w) né hapésirat e Hilbertit H dhe V.
Pérkufizim

Bashkési omega-limit e bashkeésisé thithése K (w) quhet :

A(w) = NUs2e20 ¥ (5, 0)K (w) (4.2)

Nga kushtet (4.1), A(w) éshté bashkési joboshe dhe kompakte pér w € Q, si limit i
njé familje monotone zvogéluese bashkésish joboshe dhe kompakte. Ne mund té
provojme té shprehim né njé ményré té dobishme nocionin deterministik té atraktorit

global pér sistemet dydimensionale té rastit. Piképamja joné kétu éshté té shqyrtohet

38



atraktori A(w), 1 pércaktuar pér cdo w € Q fikse té hapésirés probabilitare té ploté
(Q, F, P), sigrupi omega-limit i bashkésisé thithése té rastit K(w).

Né versionin determinist, kur y(t) éshté njé rrymé deterministe né hapésirén
banahiane X, deterministiku analog i kushteve (4.1) éshté i vlefshem né vértetimin gé
A i pérkufizuar me (4.2) éshté atraktor global.

Versioni statistik, kushtet (4.1):

Vértetohet se A(w) éshté atraktor né bashkésiné thithése K (w), pothuajse e sigurt pér

probabilitetin P, (P —a.s.), né ményré té tillé qé:

lim d(y (¢, w)K (), A(w)) = 0 - (4.3)

pér té gjitha bashkeésite e kufizuara B c X,
Atraktori A(8(t, w)) né B kénaq kushtin

lim d(y(t, w)B, A(6(t, w))) = 0 -
(4.9)
Sigurisht, dihet gé konstatimi i méposhtém éshté & vérteté pér té gjitha bashkésité e

kufizuaraB c X:

il_r)g d(y(t,w)B,A(w)) =0 (4.5)

Marrédhénia (4.3) nxirret nga (4.2) néqoftése A(6(t,w)) = A(w), pér t
mjaftueshmérisht té madhe, t € T.
Né fakt, mund té vértetohet :

A(w) c A(0(t, w)),Vt = 7(w) P —a.s. dhe A(w) éshté e matshme, né
kuptimin e méposhtém: Njé familje A(w), bashkési e mbyllur né hapésirén Banah
(X,d), éshté e matshme, néqoftése Vx € X funksioni w — d(A(w),x) éshté i
matshém. Gjithashtu, bashkésia e mbyllur A(w) éshté P —a.s. konstante dhe
invariante né kété kuptim: Ekziston Q, € F me P(Q,) = 1 dhe 6(t,w)(Qy) € Q,, €
tillé qé A(w) éshté e pavarur nga w, Vo € Q.

Bashkésia e mbyllur A(w) éshté e lidhur P — a.s. (P-pothuajse e sigurt), pér té gjitha
B e X.

Me fjale té tjera, A(w) éshté atraktor global gqé gjenerohet nga sistemi dydimensional i
rastit nga zgjidhja e ekuacionit té rastit (1.8), me kushte fillestare (1.9).

Né kété rast, atraktori global A(w) éshté térheqés i zakonshém. Té jemi mé specifiké,

shqyrtohet ekuacioni i reaksion difuzionit me jolinearitet polinomial:
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ur = c(O)Au — TP 5 ap (§)uk, (4.6)

x€DCR3 t>0, p€eN, Atregon laplasianin, dhe D tregon njé bashkési té hapur
té kufizuar né hapésirén Euklidiane R3.

Supozohet se koeficenti difuzionit c(¢) éshté jo-negativ, i pavarur nga X, i kufizuar
dhe i matshém &.

Kushti fillestar i ekuacionit (4.6) éshté
u(0,x, w) = uy(x, w). 4.7)

Supozohet se kushti fillestar u,(x, w) kénaq (10).
Supozohet ge funksionet e rastit ax(¢) jané té matshme né & dhe
ekzistojné konstantet reale cx < Cyx (pér k=0,1,...,2p—2) dhe (4.8
konstante pozitive 0 < ¢z, < Cppp—q té tilla gé cx < ag(§) < Cg, pér
cdo & € R™,
Supozohet se u = u(x) € C?(D) dhe v = v(x) € C?(D). Atéheré, Teorema Green
éshté e vlefshme. Ne do té pérdorim mosbarazimin e Young:
ab Sfaf+$-s%-bq,
i cili éshté i vérteté pér ¢cdo a,b,e >0, 7 =1, dhe g = i
Falé supozimeve té méparshme dhe mosbarazimit Young, ekziston njé konstante

C>0etillé gé:
2p-1

ksle
u a,(Hu 2262”_1 u C
k=0

Pér formulimin abstrakt té ekuacionit (24), zgjidhen

H = 1%(d), vV = HY(D), vl =H"Y(D),

A(§,u) = =C(OAu + X205 ar(Ou*, £(§) = —ao(§).

Veértetimi i supozimeve (A.1) — (A.5) dhe (f.1) - Kapitulli 1 - é&shté i njohur, shiko
p.sh. Chueshov [30]. Késhtu, ne mund té zbatojmé Teoremén 2.1.
Né kété ményré, vértetohet:
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Teorema 4.1
Sipas kushteve t& mésipérme (4.8) dhe pér koeficentin e difuzionit c(¢), ekuacioni
stokastik i reaksion difuzionit (4.6) me kushte fillestare (4.7) ka njé zgjidhje té vetme
u=(tx,w).

Tani, pérkufizohet fluksi y:
Y(tr w)uO = U(t, X, (‘))a

ku u(t,x, w) éshté njé zgjidhje e ekuacionit stokastik té reaksion difuzionit (4.6) me
kusht fillestar (4.7).

Mund té verifikohet se fluksi y(t, w) kénaq supozimet, shih Brezniak, Capinski, dhe
Flandoli [31, 32] pér detajet.

Tani, mund té vértetohet ekzisteca e bashkésise thithése né hapésirén e Hilbertit
H = L?(D) dhe V = H}(D) pér sistemin dydimensional té rastit y (¢, w) gé gjenerohet

nga ekuacioni stokastik i reaksion difuzionit (4.6) me kusht fillestar (4.7).

4.2 Bashkaésité thithése né hapésirén Hilbert H
Pérdoret mosbarazimi Young, dhe konkludohet nga (4.8) ekzistenca e njé konstante
c; > 0 etillé gé

1 ’ 3 '
~Cap-1 U — ¢ <ug(u) < > Cap-1 “u?P + ¢ (4.9)

Atéheré
g =g w =37 a (Ouk .

Zbatojmé formulén Green dhe kushtin kufitar u(t,x,w) =0, t€eT, x € 6D =T,

o € Q, dhe vértetohet se:
i|u|2+2c||u||2+2f ug(u)dx =0
dt p Y9 !

ku || dhe || || tregojné pérkatésisht normén né hapésirat e Hilbertit H = L?(D) dhe
V = H}(D), c = c(§) tregon koeficentin e difuzionit, dhe g(u) = g(&,u).

Mé tej mund té nxirret :
Ll + 2c|[ul]” +2 f, copy - u?P dx < 261D, (4.10)

ku |D| tregon masén Lesbegue té zonés D.
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Sipas mosbarazimit Poincare, ekziston njé konstante g = S(D) > 0 ettillé gé :

lul < B|lul

, VuEev.
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PERFUNDIME DHE REKOMANDIME

Né kapitullin e paré té disertacionit studjohen ekzistenca dhe uniciteti i zgjidhjeve
stacionare té problemeve stokastike té reaksion-difuzionit né hapésirat Banah, né prani
té zhurmés reale. Zbatohet metoda Galerkin pér té vértetuar ekzistencén dhe unicitetin
e zgjidhjes.

Rezultat kryesor éshté Teorema 1.1, e cila pérgjithésohet né Teoremén 1.2 pér
shumén e operatoréve monotoné.

Rezultatet e mésipérme zbatohen pér problemet stokastike Boussinesq-Glover,
problemet stokastike té pérhapjes sé nxehtésisé, problemet stokastike Fitz-Hugh-
Nagumo, problemet stokastike Hodgin-Huxley, Lotka-Voltera, Belousov-Zhabotinski,

etj..

Né kapitullin e dyté té disertacionit studjohet problemi stokastik dydimensional
Boussinesq-Glover né hapésirat Hilbert H dhe V.

Rastésia éshté e pranishme né pércjellshmériné hidraulike dhe né porozitetin e
kullimit té tokés, né evapotranspirimin, né kushtet fillestare dhe né kushtet kufitare té
problemit Boussinesg-Glover.

Nén disa pranime té pérshtatshme, vértetohen ekzistenca dhe uniciteti i
zgjidhjes sé problemit stokastik Boussinesq-Glover, shih Teorema 2.1.

Njé hap tjetér i studimit toné éshté pérafrimi numerik i zgjidhjes sé problemit
stokastik Boussinesg-Glover.

Rezultatet e kapitullit 11 gjejné zbatime té réndésishme né drenazhimin e

tokave bujgésore.

Né kapitullin e treté té disertacionit studjohet njé model stokastik i tumorit heterogjen
me zhurmé té ngjyrosur, né prani té kimioterapisé ndihmése.
Dy probleme kryesore jané studiuar:
1.) Uniciteti sipas trajektoreve i zgjidhjes sé ekuacionit stokastik (3.1) né
hapésirén C(R+,Rtem), 1 shogéruar me kusht fillestar té dnéné ug € Ciem.
2.) Uniciteti zgjidhjes sé forté dhe konvergjenca e zgjidhjeve té péraférta
probabilitare.

Jané vértetuar:
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Teorema 3.1 pér unicitetin e zgjidhjes probabilitare sipas trajektoreve dhe Teorema 3.2
pér konvergjencén e zgjidhjeve té péraférta probabilitare.

Jané paraqitur disa zbatime biomjekésore té Teoremés 3.1 dhe Teoremés 3.2 né
rritjen e tumoreve heterogjene pér regjimin e gelizave kanceroze té shpérndara, duke
ndjekur (kontrolluar) edhe trajektoren e termit té€ zhurmés sé ngjyrosur. Jané propozuar
zbatime té rezultateve matematike né terapiné gjenetike dhe né imunoterapiné e
kancerit kolorektal (kancerit té zorrés sé trashg).

Celsi i suksesit né studimin matematik té rritjes sé tumorit né regjimin e
gelizave kanceroze té shpérndara géndron né faktin e pavarésisé sé sjelljes sé kétyre
gelizave: Té gjitha gelizat kanceroze té secilit pacient sillen té pavarura nga njéra-

tjetra, duke filluar nga vendlindja dhe nga kohélindja e kétyre qgelizave kanceroze.

Né kapitullin e katért té disertacionit studjohen bashkésité thithése dhe atraktorét pér
problemin gjysmé-linear stokastik té reaksion-difuzionit né hapésirat hilbertiane
H = 1*(D) dhe V = H}(D).

Duke respektuar disa pranime té pérshtatshme (dhe té arsyeshme), vértetohet
Teorema 4.1 mbi ekzistencén e bashkésisé thithése né hapésirat hilbertiane H = L?(D)
dhe V = H}(D).

Rekomandohet pérdorimi dhe zbatimi i Teorisé sé Ekuacioneve Diferenciale
Stokastike me Derivate té Pjeséshme né hapésira hilbertiane, banahiane, Teoria e
hapésirave té Sobolevit, Teoria e martingaleve, Teoria e Ekuacioneve Stokastike té
Reaksion-Difuzionit, Teoria Moderne e Probabilitetit, Metoda Garlekin, Metoda e

Diferencave t& Fundme, Teoria e Zhurmeés sé Bardhé dhe Zhurmés Reale.

Ekziston njé mundési e bazuar shkencérisht pér bashképunime té suksesshme dhe
efektive ndérmjet Onkologéve, Imunologéve, Biologéve, Matematikanéve dhe
Specialistéve té Shkencave Kompjuterike (Informatikanéve) pér Kimioterapiné e

pacientéve kancerozé.
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