¥

REPUBLIKA E SHQIPERISE

UNIVERSITETI POLITEKNIK I TIRANES
FAKULTETI I INXHINIERISE MEKANIKE

STUDIMET E DOKTORATILS
NE FAKULTETIN E INXHINIERISE MEKANIKE
2022-2025

Optimizimi 1 konstruksioneve mekanike me metodat e avancuara
energjetike dhe numerike

DISERTANTI UDHEHEQESI SHKENCOR
MSc. Anis SULEJMANI Prof. Dr. Odhisea KOCA

Tirané, 2025

Adresa: Sheshi “Néné Tereza”, Nr.1, 1019 Tirané, Tel/Fax: +355 4 2227914, web: www.upt.al, www.fim.edu.al




REPUBLIKA E SHQIPERISE

UNIVERSITETI POLITEKNIK I TIRANES
FAKULTETI I INXHINIERISE MEKANIKE

STUDIMET E DOKTORATES
NE FAKULTETIN E INXHINIERISE MEKANIKE
2022-2025

Optimizimi 1 konstruksioneve mekanike me metodat e avancuara
energjetike dhe numerike

MSc. Anis SULEJMANI

Disertacion i paraqitur né pérmbushje t€ pjesshme t€ kérkesave pér gradén Doktor né fushén e
konstruksione mekanike dhe vlerésimi i integritetit strukturor né

Universitetin Politeknik té Tiranés

Udhéheqési shkencor : Prof. Dr. Odhisea KOCA

JURIA E DOKTORATES:

Prof. Dr. Genti GUXHO (kryetar)

Prof. Dr. Altin DORRI (anétar)

Prof. Asoc. Klodian DHOSKA (oponent i brendshém)

Prof. Dr. Andonag LAMANI (LONDO)  (anétar)
Prof. Asoc. Drakuli LUMI (oponent i jashtém)

Tirané, 2025

Adresa: Sheshi “Néné Tereza”, Nr.1, 1019 Tirané, Tel/Fax: +355 4 222 3707, web: www.upt.al, www.fim.edu.al




OPTIMIZIMI I KONSTRUKSIONEVE MEKANIKE ME METODAT E
AVANCUARA ENERGJETIKE DHE NUMERIKE

ABSTRAKT

Metodat kérkuese gjithmoné e mé shumé po zhvillohen né ditét e sotme t€ cilat po ecin paralelisht me
zhvillimin e teknologjisé duke sjellé pér kérkuesit dhe inxhinierét mekaniké njé llojshméri t&€ madhe té
tyre. Pér rrjedhojé shumé objekte studimore nga mé komplekset qé fillimisht kérkonin kohé pér gjetjen
e zgjidhjeve dhe zgjedhjeve t€ tyre, u realizuan dhe mé pas u optimizuan me kéto metoda duke
pérmbushur géllimin dhe objektivat e vendosura né fillim. N& kété kuadér, bazuar né studimet dhe
kérkimet tona, jemi fokusuar né kété fushé kérkimore, pér t€ zhvilluar njé metodé té re kérkuese pér
zgjidhjen e gjendjes s€ sforcuar plane dhe mé gjeré, si edhe pér ta pérdorur até si metod€ optimizuese né
kérkimin ciklik. Baza teorike e késaj metode &shté ajo e teoris€ sé elasticitetit plan dhe analiza e thelluar
e shpérndarjes sé ngarkesave t€ pérqendruara ose t€ shpérndara. Meqenése shpérndarja e ngarkesave dhe
plotésimi i kushteve statike né kontur, jané konsideruar si shpérndarja e valéve, at€heré kjo metodé éshté
quajtur Metoda e Valés (MV). Duke e krahasuar me valét né vibrime apo né fluide, n€ két€ studim
parametrin kohé e kemi marré t€ “ngriré”, si faz€ e paré e kérkimit dhe pér tu zhvilluar mé tej n€ hapat e
mévonshém. Shpérndarja e tyre do t€ béhet sipas sforcimeve t€ pastra radiale pér ngarkesat e
pérgendruara kur kéto jané né kontur ose né brendési dhe me kthimin e kundérvaléve, tashmé té
korrigjuara me faktorin gjeometrik korrigjues, duke mundésuar zgjidhje té sakté t€ shpérndarjes sé&
sforcimeve normale dhe tangjenciale né njé objekt t€ ¢farédoshém. Vetém pasi kemi arritur zgjidhjen e
problemit me kété metod€ pér njé variant, mund ta pérdorim né njé algorit€m ciklik pér gjetjen e
parametrave t€ zgjidhjes optimale, q€ mund t€ jené pérmasa, sipérfage, pesh€, material, etj, t€ cilat pér
rrjedhojé té cojné né€ uljen e kostove.

Fjalé kyce: Metoda e Valés, kundérval€, sforcime radiale, optimizim.
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ABSTRACT

Research methods are increasingly developing nowadays, moving in parallel with the development of
technology, bringing a large variety of them to researchers and mechanical engineers. Consequently,
many of the most complex study objects that initially required time to find solutions and their choices
were realized and then optimized with these methods, fulfilling the goal and objectives set at the
beginning. In this context, based on our studies and research, we have focused on this research area, to
develop a new research method for solving the stressed state planes and beyond, as well as to use it as
an optimization method in cyclical research. The theoretical basis of this method is the field of two-
dimensional theory of elasticity and in-depth analysis of concentrated or distributed load distribution.
Since the distribution of loads and the fulfillment of static conditions in the contour have been considered
as wave distribution, then this method has been called the Wave Method (WM). Comparing it with waves
in vibrations or fluids, in this study we have taken the time parameter "frozen", as the first phase of the
research and to be further developed in the later steps. Their distribution will be made according to the
pure radial stresses for the concentrated loads when these are in the contour or inside and with the return
of the counterwaves, already corrected with the geometric correction factor, enabling precise solutions
of the distribution of normal and tangential stresses in any object. Only after we have achieved the
solution of the problem with this method for a variant can we use it in a cyclic algorithm for finding the
parameters of the optimal solution which can be, size, surface, weight, material, etc., which consequently
lead to cost reduction.

Keyword: The Wave Method, counterwave, radial stress, optimization.
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PARATHENIE

Qéllimi kryesor i kétij studimi éshté aplikimi i njé metode té re kérkuese pér
pércaktimet e gjendjes sé sforcuar té objekteve té ndryshme, njohja e té cilave na
mundéson té béjmé llogaritie né soliditet, ngurtési, géndrueshméri, lodhje, thyerje,
konsum, etj., dhe pércaktimin e konstruksionit mé optimal sipas kritereve té ndryshme.

Pér té mundésuar kété gjé, né kapitullin e paré kemi kryer njé studim bibliografik
té gjithé literaturés, qé flet pér optimizimin dhe pér mundésiné e gjetjes dhe krijimit té
késaj metode té re optimizuese.

Né kapitullin 2, kemi trajtuar problemet e teorisé sé elasticitetit plan, qé formon
bazén e késaj metode, e cila merret me ligjésité e shpérndarjes sé sforcimeve né
problemet e gjendjes sé sforcuar dhe té deformuar plane, té skemave té ngarkuara me
forca té pérqendruara dhe té shpérndara kudo né konstruksion. Thellimi teorik i tyre,
na mundésoi idené pér krijimin e Metodés sé Valés (MV), té cilén e kemi zhvilluar hap
pas hapi né kapitujt e tjeré pasardhés. Nga ana tjetér kjo metodé na jep mundési né té
ardhmen, té marrim parasysh kohén, shpejtésiné dhe nxitimin e pérhapjes sé sforcimit,
dhe jo duke pérdorur parimin e ngjashmérisé né formé midis zhvendosjes, shpejtésisé
dhe nxitimit si¢ béhet deri tani né léndén e rezistencés dinamike. Pér sa i pérket trajtimit
teorik t¢ MV, kjo nis me rastin e shpérndarjes sé sforcimeve nga njé forcé, qé vepron
né njé pyké, duke marré viera té ndryshme té gjysmékéndit a té pykés. Kemi analizuar
katér raste té ndryshme té késaj skeme a) rasti i shufrés né térheqgje (rezistenca e
materialeve), b) rasti i gjysméplanit (llogaritia e themeleve), c) rasti i pérhapjes sé
krisjes (mekaniké thyerje) dhe d) rasti i forcave né brendési té trupit (marrja parasysh
e forcave vetjake dhe forcave té brendshme).

Né kapitullin 3, si objekti i studimit éshté marré disku rrethor, i cili ngarkohet me
njé sistem forcash ekuivalent me zero né kontur. Gjithé baza teorike éshté aplikuar né
keté objekt, nga ku jané marré edhe zgjidhje té sakta analitike me funksionet
biharmonike, e cila éshté bazé e metodés sé valé — analitike.

Né kapitullin 4, kemi zgjeruar aplikimin e késaj metode, duke futur edhe forcat né
brendési té diskut rrethor, ku marrja parasysh e kétyre forcave u bé sipas rastit té katért
té analizuar né kapitullin e 2 dhe na béri mé fleksibél pér ndikimin e gjeometrisé dhe
pozicionit té forcave. Ngarkesat né kontur nga vala primare né kété rast rezultojné njé
ngarkesé e shpérndare jo-uniforme normale dhe tangjenciale. Zgjidhja né kété rast me
metodén valé-analitike, trajtuar né kapitullin 3, véshtirésohet sepse kérkohen funksione
té tjeré biharmonike. Ndaj e zhvilluam metodén e valés me kundérvalé me shpérndarje
té njejté si valét primare duke plotésuar kushtet statike né kontur dhe “shuarjen’ e tyre
si tek vibrimet, fluidet etj.

Metoda e valés éshté njé metodé qé mund té aplikohet kudo, pasi ndjek njé ligjési
teé shpérndarjes sé sforcimeve qé afrohet tek realiteti dhe rezultatet e té cilave u
krahasuan dhe jané shumé afér apo njélloj me metodat e tjera, né kété rast MEF.
Objekte té tjera té cilat mund té pérmendim nga realiteti mund té jené dhémbét e
transmisioneve té rrotave me dhémbé, lidhjet me kiaveté me presionin e shpérndaré né
gjatésiné e kiavetés, tubacione té ndryshme né magazinim, elemente kokrrizoré qé jané
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té shpérndara né ményré té ¢farédoshme me njéra tjetrén, granat, elemente té traréve
apo strukturave etj.

Né kapitullin 5, kemi analizuar me Metodén e Valés (MV) dhe krahasuar me
metodat té tjera numerike (MEF) dhe teorike (Rezistenca e Materialeve) té traut me
seksion térthor drejtkéndor i cili punon né pérkulje. Shpérndarja e valéve primare dhe
kthimi i tyre, kundérvaléve, béhet me algoritmin e ndértuar pér kété metodé.

Ndikimi i gjeometrisé dhe pozicionit té forcave ka shumé réndési né saktésiné e
metodés dhe vértetésiné e saj. Pér rastin e traut né pérkulje éshté zbuluar faktori
gjeometrik, qé merr parasysh lartésiné dhe gjatésiné e traut i cili éshté njé faktor pa
pérmasa. Futja e kétij faktori mundéson qé vlerat e sforcimeve ti afrohen realitetit té
krahasuara me metodat e tjera. Vetém pasi pércaktohet sakté shpérndarja e sforcimeve
me kété metode, mé pas mund té realizojmé optimizimin e parametrave té tjeré si peshé,
seksion, material dhe formé etj.

Rezultatet e kétij punimi jané paraqitur né dy referime té realizuar né
Departamentin e Mekanikés dhe né artikuj né revista shkencore si edhe referime né
konferenca shkencore ndérkombétare.
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KAPITULLI 1

OPTIMIZIMI NE INXHINIERI MEKANIKE

1 MOTIVIMI

Produktet e industris€é mekanike n€ pérgjithési kalojné né disa faza té réndésishme
gjaté ciklit t€ jet€s s€ tyre, ku secila fazé ka réndésiné e vet n€ kété proces. Fazat e ciklit
té jetés s€ njé produkti (Stark, 2023), qofté ky edhe njé element i thjeshté 1 njé
konstruksioni metalik, tregohen né bllok-skemén e paraqitur n€ figurén 1.1, né té cilén
jepet n€ ményré t€ thjeshtuar pérshkrimi i tyre.

Térhegja

nga tregu

Cikli i jetés sé produktit

Dalja

né treg

Figura 1.1 Bllok-skema pér fazat e projektimit té njé produkti

Autoré t&€ ndryshém (Thiebat, 2019), (Iuga et al., 2017) dhe (Stark, 2024), japin
faza t€ ndryshme té menaxhimit t€ ciklit t€ jetés s€ njé produkti (Abramovic et al.,
1997), g€ sipas kétij t€ fundit jepet q€ nga faza e konceptimit deri tek térheqgja e kétij
produkti nga tregu. Por e pérbashkéta e pothuajse té gjithé kétyre autoréve (Udokporo,
2021), (Abramovic et al., 1998) dhe (Fiksel, 2009), té cilét jan€ marré me studimet e
ciklit t€ jetés s€ njé produkti, géndrueshmérisé dhe menaxhimin e tij, éshté€ se cikli 1
jetés s€ produktit ndahet n€ kéto faza (Niemann et al., 2009):
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Faza e projektimit
Faza e prodhimit

Faza e tregtimit

Faza e pérdorimit
Faza e shérbimit

Faza e daljes nga tregu
Faza e riciklimit

Megjithése jané disa faza, objektivi kryesor 1 produktit €shté ploté€simi i nevojave
té tregut dhe t€ konsumatorit. N€ tabelén 1.1, jepen t€ detajuara fazat kryesore té listuar
né figur€ 1.1, si edhe t& pérshkruara me mé shumé detaje n€ paragrafin né vijim.

Tabela 1.1 Rrugétimi i njé produkti nga konceptimi deri né fazén e prodhimit

Emértimi i fazés Pérshkrimi

Konceptimi Faza e konceptimit t€ produktit, ku
pérfshin edhe analizén e tregut.

Modelim Modelimi  fillestar, pérzgjedhja e

variantit mé t€ miré me metodén e
vlerésimit (Wittel, 2015), testimi i
modelit dhe vendosja pérfundimtare pér
produktin g€ do té prodhohet.

Prodhim Prodhimi 1 produktit né fazat e ndryshme
operacionale t€ prodhimit.

Dalja né treg Dalja e kétij produkti né treg pér
plotésimin e nevojave té tregut dhe
klientéve.

Térheqja nga tregu Térheqja nga tregu 1 produktit, pasi

mbyllet cikli 1 jet€s s€ tij, ose
zé€vendésimi me produkt tjetér alternativ.

1.1 FUSHA E KERKIMIT

N¢ tabelén 1.1 jané listuar 5 fazat kryesore, ku autoré t€ ndryshém mund t’i kené
edhe mé t& detajuara ose me faza t€ tjera ndérmjetése, por né pérgjithési kéto fillojné
g€ nga periudha konceptuale e produktit. Inxhinieri projektues patjetér duhet té kété ide
novatore e koncepte té reja, pér té€ krijuar e prodhuar produkte cilésore e me kosto sa
mé t€ ulét, n€ pérputhje me kérkesat e konsumatorit. Kjo pérbén fazén e paré qé
produkti fillon rrugétimin e tij deri n€ daljen e tij nga tregu.

Faza e dyté ka t€ b&j¢ me modelimet e produktit, ku edhe kétu me zhvillimin e
teknologjis€, mund ta ndajmé n€ dy rrugé té ndryshme. Nga njéra ané¢ mund té
prodhohet produkti me modelet reale, té cilat i kalojné testimeve t€ ndryshme pér té
plotésuar kérkesat thelbésore, pasuar nga rrugé tjetér alternative, g€ do té ishin modelet
virtuale, t€ cilat gjithmoné e m& shumé po z€vendésojné testimet e shumta dhe té
kushtueshme t€ modeleve reale qé krijoheshin. Népérmjet kétyre modeleve té
kompjuterizuara arrihen me saktési t€ kénagqshme, kérkesat e duhurat teknike.
Gjithashtu krijohen modele komplekse té cilat do donin kohé& né rastin e paré. Po késhtu,
kjo fushé e re éshté zgjeruar edhe me testimet e kétyre modeleve népérmjet programeve
kompjuterike me saktési shumé t&€ madhe dhe, shpesh, si metodé nuk ka nevojé pér
testime reale. Gjaté fazés sé konceptimit dhe modelimit virtual, si edhe analizave té
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thelluara llogaritése, produkteve ju béhen kontrolle t€ shumta pér té€ plot€suar kérkesat
specifike. Shpesh ndodh qé né kété proces kontrollues, né€ dukje rutin€, duke u futur né
njé cikél zgjidhjesh algoritmike, gjenden edhe zgjidhjet mé optimale qé patjetér
plotésojné kushtet dhe kérkesat e vendosura. Pér sa i pérket zgjidhjes optimale dhe
optimizimit, (Arora, 2004) dhe (Parkinson et al., 2013), si njé procedur€ e cila &shté
né két€ faz€, del prej saj dhe zgjerohet shumé duke u futur edhe né fazat e tjera, pérbén
detyrén toné t& kétij punimi, q€ do t€ thellohemi né kapitujt e radhés mé gjeré. Cdo
produkt, edhe sidomos ata n€ fushén e prodhimeve mekanike, kan€ kérkesa specifike,
ku né tabelén 1.2 jané dhéné kéto kérkesa me pérshkrimet e tyre.

Tabela 1.2 Kérkesat teknike pér produktet

Kérkesa
Keérkesa e
funksionimit

Kérkesa e
soliditetit dhe
ngarkimit

Kérkesa e
materialit

Keérkesa e
prodhimit

Kérkesa e
montimit

Keérkesa e
mirémbajtjes

Kérkesa e
mbrojtés sé
mjedisit

Kérkesa e
formés

Pérshkrimi

Kjo &shté kérkesa kryesore pér njé produkt né industriné
mekanike. Ploté€simi i1 funksionimit &shté njé kérkesé nga e cila
kérkesat e tjera jané dytésore.

Kjo kérkesé ka t€ b&jé me ngarkesat t€ cilat mund té jené forca
dhe momente. Detyra e njé konstruktori éshté qé kéto ngarkesa
“té shkojn€” sa mé shpejté né bazament, né rrugén mé té
shkurtér. Nga ana tjetér sforcimet qé€ shfagen duhet té jené sa mé
uniforme, t€ mos ket€ pérgendrime t&€ sforcimeve nga
koncetratorét qé mund t€ jené t€ formave t€ ndryshme. Po ashtu
preferohet qé elementét (n€ rastin e shufrave né strukturat
mekanike) t€ punojné né térheqje pérkundre;jt shtypjes.
Materialet duhet té plotésojné disa kérkesa qé€ né€ pérgjithési né
strukturat mekanike kané t& béjn€ me soliditetin, elasticitetin,
fortésin€ sipérfagé€sore, pérpunueshméring€, rezistencén ndaj
korrozionit, ndryshimet termike, saldueshméring etj. Zgjedhja sa
mé e mir€ e tyre n€ raport me dy kérkesat e mésipérme, shpesh
shkon né njé marrédhénie t& zhdrejté.

Eshté njé nga kérkesat qé lidhet me inxhinierin konstruktiv dhe
até t€ prodhimit. Produkti i zgjedhur duhet té€ prodhohet
népérmjet metodave operacionale t€ ndryshme, té cilat jepen nga
kartat teknologjike t&€ prodhimit.

Jané kérkesa pér montim dhe ¢montim té produktit né térési, i
cili pérbéhet nga komponente apo pjesé t€ ndryshme. Tentohen
té béhen sa mé té thjeshta pér montim dhe ¢gmontim.

Cdo element apo konstruksion né njé produkt teknik ka afate t&
shérbimeve té tyre. Kéto shérbime jané periodike duke filluar nga
shérbimet mé t€ thjeshta (p.sh ndérrim vaji, grasatim) deri tek
“riparime kapitale” né zévendésim t&€ komponentéve té
ndryshém. Edhe né kété rast tentohet t&€ kemi t€ nj&jtin afat
shérbimi pér t€ gjithé komponentét pérbérés.

Kérkohet g€ materialet t&€ jené migé€sore me mjedisin, sidomos
kur flasim pér materialet plastike, si dhe né rastet e prodhimit té
kétyre materialeve né uzinat e prodhimit té tyre, t€ kené impakt
sa mé t&€ vogél n€ mjedis.

Qéllimi kryesor 1 ndértimit t€ produktit €shté se duhet t€ kénaqé
konsumatorin, pér sa i pérket kérkesave té formave t€ produktit.
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Faza e treté ka t€ béj¢ me prodhimin e produktit, i cili nga ana e vet duhet té
plotésojé s€ pari kérkesat funksionale t€ produktit t€ pérmendura mé sipér dhe, mé pas,
té gjitha té tjerat sipas réndésisé se tyre.

Faza e katért éshté¢ dalja e kétij produkti n€ treg ku ai “ballafaqohet” me tregun
dhe konsumatorin, nga ku varet edhe jet€gjatésia e tij n€ treg.

Dhe si fazé e fundit éshté dalja e kétij produkti nga tregu, pasi ai ka kryer té gjithé
ciklin e jetés sé tij né treg. Arsyet mund té jen€ nga mé t&€ ndryshmet, por mund t€ themi
apo listojmé disa nga kéto, q€ mund té€ jené, se ai nuk &shté mé i nevojshém né treg, apo
se ka dalé€ njé produkt tjetér alternativ, etj.

1.2 OPTIMIZIMI

Nga fazat q¢ pé€rmendém, né€se ndalemi edhe njé heré tek faza e dyt€, ajo qé
pé€rmendém aty ishte krijimi konkret i konceptit t& produktit. Cdo produkt i ri g€ do té
projektohet do té keté njé numér variantesh té caktuar (Arora, 2017), qé varet nga
kérkesat q€ kemi pér t&€, si dhe nga mundésité e krijimit t€ tij. Ky numér shpesh mund
té jeté 1 kufizuar dhe né kété rast do té jeté e lehté pér t’'u zgjedhur nga inxhinierét
konstruktoré, por né raste t€ tjera fusha e zgjedhjeve té variablave pér té pércaktuar
variantet mé t€ miré &shté e gjeré dhe pér inxhinierin konstruktor do t€ duhej “té
mendohej” pér zgjedhjen e variantit mé t€ pérshtatshém.

Procedura apo rruga pér té gjetur dhe vendosur se cila nga kéto zgjidhje do té ishte
mé e mira, do t€ quhet OPTIMIZIM (Parkinson et al., 2013).

Gjithashtu, nuk mund ta kryejmé kété proces kaq té réndésishém, nése nuk do té
njohim gjendjen reale té nj€ sistemi, e n€ kété rast gjendjen e tij t€ sforcuar nga veprimi
i ngarkesave t€ jashtme. Théné ndryshe n€ gjuhén e matematikés dhe inxhinierisé o <
[o]. Pér két€ gjendje duhet qé sforcimi aktual t€ mos jet€¢ mé i madh se ai i lejuar, dhe
optimizim 1 késaj do té thoté qé ky sforcim aktual duhet té jeté aférsisht sa ai i lejuar,
qé t€ kemi shfrytézim t€ miré t&€ materialit, kursim né peshé&, dhe ulje té kostos. Pra, njé
nga objektivat e kétij punimi qé €shté vendosur, éshté gjetja dhe zhvillimi 1 njé¢ metode
kérkuese t€ re pér gjendjen e sforcuar.

“OPTIMIZIMI — KERKIMI ALTERNATIV I GJENDJES Si SFORCUAR
REALE TE OBJEKTIT, DERI NE KUFIJTE MAKSIMALE TE NGARKIMIT
TE TIJ”.

1.2.1 Historiku

Historia e optimizimit ka nisur qysh herét me zhvillimin e matematikés dhe €shté
zhvilluar né€ ditét e sotme me njé hov t€ madh. Tre mund t€ konsiderojmé periudhat apo
gurét kilometrik té zhvillimit t€ optimizimit né tekniké:

e Periudha para viteve 1600
e Periudha gjaté viteve 1600 — 1990
e Periudha pas viteve 1990
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Autori (Du et al., 2018) sjell njé¢ pérmbledhje té detajuar té pothuajse t€ gjithé
metodave optimizuese, t&€ pérmbledhura né botimin e tij “Enciklopedia e Optimizimit”.
Pér futjen mé thellé né€ két€ boté t&€ metodave optimizuese, le t’i shohim pak me detaje
kéto periudha si né vijim.

1.2.1.1 Periudha para viteve 1600

Periudha e para viteve 1600 mund té quhet edhe periudha e antikitetit, pasi rreth
viteve 300 — 100 p.k. kemi probleme optimizuese nga matematikané t&€ ndryshém.
Euklidi (History of Optimization) ka folur mbi dy ¢éshtje pér sa i pérket optimizimit,
sé pari pércakton distancén minimale midis nj€ piké dhe njé€ vijé dhe vérteton qé katrori
ka sipérfagen mé t€ madhe nga katérkéndéshat (Ahmad, 2018).

Nése do ta shkruanim két€ problem né gjuhén e optimizimit pér njé katérkéndésh
me perimetér t€ pércaktuar do té kishim, ekuacioni 1.1:

P=2-(a+b) (1.1)

Ku a dhe b jané€ brinjét e katérkénd€shit. Pér njé perimetér t&€ dhéné, pra t&
pandryshueshém kérkohet té€ gjenden brinjét qé sipérfaqja e kétij katérkéndéshi té jeté
maksimale, ekuacioni 1.2:

S=a-b (1.2)

Duke zévendésuar njérén nga brinjét nga ekuacioni 1.1, do t€ kemi shprehjen e re t&
sipérfages.

S=a-<5—a>=£—a2 (1.3)

Duke e derivuar ekuacionin 1.3 né lidhje me brinjén a dhe barazuar me zero, ekuacioni
1.4, gjejmé ekstremumin, né k&t rast sipérfagen maksimale pra optimizimin e njé
problemi.

aP 2
ap_dG-a) P _ (1.4)

Nga ekuacioni 1.4, shohim se brinja e kétij katérkéndéshi duhet té jeté sa /4 e perimetrit
pér té patur sipérfaqe maksimale. Z&vendésimi tek ekuacioni 1.1, na sjell g€ a = b, pra
ky katérkéndésh duhet té jeté katror. Gjithashtu njé zgjidhje grafike éshté paraqitur edhe
né figurén 1.2, ku rezultati €shté 1 nj&jt€. N€ dité tona kjo duket njé gj€ e thjeshté, por
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q¢€ kétu ka zanafillén ideja pér t€ gjetur optimalen, qofte kjo pérmasé, seksion, formé
gjeometrike, véllim, peshé, material, ngarkesé, ményré e lidhjeve, et].

e

I
_+_
S
IS

N[~y

P
— =g T

2
Figura 1.2 Zgjidhja grafike e sipérfaqges maksimale né problemin e Euklid-it

Mund té pérmendim, sérish autoré té tjeré né periudhén e viteve 200 — 100 p.k..
Zenodorusi dhe Heroni kané trajtuar problematika si¢ jané€ “Problemat e Didos” dhe
“Catoprica”, ku tek kjo e fundit tregohet qé drita udhéton ndérmjet dy pikave pérgjaté
rrugés mé té shkurtér kur pasqyrohet nga njé pasqyré.

Pér sa 1 pérket periudhés deri né€ vitet 1600 ka pasur trajtime, pér ¢éshtje
optimizuese t€ ndryshme por qé hovin e tyre e morén pas viteve 1600.

1.2.1.2 Periudha gjaté viteve 1600 - 1990

Edhe né kété periudhé té viteve 1600 — 1900, matematiciené té€ shquar kané trajtuar
gjerésisht probleme té€ caktuara té optimizimit ku mund té pérmendim Kepler (1615),
Galileo (1638), Fermant (1636).

Le t&€ ndalemi tek problemi i Kepler-it pér t&€ maksimizuar véllimin e njé bucele
(Cardil, 2012). Né figurén 1.3, kemi zgjidhjen e dhéné nga Kepler pér kété problem.
Shohim se ai pasi ka trajtuar problemin matematikisht ka gjetur me tentativa (sipas
tabelés) se pér cfaré vlere t€ parametrave gjeometriké arrihet kjo. M€ voné, né
periudhén kur analiza matematikore u zhvillua mé shumé, u arrit né zgjidhje mé té
shpejté, duke béré q€ pérveg gjetjes optimale t€ ulin dhe kohén e llogaritjes sé tyre.

Gjithashtu gjaté kétyre viteve mund t€ pérmendim Newton (rreth viteve 1660) dhe
Leibniz (1670). Kéta dy matematiciené dhe fizikanté t€ shquar hodhén themelet e
analizés matematikore, g€ mé voné u formua baza pér llogaritjet e variacionit (CoV)
(Todhunter, 2005). Ajo q¢ mund t€ pérmendet rreth kétyre viteve éshté algoritmi i paré
1 prezantuar nga grup autorésh Weierstrass, Stainer, Hamilton dhe Jacobi.

1.2.1.3 Periudha pas viteve 1990

Deri né fillim t& viteve 1900 ka pasur njé numér t€ madh autorésh té cilét kané
zhvilluar teknika apo kané€ studiuar problematika rreth optimizimit. Por me zhvillimin
e analizés komplekse, rreth viteve 1960 dhe 1970, ka pasur njé hov tjetér edhe né fushén
dhe metodat e optimizimit (Luenberger., 1984). Tek botimi i Richter et al. (2013)
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jepen té detajuara rrugétimi i metodave pérafruese dhe kérkuese nga ato klasike deri tek
metodat e reja moderne. Gjithashtu kétu mund t€ pérmendim g€ zhvillimi i shkencés
kompjuterike rreth viteve 1980 béri q€ algoritmat heuristike dhe stokastike (Kurt,
2015) pér optimizimin global dhe problemeve me shkall€ t€ madhe filluan t& marrin
popullaritet t€ madh, ku rreth viteve 1990 pérdorimi i metodés s€ pikés s¢ brendshme
zgjeroi teknikén optimizuese té gjysmé-pércaktuar.
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Figura 1.3 Zgjidhja e problemit t€ optimizimit t€ bucelés s€ verés nga Kepler.

1.3 METODAT NOVATORE OPTIMIZUESE

Zhvillimi kompjuterik, solli edhe né fushén e inxhinierisé nj€ shpejtési dhe saktési
llogaritje. Tashmé problemet e shumta t€ inxhinieris€ u kthyen n€ probleme té gjetjes
optimale té tyre. Objektivat e inxhinieréve dhe studiuesve pérveg atyre pér realizimin e
objektit t& studimit, u morén edhe me objektiva t&€ optimizimit t€ peshés, ngarkesés,
formés, kostove et;.

Gjithashtu né€ raste t€ caktuara kéto objektiva mund t€ jené€ njékohésisht pér t’u
optimizuar, késhtu qé gama e kérkimit t&€ kétyre metodave arrihet népérmjet kérkimeve
me shumé objektiva. Metodat optimizuese pér rastin e studimeve inxhinierike mund ti
grupojmé né:

e Metodat numerike (Dutta et al., 2019)

e Metodat e elementéve té€ fundém

e Metodat heuristike, metoda e gjetjes t€ njé zgjidhje t€ problemit. Nga
greqishtja, eurisko-té kérkosh. (Sorensen et al., 2017)

N¢ ditét e sotme, numri i1 kétyre metodave heuristike €shté zhvilluar shumé, por
fillimet dhe hovin e paré e patén rreth viteve 1990, kur edhe shkenca kompjuterike filloi
zhvillimin e saj. Si fillim 1 metodave heuristike mund t€ pérmendim metodén e
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Algoritmit Gjenetik (Holland, 1975), e cila do t€ ishte baza pér kérkimet heuristike t&
kétyre metodave (Goldberg, 1989). “Kopjimi” i mé€nyrave optimizuese natyrore dhe
krijimi i tyre n€ algoritma kompjuterike ishte sfida dhe trendi i kohé&s (Dorigo, 1992),
qé e rriti mé tej kété kérkim. Mé voné autoré t€ tjeré, zhvilluan metoda si Ant Colony
Optimization (Dorigo et al. 2004), Diferential Evolution (Storm et al. 1997), Harmony
Search (Geem et al. 2001), Bat algorithm dhe Spiral Optimization (Xin-She Yang,
2010), Krill Herd Algorithm (Gandomi et al. 2013), Particle Swarm Optimization (Wu
et al., 2024) etj. Ajo g€ mund t€ pérmendim kétu éshté se kéto metoda jané kryesisht
metoda me shumé objektiva (multi-objectiv), duke e béré fushén e kérkimit mé t&€ gjeré
dhe optimizuar njékohésisht disa objektiva, cka e lehtéson punén e njé inxhinieri apo
konstruktori (Steven, 2002).

Fusha e pérdorimit t€ tyre éshté e gjeré, ku kané punuar njé€ grup 1 madh autorésh,
té cilét e kan€ zhvilluar s€ tepérmi si, optimizimi me shumé objektiva duke pérdorur
algoritma evolucionar (Deb, 2001), algoritma t& cilat mund té gjejné zbatim edhe né
inxhinieri dhe sidomos né inxhinieri mekanike, pér rastet e llogaritjeve konstruktive té
ndryshme. N& vijim do té japim disa aplikime té kétyre metodave né inxhinieri
mekanike.

1.4 OPTIMIZIMI NE INXHINIERI MEKANIKE.

N¢ fushén e inxhinieris€ mekanike jan€ zhvilluar disa teknika pér céshtje t&
ndryshme, ku kétu mund t€ pérmendim njé séré studime té trajtuar s¢ fundmi, si p.sh
teknikat e optimizimit n€ inxhinieri (Tartibu, 2025). Ne do t& trajtojmé ato problema
q¢€ jané né fushén dhe objekt studimi t€ temés toné dhe, me mundésiné dhe hapésirat
pér dhénien e metod€s s€ re optimizuese, sidomos metodat numerike dhe hibride-
heuristike. Hapat pér shtrimin e problemit dhe zgjidhjen e tij népérmjet njé metode
optimizuese (Arora, 2017) jané me pérshkrimin e problemit, mbledhja e té
dhénave, pércaktimi i variablit ose variablave qé do té optimizohen, kriteret e
optimizimit, kushtet kufitare dhe zgjidhja e tyre.

N¢ figurén 1.4, jepet njé skemé e rrugés q€ ndiget pér optimizimin né inxhinieri
mekanike. Secili prej kétyre hapave ka réndésiné e vet, pasi pérshkrimi i problemit &shté
si hap fillestar, se pér ¢faré do ndértohet ky algorit€ém optimizues. Pér sa i pérket t&
dhénave, do té duhet t&€ pércaktohen qarté, sepse té lidhura me variablat optimizues ato
futen né fushén e kérkimit t€ metodés se re q€ do té zhvillohet. Né varési t€ numrit t&
variablave, ndahet nése kemi t€ b&jmé me metodé me njé-variabél apo me shumé-
variabla dhe, sidomos mé pas, me kriteret g€ duhet pér to. Nga ana tjetér, g€ njé metodé
optimizuese t&€ konvergojné apo té gjenden zgjidhje né fushén e saj t& kérkimit, do t&
duhen t€ vendosen kufizimet e nevojshme g€ zgjidhja n€ nj€ faré¢ ményre “té drejtohet”
drejté optimales.

Megenése né problemet inxhinierike, variablat ¢ mund apo duhet t&€ optimizohen
jané t€ shumt€, at€heré metodat heuristike kané gjetur nj€ pérshtatshméri t€ madhe, pasi
kérkojné né fushén e zgjidhjeve né ményré “kaotike” por qé rregulli “vendoset” né
kufizimet q¢€ 1 jepen. Ndaj dhe n€ vijim do t€ fokusohemi né njé rishikim té kétyre
metodave dhe dhénien mé pas t€ bazés pér “metodén e valés” si njé metodé novatore,
né zgjidhje té disa probleme specifike t€ gjendjes s€ sforcuar plane por edhe mé gjeré.
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Figura 1.4 Hapat e problemit t€ optimizimit né€ inxhinieri.

Metoda e optimizimit t€ algoritmit gjenetik Eshté njé ndér metodat e para kérkuese,
e cila gjen shumé zgjidhje n€ fushén e inxhinieris€ mekanike, ku kjo &shté njé metodé
kérkuese e frymézuar nga natyra. Fuqia e késaj metode €shté g€ ajo gjen gjithmoné njé
zgjidhje nga térésia e zgjidhjeve, por duhet té kemi kujdes né€ kushtet e vendosura. Kjo
metodé gjen aplikim né shumé probleme té inxhinierisé, ku mund té€ pérmendim
optimizimin e njé transmisioni me dhémbé (Bode et al., 2015), trarét né njé
konstruksion, peshén e konstruksionit, strukturén e tij, sforcimet maksimale dhe
detyrimisht shfrytézimin e materialit etj. Né t€ gjitha kéto raste mund t€ ndodhé qé
elementi kosto t€ jeté i pérfshir€ dhe, pothuajse té gjithé problemet, jané me dy ose mé
shumé objektiva pér t’u optimizuar.

Metoda té tjera heuristike pérdorin pothuajse t& njéjtén logjiké t€ kérkimit, por
duke u frymézuar nga fenomene té tjera natyrore, t€ cilat b&jné t€ mundur gjetjen e
zgjidhjes optimale. ACO simulon kérkim e rrugéve mé t& shkurtra t€ njé kolonie
milingonash, metodé e cila pérdoret gjerésisht né€ optimizimin topologjik né
konstruksionet mekanike (Dorigo et al., 2004). Gjithashtu (Ahmed et al., 2024) kané
trajtuar problema té gjetjes s€ zgjidhjes optimale né transmisionet. T¢€ tjeré (Kanna et
al., 2018) kané pércaktuar parametrat optimale t€ njé transmisioni me burmé — rroté
shoge. Pér sa i pérket strukturave dhe konstruksioneve né€ inxhinieri mekanike,
gjithashtu kéto metoda kané pasur nj€ qasje duke i dhéné shtysé t&€ madhe optimizimit
té formave gjeometrike elementeve t€ tyre, ményrés s€ shpérndarjes s€ ngarkesés apo

MSc. Anis SULEJMANI 11



OPTIMIZIMI I KONSTRUKSIONEVE MEKANIKE ME METODAT E
AVANCUARA ENERGJETIKE DHE NUMERIKE

edhe té veté peshés s€ konstruksionit. Mund t€ pérmendim optimizimin e traréve té njé
konstruksioni (Dzierzanowski et al., 2023), apo strukturén e tij (Papadhakakis et al.
1998) dhe (Storn et al.,, 1997), népérmjet metodave optimizuese dhe kérkuese
moderne. Po ashtu struktura t&€ ndryshme t€ konstruksioneve té aeronautikés dhe mé
gjeré, jané€ llogaritur dhe optimizuar né€ soliditet dhe géndrueshméri nga grupe autorésh
té ndryshém, (Kale et al., 2023), (Park, 2023), (Baker et al., 2015) dhe (Bocheneck
et al., 2006). Duket garté g€ moria e problemave dhe algoritmave q€ pérdoren &shté e
madhe, ndaj dhe nuk po ndalemi né té gjitha.

1.5 OPTIMIZIMI NE KOHET MODERNE, METODA E VALES

Tendenca né€ kohét e sotme e pothuajse t€ gjitha algoritmave, duke gené se ¢do
problem kérkon qé té keté zgjidhjen sa mé optimale, éshté se kéto algoritma po
pérshtaten nga algoritmi fillestar, por duke modifikuar elemente t€ ndryshém (Elaziz
et al., 2022), p.sh. nga AG fillestar, i cili nisi me njé objektiv, n€ rastin e shumé
objektivave éshté modifikuar me futjen e vektorit t&€ bazés s¢ t&€ dhénave. Nga ana tjetér
edhe né€ studime t€ kryera nga veté ne, nése né AG fillestare duhet t€ kthehej ¢do numér
né 0 dhe 1, sistem binar, né€ rastin ton€¢ kemi mbajtur t& pandryshuar formén e t& dhénés
fillestare dhe kemi marré rezultatet pérfundimtare né madhési dhe njésiné e déshiruar
(Bode et al. 2015). Edhe metodat e tjera e kané ndjekur kété tendencé dhe duke e
pasuruar bibliotekén e algoritmave optimizues né qindra, kjo edhe né Enciklopediné e
Algoritmave, (Panos M. Pardalos, 2009) né pothuajse 711 artikuj pér metoda té
ndryshme. E nése do t&€ shohim pérséri tendencén né po kété enciklopedi té vitit 2025,
shohim se ajo gjithnj€ ka tendenca t€ reja pér metoda té reja dhe hibride (Chen et al.,
2023). Nga ana tjetér nuk mund t€ rrimé pa pérmendur edhe Inteligjencén Artificiale, e
cila e ndryshon shumé géndrimin pérball€ t€ panjohurés, duke sjellé tek kérkuesit né
kohé reale, algoritma dhe kode né gjuhé programimi té ndryshme.

Sfidat e sé ardhmes jané problemet komplekse, ku ményra e futjes sé variablave
€shté e véshtiré apo dhe dhénia e kushteve kufitare t€ problemit, g€ né problemet
komplekse jané shpesh t& véshtira. Njé pengesé tjetér €shté edhe koha e progesimit nése
do t€ duhet qé nj€ problem té zgjidhet n€ kohé¢ reale, dhe né kété rast kérkohet marrja e
informacionit, t¢ dhénave nga “database” dhe pérpunimi sa mé shpejt, sidomos né
rastet kur problemi inxhinierik do té kérkojé programe apo llogaritje matematikore.
Megjithaté teknologjia €shté zhvilluar shumé, duke e béré mé té lehté pér njé inxhinier
apo kérkues q¢ t€ zgjidhé problemet né kohé reale dhe efikase.

N¢€ rastin e studimit t& temé€s soné€, jemi frymézuar nga probleme té teorisé€ sé&
elasticitetit plan dhe “pérhapjes sé valés”, n¢ kété rast pérhapjes sé sforcimeve né
elementin apo konstruksionin mekanik dhe, duke tentuar ta “shuajmé” até me
kundérvalé pér t€ imituar shuarjen e valéve né njé mjedis (humbjen e energjisé€), do
bé&ymé té mundur pércaktimet e gjendjes s¢ sforcuar né elementin toné dhe, mé pas,
duke e patur kété si objektiv pér ta optimizuar (né rastin toné ta mbajmé até né vierén
maksimale t¢ mundshme), duke ploté€suar edhe kushtet e tjera t& soliditetit,
géndrueshmérisé apo ngurtésisé. Késhtu q€ kjo metodé¢ do té nisi, duke dhéné
problemin teorik t€ gjendjes sé sforcuar plane dhe, mé pas, me hapat e krijimit té
“Metodés sé Valés”. Metoda numerike dhe kérkuese do t&€ ndértohet né algoritém, pér
té pércaktuar kété gjendje, me valé dhe kundérvalé. Kéto sforcime t€ pércaktuara
tashmé népérmjet késaj metode, do t€ pérdoren n€ metodat e tjera kérkuese (Sulejmani
et al., 2021) dhe (Bode et al., 2015), metoda kérkuese optimizuese heuristike etj.
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KAPITULLI 2

TEORIA E ELASTICITETIT PLAN

2 PROBLEMET PLAN NE AMBIENTIN ELASTIK

“Njohja e sakté gjendjes reale té sforcuar dhe deformuar si njé shteg i ri pér
zgjidhje optimale”, &shté né vija t& pérgjithshme konkluzioni i problemeve té
optimizimit n€ inxhinieri t€ trajtuar n€ kapitullin e paré, si dhe pérfagéson mundésité e
krijimit t€ metodé€s sé re kérkuese, e cila do té hapte rrugét pér gjetjen optimale té njé
apo disa parametrave llogarit€s. Q€ t€ pé€rparojmé né krijimin e metod€s kérkuese,
fillimisht trajtojmé bazén teorike mbi t€ cilén do t€ ngrihen hipotezat e késaj metode
dhe, mé pas, programimin numerik pér aplikim né€ elemente dhe konstruksione t&
ndryshme.

Baza teorike mbéshtet né problemet e Teorisé sé Elasticitetit dhe, mé konkretisht,
problemet plane do té trajtohen pér t'u futur né€ fushén e sforcimeve t€ strukturave dhe
elementeve mekanike. Kéto probleme, jané trajtuar nga Timoshenko et al. (1951) dhe
Sadd (2020), ku baza matematikore e trajtimit t& tyre pérbéhet nga zgjidhja e teté
ekuacioneve diferenciale (Parton et al., 1984) dhe (Abramowitz et al., 1964), dhe
kané trajtuar fillimisht skema elementare dhe mé pas éshté zgjeruar né skema té
ndryshme reale aplikimi. Do t€ fokusohemi né kéto skema, q€ do ti trajtojmé pér rastet
e pérgjithshme, duke derivuar nga kéto skema pér aplikime tek metoda e re dhe pér
zbatime né elemente konstruktive t€ ndryshém.

Si ¢do teori e ndértuar pér metoda t&€ ndryshme, edhe né rastin e Metodés sé Valés,
duke gené se ajo mbéshtet mbi teoriné e elasticitetit, pérpara se t€ fillojmé me ndértimin
e metodés, kemi marré né konsideraté disa abstraktime teorike. S€ pari, megenése veté
teoria e elasticitetit ndahet né até lineare dhe jo-lineare (Lurie, 2012), mé gé€llim
lehtésimin e punés sé€ krijim t€ metodés optimizuese dhe fushés s€ kérkimit né kété rast,
kemi pranuar hipotezén q¢ jemi n€ njé€ ambient elastik linear. Tjetér hipotez€ e pranuar
pér sa i pérket materialit do t€ jeté nése ai €shté izotrop ose ortotropik, fusha e studimit
né kété punim &shté pér materiale izotropike, duke u thelluar né teorin€ e elasticitetit
né€ kéto lloj materialesh (Bhaskar et al., 2022).

2.1 FUNKSIONII AIRY-IT

Metoda e Valés, né vijim me shkurtimin MV, &sht€ njé metode e cila do té
thellohet akoma edhe mé tej n€ fushén e mekanikés sé aplikuar dhe teorisé sé avancuar
té elasticitetit (Armenakas, 2016), duke kombinuar me metoda optimizuese numerike
dhe heuristike kérkuese. Baza teorike e saj, ku do té ngrihet edhe veté metoda, konsiston
né trajtimin e problemeve né dy sisteme koordinatash, karteziane dhe polare, né varési
té skemés dhe thjeshtésisé s€ zgjidhjes sé€ tyre (Timoshenko et al. 1951). Pér t€ zgjidhur
kéto probleme po e rishikojmé edhe njéheré funksionin e sforcimit t& Airy-it!

'George Airy, 1862
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(Altebach, 2020). Ky funksion @(x,y), éshté biharmonik, i cili plotéson kushtin ¢ t&
genit biharmonik (Lapaine, 2016), sipas ekuacionit 2.1:

0*®(x,y) o 0*o(x,y) 0*o(xy)

Vid(x,y) =
(xy) dx* d0x?0y? dy*

0 2.1)

Gjithashtu shérben pér t€ gjitha gjendjet plane, t€ cilat mund t'i ndajmé né dy grupe té
vecanta [Sadd, 2020] té tilla si:

e gjendja e deformuar plane
e gjendja e sforcuar plane

Dallimi midis kétyre gjendjeve ka té b&jé me dy raste, rasti 1 paré kur deformimet
jané né njé plan dhe rasti i dyté kur sforcimet jané né€ nj€ plan dhe kétu, pér pércaktimin
e gjendjes pérkatése plane, luan rol trashésia e objektit né studim. N vijim, n€ figurén
2.1, tregohen ndryshimet ndérmjet objektit t&€ kétyre dy gjendjeve plane. Né rastin
gjendjes sé deformuar plane, pérmasa gjatésore €sht€ shumé e madhe krahasuar me dy
té tjerat, figura 2.1 (a), dhe teoria e gjendjes s€é deformuar plane éshté mé afér realitetit.
Ndérsa né rastin e dyté, figura 2.1 (b), si¢ jané rastet e pllakave té holla, trashésia e té
cilave €sht€ shumé e vogél krahasuar me dy pérmasat e tjera, teoria e gjendjes sé
sforcuar plane &shté mé afér realitet.

b)
Figura 2.1 Objekti n€ problemet e teoris¢ s¢ MV
a) gjendje e deformuar plane, b) gjendje e sforcuar plane

N¢ gjendjen e deformuar plane, tenzorét e deformimeve dhe sforcimeve marrin
formén sipas ekuacioneve 2.2 dhe 2.3.

Y
Exx % 0
T, = | Vyx (2.2)
7 o O
0 0 O
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Oxx Oxy O
Ty =|0yx 0y, O (2.3)
0 0 oy

Kurse né gjendjen e sforcuar plane, kéta dy tenzoré marrin formén si¢ tregohen né
ekuacionet 2.4 dhe 2.5 né€ vijim:

— 0
Sxx 2
T.=| Yyx 2.4
=, o (2.4)
0 0 &
Oxx Oxy O
Ts =\ 0yx 0y, O (2.5)
0 0 0

ku 0y, 0y, dhe o,, jané sforcimet normale, ndérsa oy, (0y,) jané sforcimet
tangjenciale, dhe me &y, &, dhe &,, deformimet relative lineare, ndérsa me y,,, kemi

deformimin relativ kéndor. Gjithashtu kemi edhe ekuacionet diferenciale t€ ekuilibrit,
g€ reduktohen vetém né dy ekuacione diferenciale, 2.6 dhe 2.7 pérkatésisht

—2 4 p, =0 (2.6)

—Z 4+ 24, =0 2.7)

ku: py, py, jané forcat volumore g€ veprojné né véllimin elementar. Nga lidhja

gjeometrike do t€ kemi relacionet pér gjendjen plane pér sa i pérket deformimeve dhe
zhvendosjeve né drejtimet pérkatése, sipas ekuacionit 2.8.

Jdu
Exx = a

_av

Eyy = @ (2~8)

_ ou N v
Yy = dy Ox
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ku me u, v dhe w kemi shénuar zhvendosjet sipas drejtimeve x, y dhe z. Nga ligji i
pérgjithésuar i Hooke?-ut mund té shkruajmé pér gjendjen e sforcuar plane grup-
ekuacionet, t€ shprehura si né vijim né ekuacionet 2.9.

o} u-o
b=~ = h(x)

_m_ﬂ'axx

2.9)
2'(1+U)ny
By = 2 = ()
MIO— Mla
g ==~ = fi(%Y)

Po nga ligji 1 pérgjithésuar i Hooke-ut, kemi gjithashtu relacionet pér gjendjen e
deformuar plane, sipas ekuacioneve 2.10.

O-xx_.u'o-yy_;u'o-zz

T ST T g E
e :m_.u'axx_ﬂ'o-zz
yy E E E
(2.10)
2'(1+ﬂ)'0-xy
Yxy = E

_ Ozg M'O'xx_,ll'()'yy_

¢z = F E E

0

dm.tho,, =pu- (axx + ayy) dhe pas zévendésimit dhe transformimit té relacionit té
paré, fitojmé shprehjen sipas ekuacionit 2.11.

U
Exx = E '(Uxx_ 1_11'0-3’3/) (2.11)

Duke futur dy parametra t€ reja elastike si E; = 1_15? dhe u, = ﬁ dhe zé€vendé&suar né

ekuacionet 2.10, fitojmé njé formé tjetér t& ligjit t€ Hooke-ut por t& ngjashme me até t&
gjendjes sé sforcuar plane, e shprehur kjo né ekuacionin 2.12.

Robert Hooke (1635-1703)
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Oxx " Oyy

Exx = E_l E,

_ Oyy U1 Oxx
yy = E_l - E, (2.12)

&

_ 2'(1+ﬂ1)'0xy

Pérvec kétyre ekuacioneve, kemi edhe ekuacionin e vazhdueshmérisé, i cili nga ana e
vet nuk paraget ndonjé ekuacion té€ ri, por vetém transformimin e lidhjeve gjeometrike,
e shprehur kjo me barazimin sipas ekuacionit 2.13.

0%Yxy 0%y  0%gy,

= 2.13
dydx  0y? 0x? .13)

Duke zé€vend€suar né ekuacionin e vazhdueshmérisé dhe deformimet nga ligji i
pérgjithésuar i Hooke-ut, pérkatésisht sipas 2.13 dhe 2.12, gjithashtu duke pasur
parasysh edhe ekuacionet diferenciale t€ ekuilibrit t& shprehura sipas 2.6 dhe 2.7, kemi
nj€ ekuacion té transformuar (Selvadurai, 2000) baze pér zgjidhjen né sforcime:

0%0xx  0%0xx 070y, 0’0y, .
6y2 + 9x2 9x2 + Byz =V (Uxx+0yy)=0 (2.14)

ku me V2 kemi operatorin e Laplace’-it (Davison et al. 1982) dhe (Selvadurai, 2000),
2 2

i cili ka kété formg, —— + ;7 = V2. Analizojmé njé funksion t& i t& dy variablave x

dhe y dhe konkretisht funksionin @ (x, y), t& tillé, q¢€ sforcimet té€ p&rcaktohen thjesht

né bazg t€ derivateve té rendit t€ dyt€, shprehur nga ekuacionet 2.15.

02d(x,y)
Oxx = a—yz
020 (x,y)
Oy = 5 (2.15)
_0%o(xy)
Oxy = dx 0y

3Pierre-Simon Laplace (1749 —1827)

MSc. Anis SULEJMANI 17



OPTIMIZIMI I KONSTRUKSIONEVE MEKANIKE ME METODAT E
AVANCUARA ENERGJETIKE DHE NUMERIKE

Sforcimet e trupit elastik kénaqin ekuacionet diferenciale pér problemin plan dhe,
tek ekuacioni i fundit i vazhdueshmérisé né sforcime, marrim kushtin qé duhet té
ploté€sojé ky funksion:

02d(x,y) 0°P(x,y)
Vz(axx+ayy)=72< 5t ) =Ty =0 (216

Ky funksion @(x,y) éshté atéheré biharmonik, sepse plotéson kushtin V4@ (x,y) = 0
dhe quhet funksioni i Airy*-it ose funksioni i sforcimeve.

2.2 FUSHA E ZGJIDHJEVE TE FUNKSIONIT TE AIRY-IT

Sa mé sipér, n€ paragrafin 2.1, pamé né analizén matematikore gjendjen e sforcuar
dhe deformuar plane, dhe pércaktuam funksionin e Airy-it 1 cili duhet t€ plotésojé disa
kushte. Por nga do té zgjidhet ky funksion? Fushat e zgjidhjeve té tij? Funksioni i Airy-
it ose funksioni i sforcimeve si¢ u pércaktua né€ ekuacionin 2.16, mund t€ jeté né seri
polinomiale ose né seri trigonometrike (Timoshenko et al., 1951) té cilat po i japim
mé poshté:

e Seria polinomiale ku ndryshoret x dhe y jan€ né fuqi tek:

E—2 —2:k—=2 . e .
¢(x,y) = le<=0 [(_1)k . n_] . Cr% k+1(An cxN—2k-1 ,yz k+1 + Bn .

n-(n-2) (2.17)
x2HH1 L yn=2k-1)
e Seria polinomiale ku ndryshoret x dhe y jané né€ fuqi ¢ift:
71 —2:k : o : :
D0,y) = Thoo [(CDF | CE* (A X 2R 4 By P 2.18)
yn—z-k)
e Seria polinomiale ku ndryshorja x &shté né€ fuqi tek dhe y né fuqi ¢ift
2 n—2-k-1 B
= | SRy .Cn—2k . n-2k, 20k 4 Zn,
I T N S

n—2k—1,.2'k+1 ,
C X
n

yn—Z-k—l)

e Seria polinomiale ku ndryshorja y €shté né fuqi tek dhe x né fuqi cift:

4George Biddell Airy (1801 —1892)

MSc. Anis SULEJMANI 18



OPTIMIZIMI I KONSTRUKSIONEVE MEKANIKE ME METODAT E
AVANCUARA ENERGJETIKE DHE NUMERIKE

n-3
e Kk n—2k-1] .n—-2k . on-2k , 2k 4 Bn,
cb(x.y)—Zkio[(—l) p—) ] (An S A (2.20)
Cr-2k-1y2k+1 .xn—z-k—l)

e Familjen funksioneve biharmonik té seri trigonometrike né formén @(x.y) =
f() - sin(ay, - x) del:

f(y) =C;-cosh(a, -y) + C, -sinh(a,, - y) + C3-y-cosh(a,-y)+

Cy -y * sinh(ay, - y) @21)

Gjithashtu né fushén e funksioneve biharmonike té cilat gjejné aplikimin né MV,
jané edhe grup funksionet sinusoidale dhe kosinusoidale, té cilat jané trajtuar né
paragrafét e méposhtme, sidomos pér shpérndarjen e sforcimeve radiale t€ valéve dhe
kundérvaléve té késaj metode.

2.3 PROBLEMI PLAN NE KOORDINATA POLARE

Né dy paragrafét e mésipérm u trajtua teoria e funksionit biharmonik pér gjendjen
e sforcuar apo t€ deformuar plane, deri tek nxjerrja e kétyre funksioneve biharmonike
dhe lidhjet qé ekzistojné midis sforcimeve, deformimeve dhe zhvendosjeve, duke
ndérthur ligjet e shkencés s€ materialeve (Koga et al., 2018).

N¢ vijim, do t€ trajtojmé& problemin plan por n€ koordinata polare, pasi edhe baza
teorike e MV do t€ jeté né shpérndarjen e sforcimeve sipas kétyre koordinatave. Le té
konsiderojmé nj€ piké né njé sistem koordinativ kartezian, e cila n€ koordinata polare
pércaktohet me anén e njé rreze-vektorit 7 dhe kéndit ¢, figura 2.2 (a), t¢ matur né
sensin antiorar prej aksit horizontal p.sh. Ox deri tek rreze-vektori 7. Njé sipérfage
elementare né kéto koordinata do té fitohet duke ndryshuar rrezen me shtesén dr dhe
kéndin me shtesén d¢. Duke gené se kjo sipérfage elementare €shté né€ ekuilibér,
atéheré duke vendosur né té katér faqet e prera té saj sforcimet e kétyre fageve, si¢
tregohet né€ figurén 2.2 (b), do té€ shikonim ploté€simin e ekuacioneve té ekuilibrit.

do,,
oo+ 224y 2
09 g, + %dr
or do,, ,

Figura 2.2 Objekti i studimit né koordinata polare
a) Sipérfaqja n€ koordinata polare, b) Gjendja plane né koordinata polare
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Akset e projektimit do ti marrim né qendér té elementit, njéri sipas rrezes, né mes té
kéndit de, kurse tjetri pérpendikular me té. Shkruajmé ekuacionet e ekuilibrit té
elementit sipas rrezes, ekuacioni 2.22.

72 YE =[—0p 1 do] + [—ar(p -dr - cos (dT(p) — Ogpqp " dr - sin (%(p)] +
[(arr + a;” - dr) -(r+dr)- d(p] + [(ar(p + a;;‘p - d(p) -dr - cos (%(p) - (222

T

(a(pq, + 6;2"’ - d(p) - dr - sin (dz—(p)] =0

Nga ku mund t€ nxjerrim barazimin sipas ekuacionit 2.23, si né€ vijim:

d0,,

00yp  Opr — Oge _ 0
or

do r

1
+=- (2.23)
T

T& njéjtén arsyetim edhe pér drejtimi perpendikular me rrezen, nga ekuacioni i ekuilibrit
sipas drejtimit ¢ fitojmé ekuacionin 2.24 t€ tillé:

do, 1 Odo, 2-0
or L .99 T — o (2.24)
or r OJg T

Ligji 1 pérgjithésuar i Hooke-ut, ekuacioni 2.12, nuk péson ndryshime sepse akset
né koordinata polare 7 dhe ¢ jané pérséri reciprokisht perpendikulare d.m.th. do té
transformohej né trajtén :

Yro Orr . —H1 " 0ge 2-(1+uy)- Org
Err = T
2 | _ E; E; E;
Yro Epp 2:(1+py) 0ryp 0Oy n —H1 " Opr
2 Ey Ey Ey

Pér sa i pérket deformimeve &, £y, dhe ;.,, si edhe zhvendosjeve u dhe v né
drejtim t&€ rrezes dhe normal me t€, na duhet t&€ nxjerrim lidhjen q€ ekziston midis tyre
né kéte sistem koordinativ. Pér két€ arsye marrim né€ koordinata polare dy pika M dhe
N té€ ndodhura pmv afér, duke pasur kujdes se edhe drejtimi 1 vektoréve njési ndryshon
nga pika né piké.

Prandaj do ta paragesim né fillim né formé vektorésh si n€ figurén 2.3 (a). Né rastin
kur kemi ndryshim vetém né€ drejtimin radial forma do té jeté sipas figur€s 2.3 (b) dhe
nése do t€ kemi ndryshimin sipas kéndit, forma vektoriale do t€ jepet sipas figurés 2.3

().
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Un un y‘ \/ y‘
) )
N % 7 Ny Po
A PoX dr,, SN
Y ’_[’"0 /', (14) To
Ups Un /’
A T 3 L 7
T \d“r:') J ﬁn
dy y - \1 '~
J ¥ / 7 " ;:“\‘r“ -
» Ol z Of i T
Ak x r

a) b) ¢)

Figura 2.3 Pikat né sistemin koordinativ polar
a) Zhvendosje u dhe v te pikave M dhe N, b) Ndryshimi vet€ém né drejtimin radial, ¢) Ndryshimi
vetém sipas kéndit

. . v e s . . . 07, 09,
Duke ditur se kemi vektoré njési kur ndryshon rezja duket qarté se marrim % = % =
. . . a 7 Exd a_) - .. . . . .
0 dhe kur ndryshon kéndi kemi 0—2 = @, dhe ai;;o = —7,. Nga zbérthimi né seri Taylor’

(Abramowitz, 1964) té vektoréve t€ zhvendosjeve pér dy pika M dhe N pambarimisht
afér do té kemi vektorét dy, = Uy, + Uy, dhe dy = Uy + Uy dhe pasi i grupojmé termat
sipas akseve polare, fitojmé shprehjen sipas ekuacionit 2.25:

Oy +Ow) i+ O)

do (2.25)

Pér zhvendosjet e pikés M kemi 1y, = u - 7, atéheré realizojmé hap pas hapi veprimet
matematikore dhe marrim shprehjen sipas ekuacionit 2.26.

0Ghy) ., 3Ciy)

d(u-r d(u-r
ILICHS W LN

r do r
or do or do
— 7 (aud+aud>+ dp- 3 220
_TO a_r r a(p (p u (p (pO

Po késhtu, pér pikén M, né drejtimin perpendikular kemi shprehen ¥, = v - {95, atéheré
do t€ kemi shprehjen sipas ekuacionit 2.27.

a(ﬁM)_d +a(1_7)M)_ :a(v'ao)_d _I_a(v"ﬁo)_

r do r do
ar do or do
=7 ( dp)+ ¢ (avd+avd> .
=T v @ Po a_r r a(p @

Nga zé€vendésimi i ekuacioneve 2.26 dhe 2.27 tek ekuacioni 2.25 do t& kemi:

SBrook Taylor (1685 —1731)
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ou
o9

o

o ~ (0 ?
-dgo)+u-d<p-<p0+r0-(—v-dgo)+<p0-(a—z-dr+£-d<p)

(a_u ~dr +
ar
(2.28)

Duke grupuar shprehjen sipas vektoréve njési té akseve 7,y dhe @, do té€ marrim:

5 5, (0u du ,
dN=dM+r0-(E-dr+%-d<p—v-d(p)+<p0
av 9v (2.29)
<6r r+ 30 @ +u-ade
Dhe né formén matricore zhvendosjet e pikés N nga pika M jané si n€ vijim:
Ju Ju %
Uyy _ (Uym or r- do T o dr
(UN) B (UM) + ov  0v u (r . d(p) (2.30)
or r-dp r

Matrica T,, e cila €sht€ e pérmasave 2x2 paraget tenzorin € ploté€ t€ zhvendosjeve:

ou
ar
Ty = v
or

Ndérsa tenzori 1 deformimeve do t€ jeté me shprehjen sipas ekuacionit 2.32:

ou
T_Tp+TTp_ ar
e 2 N 1(617 ou v
2\0r r-dep r
YV
- Yro
7 e

)

v
r
y (2.31)
r
1(617 ou v)
2\0r r-d¢p r

ov u

r-dep r (2.32)
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Ekuacioni i vazhdueshméris€ nxirret nga forma e pérpunuar e tij sepse shuma e
sforcimeve normale pérfagéson invariantin e paré té tenzorit t€ sforcimeve. E shprehur
kjo me operatorin e Laplace-it do té kishim sipas ekuacioni 2.33, shprehjen:

V2 (0xx + 0yy) = V2(0pr + 04,) =0 (2.33)

Ndérsa, sforcimet né€ koordinata polare sipas Airy-it do t€ jeté sipas formés vektoriale
té paraqitur né 2.34:

1 0(P+ 1 9%
r dor r? 0¢?

O-rr 2
(0¢<p> _ o°® (2.34)

or?

9] (1 6(1))
or\r d¢

Figura 2.4 Elementi me sforcimet e gjendjes radiale t& pastér

Njé€ gjendje e sforcuar plane né€ koordinata polare, figura 2.4, n€ té cilén pér ¢do
piké t€ planit plotésohen kushtet o, # 0, g,, = 0 dhe o,, = 0, quhet gjendje e
sforcuar plane radiale e pastér. Né qofté se ekziston nj€ gjendje e till€, do t& kishim kéto
ekuacione né koordinata polare pra grup-ekuacionet e teoris€ né koordinata polare do
té jené:

e FEkuacionet e ekuilibrit

d Orr

00y N Orr = Opp _ 00y
Jar

1
+_.
r d¢ T ar r r Jor T
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do, 1 Odo, 20 1 2:0
e 2 T =0+-0+—=0
or r OJg T T T

e Fkuacionet e deformimit

_ Opr n “H1"Opp  Opr du

frr =g, E, E, _ or
£ :O-(P(P_}__Mllo_rr: v +E=O
®?  E E, r-op T

_2-(1+u1)-0m,_6v ou v_o
Yro = E, Or r-de r

e Operatori i Laplace-it V?(o,, + 0,5, ) = V?(0,,-) = 0 nga ku rrjedh gé:

R A P
0%d
G(pq,_ﬁ=0
_ d (1 aqs)_

ore or\r d¢

Analizojmé ekuacionin diferencial t€ ekuilibrit qé ngel né kété rast % + % =0.

Duke e paré kété si njé ekuacion diferencial me variabla t€ ndashém marrim zgjidhjen

% = —%. Duke transformuar do té kemi % = _ar_r. Zgjidhja e kétij ekuacioni
diferencial do té jeté: Ino,.. = —Inr +InA(p) = In @. Pra pérfundimisht do té

kemi kété zgjidhje t&€ pérgjithshme pér kété rast sipas ekuacionit 2.35:

_4() (2.35)

Orr
r

ku A(¢) éshté njé funksion i ¢farédoshém i variablit q¢ mungon ¢. Ekuacioni i
vazhdueshmeérisé qé pérbén zgjidhjen né sforcime merr pamjen sipas ekuacionit 2.36

r3 r3 r3
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d.m.th. kemi kushtin pér pércaktimin e funksionit A(¢), ekuacionin pérkatés diferencial
me zgjidhjen e tij:

A(@)+A"@) =0 - A(p) = C, - cosp + C, - sing (2.37)

dhe shprehja pérfundimtare e sforcimit me:

__C1cosp+Cysing. _ _
Orr = r »Opp = Org = 0 (2.38)

Pra, sa mé sipér, nga analiza teorike gjetém shpérndarjen e funksionit t&€ Airy-it i
cili plotéson kushtin qé ka vetém sforcime sipas drejtimit radial dhe dy komponentét e
tjera mungojné, dhéné kjo sipas ekuacionit 2.38. K&t€ hipoteze t€ shpérndarjes sé
sforcimeve do ta konsiderojmé edhe ne, né problemat e pérhapjes s€ valés nga ngarkesat
e jashtme. Detyra tjetér €shté pér pércaktimin e konstanteve C; dhe C, qé gjenden nga
kushtet e ekuilibrit, té cilat trajtohen n€ problemet e pykés si né paragrafét né vijim.

N¢ vijim, do t€ trajtojmé raste t€ vecanta t& gjendjes sé sforcuar né koordinata
polare, duke ngritur themelet e metodés s€ valés pér pércaktimin e sforcimeve té ¢do
pike t€ elementeve apo konstruksioneve. Rastet e gjendjes sé sforcuar té pykés, figura
2.5 (Timoshenko, 1951) dhe (Sadd 2020), mund ta pranojmé gjendje t€ sforcuar
radiale t€ pastér sepse tek té tre rastet, kushtet statike plotésohen menjéheré dhe

. . Cy-cos
konkretisht kemi: g, = ———2

, 0pp = 0 dhe g, = 0.
Kushtet n€ kontur g€ plotésohen menjéheré jané kéto:

e Pika M; me koordinata polare r = r dhe ¢ = —a dhe o,,, = 0 dhe g, = 0.
e Pika M, me koordinata polare r = r dhe ¢ = a dhe o5, = 0 dhe a,., = 0.

2.5 PYKA ME GJYSMEKENDIN @ ME NJE FORCE NORMALE

Figura 2.5 Pyka e pafund
a) me gjysmékénd a dhe forcé shtypése P, b) me gjysmékénd a dhe forcé tangjenciale (pérkulése)
T, ¢) me gjysmékénd a dhe moment pérkulés
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Ekuilibri i copés s€ vog€l me deformime elastike 1 marr€ rreth majés sé pykés, ku
vepron forca P, figura 2.5 (a), do t€ shkruhet:

a
ZF‘,:—P—J- O T cos@-dp =0 (2.39)
-a

Né kété ményré nxjerrim vlerén e konstantes C; e cila né kété rast éshté:

_ —P - —2-P
IS (cos@)?-dp  q + @ 2-a+sin(2-a) (2.40)

Gy

Z&vendésimi i kéndit a né ekuacionin 2.40, sjell edhe rastet e veganta té shpérndarje sé
sforcimeve dhéné né tabelén 2.1. Pérvec rastit t€ par€, 1 trajtuar nga shumé autoré né
pérhapjen e sforcimeve né gjysméplan, né kété punim jané trajtuar gjerésisht edhe tre
rastet e tjera t€ vecganta si rrjedhim 1 zévendésimit te kéndit a tek ekuacioni 2.40.

Tabela 2.1 Rastet e vecanta t€ studimit t€ pykés nén veprimin e forcés P

Rastet Kéndi dhe Forca Konstantja C4
+2-P
a = 90° (figura 2.12) +
1 T
s . P
5 a=0° dhe forca P né térheqje (figura 2.13) T
a
a ~ 180° — pmv (figura 2.14) L
3 s
= 180° (figura 2.15 P dhe -2
4 a= (figura 2.15) —dhe ——~
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b) c) d)
Figura 2.6 Skema t€ ndryshme llogaritése té forcés sé pérqendruar
a) Skema e llogaritjes pér rastin kur & = 90°, b) Rasti i dyté, kur konsiderohet si shufér né té€rheqje,
c¢) Skema e llogaritjes pér rastin kur &« = 180° — p.m. v, d) Veprimi i forcés n€ brendési

Shohim se kur kéndi éshté 1 barabarte me a = 90°, pavarésisht drejtimit t& forcés
né€ shtypje apo n€ ngjeshje, ky problem kthehet si problemi i Flamant-it, figura 2.6
(a) (Koc¢a, 1993) dhe (Guidugli et al, 2014), problem i cili zgjidhet né koordinata
polare, té trajtuara mésipérm, pra jemi n€ problemin e Flamant-it pér shpérndarjen
e sforcimeve né gjysméplan.
Pér sa 1 pérket formulés sé sforcimeve tek rasti i 2, figura 2.6 (b), jemi né rastin kur
konsiderohet si njé shufér né térheqje, zévendésimi i konstantes tek ekuacioni 2.38
do té sjell:

_Ci-cosp P cosp P 1

O-TT

Ny lav

r T 2-a r 2-ar

Pra si rasti 1 shufrés né té€rheqje pér llogaritjen e sforcimeve.
NE¢ rastin e treté, figura 2.6 (c), jemi n€ problemin tipik t€ pérhapjes s€ té carés apo
mikro-krisjeve qé€ ndodhen né strukturén plane. Ky problem trajtohet gjerésisht né
problemin plan t€ “Teorisé s€ Elasticitetit Statik dhe Dinamik” (Murakami, 2016).
N¢ rastin e katért, kur kéndi pérfshin a = 180°, atéheré do t€ jemi né rastin e
aplikimit t€ forcés né€ brendési t€ objektit, figura 2.15. Ky rast, éshté aplikuar dhe

. o , N P . o .
ka gjetur zbatim n€ metodén e valés dhe vlera e konstantes - (pér zonén né té€rheqje)

dhe _?P (pér zonén né shtypje) €shté konstante g€ “rregullon” gjendjen e sforcuar té
objektit dhe rezultat e tyre jané afruar me realitet (aplikimi i tyre do t€ shikohet né
kapitujt né vijim). Pra sig, shikohet né€ figurén 2.6 (d), né zonén e kuqe kemi térheqje
nga forca P dhe n€ zonén blu shtypje.

Kéto raste do t€ jené bazat pér shpérndarjen e sforcimeve (Koca, et al., 2021) dhe nga
faktori C; &shté pércaktuar madhésia e forcés q€ do t€ shpérndahet sidomos né rastet e
gjysméplanit dhe t€ “masivit”, me dy rastet e vecanta mé tipike, né€ t€ cilat kemi C; =

2P dhe C; = £ respektivisht.
3 3
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2.5.1 Shpérndarja e sforcimeve né raste té€ vecanta né koordinata
karteziane me funksionin e Airy-it pér forcén normale

Forcén normale, q€ &shté njé abstraksion, e pranojmé té€ shpérndaré né njé zoné
pmv uniformisht si¢ tregohet né figurén 2.7. Rreth késaj zone veprimi nése do té shihet
nga afér do t€ kemi skemén e ngarkimit, si né€ figuré, e cila do té jeté ekuivalente pér
llogaritje si tek skema e paraqitur né t€ djathté.

1)
ATTT
0 v 0 v
o\ o\
Ty Ty

Figura 2.7 Skema e ngarkimit pér forcén normale dhe skema ekuivalente

Pér két€ zon€ do t&€ pranojmé kété funksion Airy-it né koordinata karteziane pér
gjysméplanin né studim:

P
d(x,y) = — Y artag <§> (2.41)

Ku @(x, y) funksioni i Airy-it i cili plotéson kushtet e pérmendura mé sipér. Sforcimet
normale dhe tangjenciale do té gjendeshin duke derivuar ekuacionin 2.41 sipas grup
ekuacioneve 2.15 dhe kéto sforcime do té jené si né vijim:

_0’o(xy) 2P x3

Trex dy? T (x2+y2)2

- _asz(x,y)__ﬁ_ y2'x (2.42)
yy — Ox2 - T (xz + y2)2 '

_0’o(xy) 2P y-x?

Txy = 0x - 0y __7.(x2+y2)2

N¢ koordinata polare duke shprehur sipas funksioneve t€ transformimit si x = r - cos 8
dhe y =7-sinf, ekuacioni 2.41 do té transformohej né ekuacionin 2.43, pér
shpérndarjen e forcés né kéto koordinata:
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—P-r-sin@

@(r,0) = (2.43)

Si dhe aplikimi i derivateve tek ky funksion i Airy-it dhéné nga ekuacioni 2.43 né
ekuacionin 2.34, na rrjedh se sforcimet n€ kété sistem koordinativ do t€ jené:

_109(r,0) 10°®(r,0) 2P cosb

= or r2 902 m r
G99 = 0 (2.44)
org =0
Pér sa i pérket zhvendosjeve né sistemet koordinativ respektive do té kemi:
e zhvendosjet né koordinata karteziane
P y?
E’, = ——.|1 2_|_2_1_|_ —_
W y) = -~ [n(x y?) = (1+) x2+y2]
Eu(x,y) = Eu'(x,y) — Eu(0,d) (2.45)
Ev(x,y) = 2 [(1—v)-arta (X) - (1 +v)-£]
Y T I\ x? +y?
e zhvendosjet né koordinata polare
P
Eu = - [1—=v):0-cosO+sin8(nvi—1—v)]+c-sinb
(2.46)

P
Ev=—;-[(1—v)-9-sin9—lnr2-cosH]+Ec-cos@

2.6 PYKA ME GIYSMEKENDIN a ME NJE FORCE TANGJENCIALE

Edhe né kété rast, figura 2.5 (b), q€ té plotésohen kushtet statike né kontur
menjéheré, pranojmé se mund t€ kemi njé gjendje t&€ sforcuar radiale t€ pastér.

Gjithashtu zgjidhja pér sforcimet kété rast do té jet€ me g, = Gasing

, dhe dy sforcimet

e tjera g, = 0 dhe g,, = 0. Ekuilibri i copés s€ vogél me deformime elastike i marré
rreth majés, ku vepron forca, do té€ shkruhet:
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a
ZFH=T+f O T Sinp-dp =0
-a
(2.47)

*C,-sin
T+.[ 1—(p-r-singo-d(p=0
Y« T

s e L i -2T
N¢ kété ményré nxjerrim vlerén e konstantes €; = —————
2:a—sin(2-a)

2.6.1 Shpérndarja e sforcimeve né raste t€ vecanta né€ koordinata
karteziane me funksionin e Airy-it pér forcén tangjenciale

Rasti 1 vecant€ 1 pykés me gjysmékénd a me njé€ force tangjenciale &shté rasti i
gjysméplanit ku kemi gjysmékéndin prej 90°, figura 2.8. N& kété rast do t& fitojmé
ligjésit€ pérkatése té€ shpérndarjes sé€ sforcimeve. Nga teoria e elasticitetit dhe
plasticitetit (Koga, 1998) po risjellim két€ funksion Airy-it pér rastin toné sipas
ekuacionit 2.48.

T T
Y Y

Figura 2.8 Skema pér pércaktimin e sforcimeve dhe zhvendosjeve nga forca tangjenciale

Pér kété skemé do t€ pranojmé:

d(x,y) = ;-x -artag (%) (2.48)

Dhe pas derivimit t€ kétij funksioni sipas ekuacioneve 2.15 dhe 2.34 do t€ kemi kéto
ekuacione pér koordinatat karteziane dhe polare pérkatésisht:

e Koordinata karteziane

0% 2T  y-x?
T =52 T T 2t y2)?
(2.49)
20 2T 3
T T 7w @ tyd?
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_0*¢ 2T y*-x
“xy_ax-ay_ T (x2 +y?2)2

e Koordinata polare

Duke kaluar nga koordinatat karteziane né koordinata polare pér pikén M né studim do
té kemi pér sa i1 pérket skemés sé€ ngarkesés tangjenciale kété funksion Airy-it:

®(r,0) = ; r - cos () - (% — ) 2.50)

Dhe sforcimet sipas drejtimeve polare do té jené:

2T sin(0)
Oy = —? " ; Ogg = O; Org = 0 (251)

Zhvendosjet né rastin e ngarkesés tangjenciale T do t€ shprehen pérkatésisht sipas
ekuacionit 2.52

B(sy) = -2 [(1 —v)- tan‘lz_wl

x?% + y?
Eu'(d,d)
Eu(x,y) = Eu'(x,y) —— g
. T (1+v)-x?
Ev(xy) =-—- lln(x2 +y?) - Wl (2.52)
Eu'(d,d)
Ev"(x,y) = Ev'(x,y) +T-x
Eu'(d,d)
Ev(x,y) = Ev'(x,y) — —
Né koordinata polare do té kemi:
T
U, = T [(1—v):-0-cosO —2-sinf-In(r)] + u,
. (2.53)
Vp = = [-(1—=v):-0-sin@—(1+v)-cosO+2-cosb-In(r)] —

(ug-cos@ —wy-1)
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2.7 ANALIZA E PYKES ME GJYSMEKENDIN a@ ME NJE MOMENT PERKULES

Rasti 1 fundit, si rast i vecanté teorik do té€ jeté rasti me njé ¢ift forcash né kulmin
e pykés, figura 2.5 (c). Edhe né kété rast si tek té tjerat do t€ béjmé 1€shimet pér té gjetur
funksionin biharmonik (Kog¢a et al. 2018). Gjendjen e sforcuar do ta pranojmé si fillim
polare anti-metrike dhe t€ marrim funksionin biharmonik t€ rekomanduar té sforcimeve
pér kété rast por me dy konstante. Ekuacioni 2.45 do t€ transformohej, duke marré
vetém dy konstante, sipas ekuacionit 2.54

O(r)=C3-sin(2-9)+Cy- (2.54)

. w1 g ] e . . oA s 0P 2
Sforcimet né kété rast pér kété funksion té Airy-it do té jené o, = % e riz ok
ZACaSnEO) e 0pp = 0. Pér sa i pérket sforcimeve t€ tjera ato do t€ jené€ a,., =

rZ
0 (1 09\ _ 2:Cz-cos(2:@)+Cy . — . . .
_5(; a(p) =——— =0 nga ku mjedh se C, =-2"C; cos(2-a) dhe

sforcimet pérkaté€se plotésohen automatikisht dhe na sjellin t€ njéjté€n relacion pér
konstantet C3, C4, késhtu g€ fitojmé shprehjen:

0 (1 6613) _2:C5-[cos(2- @) —cos(2- )] (2.55)
70 = T or\r 0@/ r2

Ekuilibri i copés ku fillojn€ deformimet elastike 1 marré rreth majés s€ pykés do té
shprehet me tre ekuacionet e njohura té ekuilibrit sipas ekuacionit 2.56.

a
Zszf (arr-sin<p+ar(p-cos<p)-r-d<p=O
-
a
ZFH=f (arr-coscp—ar(p-sinw)-r-d(p=O
-
a
ZMKP=M+f (0rp°7) T-dp=0 (2.56)
-a

M=— ) Orp 1) T d¢
_—fa<2'61'[605(2'<ﬂ)—C"S(z'a)]'r>'r'd<p

r2

Qé kéndej nxjerrim konstantet e funksionit t€ Airy-it té tillé qé:
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M
© T G @ - 2 a-cos o]
2.57
M-cos(2-a) ( |
Cy

- —sin(2-a)+2-a-cos(2-a)

Edhe kétu zévendésimi i kétij gjysmékéndi, sjell rastet e veganta. N€ rastin e ¢iftit t&
forcave né gjysméplan kemi gjysmékéndin prej 90°, si rast i vecanté i pykés do té
fitojmé ligjésité pérkatése t€ shpérndarjes s¢ sforcimeve, kurse zhvendosjet do t&€ jené:

2M [y?2 +x2(2+v)

Eu(x,y) = Eu'(x,y) — Eu'(0,d)

Ev(x.y) = 2M [x(y? — x?) (2.58)
vy = G 12
Eu'(d,d)
Ev(x,y) = Ev'(x,y) — —g *

Ku me d éshté shénuar koordinata e lidhjes né t€ gjitha rastet e gjysméplanit.
2.8 RASTII VEPRIMIT TE NJE FORCE TE CFAREDOSHME NE KONTUR

Le t€ shohim rastin kur n€ kontur do té veprojé€ nj€ forcé e ¢farédoshme R. Nga ana
skematike do t€ kemi skemén e paraqitur né figurén 2.9.

R 'P R

0 |

1

i y .

- Yy
0 >
T ' A '
a) b)

Figura 2.9 Skema e njé force né gjysméplan
a) Skema kur vepron njé force e ¢farédoshme R, b) Shpérndarja e sforcimeve né drejtime té
cfarédoshme nga forca R
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Nése kété forcé do ta zbérthejmé sipas dy drejtimeve, figura 2.10, at€heré ky problem
do té kthehet né shumatoren té dy problemeve me forca normale P dhe tangjenciale T.
Gjithashtu pér té dy kéto skema do t€ kemi kéto shpérndarje sforcimesh.

I Y T v T Y

Figura 2.10 Skema llogaritése pér njé forcé té pjerrét

Pér secilin rast, si pér forcén normale dhe pér forcén tangjenciale do té€ kemi kéto
shpérndarje sforcimesh né€ njé piké M; né koordinata polare.

p 2P cos@
Oy (Ml):_T' r

T 2T sin@
Oy (Ml):_T' r

Pér forcat P dhe T, duke gené se jan€ komponente té forcés sé€ ¢cfarédoshme R, ato do

té shpreheshin pérkatésisht me: P = R - cos @ dhe P = N - sin 8. Atéheré shpérndarja
e sforcimit do té ishte:

2P cos@ 2-T sin@

T r T r

2 2-R
Urr(M) =_E'(R'COSZH+R'SL'7’129) =—E

o (M) = O'rrP(M) + O'rrT(M) = —

Pra nga formula duket qarté se shpérndarja e sforcimeve né drejtim t& forcés sé
pjerrét éshté e lidhur me veté forcén dhe largésing e pikés, té cilés 1 kérkojmé sforcimin.
Le t€ shohim se ¢faré ndodhé me shpérndarjen e sforcimeve né nj€ drejtim tjetér nga ai
i forcés R dmth né njé pikeé tjetér M,, figura 2.19.

Ekuacione e sforcimeve do té jené:

2P 0 2T sin(6
.. (My) = 6,,P(M,) + 0,,T(M,) = -=. COS(T+6¥) — sm(r+a) _
(2.59)
2R
= [cos 6 cos(0 + a) —sinOsin(0 + a)] =
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2R 2R
=———-cos[(@+a)—0]=———"-cosa
T T

Edhe né kété rast del se sforcimet né€ njé piké ¢farédo me njé kénd a pérkundre;jt
drejtimit t€ veprimit t& forcés do té jeté me shprehjen sipas ekuacionit 2.59, pra kemi
shtes€ termin e cos a.

2.9 ZGJIDHJA ANALITIKE E DISKUT NEN VEPRIMIN E DY FORCAVE DREJTE TE
KUNDERTA

Né¢ analizén e béré né paragrafét e mésipérm, rasti mé i pérhapur dhe qé &éshté
analizuar me llogaritje matematikore €shté rasti i diskut, ku né t€ veprojné njé sistem
forcash ekuivalente me zero (P, —P), né drejtimin e ¢cfarédoshém, qé bashkon dy pikat
e aplikimit A dhe B t€ forcave né kontur, si¢ tregohet né figurén 2.11. Ideja e “Metodés
se Valés” e ka zanafillén nga studimi 1 kétij disku, ndryshe njihet si “Disku 1 Brazilit”
(Sgambitterra et al., 2018) apo té “problemit t&€ Flamant-it” né rastin e njé disku
rrethor.

Veprimi 1 forcave ndiget nga parimi i pavarésisé s€ tyre, dhe n€ skemén e treguar
né€ figurén 2.11, shihet sé n€ njé€ piké t& ¢farédoshme té€ marré né€ disk, sforcimet radiale
jepen sipas ekuacionit 2.59 pér secilén prej tyre. N€ rastin e studimit, kemi marré njé
piké té ¢cfarédoshme né kontur, pikén M, pasi né konturin e diskut nga ana tjetér njohim
kushtet statike né kontur P; = 0, treguar n€ figurén 2.12.

Figura 2.11 Skema llogaritése e shpérndarjes s€ sforcimeve né€ kontur pér rastin e paré t€ studimit
(njélloj si tek rasti i studimit tek Problemi i Flamant-it apo Disku i Brazilit)

Pér kéto dy forca do t€ kemi shpérndarjen e sforcimeve né pikén M, sipas dy drejtimeve
té rrezeve r; dhe r, me:

2P cos(6,)
O = T

2P cos(6,)
=T T

oy, dhe o, n€ vijim do t’i quajmé pérkatésisht vala e paré dhe vala e dyté, t€
shkaktuara nga ngarkesat e jashtme, duke futur késhtu konceptin e valés né két€ metodé.
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Kéto dy val€ shpérndahen dhe shkojné deri né konturin e diskut rrethor. Nga

gjeometria e skemés, figura 2.12, nxjerrim se 1 —2.r=Ddhe —2-=2-1=
cos 64 cos 6,

D. Késhtu q¢ sforcimet radiale t€ brendshme né€ pikén M t€ konturit, duke z€vendésuar
T

o o s . . o . . T o . .
marrédhénien gjeometrike té nxjerré Co; = Cosz —— =D né ekuacionet ¢ sforcimeve
1 2

radiale pérkatésisht, ato do té transformoheshin n€ formén:

2P cos(6,) B P
nT T rn  wD

2P cos(6,) B P
- r,  m-D

Kurse presioni i jashtém radial ekuilibrues i atij radiali t€ brendshém do té jeté:

Pry, = 0py° cos(ay) = — - cos(ay)

n-D

Pr, = 0y, * cos(a) = ———+ cos(ay)

Késhtu qé né pikén konturore té ¢farédoshme M né drejtimin normal me konturin
d.m.th. sipas OM do t€ veprojé ky presion normal nga jashté:

P P
P, =py, -cosa; +py, -cosa; = b (cos? a; + cos? a,) = -—
= ~DPk

Kétu kemi qé a; + a, = 90°. Kurse presioni nga jashté né pikén konturore té
cfarédoshme M né€ drejtimin tangjencial me konturin d.m.th. normal me OM do té jeté:

Py =p, -sinay —pp, " sina, =
P

= ——D-(cosal-sinal—cosaz-sinaz) =0
-

Kéto presione, t&€ shprehura nga ekuacionet pérkatése, paragesin valén e treté dhe
té katért, e cila para se t& kthehet duhet té plotésojé fillimisht njé nga kushtet kryesore
né kontur, qé€ t€ jené sa ngarkesa e jashtme e dhéné. N¢ rastin e paraqitur, n€ konturin
e diskut rrethor, nuk kemi ngarkesé té jashtme té shpérndaré n€ kontur, dhe rrjedhimisht
kjo do t€ jeté edhe kundérvala.
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Figura 2.12 Skema llogaritése e shpérndarjes s€ sforcimeve né€ kontur pér rastin e paré

Ky &éshté rasti 1 vecanté i shpérndarjes sé presioneve né€ kontur, né t€ cilén na
rezulton njé presion normal me madhési konstante. Pra vala e tret€ dhe e katért
rrjedhimisht, paragesin njé presion hidrostatik me vleré konstante. Késhtu g€ nga kjo
mund t& pércaktojmé mé pas sforcimet né njé€ piké t€ ¢farédoshme té diskut, té cilat jané
me grup ekuacionet

2
oxx; = Z(arrj,i -sin (66;,)%) + px
j=1

2

oyy; = Z(ij,i - cos (06;,)%) + px (2.60)
=1

2
oxy; = Z(arrji -sin (2 - 99”-))
j=1

Pra sforcimet normale dhe tangjenciale, do t€ jené€ si sforcime shumare té forcave té
jashtme dhe té presionit hidrostatik pg, shprehur me ekuacionin 2.60. Termi X do t&
konsiderohet si vala primare, ndérsa termat e tjeré do t€ konsiderohen si kundérvalg.

N¢ pothuajse té gjithé analizén e literaturés q€ bémé nga ana joné, duke gené se
zgjidhja e sforcimeve &shté me termin e sforcimeve nga ngarkesa e jashtme dhe nga
presioni hidrostatik, nuk ka patur ndonjé analizé t€ thelluar pér sa i pérket rasteve té
tjera t&€ shpérndarjeve té ¢farédoshme né kontur. Pér kété arsye, n€ vijim né trajtimin
teorik kemi béré nj€ analiz€ t€ funksioneve biharmonike sinusoidale dhe kosinusoidale
me mundésing e aplikimeve té tyre n€ ¢do rast presioni konturor si kundérvalg.
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2.10 GAMA E EKUACIONEVE BIHARMONIKE PER KUNDERVALET

Né analizat e mésipérme, pércaktuam funksionet e Airy-it, t€ tilla qé jané
biharmonike dhe qé€ plotésojné kushtin e cituar. Pérhapja e valés pér rastin teorik té
trajtuar n€ paragrafin 2.9, u morr me ekuacionet pérhapjes sé¢ sforcimeve, rrjedhimi i
analizave matematikore t€ ekuacioneve té teoris€ s€ elasticitetit n€ koordinata polare
apo karteziane. Megjithaté zgjidhja e mésipérme &shté njé€ rast i veganté, i zgjidhjeve
mé t&€ gjéra, q€ do trajtohen né kapitujt né vijim. Natyrshém, lind pyetja se ¢faré
funksione mund t€ jen€ pér kthimin e kundérvaléve nga konturi pér t€ plotésuar kushtet
e dhéna, ndaj ajo q€ ngelet né detyrén e zgjidhjes s€ kétyre problemeve, si edhe té
Metodés s€ Valés pér pércaktimin dhe optimizimin e gjendjes sé sforcuar plane, éshté
gjetja e funksioneve té kundérvalés, pér té plotésuar kushtet né kontur apo kushte té
tjera pér problemet specifike. Gama e kétyre ekuacioneve sipas autoréve té Teoris€ sé
Avancuar té€ Elasticitetit (Timoshenko, 1951), (Sadd 2020), (Parton et al. 1984),
kérkohet né kéto forma funksionesh biharmonike té tilla si ¢ (x,y) = f(r) - sin (6) ose
¢(x,y) = f(r) - cos (0). Ekuacioni f(r) do té kérkohet nga ekuacioni biharmonik dhe
kemi kéto zgjidhje (Timoshenko, 1950):

1 2.61
f(r)=A-r3+B-;+C-r+D-r-logr (2.61)

Le ti marrim me radhé t€ gjitha kéto funksione mé vete, dhe t€ gjejmé shpérndarjen e
sforcimeve pér kéto kundérvalé.

2.10.1Funksionet sinusoidale dhe kosinusoidale té kundérvalés

N¢ tabelén e méposhtme tregohen kéto funksione dhe shpérndarja e sforcimeve né
koordinata polare, si pér rastin kur i kemi me pérhapje sinusoidale dhe pér rastin kur
kemi kosinusoidale. Pérhapja e sforcimeve gjenden duke derivuar kéto funksione né
ekuacionin 2.15. Gjithashtu, kemi marré vetém rastet kur shpérndarja e valéve do té
varet vetém sipas njérés prej konstantes s¢ shpérndarjes s€ valés. Pra théné ndryshe, ose
sipas funksionit A - 3, ose sipas B/r, ose sipas C - r, ose sipas D * 1 - log 7. Kjo e bén
mé té lehté studimin e kétyre kundérvaléve. Marrja e dy ose mé shumé prej kétyre
funksioneve njéherazi né kundérval€ do ta véshtirésonte shumé zgjidhjen matematikore
té kétij problemi, ndaj né tabelén 2.2 kemi dhéné vetém rastet kur ka njé nga kéto
kundérvalét.

Tabela 2.2 Funksionet biharmonike dhe shpérndarja e sforcimeve pér kundérvalét

Nr. sinusoidale kosinusoidale

1 ¢(x,y) = f(r) - sin (6) ¢(x,y) = f(r) - cos (6)
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1 00 1 0%0

. _I__._
r or r? 0¢?

O-TT 2
&) e
o, r
" d (1 6@)
or\r d¢
f)=A4-r3 fr)=A-r3
Orr 2-A-r-sin(0) Orr 2-A-r-cos(0)
(U(p(p>= 6-A-r-sin(0) <U<p<p>= 6-A-r-cos(0)
Ore —2-A-1r-cos(0) Ore 2-A-r-sin(6)
f@) = B/r f@r)= B/r
2B 2-B
— 3 sin (6) —— 3 cos (6)
O-TT 2 . B O-TT 2 . B
<‘7<p<p) = = sin () (%(p) = = cos (0)
ore 2.8 ore 2B
5 cos ) 5 sin )
far)=C-r fa)=C-r
Orr 0 Orr 0
Org 0 Ore 0
fr)=D-r-log r fr)=D-r-logr
D - sin (0) D - cos (0)
r r
aarr D - sin (9) UUW D - cos ()
PP | = _— op | =| ——
Org r Org r
—D - cos (0) D - sin (6)
r r
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KAPITULLI 3

METODA E VALES ANALITIKE

3 BAZA TEORIKE E METODES KERKUESE

N¢ problemet plan n€ ambientin elastik dhe diskutimi mbi to né aspektin teorik, u
fut si koncept pérhapja e sforcimeve si val€, duke hedhur késhtu pér heré té paré njé
metodé€ tjetér pér pércaktimin e gjendjes s€ sforcuar dhe patjetér duke hapur rrugén pér
optimizimin népérmjet metodave ekzistuese ose duke i kombinuar (hibride). Por
natyrisht, do duhet g€ kéto zbatime té ishin né objekte konkrete dhe té “kapshém” nga
inxhinierét konstruktor e mé gjeré. N€ figurén 3.1, jané sjellé disa raste t€ ndryshme
nga realiteti pér pércaktimin e gjendjes sé€ sforcuar né kéto elemente dhe népérmjet
késaj metode. K&to raste gjithashtu jané sjellé edhe né ményré skematike pér t'u
analizuar mé pas me kété metodé.

Figura 3.1 Skema té ndryshme té gjendjes t€ sforcuar né objekte studimi
a) Kapja e njé€ lingote n€ mandrinon me tre nofulla pér pérpunim mekanik, b) Kapja e nj€ lingote né&
mandrinon me katér nofulla pér tornim pér pérpunim mekanik, ¢) Rasti i magazinimit té lingotave
apo tubacioneve, d) Kapja e disqeve né prizma, ) Ngarkesa né dhémbét e rrotave, f) Skema e
granulave
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N¢ figurat e mésipérme jané sjell€ disa prej kétyre rasteve, ku mund t€ pérmendim
diskun e kapur me mandrinon me nofulla kapése pér pérpunime té€ métejshme
mekanike, figura 3.1(a) dhe (b), apo rastet e prizma mbéshtetés té tyre, sidomos né
proceset e frezimit, figura 3.1 (c), ku sipas ményrés dhe mundésis€ s€ kapjes s€ tyre
kemi pozicione t€ shumta t€ pikave t& kontaktit (raste q€ pér analizén e MV), jané
trajtuar gjerésisht né kété kapitull. Raste té tjera mund t€ pérmendim gjendjen e sforcuar
t€ dhémbit té rrot€s me dhémbé, qofshin kéto me dhémbé té drejté apo té pjerrét, figura
3.1 (e) apo pér raste t€ tjera studimi, mund té pérmendim edhe problemat ku ngarkesa
né cilindrat shkaktohen nga cilindra t€ tjeré né€ kontakt, figura 3.1 (c) ose si¢ jané rastet
e elementeve me pérmasa t€ vogla (granula), figura 3.1 (f), ku secila granulé &éshté né
kontakt me disa granula té tjera dhe pércaktimi i gjendjes s€ sforcuar né t€ béhet pak 1
véshtiré. Duke gené se n€ pérfundim t€ kapitullit 2, futém pér heré t€ paré konceptin e
MYV, valé primare dhe kundérvalé, atéheré kétu do t€ b&jmé njé analizé mé té thelluar,
sidomos té termave t€ valéve dhe kundérvaléve dhe pér t€ dhéné bazén numerike té
metodés dhe algoritmin pérkatés.

3.1 METODA KERKUESE NUMERIKE DHE ENERGJETIKE

Ideja e metodés sé re kérkuese €shté konceptuar nga problemi plan i Flamant-it apo
disku 1 Brazilit dhe shpérndarjes s€ sforcimeve té trajtuar n€ kapitullin 2, por né€ njé
hapésire me t€ médha nga fusha e kérkimit té funksioneve biharmonike dhe numerike,
si baz€ e metodés sé kundérvalés dhe mé gjeré. Fillimisht pér efekt t€ studimit té
métejshém do t€ b&jmé pércaktimin e objektit t&€ studimit, duke mbajtur né t&€ gjitha
rastet t€ njéjtat pérmasa dhe karakteristika t€ materialit dhe mé pas me analizén teorike
dhe praktike t€ kétij objekti. Pér két€, le t&€ marrim konkretisht njé objekt studimi, rasti
1 figurés 3.1(a) dhe (b) i skematizuar tani n€ njé disk, 1 cili pérkon me rastin e studimit
té gjendjes sé sforcuar plane. Késhtu q¢€ analiza e shpérndarjeve té€ sforcimeve, formulat
pérkatése té nxjerra nga Teoria e Elasticitetit, do t€ pérdoren né bazén teorike té
Metodés s€ Valés, pér ta ndértuar até dhe mé pas pér ta aplikuar mé gjeré né objekte t&
ndryshme studimi.

3.1.1 Objekti 1 studimit 1 metodés

Pér objektin e studimit t& treguar né figurén 3.2, do t€ kemi kéto pércaktime
paraprake t€ paraqgitura edhe né€ tabelén 3.1. Disku €shté rrethor homogjen me rreze r =
25 mm dhe me trashési t = 1mm. Pér sa i pérket materialit kemi marré€ celik t&€ markés
S275, pér ta krahasuar mé pas me analizén q€ do té béhet me Metodén e Elementéve té
Fundém, si njé metodé krahasimi dhe vlerésimi me t&€ vértetén. Karakteristikat e
pérmasave dhe t€ materialit té objektit studimor pér bazén teorike t&€ MV jané dhéné né
tabelén 3.1.

Tabela 3.1 Karakteristikat e pérmasave dhe té materialit té objektit né studim

Pérmasat Materiali
Rrezja: r = 25 mm Celik: S275
Trashésia: t = 1 mm Moduli i Elasticitetit: E = 210 - GPa

Koeficenti 1 Puasonit: v = 0.3
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0.00 25.00 50.00 (mm)
a) b) 12.50 37.50
Figura 3.2 Disku rrethor si objekt studimi i metodés
a) Karakteristikat e objektit studimor pér metodén e re optimizuese, b) Pikat né disk dhe ndarja né
rrjeté me metodén e elementéve té€ fundém

3.1.2 Raste skemash ngarkimi t€ objektit studimor

Mbi kété objekt do té€ marrim né konsiderat€, pothuajse né t€ gjitha rastet, veprimin
e sistemit té forcave ekuivalente me zero (Sulejmani et al, 2024). Marrja parasysh e
kétyre forcave ekuivalente me zero, na d€shmon se disku do t€ jeté né ekuilibér, dhe
nuk do t€ kemi nevojé pér veprimet fillestare t€ gjetjes s€ reaksioneve apo pozicionimin
e lidhjeve kur t’i krahasojmé rezultatet me Metodén e Elementéve té Fundém
(Sulejmani et al. 2023), megjithése ky konkluzion do t€ dal€¢ edhe nga analiza me
MEF. Né rastet n€ vijim, do t€ trajtojmé skema t&€ ndryshme té kétyre forcave mbi kété
disk dhe pér krahasimin e kétyre rezultateve me metodén e elementéve té fundém kemi
dhéné né formé tabelore pikat e studimit né diskut, tabela 3.2. Po késhtu kéto pika jané
treguar edhe né figurén 3.2 (b), t€ ndértuar pér analizén me MEF dhe MV njékohésisht,
pér t’1 krahasuar dhe vlerésuar kéto dy metoda me njéra tjetrén.

Tabela 3.2 Pikat e studimit né disk

Nr. Pika Koordinata X (mm) Koordinata Y (mm)
1 A 0 -25
2 B 1 -25
3 C 0 25
4 D 10 22.9
5 E 10 -22.9
6 F 0 0
7 G -10 22.9
8 H -10 -22.9
9 I 25 0

10 J -25 0

Pozicionet e kétyre pikave té treguar né tabelén 3.2, me koordinatat pérkatése té tyre
jané paragqitur n€ figurén 3.2 (b).
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3.2 ZGIJIDHJA ANALITIKE E DISKUT NEN VEPRIMIN E DY FORCAVE DREJTE TE
KUNDERTA, RASTI I PERGJIITHSHEM

Né kapitullin 2, paragrafin 2.9, u dha njé analiz€ e thjeshté e njé rasti t& vecanté t&
diskut nén veprimin e dy forcave drejté t€ kundérta qé veprojné diametralisht. Zgjidhjet
analitike dhe eksperimentale jané dhéné nga njé séré autorésh té cilét i kemi cituar né
kapitullin 2, gjaté rishikimit té literaturés. Nése shohim figurén 3.1, 3.2 dhe 3.4, raste
té ndryshme kombinimi té€ kétyre forcave drejté t& kundérta jané t€ shumta. Né vijim
do t€ analizojmé rastet kur mbi két€ disk vepron njé€ sistem forcash ekuivalente me zero
(P, —P), sipas njé korde, q€ bashkon dy pikat e aplikimit D dhe E té forcave né kontur.
Skema e veprimit t€ kétyre forcave €shté treguar né figurén 3.4. Koordinatat e pikave
D dhe E, jepen né tabelén 3.2, pér rastin 4 dhe 5. Fillimisht do té trajtojmé né ményré
analitike kété problem duke gjetur funksione biharmonike nga familja e funksioneve té
Airy-it, t€ trajtuara gjerésisht né kapitullin 2, t€ cilét do t€ japin zgjidhjet dhe mé pas
kontrolli népérmjet MEF t€ shpérndarjes sé sforcimeve né drejtimet sipas koordinatave
apo edhe né kontur. Duke gené se do t€ fusim konceptin e metodés sé€ valés, pranojmé
se secila ngarkesé do t€ “filloj¢” dhe do té sillet si shpérndarja e valés né njé mjedis té
caktuar homogjen. E késaj natyre do té€ konsiderohet edhe shpérndarja e sforcimeve,
vetém se ndryshimi me shpérndarjen e valéve né€ njé mjedis (p.sh. valét né fluid), me
kéto raste €shté g€ koha do t€ jeté¢ e “ngriré” dhe do t€ ndajé vetém veprimin e
ngarkesave nga njéra-tjetra (principi 1 pavarésisé s€ veprimit t& ngarkesave), pra nuk do
té jeté dinamike. Koncepti 1 kohés kétu do té jeté, hap pas hapi i 1€shimit t&é ngarkesés,
e njéllojté si tek principi 1 zhvendosjeve virtuale trajtuar né Mekanikén Teknike.

Figura 3.3 Skema e forcave ekuivalente me zero qé veprojné sipas kordés DE

Si¢ shihet nga figura 3.3, veprimet e kétyre ngarkesave jané t€ pavarura, por ajo qé
i lidh kéto &éshté g€ né kontur nuk kemi ngarkesé t&€ jashtme, e dhéné me kushtin né
kontur q€ Pyontur = 0. Rrjedhimisht presioni apo sforcimet shumare normale dhe
tangjenciale n€ kontur jané té barabarta me zero. Pér kéto dy forca dhe pér diskun do té
kemi kété€ tabelé té& dhénash, e shprehur kjo né formé matricore sipas ekuacionit 3.1
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1 270-deg+a O 1) 3.1)

Tabelayiqve = (2 90-deg—a 0 -1

Nga kjo tabelé nxjerrim koordinatat e pikave ku veprojné forcat pér i = 2 (numri

1 pikave) dhe nga matrica e kéndeve té pozicionit té€ kétyre dy pikave ¢ =
270 -deg + a
( 90-deg — a
forcave sipas pozicionit t&€ kordés DE.

), ku kéndi « lihet variabél, pér t€ marré t€ gjitha rastet e mundshme té

Koordinatat atéheré€ do t€ jené té tilla: xp; = ry - cos (¢;) dhe yp; = 15 - sin (¢;),
ku xp; dhe yp; koordinatat n€ sistemin global koordinativ OXY sipas akseve OX dhe
OY respektivisht dhe 1z = 25 mm rrezja e diskut n€ studim. K&tu me indeks “7”” kemi
indeksin e forcave 1 dhe 2 respektivisht né€ pikén E dhe D. Komponentét e vektoréve té

forcave g€ veprojné né kéto dy pika nga tabela e t& dhénave do té jené: Px = (8) dhe
Py = (_11) Pra forcat jan€ forca vertikale, té dyja sipas drejtimit té njéra-tjetrés, né

kordén DE, qé rezultojné ekuivalente me zero si sistem. Nga kéto komponente nxjerrim
forcén totale qé vepron né kontur:

32
P, = /Pxi2+Pyi2 (3-2)

Duke gené se forcat jané€ sipas kord€s DE, atéheré kéndi g€ formon drejtimi 1 forcave
me normalen e konturit do té jeté i barabarte me as; i tillé:

xp; - Py; — yp; - le-) (3.3)
TR " Pi

as; = asin (;

Matrica e rrotullimit pér ¢do forcé pérkatésisht do t€ jepet sipas ekuacionit 3.4

Pxi — Pyi
o _| B R (3.4)
' Py;  Px;
P, P

qé pér t& dy forcat e studimit do t€ kemi R, = (_01 (1)) dhe R, = ((1) _01) Né

funksion t€ kéndit a t€ dhéné né tabelén e pikave, gjatésia e kordés DE g€ do t€ na
duhet pér t€ pércaktuar mé pas presionin e jashtém nga kéto forca do té€ jeté me
relacionin DE = 2 - 15 - cos @ = 45.825 mm.

Le t€ shohim shpérndarjen e sforcimeve né pikén M, sipas dy drejtimeve té rrezeve
1, dhe 1, si rrjedhim i ekuacionit 2.59 dhe konkretisht do t€ kishim:
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2P cos (6,)

Or, = —7'71 (3.5)
2P cos(6,)

O = T (3.6)

Ekuacionet 3.5 dhe 3.6, jan€ pérkatésisht vala e paré dhe vala e dyté primare, té
shkaktuara nga ngarkesat e jashtme. Kéto dy valé shpérndahen dhe shkojné deri né

konturin e diskut rrethor. Nga gjeometria e skemés, duke ditur se po realizojmé

zgjidhjen analitike t€ problemit nxjerrim marrédhéniet, a; + 6, = g dhe a;, + 6, = =

27
sepse mbéshteten né¢ harkun prej 180 gradésh. Si edhe a; + 6, + a, + 6, = ™ nga
mbledhja e tyre. Nga teorema e sinusit pér trekéndéshin ADEM shkruajmé:

7 T DE
sinf, sinb; sin(a; + ay)

(3.7)

Dhe pas zévendé&simit, 1 transformojmé kéto relacione né relacione mé té€ pérshtatshme
sipas ekuacionit 3.8:

12} o) DE DE
= = — =— =D (3.8)
cosa, cosa, sin(a;+ay) sin(8,+6;)

Pér arsye se kemi relacionet gjeometrike D - cos(a,) =1, dhe D -cos(a;) = 1.
Z&vendésimi i kétyre relacioneve t€ nxjerra nga ekuacioni 3.4 né ekuacionin 3.2, na
sjell kété presioni té jashtém radial ekuilibrues i1 atij radiali t€ brendshém, sipas
ekuacioneve 3.5 dhe 3.6:

Dy, = 0y, " cos(ay) = —————-cos(ay) (3.9)
/s 7
2P cos(6,)
Dr, = 0y, - cos(ay) = _?r_z cos(a,) (3.10)
2

Késhtu g€ né€ pikén konturore t€ ¢farédoshme M né drejtimin normal me konturin
d.m.th. sipas OM do t€ veprojé ky presion normal nga jashté:

By = py, " cosay +py, - cosa, = VPy; + VPy, (3.11)
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Ku VPy dhe VPy, — vala e primare normale nga forcat 1 dhe 2. I njéjti transformim
matematikor do t€ béhet edhe pér presionin tangjencial nga jashté, i cili do t€ jeté:

Py =py "sina; —py, - Sina, = VPpy +VPryq (3.12)

Ku VP dhe VP, — vala e primare tangjenciale nga forcat 1 dhe 2.

Ekuacionet 3.11 dhe 3.12, paragesin ekuacionet e valéve primare normale dhe
tangjenciale n€ kontur nga ngarkesat e jashtme. Paraqitja grafike e tyre shpreh mé miré
nga ana vizuale konceptin e valés pér té cilén po emértohet edhe metoda. Pér kété arsye,
po e ndajmé perimetrin e diskut né studim né& pika dhe pér secilén prej tyre do té gjejmé
kéto shpérndarje. Numri i ndarjeve pér kété rast studimi éshté pranuar 1 barabarté me
ndarjet = 360, pér t€ nxjerré rezultate sa mé afér realitetit t&€ shpérndarjes sé
sforcimeve né t&€ gjithé diskun. Até€heré “hapi” pér pércaktimin e pothuajse té gjithé
parametrave té tjeré t& nevojshém pér algoritmin e metodés do té jeté sipas:

<250 __, (3.13)
ndarjet

Pér numér ndarjesh nga i = 1,2 ... (ndarjet + 1) do té kemi kéndet e tyre né formé

vektoriale, ¢ (i) = kf - (i — 1) - deg. Koordinatat e pikave t& kétij konturi do t€ jené t&

tilla g€ x; = 1rg-cos (@;) dhe y; =rg-sin (¢;). Secila prej forcave do té€ japé

kontributin e saj n€ pikat konturore duke u shpérndaré forcat e tyre né ngarkesé presioni

radial dhe rrezja e secilés forc€ né pikén konturore do té€ jeté,

(3.14)
i = \/ (e5.)” + ()

ku 77;; €shté rrezja nga forca n€ pikén konturore ndérsa xx;; dhe yy;; koordinatat
relative e kétyre pikave g€ jepen si né€ vijim me barazimin matricor, ekuacioni 3.15.:

() =2 i~ yp) (3.15)

Nga analiza numerike, pér shkak té€ ndarjeve t€ shumta, rastis q€ pér rreze shumé
afér zero, kemi shmangie té presioneve nga realiteti. Pér kété arsye kemi studiuar zonén
rreth késaj pike, e cila né fakt €sht€ zona e Sant-Venant-it. Két€ zoné e kemi
“anashkaluar” duke ndértuar nj€ algoritém pér t’u larguar nga zona kur rrezja éshté e
vogél dhe 1 afrohet zeros, qé nga formula e sforcimeve na del raporti me t€ infinit. Kéto
rreze do t&€ zgjedhim me relacionin sipas ekuacionit 3.16
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100 77y, < 10710 (3.16)

ra;; = ;.
Jto|rr;  pérndryshe

Paraqitja grafike € 1/ra;; jepet si n€ figurén 3.4, t€ cilén e kemi quajtur “zona plastike
e Sant-Venant-it”.

Zonat e Sant Venanit

Y A A

|
A
o
e

pa(i)
Figura 3.4 Paraqitja grafike e zonés sé Sant-Venant-it

Secila forcé do t€ keté kéndin e hapjes s€ késaj valé dhe, me pércaktimet e mésipérme
dhe nga skema e kétij rasti, ky kénd do te jeté:

yy.‘.
atan( ”) n.q.s xxj; >0
xx]-,l- ’

B . (3.17)
00;i = |z + atan <yy]'l> n.q.s xxj; <0
XXj'i
7T e
57 as; pérndryshe

dhe aa;; = as;; — 60; ;. Pércaktimet e mésipérme né grup formulat 3.1-3.4 dhe 3.13 —
3.17, jané pércaktime t€ domosdoshme pér ndértimin e algoritmit t€ metodés dhe mé
pas me shpérndarjen e kétyre ngarkesave, si val€ e paré né kontur. Shpérndarja e tyre,
mund té béhet né dy ményra vizuale, rreth diskut dhe me perimetér t€ shpalosur.

3.2.1 Shpérndarja e valéve primare né kontur nga ngarkesat e jashtme

Ekuacionet 3.9-3.12, pérfaqésojné ligjésiné e shpérndarjes s¢ sforcimeve radiale
dhe né njé piké té€ ¢farédoshme né kontur presionin normal dhe tangjencial. Duke patur
kéto shprehjen né rastin e pérgjithshme pér ¢do forc€, me sforcimin radial sipas, o1;; =
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—2:P
n-raj'i

otj; * cos (aa;;), do t€ kemi presionin normal dhe tangjenciale né kontur me formulén:

Pnormal; = Z?:l(prj,i ' COS (“al,i)) dhe Prangencial; = Z?:l(prj,i - sin (aal,i))a

- cos (686, ;) dhe rrjedhimisht ligjésia e shpérndarjes s€ presionit sipas prj; =

ndérsa presioni i ploté me: ppiore, = \/pNormaliz + Prangenciar;® (figura 3.6).

PNomal; = PTangjencial; = | |Pplote; =
1 1 1

1 -0.011669 1 0 1 0.011669
2 -0.011669 2 0 2 0.011669
3 -0.011669 3 0 3 0.011669
4 -0.011669 4 0 4 0.011669
5 -0.011669 5 0 5 0.011669
6 -0.011669 6 0 6 0.011669
7 -0.011669 7 0 7 0.011669
8 -0.011669 8 0 8 0.011669
9 -0.011669 9 0 9 0.011669
10 10 10

Figura 3.5 Presioni n€ kontur pas veprimit té forcés sé paré dhe t€ dyt€, respektivisht vala e paré dhe
vala e dytg.

Shohim se presioni normal €sht€ madhési konstante me vlerén —0.011669, e cila
del edhe nga analiza matematikore pas transformimit té ekuacionit 3.11 si né vijim.

P, = —%- (%(91) cos?a; + COST(BZ) cos? 0(2) = —%' (Coslgel) cosa; +
1 2
(62) 2P 2P
_C"SD 2) cos az) = ——(cos(6y) cos ay + cos(B) cosaz) = ——- (3.18)
(cos(6,) sin B, + cos(6,) sin,) = —% -sin(0; + 6;) = —%

I njé&jti transformim matematikor do t€ béhet edhe pér presionin tangjencial nga jashté,
i cili do t€ jeté pas transformimit t€ ekuacionit 3.12 dhe konkretisht:

— _ 2P M. e . _cos(ez)_ ] _ 2P

P, = - ( - cos(ay) - sina; — cos a, - sin az) =-=

(222 sinay, — 222 sinq, ) = — 2 (cos(8y) - sina; — cos(8;) - (3.19)
sina,) = —%- (cos(0,) - cos B, — cos(0,) - cos(6,)) =0

Presioni tangjencial né€ kontur nga llogaritjet del qé €shté i barabarté me zero. Kéto
dy presione, normale dhe tangjenciale, té cilat nga kushti fillestar i dhéné€ nuk jané, do
té duheshin té balancoheshin me njé valé t€ kundért (kundérvalé), té cilat do té jepen
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né vijim né paragrafét e méposht€ém. Né grafikét 3.6 jepen pamje t& qarta t& kétij
presioni konturor, ku me ngjyré t€ kuqe tregohet disku me rreze 25 mm, ndérsa me
ngjyré blu tregohen presionet pérkatése, té cilat jané t€ “zmadhuara” me shkallé pér t’u
béré vizualisht t€ dukshme. Edhe n€ kéto pamje dallohet madhésia konstante e tyre né
té gjithé konturin.

Deri kétu jemi si né rastin e kapitullit 2, por pér ta béré me t€ dukshme valén e
pérhapjes s€ kétyre ngarkesave, e kemi preré perimetrin e diskut dhe kemi béré
shpalosjen e valéve né aks. Shpalosja e tyre na tregon qarté natyrén valore té kétyre
presioneve dhe ligjésité e tyre sinusoidale apo kosinusoidale.

Presioni normal né kontur

25 /?-—

. = S

. // \\
N/ A\

-10
o \\ //
- N 7
< e L
=325 ——/
=25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
a) Xj. X0y

Presioni tangjencial né kontur

25 /-———1\

28
‘325 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
b) . Xl

Figura 3.6 Shpérndarja e presionit né kontur
a)Presioni normal n€ kontur, b) Presioni tangjencial n€ kontur
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N¢ figurat 3.7 (a) dhe (b) jepet paraqitja grafike valore e presionit né konturin e
diskut rrethor.

Valét e presionit normal né kontur
0.015
0.012
9x107
6x107
3x1072
pln;
— s e P e
p2n; 0 PR Y 180 »” o \K 50
31073 / \ /
-6x107> X
BTN v N 7
» NG | NG |
-0015
a) pa(i)
Valét e presionit tangencial né kontur
0.015
0.0125
0.0t
les—“\‘ sl
5x107*
ply
P T /-\
p; d =)
0 5 0 185 180 3 20 3fis 30
~2303 \\./I
- 3x 10_3 / \
~7.5x1072 —/‘ ‘\
-0.0t
b) a()

Figura 3.7 Paraqitja valore e presionit né kontur
a) Valét e presionit normal né kontur, b) Valét e presionit tangjencial n€ kontur

Megenése kéto valé kané ligjésité e pércaktuara, mundésia pér gjetjen e zgjidhjeve
nga funksionet biharmonike e dhéné€ né tabelén 2.2 €shté e madhe. Funksioni i
x%+y?

sforcimeve do t€ ishte i formés @(x,y) = p , dhe derivimit i tij do té na jepte
sforcimet sipas akseve x dhe y, ekuacioni 2.15. Megjithaté, fokusi joné éshté€ té gjenim
njé ményré pér t€ pérgjithésuar t€ gjitha rastet e mundshme, pra sikur té gjenim njé
funksion biharmonik g€ do t€ mundésonte qé té€ paraqiste kéto valé pér ¢do rast. Por
para se t&€ ndalemi tek ky rast i pérgjithshém, le t€ analizojmé me radhé kéto valé né

kontur pér rastin e presionit normal dhe tangjencial, figura 3.7.
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e Figurat 3.7 (a) dhe (b), jané€ paraqitje grafike e ekuacionit 3.11 dhe 3.12, ku
né fakt jané€ valét primare normale nga forca 1 dhe 2 dhe valét primare
tangjenciale pérkatésisht.

e Pérsaipérket valéve nga presioni normal, t€ dyja kéto valé jané né njé€ ané
té boshtit t&é konturit, pra presioni shumar normal do t& kété nj€ madhési t&
ndryshme nga zero.

Né kété rast ky presion éshté pérkatésisht me vlerén —0.011669 dhe gjaté gjithé
konturit njé¢ madhé&si konstante. Kjo duket edhe nga figura 3.8 (a), ku éshté treguar
shumatorja e kétyre valéve me grafikun me ngjyré jeshile. I njéjti diskutim do té€ b&he;j
edhe pér valét tangjenciale té treguara né figurén 3.7 (b), ku duket qarté, g€ ato
eliminojné njéra tjetrén dhe né kontur presioni tangjencial shumar nuk shfaget né
figurén 3.8 (b).

Valét e presionit dhe kundér-presionit normal né kontur
0.01
9.6x1072
2x10°%
48x1072
plog+pln; 24x1072
PK1
e 0 5 o B3 S CES 3k0
plng+pln+py X
—_— -24x1077
- 48x107
-72x107
-9.6x107
- 0012
a) pad
Valét e presionit dhe kundér-presionit normal né kontur
0.015
0.012
91072
6x107>
3x1073
1t+p2t;
Jow 0 5 o s 180 5 20 ;s 30
-3x1077
- 6x1073
-9x1073
-0012
-0.015
b) pa(i)

Figura 3.8 Valét shumare
a) Valét primare 1 dhe 2, si edhe kundérvala b) Valét 1+2 tangjenciale té cilat eliminojné njéra-
tjetrén
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Detyrimi, pér plotésimin e kushtit né kontur €sht€ gé ne ti eliminojmé kéto
ngarkesa vale qé€ dalin nga ngarkesat e jashtme me kundérval€. Pér sa i pérket valéve té
presionit normal, at€éheré madhésia e treguar me grafikun me ngjyre blu do t€ jeté njé
madhési e kundért. Ndérsa pér ato tangjenciale nuk kemi njé gjé t€ tillé pasi vet
ngarkesa shumare €shté e barabarté me zero.

N¢ fakt, kéto dy presione duke i1 shprehur né€ termat e valéve, jané kthimi 1 valés,
vala e trete dhe vala e katért, ose thén€ ndryshe kundérvalét. Zgjidhjen analitike me
2 +y2

2

funksionin e sforcimeve té formés @ (x,y) =p - ad do té na jepte sforcimet sipas

akseve té tilla, ekuacioni 2.15:

_0%o(xy) _ _9%o(xy)

=D 0y, = = p dhe gy, = —

2o(xy)
xx dy? Yy 9x2 -

0x0x ’

g€ né kété rast plotésohen kushtet né kontur menjéheré meqé kemi vetém presion
normal, e shprehur kjo né formé matricore do té jeté:

i iy I i R ) I 0 ) B

Késhtu qé kemi edhe zgjidhjen analitike t€ sforcimeve né€ ¢do piké t€ brendshme pér
kundérvalén, sipas ekuacionit 3.9.

2P - DE
Oxx = D2
2P - DE (3.21)
Iyy = "Dz
Oxy =0

Zgjidhja e pérgjithshme e sforcimeve né brendési t& diskut del nga kontributi 1
valéve primare, 1 dhe 2 t€ shprehura né ekuacionet 3.5 dhe 3.6, si edhe nga kundérvala
e pérfagésuar nga ekuacionet 3.18 dhe 3.19. Zgjidhja e sforcimeve normale dhe
tangjenciale né€ njé pike t€ cfarédoshme té diskut do t€ jepet me shprehjet e
pérgjithshme, ekuacioni 3.22. Kjo &shté njé€ zgjidhje analitike e metod€s numerike dhe
energjetike t€ form&suar tashmé

o= Z oyp + Z Oky (3.22)

3.2.1.1 Sforcimet normale dhe tangjenciale né brendési té diskut

Sforcimet né brendési t€ diskut do t€ merren nga veprimi i t€ gjitha valéve
respektive. Pér efekt studimi por edhe krahasimi me metodén e elementéve t€ fundém,
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do t€ marrim rrafshin vertikal dhe até horizontal pér shpérndarjen e sforcimeve normale
sipas dy drejtimeve dhe ato tangjenciale. Fillimisht do t€ b&mé disa pércaktime
paraprake t€ nevojshme pér algoritmin e MV, ku me radhé do t€ japim ndarjet, rrezet
nga forcat pérkatésisht, matricat e rrotullimit dhe grup-ekuacionet e sforcimeve
normale dhe tangjenciale.

e Sforcimet sipas aksit vertikal

Numri 1 pikave pér t€ gjetur shpérndarjen e sforcimeve éshté i = 1...51, dhe
koordinatat e kétyre pikave do t& jené: xb; = 0 dhe yb; = (i — 26) - —= —. Rrezja e

lmax—

shpérndarjes sé€ ngarkesés nga forca me két€ vertikale do t€ jeté: rr; =

\/ (xxj,l-)z + (yyj,i)z, ndérsa xx;; dhe yy;; koordinatat e kétyre pikave g€ jepen nga

barazimi matricor, sipas ekuacionit 3.15.

Kéndi 1 hapjes sé€ késaj vale nga secila forc€ do t€ jepet njélloj si me shprehjen e
ekuacionit 3.17 dhe pas kétyre pércaktimeve kemi shpérndarjen e sforcimeve normale
sipas aksit x dhe y, si edhe ato tangjenciale sipas ekuacionit 3.22 dhe ekuacioneve 2.59.
Paraqitja grafike e kétyre sforcimeve jepen si né figurat 3.9 (a), (b) dhe (c) té cilat do
té krahasohen né té njéjtin rrafsh edhe me MEF.

e Sforcimet sipas aksit X (horizontales)

T€ njéjtin arsyetim do té ndjekim edhe pér sforcimet né rrafshin horizontal dhe
logjika e nxjerrjes sé tyre do té jeté e nj€jté. Rezultate pér kéto sforcime do t€ jené si né
figurat 3.9 (d), (e) dhe (f). T€ vetmet gjéra q€ ndryshojné jané€ koordinatat: xb; =

(i — 26) - —=—dhe yb; = 0.

imax_1

Kéndi i hapjes s€ késaj vale pérséri sipas ekuacionit 3.17 dhe po né kété rast
studimor do t€ kemi kéto shpérndarje t€ sforcimeve normale sipas aksit x dhe y, si edhe
ato tangjenciale sipas grup ekuacionet 2.59 dhe 3.22.

sigma-xx né rrafshin vertikal

vo12 0.01187 0.01173 0.0116
a) Oxx;
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sigma-yy né rrafshin vertikal

,——%
=07 -06 =05 -04 -03 -02 -0.1 0
b) oyYi

tau-xy né rrafshin vertikal

24.786

19.829

14.872

9.914

4957

0

NE

-4.957

-9.914

-14872

—-19.829

-247
" =9.001 — 0.0008 - 0.0006— 0.0004 — 0.0002 0.0002 0.0004 0.0006 0.0008 0.001

c) %y

sigma-xx né rrafshin horizontal

0.015
0.01 ’fa“ssg\'
s N
OXX;
i 5
0 0.005] { \
05‘5‘!
_0'00225 =20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
d) xb;
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sigma-yy né rrafshin horizontal

0.02

Y

002 L\ 2

N

-0.04 \!‘ ’E‘(«

-0.06—

e)

tau-xy né rrafshin horizontal

0.005

5 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 2
f) xb;
Figura 3.9 Shpérndarja e sforcimeve normale dhe tangjenciale n€ brendési t€ diskut
a) Sforcimet normale n€ drejtimin x né rrafshin vertikal (MV), b) Sforcimet normale né drejtimin y
né rrafshin vertikal (MV), c) Sforcimet tangjenciale né rrafshin vertikal (MV), d) Sforcimet normale
né drejtimin x né€ rrafshin horizontal (MV), e) Sforcimet normale né drejtimin y né rrafshin
horizontal (MV), f) Sforcimet tangjenciale n€ rrafshin horizontal (MV)

3.2.1.2 Krahasimi i rezultateve me metodén me elemente té fundém.

Pér t€ kontrolluar rezultate e mésipérme dhe pér t€ vértetuar saktésin€ e metodés
sé€ valés, e cila né rastet e tjera t€ studimit do té jeté¢ pak mé e komplikuar, ne do t’i
kontrollojmé kéto rezultate, me rezultate e marra nga analiza me metodén e elementéve
té¢ fundém. NE kété paragraf ne do té€ tregojmé procedurén pér nxjerrjen e kétyre
sforcimeve né kété rast dhe do t€ krahasojmé rezultatet. Kjo procedure do té jeté e njéjté
pér té gjitha analizat e tjera, ndaj n€ kété€ paragraf po jepet mé e detajuar dhe né rastet e
tjera vet€ém me krahasimin e rezultateve té fituara nga t€ dyja metodat. Analiza €shté
béré me programin ANSYS 2024 R2, versioni akademik studentor. Fillimisht kemi
dhéné pércaktimet e nevojshme té t€ dhénave inxhinierike né Ansys Workbench, t€ cilat
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nuk ndryshojné nga ajo e veté programit. M€ pas me ndértimin gjeometrik t€ diskut,
jepet struktura llogarit€se né Ansys e treguar né figurén 3.20.

v A v B
2 m Geometry v/ B 2 g EngineeringData v ,—
Disku me Rreze R=25mm 83 @ Model v g
4 a Setup v 4
5 Solution v 4
6 O Results v 4
Rasti 1.1

Figura 3.10 Struktura e zgjidhjes s€ problemit t& diskut me Ansys Workbench, moduli “Static
Structural”

Gjeometria e diskut €shté rrethi me rezen R = 25mm dhe trashési t = 1mm, pér
t€ plotésuar kushtet e gjendjes sé€ sforcuar plane. Vlen té pérmendim, se madhésité e E -
modulit t€ elasticiteti dhe v — koeficenti i Puasonit do t€ mbahen t€ njéjta sipas tabelés
3.1. N¢ figurat 3.11 jepen gjeometria dhe pikat q€ do té studiohen pér t€ gjitha rastet, si
edhe rrjetézimi i kétij diskut. Ky rrjetézim do té pérdoret pér té gjitha rastet.

Precision
Angular precision

Units

‘ Show XYZ vectors

Circle diameter 50mm

| Circular perimeter 157.0796mm

000 2500 50.00 (mm)
]

b)
Figura 3.11 Disku né ambientin e MEF
a) Ndértimi i gjeometris€ n€ Ansys Discovery t€ diskut dhe té pikave né disk, b) Rrjeta e diskut
(Mesh)

Duke gené se forcat jané né kontur dhe né€ qendér, at€heré fokusohemi pér njé rrjeté
mé t€ dendur, q€ t€ nxjerrim rezultatet mé t& sakta rreth kétyre zonave. M¢E pas
shpérndarja e rrjetit béhet automatikisht sipas programit. Pér secilin rast ne vendosim
forcat dhe lidhjet n€ pikat e paracaktuar mé sipér. Megenése forcat jané té
vetekulibruara, at€her€ nuk ka réndési vendosja e pikave té reaksionit (e vértetuar edhe
me disa raste t€ trajtuar pér diskun e Brazilit, ku b&hej vetém ndryshimi 1 lidhjeve),
megjithaté pér rastin e paré€ né studim, ne po konsiderojmé forcat qé veprojné né pikat
D dhe E, pérkatésisht sipas t€ dhénave t€ tabelés 3.2 (té treguar né figurén 3.23 me A
dhe D) dhe lidhje né pikén e poshtme me njé sharnjeré dhe njé shufér (treguar né figurén
3.23 me B dhe C).
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0.00 00 50.00 {mm)
]

1250 37.50

Figura 3.12 Pozicionet ¢ forcave dhe lidhjeve né disk pér rastin e studimit t€ kordés

Pas aplikimit t&€ ngarkesave dhe vendosja e kushteve kinematike.

Ansys
2024 R2
STUDENT

0.00 50.00 (mm)
]

b) 12.50 37.50

NAnsys
2024 R2
STUDENT

0.00 2500 50.00 (mm)
]

c) 1250 37.50
Figura 3.13 Shpérndarja e sforcimeve normale dhe tangjenciale
a) Shpérndarja e sforcimeve normale 6., b) Shpérndarja e sforcimeve normale @,,,, ¢) Shpérndarja
e sforcimeve tangeciale T,
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Figura 3.14 Sforcimet normale dhe tangjenciale me MEF
a) Sforcimet normale né drejtimin x né rafshin vertikal, b) Sforcimet normale né drejtimin y né
rafshin vertikal, ¢) Shpérndarja e sforcimeve tangeciale né€ rafshin vertikal, d) Sforcimet normale né

[MPa]

des

1.0387e-5
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drejtimin x né rrafshin horizontal, €) Sforcimet normale né drejtimin y né rrafshin horizontal, f)
Sforcimet tangjenciale né rrafshin horizontal

Rezultatet pér rrafshin vertikal jané marr€ tek korda DE, ndérsa drejtimi tjetér éshté
pér rrafshin horizontal sipas diametrit. Nése do t€ krahasojmé figurén 3.14 (a) me
rezultatin grafik 3.9 (a), shohim se shpérndarja e sforcimeve &€shté e njéjté. Vlera
maksimale né qendér té diskut shkon né vlerén o, = 1.1757 - 10"2MPa pra né dy
kufijt€ minimal dhe maksimal vlera e sforcimit éshté e barabarté me zero. Edhe ligjésia
e shpérndarjes s€ kétyre sforcimeve €shté sipas valés sinusoidale. E njéjta proceduré do
té€ ndiqet pér té gjitha shpérndarjet e sforcimeve edhe né drejtimet e tjera dhe né rrafshin
vertikal pérkatésisht. Shohim se pér sforcimet normale né drejtimin e aksit y pér
rrafshin horizontal vlera maksimale si né€ rastin te zgjidhjes analitike dhe né rastin e
zgjidhjes me MEF éshté o, = —4.3923 - 10~2MPa, dhe né kontur i afrohet vlerés

zero. Ndérsa pér sforcimet tangjenciale né t€ gjithé gjatésiné e rrafshit horizontal né t&
dyja rastet, analitike dhe me metodén e elementeve té fundém éshté e barabarté me zero.
Pér rastin e elementéve t€ fundém shohim se né brendési midis gendrés dhe konturit
kemi prishje t€ uniformitetit t€ shpérndarjes sé sforcimeve tangjenciale. Kjo vjen nga
fakti se ndarja né elemente t€ fundém né két€ zoné ésht€é mé e vogél e krahasuar me
zonat e tjera. Né tabelén 3.3 jepen té€ pérmbledhura kéto rezultate me MV dhe MEF

Tabela 3.3 Krahasimi i rezultateve me t€ dy metodat

Ményra e Sipas drejtimit té kordés ED Sipas rrafshit horizontal

studimit O Gyy Tay O Tyy oy

Analitike 1.1757 —4.3923 0 —4.3997 1.1676-1072 0
-1072 -1072 +1072

MEF 1.1757 —4.3923 0 —4.3997 1.1676-1072 0
-1072 -1072 1072

Nga krahasimi i rezultate sidomos né rrafshin horizontal kjo ngjashméri duket edhe
mé qarté ku né€ figurat 3.15 (a) dhe (b) kemi t&€ vendosura pérbri njéra tjetrés rezultatet
grafike t€ figur€s 3.9 (d) dhe (e) t¢ MV dhe figura 3.14 (d) dhe (e) t&€ MEF. Ligjésia
sinusoidale dhe kosinusoidale duket g€ jané n€ njé ngjashméri t€ madhe.

Sa u trajtua né paragrafin e mésipérm, ishin né rastin pérgjithshém kur mbi disk
kemi dy forca ekuivalente me zero ose drejté t&€ kundérta. Por si¢c u pérmendén edhe né
fillim t€ kétij kapitulli ményrat e ngarkimit t€ diskut mund té€ jen€ té ndryshme, té sjella
né€ figurén 3.1.

AT N
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b)
Figura 3.15 Krahasimi i sforcimeve me MV dhe MEF
a) Krahasimi i sforcimeve ne rrafshin horizontal t€ sforcimeve normale né drejtimin x, b) Krahasimi
i sforcimeve ne rrafshin horizontal t€ sforcimeve normale né drejtimin y

3.3 FORCA TE CFAREDOSHME NE KONTUR DHE ZGJIDHJA E GJENDIJES SE
SFORCUAR

Mund t€ ndodh g€ disku mund té jet€ nén veprimin e dy cifte forcash drejté té
kundérta, si¢ tregohet né figurén 3.16, qé vjen nga shtréngimi i detalit me anén e dy
prizmave. Zgjidhja né kété rast mund t€ béhet duke pérdorur parimit e pavarésisé sé
veprimit t€ faktoréve, né rastin toné t€ forcave, kété skemé mund ta shohim si dy skema
té€ vecanta me forca drejté té kundérta né€ kordat AD dhe EF. Pér ¢do nga rastet pérbérése
kemi nga dy val€ dhe nga nj€ kundérval€, q€ rezulton té jeté presion i jasht€ém normal

2P-AB 2P-DE
D2 dhe PTLZ = - D2
algjebrikisht dhe nxjerrim kundérvalén rezultante si presion normal me vlerén: B, =
—2P-AB" | —2P-DE
Pnl +Pn2 = D2 D2
tek rasti i par€ por duke vepruar dy ¢ifte ngarkesash t€ pavarura nga njéra tjetra, mjafton
q¢€ edhe né kété rast t€ japim tabelén e pikave, me koordinatat dhe madhésité pérkatése

dhe rezultatet qé fitohen do té jené té€ njéjta edhe me MEF.

me vlerén P, = — . Dhe meqg jan€ né njé drejtim mblidhen

. Pra, algoritmi i metodés se valés né€ kété rast do té jeté si

Figura 3.16 Skema llogaritése pér rastin e sistemit me nga dy forca drejté t€ kundérta né kontur

NEé rastet e studiuara né kété kapitull, pamé se forcat konturore, ¢ojné né¢ konturin
e diskut presione normale dhe tangjenciale konstante (kjo e fundit né pjesén dérmuese
té rasteve €shté e barabarté me zero). Pér t€ nxjerré pse ndodh kjo, le t€ analizojmé dhe
gjejmé zgjidhjen analitike pér rastin e pérgjithshém té forcave té vet-ekuilibruara
konturore. Supozojmé se jepet disku qé do llogaritet dhe vendi ku do vendosen forcat
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e vet-ekuilibruara. Po t’1 bashkojmé pikat, ku veprojné forcat dhe ky konstruksion do
té shérbej si shumékéndéshi i spangos, meqé forcat jané t€ vet-ekuilibruara, figura 3.41

Figura 3.17 Shumékéndéshi i spangos pér zgjidhjen e gjendjes s€ sforcuar t€ diskut me forca té
¢farédoshme konturore

N.qg.s. nga njé piké O e ¢cfarédoshme jashté diskut, higen paralele me drejtézat 1-2
etj, q€ pérfaqésojné shuméekéndéshin e spangos, ndértohet poligoni i forcave, q€ duhet
t€ jet€ 1 mbyllur, meqé jané forca t€ vet-ekuilibruara. Forcat zgjidhen nga ana joné, qé
té mbyllet shumékéndéshi, pra pércaktojmé forcat né pikat A, B, C dhe D, figura 3.18.

Figura 3.18 Zgjedhja e forcave né pikat A, B, C dhe D

ME pas i ndajmé forcat sipas degé€ve t€ shumékéndéshit t€ spangos dhe llogarisim forcat
respektive, figura 3.38.

Figura 3.19 Ndarja e forcave sipas degéve
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Pér drejtimin BC do t€ kemi két€ barazim forcash sipas ekuacionit 3.23.

Fgc-cosa+ Fgy-cosf =F, (3.23)

Dhe sipas drejtimit pingul me BC, shprehjen sipas ekuacionit 3.24.

Fgc-sina = Fgy -sinf (3.24)

d.m.th:
F 4 e sina =F 3.5
Bc T COSQ sin B cosf =F, (3.25)

Fgc-cosa-sinff Fgc-sina

sinp sinf -cosf =F, (3.26)

Dhe pas transformimeve kemi pérkatésisht kéto forca konturore sipas drejtimeve te
shprehura me ekuacionet 3.27-3.28:

sin
Fge =F  —F——— B (3.27)
sin(a + )
sina
Fgyp =F) ——— (3.28)
sin(a + )

Nga parimi 1 superpozimit té€ forcave merret disku katér heré, me forcat drejté té
kundérta, si¢ tregohet né skemén né figurén 3.20.

B c B C B C

D D D D

Figura 3.20 Ndarja e forcave sipas degéve té secilés kordé

Dhe zgjidhja €shté e qarté pasi shtojmé ngarkesén e shpérndaré, qé paraqet
kundérvalén rezultante q,, ku:
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dp = qsc t 9cp + qpa + quB (3.29)

2:Fpc'BC
D2

Ku p.sh. ggc = — . Forcat né kontur, n€ drejtim t€ ¢farédoshém mund t€ jené

mé shumé se rasti g¢ demonstruam prej katér forcash.
3.4 SKEMA TE TJERA LLOGARITJEJE DHE KRAHASIMI MEF

Nga analiza e skemave t€ mésipérme, shohim se presionet né kontur, ai normal dhe
tangjencial, jané madhési konstante. Ké&shtu qé pér shpérndarjen e sforcimeve né
brendési té€ diskut duke analizuar edhe njéheré ekuacionin 3.23, qé pérve¢ sforcimeve
nga ngarkesat e jashtme né kété rast forcat e dhéna, kemi edhe sforcimet nga kundérvala
e cila éshté njé madhési konstante (presioni i kundért). Si pér rastin e analizés pér
normale ashtu edhe pér tangjenciale, ky presion duke gené konstant (hidrostatik), do té
kété ndikim t€ njé&jté né ¢do piké t€ diskut. Ndaj analiza e métejshme e shpérndarjes sé€
sforcimeve nga kundérvala nuk éshté béré mé e detajuar, si¢ do t€ jeté né kapitullin 4
dhe 5, ku shpérndarja e kétyre presioneve do té jeté e ¢farédoshme.

. N¢ tabelén e méposhtme, tabela 3.4 po japim disa skema pér zgjidhjen e tyre
analitike dhe po ashtu skemat e ndértuara né ambientin e metodés sé elementeve té
fundém.

Tabela 3.4 Pérmbledhje e skemave pér analizén e diskut

Nr. Llojet e ngarkesave dhe vendndodhja Skema

1. Dy forca diametrale né periferi Trajtuar né kapitullin 2
2. Dy forca né periferi sipas njé korde Trajtuar né€ kapitullin 3
3. Katér forca paralele né€ periferi sipas dy kordave Rasti i veganté sipas 3.3
4. Katér forca géndrore té vet ekuilibruara konturore Rasti i vegantg sipas 3.3
5. Ngarkesé e shpérndaré géndrore né kontur Rasti i vegantg sipas 3.3
6. Tre forca konkurrente té vet ekuilibruara konturore Rasti i veganté sipas 3.3
e Tre forca géndrore t€ vet ekuilibruara konturore Rasti i vegantg sipas 3.3

Me poshté, né figurén 3.21 (a) — (d), po japim skema té tjera llogaritése, me
shpérndarje t€ presionit hidrostatik konstant né kontur (vértetim 1 béré né paragrafin
3.7), t€ cilat gjejné aplikime t&€ ndryshme né fushén e inxhinierike dhe qé€ hedhin hapat
pér t€ optimizuar ngarkesat, pérmasat, materialin apo elemente t€ tjeré sipas kérkesave
té ndryshme

thr=o
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) 2-P-cos(a) d) 2- P-cos(a)
Figura 3.21 Skema t€ ndryshme llogaritése pér forca konturore
a) skema llogaritése pér rastin e sistemit me nga dy forca drejt t€ kundérta n€ kontur, b) katér forca
géndrore té vet-ekuilibruara konturore, c) tre forca qéndrore t€ vet-ekuilibruara konturore, d)
ngarkese e shpé€rndaré ne periferi

Duke gené se zgjidhja analitike dhe programuese e rasteve té treguara né tabelén 3.4
€shté pothuajse e njéjté, rezultatet perkatése té secilés prej tyre do té dilte si analizé e
rastit te vecanté né paragrafin 3.3, analitikisht me Metodén e Valé€s (MV), duke marré
zgjidhjen nga grupi i funksioneve biharmonike.
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KAPITULLI 4

METODA E VALES PER SHPERNDARIJE TE CFAREDOSHME TE
PRESIONIT TE KUNDERVALES

4 SHPERNDARJE JO-KONSTANTE E PRESIONEVE NE
KONTUR

Né kapitullin 3, ne pércaktuam sforcimet analitikisht, me MV dhe me MEF.
Kthimi 1 val€ve ose e ashtuquajtura kundérvalé, q€ né rastet e trajtuara ishte gjithmoné
24+y2 .,

te

treguar né€ kapitullit 3, i cili jep zgjidhje analitike t&€ MV dhe saktésia e tij u vértetua me
kontrollin me MEF. N¢ té gjitha rastet e trajtuara u morén nga forcat konturore, ku nga
analiza matematikore e béré, kundérvala normale €shté konstante, dhe u shénuan thjesht
me termin e presionit konstant, gy.

njé presion normal konstant, u bé me funksionin biharmonike ®(x,y) = p - =

Por ¢faré ndodh né rastet kur ky presion éshté i ¢cfarédoshém?

Pér t’1 dhéné pérgjigje késaj pyetje, né kété kapitull kemi trajtuar rastet e diskut kur
njéra nga forcat vepron n€ brendési t€ diskut rrethor. Si tek zgjidhja analitike e ndértuar
né kapitullin 3 edhe kétu, analiza matematikore e shpérndarjes s€ valéve dhe
kundérvaléve, konstante ose jo, do t€ b&het fillimisht me funksionet e shpérndarjes sé€
valéve primare (funksionet i shpérndarjes s€¢ sforcimeve) dhe kthimi i valés pas
“pérplasjes” me konturin, e quajtur kundérvalé, do té béhet sipas njé apo mé shumé
funksioneve biharmonike t€ listuar mé par€. Megjithat€ pér analizén mé t€ detajuar dhe
pér t€ kompletuar té gjitha rastet e mundshme t€ zgjidhjeve népérmjet kundérvaléve jo
uniforme, né€ kété€ algorit€ém &sht€ dhéné€ dhe kthimi i pérgjithshém i kundérvaléve
népérmjet ngarkesave t€ ¢farédoshme té€ shpérndara né kontur, duke plotésuar késhtu
Metodén e Valés, si njé nga objektivat pér krijimin e metod€s s€ re optimizues.

7777778777777

F

b)
Figura 4.1 Skema llogaritése pér “Metodén e Valés” forca géndrore — konturore
a) citi rroté-shiné b) Paraqitja skematike e ciftit rroté-shing,

MSc. Anis SULEJMANI 66



OPTIMIZIMI I KONSTRUKSIONEVE MEKANIKE ME METODAT E
AVANCUARA ENERGJETIKE DHE NUMERIKE

Analiza, edhe né kété rast do t€ kryhet pér secilén nga forcat duke e shpérndaré
ngarkesén e secilés (parimi i pavarésis€ sé veprimit té efektit forcé€) deri né€ konturin e
objektit, n¢ kéte rast diskut rrethor t€ analizuar n€ kapitullin 3. Pér secilén nga forcat
do té kemi njé sistem koordinativ lokal (x4, y;) dhe (x,, y,) respektivisht, ku drejtimi
1 forcés do té jeté drejtimi sipas koordinatés lokale x. P&r shpérndarjen e sforcimeve
dhe t€ ¢do presioni llogarités, sistemi koordinativ global do t€ merret né qendér té rrethit
si¢ tregohet né skemén e figurés 4.2. Pér secilén nga forcat do té kemi shpérndarje sipas
ligjésive t€ shprehura né ekuacionet 4.1 dhe 4.2.

Pbulur=0

Figura 4.2 Skema llogaritése pér “Metodén e Valés” rasti i forcave drejté té kundérta qéndrore-

konturore
, o e g —Kq1'P 2
Pér forcén né kontur do té kishim ¢, = —=—-cos (0,) ku k., = — sepse
e e . o , e g —kgq'P
gjysmékéndi éshté a = % Pér forcén né gendér do té kishim o,., = :1 - cos(6;) ku
2

kyp = — sepse gjysmékéndi éshté a = m. Nga gjeometria nxjerrim relacionin r; = D -

—2'P

T

cos 6, dher, = g, késhtu qé sforcimet radiale né pikat e konturit do t€ jené g,, =

cos(6,) = % dhe o0,, = n__—fz- cos(6,) = % - cos(6,). Nga sforcimet radiale le té

kalojmé tani n€ presionin né€ kontur, pérkatésisht nga t&€ dyja forcat, qé né€ kété rast do
té jené p,1 = 0,1 * cos (aq) dhe p,, = 0, * cos (a,). Pérsaipérket, kétyre dy kéndeve
a; dhe a,, q€ jané kéndet e normales s€ konturit me drejtimin radial t€ sforcimit g,
dhe g,,, do t&€ kemi pér forcén géndrore, meqenése normalja pérputhet me drejtimin
radial kéndin e barabarté me a, = 0. Ndérsa pér sa i pérket forcés né kontur, ky kénd
do t€ jeté sa kéndi 1 hapjes s€ drejtimit radial d.m.th. a; = 6;. Né kété ményré presionet

radiale né kontur do té jené: p,q; = g, - cos(a;) = % -cos(6;) dhe p,, =0,y -

cos(a,) = %- cos(0,).

Pas projektimeve té€ kétyre dy presioneve né drejtimin normal dhe tangjencial té
konturit, pérfundimisht do t&€ kemi kéto presione normal dhe tangjencial me konturin:
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e Presioni normal me konturin

PNormal = Pr1° cos(al) +Dr2 COS(O{Z)

e Presioni tangjencial me konturin
Prangencial = Pr1° sin(a,) + Pr2" sin(ay)

Duke pasur parasysh nga gjeometria se: 6, + 2-6; = dhe duke z&vendésuar
konkretisht, do t&€ nxirrnim presionin normal:

—2P —2P
PNormal = Pr1° €05(@1) + ppz - cos(ay) = oD cos?(6,) + 7o &1

—— D2P 1tcos26y | —2P, e
cos(8,) == — — t+— cos(6,) = —+— cos(6,)

Po késhtu edhe pér presionin tangjencial té skemés s¢ dhéné

m-D
- sin(6,)

Prangenciat = Pr1° Sin(“l) +Dr2 Sin(“z) = ' COS(91) ' SiTl(Ql) 4.2)

n_D-sm(291)=ﬂ_D

Presioni normal né kontur

_.-#,

oy
A
N \ /
- 10
-15 ~— -
-20
-5 \z-__-g'”
-25 =20 -15 -10 -3 0 5 10 15 20 25
a) X, X0y
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Presioni tangjencial né kontur

/——\k

L/ AN
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b) X;. Xt

Figura 4.3 Shpérndarja e presionit né¢ kontur
a) presioni normal, b) presioni tangjencial

Rezultatet grafike t& kétyre funksioneve t€ shpérndarjes s€é presioneve normal dhe
tangjencial né kontur jepen si né figurat 4.3 (a) dhe (b). Nga kéto rezultate duket qarté
se n€ kontur i kemi t&€ dy presionet, normalin dhe tangjencialin, n€ ndryshim nga pjesa
mé e madhe e rasteve té diskutuara né€ kapitullin 3 dhe kéto nuk jané uniformisht t&
shpérndara. Si pér presionin normal dhe tangjencial, ligjésia €shté sipas funksioneve
kosinusoidale dhe sinusoidale.

Zgjidhjet e kundérvaléve t& tyre mund té gjenden:

e me metodén analitike té trajtuar né kapitullin 2 d.m.th. me funksionet e
sforcimeve biharmonike,

e me metodén e elementeve t€ fundém (né két€ shkojmé direkt n€ shpérndarjen e
sforcimeve normale dhe tangjenciale)

e me “Metodén e Valés” (metode e zbuluar né kété studim)

Té tria kéto zgjidhje, pér shpérndarjen e sforcimeve, do t€ krahasohen pér té vértetuar,
saktésiné e zgjidhjes, sidomos t€ Metodés se Valés, dhe mé pas mundésité e aplikimeve
té késaj metode, g€ do té trajtohet né kapitullin pasardhés.

4.1 METODA ANALITIKE PER FUNKSIONIN E KUNDERVALES

Nga analiza e grafikéve né figurat 4.3 dhe 4.4, shohim qarté sé shpérndarja e
presioneve normal dhe tangjencial né kontur, nuk €shté mé njé madhési konstante
(presion hidrostatik) dhe si rrjedhojé kthimi i kundérvalés €shté mé e véshtiré se né
rastet e diskutuara. Pér két€ na duhet t€ thellohemi né teoriné€ e kthimi té valés, duke
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analizuar funksionet biharmonike t€ trajtuar né kapitullin e dyté dhe t€ gjejmé
funksionin biharmonik mé t& pérshtatshém dhe mé t& saktin pér kundérvalén.

Forma e pérhapjes s€ kétyre valéve pér t€ dhéné nj€ ide mé t€ miré€ t€ shpérndarjes
dhe drejtimit té tyre do t&€ jené grafikét né figurat 4.4 (a), dhe (b), si pér presionet e
valéve vec¢ e ve¢ nga secila forc€ ashtu edhe s€ bashku sipas drejtimit normal dhe

tangjencial me konturin, figura 4.4 (c).

Valét e presionit normal né kontur
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Valét e presionit normal dhe tangencial né kontur
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Figura 4.4 Shpérndarja e valéve té hapura né kontur
a) valét e presionit normal, b) valét e presionit tangjencial, c) presionet shumare normale dhe
tangjenciale

Figura 4.4 tregon qarté q€ dy presionet normale nga té dy forcat e ndryshme jané
shpérndarje presionesh g€ nuk e “eliminojné” njéra-tjetrén, apo té€ “normalizojné” duke
e rikthyer até n€ njé madhési konstante sig¢ silleshin tek rastet e forcave konturore. Edhe
nése ne do t€ shohim shumatoren e tyre, té treguar né figurén 4.4 (c), do t& shohim se
nuk &shté njé madhési konstante, por nj¢ madhési e ¢farédoshme e shpérndarjes sé
presionit né kontur. E njéjta analizé dhe koment béhet edhe pér presionin tangjencial
né kontur, ku njéra nga ngarkesat duke gené géndrore dhe shpérndarja e sforcimeve
€shté radiale, nuk ka njé komponente tangjenciale t&€ saj. E vetmja ngarkes€ q¢€ jep
presion tangjencial €shté nga forca konturore. Pra edhe tek grafiku shumar i treguar né
figurén 4.6 (b), paraqitja e val€s tangjenciale €shté njé presion tangjencial jo konstante
(e ndryshme nga zero krahasuar me rastet e kapitullit 3).

Pra né€ analizén e béré né kété rast studimor, duket qarté se pas “goditjes” nga valét
e para, kemi né kontur t€ shpérndaré si presionin normal ashtu edhe tangjencial, me
vlera qé ndryshojné sipas ligjeve kosinusoidale ose sinusoidale. Nése pér presionin
tangjencial, kemi njé luhatje t€ késaj vale rreth boshtit t& x, pér presionin normal kemi
njé spostim té késaj vale poshté boshtit koordinativ x. Analiza matematikore e tregon
kéte, si né vijim.

-Pp  -P (4.3)
Pnormal = T-D + 1D - cos(6,)
—P (4.4)
. = —— ] 9
pTangenCLal D Sln( 2)

Paragqitja e kétyre shpérndarjeve t€ presioneve né kontur do té jeté sipas skemés sé&
treguar né€ figurén 4.5. Kéto do t&€ ndahen né tre kundérvalé kryesore té cilat jané:
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e Kundérvala normale me presion konstant %, figura 4.5 (a).
e Kundérvala normale kosinusoidale ;;D - cos(6,), figura 4.5 (b).

e Kundérvala tangjenciale sinusoidale 1:;0 - sin(6,), figura 4.5 (c).

- sin (6,)

a)

9]
Figura 4.5 Shpérndarja e presioneve shumar normal dhe tangjencial
a) Presion normal konstant, b) Presion normal kosinusoidal, ¢) Presion tangjencial sinusoidal

Vlen té pérmendet se kéto shpérndarje jané né varési t&€ kéndit gqendror t&€ forcés né
brendési t€ konturit 8,, pra zgjidhja do té arrihet pas “goditjes” né kontur me
kundérvalét t€ cilat do té jené sipas zgjidhjes té treguara mésipérm, figura 4.5. N¢& kéte
moment, pasi kénagen kushtet né kontur, do t€ kemi mé pas edhe shpérndarjen e
sforcimeve né t& gjithé diskun, qé€ si né rastet e pércaktuara né kapitullin 3, edhe kétu
do t€ kemi t€ nj€jtén metodike. Paraqitja hap pas hapi e zgjidhjeve me valét goditése
jepet né figurat 4.6(a) dhe (b), pér t€ dy llojet e ngarkesave, normale dhe tangjenciale.

Nga familja e funksioneve biharmonike, duke pérdorur si variabél kéndin gendror
6, dhe ¢ t€ plotésohen kushtet e mésipérme konturore t€ tre kundérvaléve, dy normal
dhe njé tangjenciale zgjedhim:

24y2
2

e di(xy) = % 2 pér kundérvalén normale konstante.

o d,(x,y) = % 1 -logr - cos 6, pér kundérvalén normale dhe tangjenciale

harmonike.

Pér kéto funksione biharmonike do t&€ kemi sforcimet pérkatése:

P P cos (6 . . e . .
* O =—_- dhe gy, = E%’ sforcimet sipas drejtimit radial
P P cos (6 . e .
* Ok = dhe gy, = (2), sforcimi sipas drejtimit normal me
radialin
P sin (6 .. . .
® 0,9x1 = 0dhe 0,9y, = 7#’ sforcimi tangjencial

Tek t€ dyja rastet, pas kundérvalés, shohim g€ kénagen kushtet statike né kontur
dhe pas késaj faze kemi té drejtén té depértojmé né ¢cdo piké té€ brendshme té diskut pér
té gjetur sforcimet normale dhe tangjenciale.
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Valét normale dhe kundra-valét ne kontur né "goditje" hap pas hapi
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Valét tangenciale dhe kundra-valét ne kontur né "goditje" hap pas hapi
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b)
Figura 4.6 Valét n€ kontur n€ "goditje" hap pas hapi
a) Valét normale dhe kundérvalét né kontur, b) Valét tangjenciale dhe kundérvalét né kontur

Shpérndarja e sforcimeve né disk nga valét dhe kundérvalét, nga drejtimi radial né
drejtimet e sistemit kartezian té akseve me matricén pérkatése té rrotullimit do t&€ jené

si né vijim:

e sforcimet normale sipas drejtimit té x

P
Oxx = Opq  SiN?(0;) + 0,5 - sin?(0,) + — 5 T ora sin?(6,) + ogiz (4.5)
- c0s2(0) + Orgiz - Sin(2 - 6,)
e sforcimet normale sipas drejtimit té y
2 2 P 2
Oyy = Oy * C0s°(0;) + 0y, - cos*(0,) + —1 + Oppp - €0S“(60,) + Oz (4.6)

*sin*(6;) — Orokz " Sin(2 - 6,)
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e sforcimet tangjenciale

Oxy = 0.5 0,1 - sin?(6;) + 0.5 0,5 - c0s?(6;) + 0.5 G4z - sin(2-6,)  (4.7)
— 0.5 ggiy - sin(2 - 0,) + g,z - cos(2 - 6,)
sigma-xx né aksin vertikal sigma-xx né aksin horizontal
T
“\
ri f \
Lo pmmm——— ] el se F 3
o -di53 -q10 062 -dois| 09 O T —— 0
= il — j i \
f Fj ’ \\
- e
5 o s o 45 fo 0 5 0 15
oxx; xb;
sigma-yy né aksin vertikal ) sigma-yy né aksin horizontal
P o s o {5 o 0 5 0 5
N 1| = [N /
T -ps “pe —pa -p 0 2 o \ /
_—-r"‘/ - \;Aﬁ“/
oyvi xb;
sigma-xy né aksin vertikal sigma-xy né aksin horizontal

|
/

-0 -

=02

xb;

a) b)

Figura 4.7 Shpérndarja e sforcimeve né forcat qéndrore — konturore
a) né rrafshin vertikal, b) né rrafshin horizontal

Pra si¢ shikohet nga shpérndarja e sforcimeve, kemi disa valé q€ “léshohen té parat” t&
cilat pércaktojné gjendjen e sforcuar pér diskun dhe pastaj kemi kundérvalét, qé

stabilizojné gjendjen. Kjo tregohet e detajuar né tabelén 1.
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Tabela 4.1 Valét dhe kundérvalét né pércaktimin e sforcimeve

Sforcimet Valét primare Kundérvalét

natyra nga P, nga P, konstante Ork2 Ogk2 0r0Kk2
O xx 01”_1 5 07”2_ 5 L Ork2 Ogk2 Orok2
- sin?(6;) - sin*(6;) T-D - sin2(8,) - cos?(6,) -sin(2

’ 92)
Oyy Or1 ) Or2 5 o Ork2 Opk2 Orgk2
- sin“(6,) - sin®(6,) m-D - sin? (02) - cos> (92) ° Sin(z

: 92)
Oyy 0.5 0,4 0.5 g, 0 0.5 0rp2 —0.5-0gj2 Orok2
- sin?(6,) - cos?(60,) -sin(2 - 6,) -sin(2 - 6,)  cos(2

’ 92)

Pas pércaktimeve té€ kétyre funksioneve ndértojmé grafikét e shpérndarjes sé
sforcimeve normale dhe tangjenciale sipas akseve vertikale dhe horizontale, si né
paraqitjen grafike t€ bére né kapitullin 3, treguar né figurén 4.7 (a) dhe (b) pérkatésisht.

4.2 METODA E VALES NE RASTIN E KUNDERVALEVE TE CFAREDOSHME

Metoda MEF é&shté tashme shumé popullore por kérkon kompjuter té€ fuqishém dhe
programe pér t€ gjetur shpérndarjen e sforcimeve. Nga ana tjetér, metoda e valés me
gjetjen e sforcimeve me funksionet biharmonike, ka kufizime dhe véshtirési pér gjetjen
e tyre né skema t& ndryshme reale, ndaj do ta zgjerojmé kété metod€ edhe pér raste té
cfarédoshme dhe me ngarkesa t€ ndryshme.

4.2.1 Metoda analitike e kund€rvalés pér presion uniformisht té
shpérndaré

NE¢ rastin e njé skeme plane té€ ¢farédoshme dhe me njé presion normal uniformisht
té shpérndar€ zgjidhjen me ekuacionet e teoris€ sé elasticitetit dhe me funksionet
biharmonike éshté plotésisht e njohur.

Le t€ analizojmé kété rast me anén e valéve primare né rastin e njé skeme té
cfarédoshme me presion normal uniformisht t€ shpérndaré, figura 4.8. Kjo publikohet
pér heré t€ paré né€ két€ punim me anén e metodés s€ kundérvalés.

Ndajmé ngarkesén e shpérndaré né segmentet pmv me gjerési ds, e cila do t€ jeté
dP = p - ds dhe e drejtuar sipas normal me konturin. Sforcimi né njé piké t€ brendshme
té ¢cfarédoshme t€ skemés sipas metodés sé€ valés primare, ku kemi vetém sforcim radial
do té jeté sipas ekuacionit 4.8:

—2-dP cos@ (4.8)
do, = :

T r
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ds Pds

Figura 4.8 Metoda e kundérvalés pér presionin normal uniformisht t€ shpérndaré

Duke vendosur sistemin e akseve né pikén e brendshme dhe duke pérdorur koordinata
polare, pércaktojmé pozicionin e forcés dP me anén e kéndit t€ r1 . Kur kéndi ¢ rritet
me shtesén dg, pika e zbatimit e forc€s zhvendoset normal me rezen r né madhésiné
rde dhe po kaq do té jeté edhe projeksioni i segmentit pmv ds sipas kétij drejtimi
d.m.th. nxjerrim relacionin, sipas ekuacionit 4.9

r-dep =ds-cosf (4.9)

Pérfundimisht sforcimi nga kjo forc€ pmv i pikés s€ brendshme né drejtimin radial sipas
valés primare do té jeté:

d _—2+dP cos® —2-p-ds cos@ —2-p r-do
e om roooomoT (4.10)

s r
_—2-p-do

T

Ndérsa sforcimet sipas akseve koordinatave kartezian do t€ jené:

do, = do, - cos? ¢

do, = doy, - sin® ¢ (@.11)

doy, = doy - cos@ - sing

Nga presioni né komplet konturin, duke ditur se akset x dhe y nuk ndryshojné
drejtimin si drejtimi radial, duke kaluar n€ integral, marrim sforcimin né kété piké té
brendshme nga komplet ngarkesa:
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21 21 27T_2. -d
Ux:f daxzf dar-coszfpzf #-cosztp
0 0 0

fZ"—Z-p-d(p 1+cos2p
=) - > =

—p 2T
—f (14 cos2¢)de
T Jy

=D

2 2m 2T _92.p-d
0y=.[0 day=j; dar-sin290=j0 #-sinzgo

T

j‘z"—Z-p-dq) 1—cos2¢ _
0

_p (2 (4.12)
- > = 7.[0 (1 —cos2¢p)de

=-p

21 21
Oxy = f doy, = f do, - cos ¢ - sing
0 0

_fz"—Z-p-dqo . __—pjz”.z 4
=) - cos ¢ - sing == — i sin2 ¢ do
=0

4.2.2 Metoda analitike e kundérvalé€s pér presion jo-uniformisht té
shpérndaré

N¢ rastin e njé skeme plane té ¢farédoshme dhe me njé presion normal dhe
tangjencial jo uniformisht t&€ shpérndaré zgjidhjen duhet ta kérkojmé me ekuacionet e
teoris€ sé elasticitetit dhe me funksionet biharmonike, g€ po publikohet pér her€ té paré
né€ kété punim. Duke ndaré€ presionin normal dhe tangjencial mé vete mund t’i zgjidhim
me metodén e pavarésis€. Si¢ u pérmend né paragrafin e méparshém pér presionin

normal gjet€m zgjidhjen do,y = M Analizojmé presionin tangjencial jo
uniformisht t€ shpérndaré.

Figura 4.9 Metoda e kundérvalés pér presionin tangjencial uniformisht té shpérndaré
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Nga gjeometria kemi:

r-do =ds-cos(90° — 0) = ds - sin 6 (4.13)

Dhe ge kéndej nxjerrim ekuacionin pér sforcimet radiale nga presioni tangjencial

—2-dT cos@ —2-t-ds cos§ —2-t-r-dp cosb
B B s T+ sin @ (4.14)

do,; =
rT T

r T
_—2-tlp)-do
T-tan @

Ndérsa sforcimet sipas akseve koordinatave kartezian do té jené:

0, = do, - cos? @

do, = do, - sin® ¢ (4.15)

doy, = do, - cos @ - sing

N¢ kété rast pér zgjidhjen analitike me metodén e valés duhet t€ njihet shpérndarja e
presionit t(¢) dhe kéndit 6 midis forcave té shpérndara dhe drejtimit radial té pikés, t&
cilés 1 kérkojmé sforcimet.

4.2.3 Metoda numerike e kundérvalés pér presion jo-uniformisht té
shpérndaré

Nése marrim s€rish né studim rastin e diskut t€ mésipérm, shpérndarja e presionit
né kontur do té jeté si figura 4.8 dhe 4.9 (t€ hapur n€ gjithé gjaté€sin€ e konturit).
Megenése, detyra éshté pér té gjetur ligj€siné e presionit e cila do té plotésoj kushtin né
kontur, atéheré duke mos kérkuar mé né tabelén e funksioneve funksionet biharmonike,
le ta “gjuajmé&” konturin me kundérvalé me té nj&jtin presion t€ jasht€ém. Pra sikur té
jeté “pasqyré” dhe e gjitha val€ té reflektohet. Ky presion i kundért grafikisht n€ figurat
4.13 dhe 4.14 jepet nga grafiku me ngjyrén blu. Pér nj€ pjesé t€ kontur do t&€ kemi keté
forcé kthimi, e cila do t€ keté nj€ shpérndarje t€ ngarkesés né brendési té diskut.

Késhtu g€ kjo metodé ka nj€ pérparési, pasi:
a. Plotéson kushtin statik né kontur sepse “goditet” me presionin e kundért
b. Pas rikthimit t€ kundérval€s s¢ bashku me valén primare, gjendet direkt

shpérndarja e sforcimeve normale dhe tangjenciale né ¢do piké té diskut.

Kjo proceduré, do t€ zvogéloj kohén e pércaktimit t& ngarkesés, si dhe véshtirésité
matematikore pér t€ gjetur kundérvalét nga funksionet biharmonike.
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Figura 4.10 Kundérvala dhe ngarkesa elementare
a) rasti pér ngarkesén normale, b) rasti pér ngarkesén tangjenciale

o

Le t€ shohim hap pas hapi, két€ metod€ vale duke ndértuar algoritmin pér
pércaktimin e shpérndarjes sé sforcimeve normale dhe tangjenciale né€ kété disk. Nga
presioni né kontur do té€ kemi kéto forcé elementare ku secila prej tyre do té keté pjesén
e veté t€ ndikimi, figura 4.15 Presioni né kontur normal do t€ jeté:
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4.16
Pxkn = —Prormal ( )
Forcat elementare t€ késaj kundérval€ pér nj€ kénd de do té jeté:

ku:dS =r-do

Figura 4.11 Forca elementare e kundért si pjesé€ e kundérvalés

Kjo mikro-kundérvalé, do t€ shpérndahet né disk, duke shkaktuar sforcime
normale dhe tangjenciale té cilat s¢ bashku me valén primare do t€ jeté gjendja reale e
sforcuar e diskut toné, figura 4.11.

Le té shohim né njé€ piké t€ ¢farédoshme N né disk, pérve¢ asaj M ku vepron forca,
figura 4.12, e cila ka koordinatat x dhe yy. Né trekéndéshin OMN, ku kemi t€ njohur
OM =1y, ON =1y =+/x5 +yZ, si dhe kéndin By = ay — @y, duke qgené se
gjeometrikisht kemi 2 brinjé dhe njé kénd té€ dhéné atéheré ky trekéndésh &shté
plotésisht 1 pércaktuar dhe ¢do pérmasé tjetér apo kénd éshté e varur. Ajo g€ ne na
intereson, pér shpérndarjen e sforcimeve normale dhe tangjenciale éshté rrezja p dhe
&k, q€ pér rastin e ¢cfarédoshém do t€ shpreheshin si n€ vijim:

p=1R? + 132 =213 "y cos(By) (4.18)

Ndérsa pér sa i pérket kéndit do t&€ kemi:
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4.19
€ = Pr — Yk (+19)

ku 9, =sin7?! (%N sin (ﬁk))

Késhtu qé pas kétij pércaktimi do té€ gjejmé shpérndarjen e sforcimeve né€ ¢do piké t&é
diskut si¢ tregohet né€ figurén 4.13:

Figura 4.12 Analiza gjeometrike e pikave né disk pér njé force elementare né€ kontur

Figura 4.13 Sforcimi né€ njé piké nga vala primare dhe nga kundérvalét

Ekuacionet pér t€ pércaktuar kéto sforcime, n€ drejtimin vertikal, qé€ kalon sipas
pikés N, do té jené grup ekuacionet 4.20-4.22 :

e Sforcimet né planin vertikal
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n
—KF; - P;
z I J + cos 0; - sinGj2

ya
j=1
ndarje KK dpP
—KKx: . 4.20
+ Z #-cosﬂk-sin £° ( )
= T p;
i=1
ndarje KK dT
+ Z # sin 9y, - sin &2
= " Pi
= —KF; - P,
oyy = —1 7 - cos 6 - sin 6,2
v
j=1
ndarje KK dp 491
—_— x.l . .
+ Z — K cos 9y - cos g2 @.21)
— - p;
i=1
ndarje
z —KKy; - dTy; )
————— - sin Yy r cos &
= " pi

n

=Y —2 . cos6; -sin(2-6;
Z T['T}- cos g sm( ])

e
! ndarje KK dP
—KKx; - ; 4.22
+ Z #-cosﬂk-sin(Z-ek) (4.22)
T pi
ndar]e _KK dT
+ Z B At -siny - sin( 2 - &)
T pi

Ekuacionet pér t€ pércaktuar kéto sforcime, né€ drejtimin horizontal, qé kalon sipas
pikés N, do té jené grup ekuacionet 4.23-4.25 :

e Sforcimet né planin horizontal

n
—KF; - P;
z I J + cos 0; - sinGj2

-
j=1
ndar]e
Kle dPy; ) (4.23)
E - cos Uy - COS &
pr T* Py
dar
KKyl dTKl . 2
E ————— - sin Y - cOS &
T pi

i=1
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n
—KF; - P;
z I J - cos 0; - sin9j2

-
j=1
ndar]e KK dpP 494
—_— x.- . .
+ Z #-cosﬂk-sin £’ ( )
TP
ndar]e _KK dT
+ Z B At - sin ), - sin &,”
YR,
= —KF; - P,
Z L " cos b - sin(2-9j)
j=1 T
ndarje KK dp 495
—_— x.l . .
+ z #-cosﬁk-sin(z-sk) (4.25)
— - P;
i=1
ndarje KKv. - dT
z #-sinﬁk-sin@-sk)
= - p;

Ku KF = 1 pér forcat n€ brendé€si, dhe KF = 2 pér forcat qé veprojné né kontur.

[MPa]

Ndérsa pér sa i pérket faktorit t€ forcés sé kundérvalés duke gené se ajo €shté njé
ngarkese e shpérndaré q€ vjen nga masivi atéheré ky faktor do t€ jeté¢ KKx; = 1. Ndérsa
né rastet kur né€ kontur do té kemi kusht tjetér, si¢ jané né rastin e plani horizontal dhe
vertikal, g€ presioni né drejtimin radial éshté zero, at€heré edhe sforcimi né€ kété rast né

kété drejtim do té jeté zero. Késhtu qé pér té€ korrigjuar kété sforcim kemi marré kété
faktor qé ploté€son kété kusht statik.

H: Rasti 6.1
Limearizer Normal Strevs Varticle ¥ 2
Type: Linearized Natmal Stiess(V Az ] .
Linit: WPy ,--"‘—}"'_"-h-
Cloval Coordingts System oz / T
Time: 15 o ¢ —
Defarmation Scale Factor: 0.0 (Undeformead) - / ‘—\—___\
F &1 4 b |
1.0331 Max £ ; y |
OA1006 — /
ERTH -11 ."J \
“{ha S04 A
{5506 |
5 | [
Loba1 I
15082 w0 = W & w9
16282 \ }
L9818 \ [me] /
27743 Min \ /
\ /
X /
/ v
N /
v ¢
\ ~
em Ex .00
I
1350
22913
1.0331
L
o. s - -
BN
2
27743
10, 20. 30. 40, 50.
[mm]

Figura 4.14 Zgjidhja me MEF dhe krahasimi i metodave
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Le té krahasojmé té treja metodat pér rezultatet e shpérndarjes s€ sforcimeve, ku né
fokus tani €sht€¢ Metoda e Valés e krijuar né kété paragraf, figurat 4. 14 dhe 4.15

Né figurén 4.14 &shté paraqitur rezultati me MEF dhe tregon shpérndarjen e kétij
sforcimi né planin vertikal. Ndérsa n€ figurén 4.15, €shté treguar rezultati grafik pér
MYV me zgjidhjen me funksionet biharmonike dhe MV me zgjidhjen e pérgjithshme.
Duket qarté qé paraqitja grafike e zgjidhjes s€ MV pér ¢do rast ésht€ me saktési t&
madhe si me zgjidhjen analitike t&¢ MV (pikat) dhe me MEF.

Shperndarja e sforcimeve ne planin vertikal me Metoden e Vales

a

3
h
e aas e

s=ld
IJ1Y

yb —p8 -4.56 A - .08 olis d4
*>o

ap
el |

.

oVy2.0yyx

Figura 4.15 Shpérndarja e sforcimeve me Metodén e Valés né€ planin vertikal

Kjo zgjidhje algoritmike €shté pérfundimisht zgjidhja e ¢do problemi, pér gjetjen e
sforcimeve né ¢do pike té tij me Metodén e Valés.

4.3 RASTI I NJE SISTEMI EKUIVALENT ME ZERO PREJ TRE FORCAVE, NIJE
FORCE QENDRORE DY KONTURORE

Analizojmé diskun rrethor me tre forca, ku njéra géndrore dhe dy konturore, me
nj¢ kénd t€ njohur shmangie nga drejtimi vertikal a. Si¢ nxorém konkluzionet e
pérgjithshme pér forcat brenda konturit dhe né kontur mund té shprehemi pér valét
primare nga té tre forcat sipas radhés.
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Pm-c Phlnr=0

b)

Figura 4.16 Skema llogaritése pér “Metodén e Valés” rasti i tre forcave qéndrore-konturore
a) Ngarkesat dhe ndarja e tyre, b) sforcimet radiale nga secila ngarkesé

Shpérndarja e valéve né kété rast do té jeté si vijon:

e Pér forcat né kontur:

—-2-P —-2-P
Op1 = L. co s(6,) = -cos(6;)
At h
Opp = ~cos(0,) = - cos (6,)
"2 "2
e Pér forcén né gendér:
—P; —Pcosa
Op3 = - cos(0;) = — - cos(63)
= 3 n = ‘r‘3

. . - . D ..
Nga gjeometria kemi kéto relacione r;, = D - cos 0,1, = D - cos 6, dher, = > késhtu
qé€ sforcimet radiale respektive n€ pikén e konturit do té jené:

~2-P ~2-P
=g 0s@) =g
~P ~2-P
92 =, cos(B) =
—4P cosa
s = ————c05(65)

Nga sforcimet radiale kalojmé né presionin radial respektive né kontur, nga té treja
forcat, duke ditur nga gjeometria e kéndeve se a; = 0, a, = 0,, a3 = 0 d.m.th.:
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—2-P

Pr1 = Oy - cos(a) 7D cos(61)
— . — _ . 0
Dr2 = Orz - cos(ay) — cos(6,)
—4P cosa
— . — . 0
Pra = 0y - cos(a3) = ——— "= cos(63)

Pas projektimeve té€ kétyre dy presioneve né drejtimin normal dhe tangjencial té
konturit, pérfundimisht do t&€ kemi kéto presione normal dhe tangjencial me konturin:

e Presioni norma dhe tangjencial n€ kontur

PNormal = Pr1” COS(al) + D2 COS(O(Z) + Pr3 COS(CZ3)

Prangencial = Pr1 " sin(a,;) + Pr2- sin(a,) + Pr3 - sin(az)

Duke pasur parasysh nga gjeometriase: (6; —a) +2-6, =m dhe (65 +a) + 2 -
0, = m, pas zévendésimit konkretisht, do t€ nxirrnim presionin normal dha tangjencial
té skemés sé dhéné:

—4P cosa —2P
PNormal = COSZ(Ql) + —_ COSZ(QZ) + cos(03) = D
[1+cozs 1y 1+cozs +2-cosa- COS(93)] [1 n coszelzcosz 2 1+2.
6 6
cosa- cos(03)] [1 cosa- 3)2605(“ 3) +2-cosa- cos(03)] =
—2P _ cosacose3+smasm O3+cos a cos B3—sin a sin 03 +2-cosa-
D 2
605(93)] [1 + cosa - cos(63)]

—2'P . —2'P . —-2'P
Prangencial = D cos(6,) - sin(6,) + D cos(0;) - sin(6,) = D

[sin(261)+sin(262)] _ —2P [sin(63—a)+sin(63+a)] _ —2P

2 D 2 D
[sin 63 cos a—cos 03 sin a+sin 03 cos a+cos O3 sina

2

-2P .
] = *sinfs cosa
D

Rezultatet grafike té kétyre funksioneve té shpérndarjes s€ presioneve normal dhe
tangjencial n€ kontur jepen si né figurat 4.17(a) dhe (b). Nga kéto rezultate duket qarté
se né kontur i kemi té dy presionet, normalin dhe tangjencialin, n€ ndryshim nga pjesa
mé e madhe e rasteve t€ diskutuara né kapitullin 3 dhe kéto nuk jané uniformisht té
shpérndara. Si pér presionin normal dhe tangjencial, ligjésia €shté sipas funksioneve
kosinusoidale dhe sinusoidale.
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Presioni normal né kontur

15
aA
5

Yi

vy 0 \

-25 —/
=25 -20 -15 -10 -5 0 5 10 15 20 25
X X0;
a)
Presioni tangjencial né kontur
25
20
15
10
5
Yi
0
¥
-5
-10
=15
-20
—98 I
-30 -24 -18 -12 -6 0 6 12 18 24 30
X;. Xt;
b)

Figura 4.17 Shpérndarja e presionit né kontur
a) presioni normal, b) presioni tangjencial

Kéta presione normal dhe tangjencial t€ hapur né kontur do t€ ishin né formé si né
figurén 4.18 (a) dhe (b).
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Valét e presionit normal né kontur

0.02
0.016 // \\
0.012 \
8x10"2 /
ply;  4x107 / \
E 0 5 %0 1B5 \1 s 2 f1s
9 P < J)
= ISG 7 TS
e N /7
—0.01)*%;‘/
-0.016 \\ //
-0.02
pa()
a)
Valét e presionit tangencial né kontur
0.015
0.0125
0.0t
7.5%107
vin 5x1072 //-\ /'\
Py
- 0 s %0 B3 180 ). 2o 3 30
-2.5x107 \
TN
~7.5x107
- 0.0t
ea(i)

b)
Figura 4.18 Shpérndarja e presionit né konturin i hapur
a) presioni normal n€ konturin, b) presioni tangjencial né konturin

Kjo skemé mund té studiohet edhe me parimin e pavarésisé s¢ forcave, figura 4.19,
dhe t€ shihet si shumé e dy skemave té rastit t€ parg.
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Figura 4.19 Shpérndarja e presionit tangjencial n€ konturin e hapur

Edhe shumé skema té€ tjera me forca ekuivalente me zero, me forca brenda konturit
dhe né€ kontur mund t€ zgjidhen me parimin e pavarésisé duke u mbéshtetur te rasti i
paré me dy forca drejté té€ kundérta.
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KAPITULLI 5

APLIKIMI INXHINIERIK I METODES SE VALES

5 PERDORIMI I METODES SE VALES NE TRAUN ME
SEKSION TERTHOR DREJTKENDESH

5.1 METODA E VALES NE TRA NE KOORDINATA POLARE

N¢ kapitujt 3 dhe 4, u pérdor metoda e valés pér pércaktimin e shpérndarjes sé
sforcimeve né€ ¢do piké t€ diskut rrethor. N& studimin e hollé€sishém té kétij objekti,
gjetém metodén e kthimit t€ kundérvalés, e cila tashmé mund té aplikohet pér ¢do rast.
N¢ vijim do t€ shohim kété metodé té re, t€ aplikuar né€ traun e Rezistencés Materiale
por né kufijt€ midis hipotezave t€ Rezistencés s€¢ Materialeve dhe zonés sé€ plasticitetit,
duke depértuar edhe brenda zonés s€ Saint-Venant-it. K&to probleme jané probleme qé
mund t€ zgjidhen me MEF, por népérmjet késaj metode ne do t€ japim zgjidhje, té cilat
1 afrohen zgjidhjes reale dhe pér pika g€ interesohemi, pika t€ vecanta té objektit né
studimit.

Le té konsiderojmé, njé tra me kéto pérmasa, [, = 50 dhe h, = 10, g€ &éshté i
ngarkuar nga njé forcé e pérqgendruar né mes dhe 1 mbéshtetur né dy skajet e tij, si¢
tregohet né figurén 5.1.

Pxk1
\ A
Prx1 m Prx: | 2P -
A X /A e 1
- -.\\rh rl;, ¢ Tar _.-o-ec====t -0-4% o

EEKQ'. s T T e K ;- =

A ) Sy fzizziIJ:'n.r--___'l_i. ........... 2 f B

5 - Prii o

C
Pnks

Figura 5.1 Pérmasat e traut dhe skemat e ngarkesave

Forca 2P né tra do té konsiderohet njé forcé qé vepron né gendér t€ simetrisé€, si¢
tregohet né figuré. Si rezultat i saj né€ dy skajet n€ aksin x do t€ kemi dy reaksionet t&
cilat nga mekanika teorike jané forcat P. Si¢ e kemi pérmendur edhe né€ zgjidhjen me
MYV né paragrafin 4.3 edhe kétu, kjo metodé do zhvillohet né dy faza kryesore.

1. Me valén primare nga forcat e jashtme té cilat do t€ shpérndajné ngarkesén
deri né€ kontur.

ii.  Dhe me kthimin e kundé€rvalés sipas ligjésisé€ sé shpérndarjes sé ngarkesés
sé ¢farédoshme t€ shpérndaré né€ kontur.
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5.1.1 Vala primare nga ngarkesat e jashtme

Figura gjeometrike, né kété rast drejtkéndésh, do té ndahet né katér konture me
ligjési gjeometrike té pércaktuara si¢ tregohen né figurén 5.1.

e Konturi A

Pér konturin A, kemi béré ndarjen e tij né€ pika sipas ligjésisé:

1
x1; =Tt+(i—1)-As (5.1)

ku i — numri 1 ndarjeve dhe A; — ndarja né kontur. Skema e shpérndarjes sé valéve t&
sforcimeve radiale né€ két€ kontur do té jeté si n€ figurén 5.2

Figura 5.2 Shpérndarja e valéve té sforcimeve radiale né€ konturin A

Kéndet e pérhapjes sé valéve primare pér ¢do piké t€ konturit do t€ jené

lz—t+ X].i
611; = atan M

2

—lz—t+x1i
012; = atan —
2

xll- xli 0
atan Iy n.q.s. atan 7 <
2 2
xli xli >0
atan he n.q.s.atan R | =
2 2

Né funksion té kétyre kéndeve kemi shpérndarjen e presioneve normale dhe
tangjenciale n€ kontur si né tabelén e méposhtme:

(5.2)

T —

-1+
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Tabela 5.1 Shpérndarja e presioneve né konturin A

Presioni Presioni normal Presioni tangjencial
—k - P1 4 —k-P1 | 3
P PNy = o COS 011 pty1 = o Sin 611 -cos B4,
17"  — ﬂ —
2 2
—k - P2 4 —k-P2 3
P2 PNy, = " €OS 015 ptim = o Sin 01, - cos 04,
= =
2 2
—k - P3 4 —k-P3 3
s pnyz = " €OS 043 ptiz = R Sin 613 cos 045
2 2
Presioni i ploté Pn1 = PNyg + Ppyg + Py Pr1 = Pti1 + pliz + plys

ku: k = 2 pér forcat né kontur dhe k = 1 pér forcat n€ brendési (né€ masiv).

Rezultatet grafike pér kéto presione n€ konturin A, paraqiten né figurén 5.3 (a) dhe (b):

Presioni normal

a3

V.2

Xli.Xli

a)
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Presioni tangencial

O-DL

V.UV
6636/,\\__‘
9612
PTY ’
0 -5 -[20 -|15 -[10 <35 0 b 0 5 20 5

.V
= V.o

xli.xli

b)
Figura 5.3 Shpérndarja e presionit né€ konturin A
a) presioni normal n€ konturin A, b) presioni tangjencial né konturin A

Rezultantja e kétyre presioneve né drejtimin normal dhe tangjencial do t€ jené:

Ndarje +
Ay = z W.AS: —0.00282 (5.3)
i=1
Ndarje +
Ax = z wﬂs: 0 (5.4)
i=1

I njéjti arsyetim do t€ ndiget edhe pér konturet e tjeré.
e Konturi B

Pér konturin B si¢ tregohet n€ figuré, kemi realizuar ndarjen e tij né pika sipas ligj€sisé:
he
xX2; = 5~ (i—-1)-4, (5.5)

ku i — numri i ndarjeve dhe A, — ndarja n€ kontur. Skema e shpérndarjes s€ valéve té
sforcimeve radiale né€ két€ kontur do té€ jeté si n€ figurén e méposhtme 5.4.
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Figura 5.4 Shpérndarja e valéve té sforcimeve radiale n€ konturin B

Kéndet e pérhapjes sé valéve primare pér ¢do piké t€ konturit do té jené:

0,1, = acotan (xl_Zl>
t

022, =0

—x2.
023, = —acotan< T l>
2

Né funksion t€ kétyre kéndeve kemi shpérndarjen e presioneve normale dhe
tangjenciale n€ kontur si né tabelén e méposhtme:

(5.6)

Tabela 5.2 Shpérndarja e presioneve né konturin B

Presioni Presioni normal Presioni tangjencial
—k-P1 0 , —k-P1 .
n = —"(C0S = ——-3Sin
pi pnzq Tl 21 pbiz1 Tl 21
5in 65,° - €0S 0512
p2 pny; =0 pti, =0
—k-P3 ~k-P3
PNa3 = ———— " COS 013 Pty = ————sin 055
p3 mT-*— T-—
2 2
- 5in 0,43  C0S B3
Presioni Total DPn2 = PNoq + Phgy + Phgs D12 = Ptag + Ptay + Ptas

Forcat e kétyre presioneve né drejtimin normal dhe tangjencial do té jené:

Ndarje +
Bx = Z Pn2; ZpN2i+1 A=0 (5.7)
i=1
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Ndarje +
By = z Pr2; T Pr2iy Zp”i“-AS: 0.00282 (5.8)
i=1

Rezultatet grafike pér presionet né konturin B, paraqgiten né figurén 5.5 (a) dhe (b).

Presioni normal

PR Yt
*X1V

A _sa=3
JXIv

4 4 eo=3
33510 d

X /
o>

ya
ORIV

A
T=
p

=0 He°]
__r'.)

$ ] ¥ )
Xoi. X

Presioni tangencial

o=

<
iXIV

\’J" iv
PT2;
0
— 4

\ 4t /
2t~ /
N /

N | L7

-5 -4 -3 -2 -1 0 1

b) 2.5

)

W
A
w

Figura 5.5 Shpérndarja e presionit né konturin B
a) presioni normal n€ konturin B, b) presioni tangjencial n€ konturin B
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Konturi C

Procedura e kérkimit t& shpérndarjes sé sforcimeve, do té jeté njélloj si né konturin A
dhe B, t€ béra né pikat e mésipérme. Pér konturin C figura 5.6, kemi realizuar ndarjen
e tij n€ pika sipas ligjésis€, shprehur né ekuacionin 5.9.

l
x3; = Et —(i—1) A (5.9)

ku edhe kétu kemi me i — numri 1 ndarjeve dhe Ag — ndarja né€ kontur. Skema e
shpérndarjes s€ valéve t€ sforcimeve radiale né kété kontur do té jeté si né figurén 5.6.

| 2P
b * 9, L
\‘\-\_‘7"1_; T34 ’,035 Papeammemm T
P s T e g P
| (,_,7%\0” C |
ﬂrf{

Figura 5.6 Shpérndarja e valéve té sforcimeve radiale n€ konturin C

Kéndet e pérhapjes sé valéve primare pér ¢do piké t€ konturit do té jené:

lz—t+x3i
021, = m— atan e

2

—lz—t+x3l-
022, = —m —atan| ———— (5.10)

—x3;
923i=—atan< it l)
2

Né funksion té kétyre kéndeve kemi shpérndarjen e presioneve normale dhe
tangjenciale n€ kontur si n€ tabelén 5.3. Gjithashtu rezultantja kétyre presioneve sipas
ekuacioneve 5.11 dhe5.12.

Tabela 5.3 Shpérndarja e presioneve né konturin C

Presioni Presioni normal Presioni tangjencial
—k-P1 4 —-k-P1 3
pi PN, = ——p— " COS 031 ptz1 = ——p " sin 031 - cos 634
2 2
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—k- P2 4 —k-P2 3
P2 PNz, = o COS 03, Ptzz = ———sin 635 - cos O3,
— 2
—k-P3 4 —k-P3 . 3
P P33 = o COS 033 ptzz = ———sin 633 - cos 633
— 2
Presioni Total Pn3 = PNz +pnz; + pnss Pr3 = pt31 + ptsz + pts3

Forcat e kétyre presioneve né drejtimin normal dhe tangjencial do té jené

Ndarje +
Cy = Z M-Asz —0.00282 (5.11)
i=1
Ndarje +
Cx = Z M.Aszo (5.12)

i=1

Rezultatet grafike pér kéto presione né konturin D do té jené sipas figurés 5.7 (a)dhe

(b).

Presioni normal

323

V.i<

I\

V.UL)
PN3;
0 —-[25 -[20 =15 -[10 43 0 5 25
A
=5025
=5:676
=127
a) x3;,x3;
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Presioni tangencial

L0
V.UV

PT3;
0 b 0 5 0 5
=036 \ V4
=066
b) x3;. X3
Figura 5.7 Shpérndarja e presionit né konturin C
a) presioni normal n€ konturin C, b) presioni tangjencial n€ konturin C
e Konturi D

Dhe pér t€ pérfunduar shpérndarjen e valéve primare, kemi kété shpérndarje pér
konturin D, ku si né rastet e mésipérme kemi béré ndarjen e tij né pika sipas ligj€sisé:

h
x4; =—?t—(i—1)-Ap (5.13)

ku: i — numri i ndarjeve dhe A, — ndarja n€ kontur. Skema e shpérndarjes s€ valéve té
sforcimeve radiale né két€ kontur do té jeté si n€ figurén 5.8.

Figura 5.8 Shpérndarja e sforcimeve radiale né konturin D

Kéndet e pérhapjes s€ valéve primare né kontur do té jené, sipas ekuacionit 5.14.
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941i =0

042, = —acotan (xl—‘h)
t

— x4
923i=acotan< l l)
L
2

Né funksion té kétyre kéndeve kemi shpérndarjen e presioneve normale dhe
tangjenciale n€ kontur si n€ tabelén e méposhtme:

(5.14)

Tabela 5.4 Shpérndarja e presioneve né konturin D

Presioni Presioni normal Presioni tangjencial
p1 png =0 Pty =0
—k-P1
Nyy = - cos 6 —k-P1
P2 Ptz -l 42 Ptay = ————Sin6,,% * cos 0,,>
. 3 Y lt
- Sinf,,
—k-P3
— . —k-P3
. Pnys - zz_t €0S 043 ptyz = ———sin 0432 - cos 0,32
et
Presioni Total Pna = PNy1 + PNz + Pas Pra = Plyy + Dlaz + Plys

Forcat e kétyre presioneve né drejtimin normal dhe tangjencial do t€ jené:

Ndarje +
Dx = Z M.AS: 0 (5.15)
i=1
Ndarje +
Dy = Z M-Asz 0.00282 (5.16)
i=1

Rezultatet grafike pér kéto presione né konturin D do t€ jené sipas figurés 5.9 (a) dhe

(b).
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Presioni normal

o an—)
ALV

\\ S s

ol 'v
=
N

o=
==A1IV

x4 x4

Presioni tangencial

o>

L
AA1IV

N |

-3 -4 -3 -2 -1 0 1
x4i.x4i

Lo

o
A
w

b)
Figura 5.9 Shpérndarja e presionit né€ konturin D
a) presioni normal n€ konturin D, b) presioni tangjencial né konturin D

e Ekuilibri i forcave nga presioni né kontur

Pér t€ vazhduar mé tej, le t€ b&jmé kontrollin e forcave né€ kontur té cilat duhet té
plotésojné ekuacionet e ekuilibrit. Shumatorja e forcave ne drejtimin e x, do té jené:

Ax +Bx+Cx+Dx =0 (5.17)
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Ndérsa pér shumatoren e forcave né drejtimin e y do té kemi:

Ay + By + Cy + Dy = —0.00282 + 0.00282 — 0.00282 + 0.00282 =0 (5.18)

Ekuacioni i fundit i momentit &shté 1 vértetuar, pasi nga grafikét e presioneve shumare,
shohim q¢ ata kané simetri pérkundrejt akseve té figurés, dhe rrjedhimisht gendrat e
kétyre forcave do té jené tek akset, ¢ka plotéson edhe ekuacionin fundit.

5.1.2 Kundérvalét dhe sforcimet normale né drejtimin e x

Sforcimet do t€ kontrollohen né mesin e traut, figura 5.10, nga ku do t€ krahasohen
edhe me dy metodat e tjera t€ njohura, t€ cilat jan€ a) zgjidhja teorike nga Rezistenca e
Materialeve dhe b) Metoda e Elementeve t€ Fundém.

Pk
A
Pric Prxa | 2P .
A * - A K2
Pria EE"\.:’:U 4\’" * r _.—-"% Prk2
01 ~~~~~~~ 2 4 _:’ ----- 9'2
) el T TE— ~e F e ——— e P
----------------- el e \‘\ _,_—'_‘_-_—_.-'—-""—----' R»_)J
p Ry, ::::‘.—:».-i«z-‘:-:-:{- ________ A P

D i
Cc :

".‘l. - B
Prxi
ml) NK3

Figura 5.10 Skema pér pércaktimet e sforcimeve normale nga valét primare dhe kundérvalét

Fillimisht e ndajmé kété aks me pika sipas ligjésis€ e ndarjes vertikale t& shprehur me
ekuacionin 5.13 dhe pércaktojmé sforcimet nga vala primare.

5.1.3 Sforcimet nga vala primare

Dy forcat n€ kontur do t€ japin ndikimin e tyre n€ sforcimet normale sipas aksit x,
né planin vertikal né mesin e traut. Pér secilén prej kétyre forcave do t€ kemi kéto
pércaktime té rrezeve dhe t€ kéndeve t€ pérhapjes s€ sforcimeve radiale sipas
ekuacioneve 5.19 dhe 5.20 respektivisht dhe rrjedhimisht sforcimeve normale sipas
aksit x. Pér kéndet e secilés forcé do t€ kemi:

T 2 - xs;
lej =5~ atan( L ) (5.19)
/4 2 - xs;
Opy, = —=+ atan( ) (5.20)
J 2 l;

Ndérsa pér sa 1 pérket rrezeve té secilés forcé duke gene se kemi simetri:
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2
Tp1j =Tp2; = \/(XS]')Z + (%) (5.21)

Atéheré sforcimet do t€ jené pérkatésisht, t€ shprehura me ekuacionet 5.22 - 5.23.

—-2-P1

. 2

X1y = pt cos(6P1;) - sin(6P1;) (5.22)
—2-P2 . 2

X2y =y cos(6P2;) - sin(6P2;) (5.23)

Sforcimet totale normale sipas aksit X, vet€ém nga vala primare do t€ jené me:

O'prj = O_xplj + przj (524)

Grafikisht kéto sforcime do té jepeshin nga figura 5.11.

Sforcimet nga valet primare

J

IxVP.
j

Figura 5.11 Sforcimet normale sipas aksit x nga vala primare VP
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5.1.4 Sforcimet nga kundérvala

Nga figura 5.11, shohim se né secilin kontur kemi kundérvalé nga presioni normal
dhe tangjencial, pra gjithsej 8 kundérvalé. Pér secilén prej tyre ne do té€ kemi njé
shpérndarje té sforcimeve né planin e pércaktuar, pra né total 8 sforcime normal nga
kundérvalét. Nga ana tjetér, kéto kundérvalé¢ jané ngarkesa t€ shpérndara té
cfarédoshme dhe kthimi i tyre do t& béhet sipas teoris€ sé€ trajtuar n€ kapitullin 4, por
megenése ajo €shté e ndryshueshme ne do ta ndajmé né€ elemente té vegjél pér ta
konsideruar konstante. Le té trajtojmé secilén prej kundérvaléve né€ kontur. Fillimisht
si edhe tek shpérndarja e sforcimeve nga forcat, shikojmé lidhjen gjeometrike té njé
ngarkese elementare né€ kontur dhe kéndin qé formon pérkundrejt njé pike n€ planin e
sforcimeve.

a) Pér konturin A do té kemi:

X].l' ht
nqs Ch xs; # 0

01, =

h (5.25)
v s nqgs (?t —xsj = 0) A(x1; > 0)

h
0 ngs (é —xs; = 0) A(x1; <0)

Si edhe kushti, q€ 01yparje+z,j = O1nparje+1,j PET t€ shmangur mos funksionimin
e programit t€ MV. Pér sa 1 pérket termit té raportit n€ logarit€m, si pjes€ e formulés sé
kthimit t€ kundérvalés, na duhet ky algorit€ém pér té anashkaluar pjestimin me zero, si
dhe dy pikat e veganta né€ logarit€ém 0 dhe 1. Ky algoritém jepet si n€ vijim me raportin
sipas ekuacionit 5.26.

1—cos(2-01;44)
1—cos(2-61;)

1 nqs 1—cos(2-01;41;)=0

0 pérndryshe

ngs 1—cos(2-601;;) #0

Atéheré sforcimet normale dhe tangjenciale sipas x, nga presioni normal sipas
ekuacionit 5.27-5.28, derivatati 4.11 dhe 4.15.

Ndarje

PN1; + PN1,,,
TXgvin = Z _( 4.1 )

=1
[2- (61441, — 61;))
+ (sin(2 - 61;4,) — sin(2 - 61, )]

(5.27)

i
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Ndarje
OXgyit = — -
i=1 b (5.28)
1 cos(2-01;,,:)—cos(2-01; ;
. [5' in(Rap1;;) + < ( l+1'])4 ( LJ))]

b) Pér konturin B do té kemi:

Kéndi i shpérndarjes sé késaj kundérvale pér konturin B, do té jeté:

2
02;; = —atan (l_ (le- - xsj)) (5.29)
t

dhe sforcimet normale dhe tangjenciale sipas aksit x, nga dy kundérvalét t€ konturit B
do t€ jené pérkatesisht ekuacionet 5.30 dhe 5.31.

Ndarje
Z (PNZi + PN2i+1)
O0Xgvan = - -
= 4 (5.30)

=1
(20 (61444, — 61;)
- (sm(Z - 01i+1,j) - Sin(z ) 911"]'))]

= PT2; + PT2
OXgyat = Z — ( l4 = l+1> . (cos(2 "01;,4;) —cos(2- 011-’]-)) (5.31)
i=1

¢) Pér konturin C do té kemi:

Kéndi i1 shpérndarjes sipas ekuacionit 5.32,

Ly

- if 7+ xs; # 0

-+ xs;

2

63, = . hy
yis if <?ij = 0)/\ (x3;,>0)

h
0 if (?t+ xsj = o) A(x3; < 0)

(5.32)
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Si edhe kushtu 1 83yparje+2,j = 03nparje+1,j» PEr t€ shmangur mosfunksionim t€
programit t&€ MV. Pér sa i pérket termit té raportit n€ logaritém, si pjesé e formulés sé
kthimit t& kundérvalés, na duhet ky algorit€ém pér t€ anashkaluar pjestimin me zero, si
dhe dy pikat e vecanta né logarit¢ém 0 dhe 1. Ky raport do té jeté me té anasjelltin
krahasuar me raportin e konturit A, pasi kemi drejtim té ri t€ kéndit, ekuacioni 5.33.

1—cos(2-63;;)
1—cos(2-63;41))
1 nqs 1—cos(2-63,;)=0
0 pérndryshe

ngs 1—cos(2-603;.,;)#0

Atéheré€ sforcimet normale sipas x, nga presioni normal dhe tangjencial 1 konturit C do
té jeté sipas ekuacionit 5.34-5.35. N& két€ rast duhet t€ kemi kujdes me kéndin e
drejtimit t€ forcés dhe pérhapjes sé tyre e marré parasysh te Rap3 dhe indeksit i me i +
1, krahasuar me konturin A.

Ndarje
Z (PN3l- + PN3i+1>
OXKgy3n = o .
£ 4-m (5.34)
[2- (01441 — 61;)
+ (sin(2- 01;41) — sin(2-601; )]

Ndarje
Z (PT3l- + PT3i+1)
OXgy3t = - -
i=1 b (5.35)
1 cos(2-01;;)—cos(2-01;.4;
' [5' In(Rap1;;) + ( N 4 ( HL]))l

d) Pér konturin D do té kemi:

E njéjta kthim vale edhe pér kété kontur njélloj si tek B. Kéndi sipas ekuacionit
5.36 dhe konkretisht.

2
04;; = atan (l_ (x4l- - xsj)) (5.36)
t

dhe sforcimet normale dhe tangjenciale sipas aksit x, nga dy kundérvalét t€ konturit D
do t€ jené:
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Ndarje
Z (PN4L +PN4L'+1)
O0Xkyan = - )
= 4o (5.37)

=1
(27 (01041, - 61,)
— (sin(2 - 6144,) — sin(2 - 61;))]

et PT4; + PT4
i=1

5.2 KOEFICENTI I NDIKIMIT GJEOMETRIK NE SHPERNDARJEN E SFORCIMEVE

Secila prej kundérvaléve né konturet e mésipérm kané pjesén e tyre pérkatése né
sforcimin normal nga kundérvalét. Pra sforcimi nga kundérvala do t€ jeté me
shumatoren e sforcimeve nga secila kundérval€. Nga ana tjetér nése shohim rezultatin,
ose nése ne do té kishim ndryshime t€ pérmasave, até€heré edhe rezultati do t€ jeté i
ndryshém. Pér kété arsye kthimi nga kundérvalét do té merret parasysh nepérmjet
koeficentit gjeometrik t& korrigjimit. Ky koeficent merr parasysh gjeometring, né kété
rast kemi drejtkéndésh me brinjé [, dhe h;. Nga ana joné€ éshté pércaktuar ky koeficent
dhe &éshté 1 barabarté me shprehjen 5.39:

K,=2-m-~ (5.39)

Sic shikohet, ky koeficent éshté i varur plotésisht nga pérmasat gjeometrike t€ traut né
studim, dhe me ndryshimin e kétyre pérmasave edhe madhésia e koeficentit t€ ndikimit
gjeometrik ndryshon. Paraqitja grafike e tij jepet né€ figurén 5.12.

70
60
50
40
30
20

10

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

Koeficenti i ndikimit gjeometrik

Figura 5.12 Koeficenti i ndikimit gjeometrik
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N¢ paragrafin e méposhtém do t€ shohim g€ rezultatet jané té sakta dhe t€ krahasushme
me zgjidhjet teorike dhe me metodén e elementéve t€ fundém. Pérfundimisht nga
kundérvala do t€ kishim kéto sforcime normale sipas aksit x:

oxgy = K¢ - (0Xgy1n + 0Xgy1r + OXgyon + 0Xgyar + 0Xgysn + 0Xkys:

5.40
+ 0Xgyan + OXkyar) (5-40)

Zgjidhja grafike nga kjo formulé pér rastin né studim do té jeté si né figurén 5.13

Sforcimet nga kundra-vala

.
\ i
I

XSJ

TN

93KV
J

Figura 5.13 Sforcimet normale nga kundérvalét

Grafiku 1 mé&sipérm ka njé trend si zgjidhja teorike e traut kur punon né pérkulje
(megjithése nuk jemi né pérkuljen e rastit kur studiohet nga Shkenca e
Konstruksioneve).

Natyrisht na duhen sforcimet totale normale sipas kétij aksi, pra edhe nga valét
primare edhe nga kundérvalét dhe pér kété rast do t€ kemi zgjidhjen sipas figurés 5.14.

5.3 KRAHASIMI I MV ME METODAT E TJERA

Nése do ta krahasojmé me zgjidhje teorike sipas rezistencés (megjithaté nuk jemi
né rastin q€ plot€sohen hipotezat e rezistenc€s materiale), do t€ kemi qé:

Oxrez = =% = 1750 = 1.5 (5.41)
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Pér sa i pérket kétij rezultatit o,z., = 1.5, éshté i njéjté me rezultatin e MV g€ ka vlerén
oxmy = 1.51 (me metodén e re t€ valés). Si né ¢do rast, rezultatet € marra me kété
metodé, 1 kemi krahasuar edhe me metodén e elementéve t€ fundém, dhe né vijim po
tregojmé vetém shpérndarjen e sforcimeve.

Sforcimet sipas drejtimit x me metoden e vales

( f

%

2
P

rp

Figura 5.14 Zgjidhja e traut me metodén e valés.

N¢ figurén 5.15 (a), kemi treguar ndarjen e objekt studimit me rrjetén e elementeve té
fundém. Pér saktési t€ rezultatit, né zonat ku veprojné forcat, kemi béré ndarje té
objektit né elemente mé té€ vegjél, krahasuar me zonat q€ kané shpérndarje konstante té
sforcimeve. Rezultatet e shpérndarjeve té sforcimeve né té€ gjithé traun jepen né figurat
5.15 (b) deri (d).

Lidhja B

[ Lichia A
Bl Pika Forces

Bl Lidhja B

0.000 10,000 20.000 (mm)
]

a) 5.000 15.000

B: Static Structural

Normal Stress 2

Type: Normal Stress{X Axis)

Unit: MPa

Global Coordinate System

Time: 15

Deformation Scale Factor: 0.0 (Undeformed)

0,000 10,000 20,000 (mim)

b) 5.000 15.000
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B: Static Structural

Normal Stress

Type: Normal Stress(¥ Axis)

Unit: MPa

Global Coordinate System

Time: 15

Deformation Scale Factor: 0.0 (Undeformed)

6.7817 Max

-0.012871
-0.065438
-0.11801
07

-6.7805 Min

0,000 10,000 20,000 (mim)
]

C) 5.000 15.000

B: Static Structural

Shear Stress

Type: Shear Stress(xY Component)

Unit: MPa

Global Coordinate System

Time: 15

Deformation Scale Factor: 0.0 (Undeformed)

11.139 Max

0.085714
0.028571
-0.028571
-0.085714
-0.14286
0.2

-11.14 Min

0,000 10,000 20,000 (mim)
]

d) 5.000 15.000
Figura 5.15 Rezultatet e traut drejtkéndor me MEF
a) Skema né programin e elementéve t€ fundém, b) Shpérndarja e sforcimeve normale sipas x, b)
Shpérndarja e sforcimeve normale sipas y, ¢) Shpérndarja e sforcimeve tangjenciale

Pér t€ krahasuar kéto rezultate kemi nxjerré shpérndarjen e sforcimeve né mesin e traut,
né€ planin ku edhe u krahasuan MV dhe rezultati teorik i marré n€ formulén 5.15.

B: Static Structural

Linearized Normal Stress

Type: Linearized Normal Stress(X Axis)

unit MPa

Global Coordinate System

Time: 15

Deformation Scale Factor: 0.0 (Undeformed)

1.5476 Max
12037
085977 15476 1w
051583 1. JE
—‘L‘»‘*‘—
01719 5 o5 -
3 I
B ore § [om— — S
05 ——-
051598 S
-1
-0.85991 e
1.5478 —
1.2038 125 25 375 625 75 875 10
1.5478 Min {mm]
¥
0000 3500 7.000 (mm) ®
E—— — ]
1750 5.250
X
1.5476 ==
—
F os mh—ﬁ\
= B
-1.5478 =
0. 125 25 3.75 5. 6.25 75 875 10.
[mm]

Figura 5.16 Shpérndarja e sforcimeve normale sipas x né mesin e traut.

Edhe me kété metod€, shohim g€ rezultatet jané t€ krahasueshme me saktési té
larté. Pér t€ vértetuar két€, n€ tabelén 5.5 kemi sjellé rezultatet nga zgjidhja teorike e
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rezistenc€s materiale, qé né kéto raste ka kufizimet e veta pasi nuk plotésohet hipoteza
e seksionit té€rthor plan edhe pas deformimit, nga metoda e elementéve té€ fundém si
edhe nga metoda joné e re, e krijuar si metodé optimizuese dhe njé nga objektivat e
kétij studimit.

Tabela 5.5 Krahasimi i rezultateve me metoda t€ ndryshme, zgjidhja teorike e rezistencés materiale,
Metoda e Elementéve t€ Fundém (MEF), Metoda e Valés (MV)

Eksperimenti 1 2 3 4 5 6 7 8
L; 1 1.5 2 3 4 6 8 10
h;
Rezistenca 0.3 0.45 0.6 0.9 1.2 1.8 2.4 3
MEF 03124 0.493  0.6467 0.947 1247 1.847 2.447 3.047
MV 0301 0485 0.689 0.969 1.226 1.79 2.382 2.983

Po té shohim me kujdes, metoda joné e val€s €shté njé metod€ novative, qé jep zgjidhje
té sakta pér raportet e brinjéve té traut nga 1 <+ 10, raporte pér té cilat zgjidhja teorike
ka pasaktési. Grafikisht kjo metodé e krahasuar me dy té€ tjerat pér kété objekt studimi
€shté si né figurén 5.17:

KRAHASIMI | REZULTATEVE

M Rezistenca ®m MEF MV

2.983

2.382

0.969
1.226

0.485
0.689

0.301

I 0.45
I  0.493
I 0.5

N I  0.6467
I 0.9

W I 0.947
I 1.2

& I 1.247

o I——— 1.847
1.79
I 2 4

I 0.3
- N 0.3124

1.5

Figura 5.17 Krahasimi i rezultateve Teorike, MEF dhe MV
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5.4 GIJETJA OPTIMALE NEPERMJET PROCESIT TE OPTIMIZIMIT

Nga rezultatet e nxjerra nga MV, shohim se ato afrohen shumé me zgjidhjen reale
té objektit. Kjo rrugé e re €shté njé rrugé qé na mundéson pér gjetjen e zgjidhjeve
optimale, q€ e pérmbledhur shprehet nga bllok-skema e paraqitur né figurén 5.18.
Népérmjet késaj procedure gjenden zgjidhje té sakta, t& vértetuar né kapitujt e
mésipérm, si edhe né kérkimin algoritmik té ciklit, gjenden zgjidhje té cilat plotésojné
kushtet e vendosura pér té arritur tek ajo optimalja.

Gjeometria, E, v,
'garkesat dhe Lidhjet

Vala Primare (VP

Pipemdorso e presioni
né bomlar

Kundérvala

Jo

P. — plotésimi i

kushtit né kontur

P{)

sforcimet
O O U

Jo

Figura 5.18 Bllok-skema pér gjetjen optimale
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Karakteristikat e materialit t€ marra nga metoda eksperimentale, futen népérmjet
tabel€s s€ materialeve té cilat jané E — moduli i elasticitetit, v — koeficenti 1 Puasson-it.
Gjithashtu né kété tabelé, né formé vektoriale ose si funksion, futet edhe gjeometria e
objektit t€ studimit. Népérmjet gjeometrisé, pikave konturore té trupit, pércaktohet edhe
kufiri 1 kétij “mjedisi” pér shpérndarjen e valéve. Si pérfundim tek t&€ dhénat jané forcat
dhe lidhjet né€ kété objekt me koordinatat pérkatése, si dhe drejtimet e tyre pér rastin e
forcave dhe drejtimin e pengesave pér rastin e lidhjeve.

Faza e dyté ka té€ béj€ me “l€shimin e valés” primare népérmjet ekuacionit 2.59.
Léshimi i valéve primare béhet nga njé sistem forcash ekuivalente me zero ose né
ekuilibér (ngarkesa e jashtme dhe reaksionet). Duke gené se ky sistem forcash €shté né
ekuilibér, atéheré edhe presionet né kontur nga kéto vale primare do té€ jené né ekuilibér,
té analizuar dhe t€ trajtuar né€ zgjidhjet e kapitujve t€ mésipérm. Kéto valé né€ kontur do
té shuhem nga kundérvalé me té njéjtén madhési dhe drejtim por me shenjé té kundért,
duke plotésuar kushtin statik né kontur dhe vazhduar mé tej me shpérndarjen e
sforcimeve.

e Megenése kjo valé éshté né ekuilibér, “shuarja” béhet me tentativén e paré
pasi edhe nése do té béhej rishpérndarja do té pasqyrohej identike.

e Nése do té béhej vetém nga njé forcé pa “hapur” reaksionet, atéheré vala
primare nuk do t€ ishte né ekuilibér dhe, njé€ pjesé e saj, do t€ “akumulohe;j”
nga lidhjet. Kjo do té sillte q€ rishpérndarja do té duhet t€ béhej me tentativa
deri sa té arrihet kushti 1 ekuilibrit statik, megjithaté két€ piké e kemi 1€né
pér t&€ ardhmen dhe kérkuesit e tjeré. Ky arsyetim vlen edhe pér problemet
statikisht t€ pacaktuara, ku ekuacione shtesé€ t€ zhvendosjes do té duhet pér
té plotésuar kushtet statike né kontur me koeficentat e ngurtésisé pérkatése.

Pasi plotésohet kushti statik né kontur nga kundérvala, pércaktohen shpérndarja e
sforcimeve né€ brendési t€ objektit pér t& realizuar optimizimin. Nése kushti i vendosur
nga projektuesi nuk plotésohet, atéheré béhet rikthimi tek pika fillestare, ku ndryshohet
tabela e t€ dhénave. Kjo formé ciklike éshté njé ményré pér té gjetur zgjidhjen optimale.
Metoda e valés, megjithése bén pércaktime té sakta t&€ sforcimeve né brendési té
objektit, ka edhe ajo kufizimet e veta dhe mundésité pér tu zgjeruar mé tej, té cilat po i
listojmé pér tu zhvilluar mé tej nga ne apo kérkues té tjeré.

e Ndértimin e katalogut t€ zgjidhjeve pér ¢do lloj skeme népérmjet késaj MV,
valé — funksion i Airy-t.

e Koeficenti gjeometrik i korrigjimit do té duhet t&é pércaktohet edhe pér
figura té tjera gjeometrike, vetém né rastin e kundérvalés dhe duke ndértuar
pér té tabelén ose grafiket pérkatés, pér analogji me tabelén 5.5 dhe figurén
5.17.

o Kohén si parametér nuk e kemi marré parasysh, ndaj njé shteg pér t&
hulumtuar €ésht€ duke e futur két€ parametér né€ llogaritjen ciklike dhe
zgjeruar mé tej ekuacionet e MV.

e (jithashtu, nuk kemi marré parasysh edhe shpejt€sin€ e vendosjes sé
forcés, g€ hyn t€ Rezistenca Dinamike.

Kéto jané disa nga kufizime g€ nuk u morén né konsideraté né€ kété temé studimi dhe
qé€ lihen si mundési pér studim né t&€ ardhmen.
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KAPITULLI 6

6 KONKLUZIONE DHE REKOMANDIME

Pér sa i pérket konkluzioneve té fituara né két€ punim té disertacionit ndér mé té
réndésishmet, ku pérfshijné edhe objektivat e pérmendura qysh né fillimi t€ punimit,
jané:

o Krijimi metodé€s se re numerike dhe energjetike inovative té€ cilén e kemi quajtur
Metoda e Valés (MV). N¢ rastin e studimit t€ temés soné, jemi inspiruar nga
problemet ¢ “pérhapjes sé valés”, n¢ két€ rast pérhapjes s€ sforcimeve né
konstruksionin mekanik dhe tentimin pér ta “shuar” até me kundérvalé pér té
imituar shuarjen e valéve né njé mjedis, duke béré t€ mundur pércaktimet e
gjendjes s€ sforcuar né elementin toné . Pasja e késaj gjendje t€ sforcuar éshté njé
objektiv, t€ cilin duhet ta optimizojmé duke ploté€suar edhe kushtet e tjera t&
soliditetit, g¢éndrueshméris€, ngurtésisé, lodhjes, thyerjes, avancimit té krisjes dhe
té tjera.

o Né momentin g€ ne pércaktuam gjendjen e sforcuar t& sakté t€ objektit, kemi né
doré ekuacionin 0y garitur < [0]. Késhtu q€ realizuam optimizimin e objekt
studimit, e dhéné kjo n€ programin ciklik t& treguar né bllok-skemén figurés 5.18.

o Po késhtu nga ky punim kemi nxjerré konkluzionin se, pérveg rastit kur koeficenti
i shpérndarjes s€ valés né gjysméplanin do té ishte me k, = 2/m, pér raste té tjera
ky koeficient do te merrte vlera si: a) pér shufrén né térheqje k, = 1/(2 - a) dhe
b) kur kemi njé shpérndarje né€ plan (forc€ géndrore) ku koeficient duhet t€ merret
ko, = 1/m. Kéta koeficienté pérdoren pér shpérndarjen e valéve primare deri né
konturin e objektit t€ cilat jané valé¢ q€ kané sforcime radiale t€ pastér, sipas

shprehjes ,,.(M) = —%- cosa apo @(x,y) = ;;D -1 -logr - cos 0,, kur kemi
forca n€ brendési (t€ treja sforcimet jané prezenté).

o N¢ rastin e njé skeme plane t€ ¢farédoshme dhe me njé presion normal, kemi
—2pde

vértetuar zgjidhjen e njohur me do, = , t& vendosur tek pika e brendshme,

ku kérkojmé sforcimin radial dhe presionin normal né kontur. E njéjta rrugé edhe
pér rastin e nj€ skeme plane t€ ¢farédoshme me njé presion tangjencial ku kemi

. ce gy . _ —2p(p)de
gjetur zgjidhjen do,r = g
o Valét primare té forcave ekuivalent me zero konturore né diskun rrethor,

shkaktojné vetém presione normale uniforme ndérsa né rastin e forcave
ekuivalente me zero kur njéra do t&€ jeté né brendé€si, valét normale dhe
tangjenciale do t€ jené jo-uniforme. Kundérvala mund t€ shpérndahet sipas
funksioneve biharmonike ose si veté vala primare me korrigjimin gjeometrik
népérmjet faktorit gjeometrik korrigjues, qé€ pér rastin e traut me seksion térthor

drejtkéndor né€ pérkulje u zbulua sipas relacionit K; =2 - m - :l—i Ky faktor si

madhési pa njési por qé varet nga gjeometria e traut, i korrigjon shpérndarjet e
sforcimeve duke sjelle g€ rezultatet t€ jené shumé me té sakta krahasuar me
zgjidhjen teorike pér zonén studimore dhe diferencé shumé té vogél me metoda
té€ tjera numerike t&€ dhéna dhe né tabelat krahasuese.

o Algoritmi i metod€s s€ valéve dhe ciklit optimizues jepet sipas figurés 5.18.
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